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Einleitung

Ich liebe Mathematik nicht nur, weil sie auf die Technik
anwendbar ist, sondern auch, weil sie schon ist, weil der
Mensch seine spielerische Lust in sie hineingelegt hat
und weil die Mathematik imstande ist, sogar das hochste
Spiel zu treiben: Sie kann das Unendliche fafbar machen.

Rosza Péter

Bei dieser Arbeit handelt es sich um einen Beitrag zur mathematischen Theorie
der optimalen Steuerung, namlich zu dem Teil, der die kontinuierlichen Steuerungs-
probleme mit unendlichem Zeithorizont umfasst. Die intensive Untersuchung dieser
Aufgabenklasse begann in den frithen siebziger Jahren des zwanzigsten Jahrhun-
derts, obwohl das erste Optimalsteuerungsproblem mit unendlichem Zeithorizont
schon im Jahre 1928 von F. P. Ramsey in [84] formuliert wurde und ein Kapitalak-
kumulationsmodell beschrieb. Das Einfithren eines unendlichen Planungsintervalls
scheint auf den ersten Blick zu theoretisch und fragwiirdig zu sein. Bei genauerer
Uberlegung jedoch tritt seine Plausibilitit und Natiirlichkeit zum Vorschein. M.
Kurz und K. J. Arrow argumentierten die Wahl eines unendlichen Betrachtungsin-
tervalls in ihrem Buch [5], S. xviii, wie folgt:

“The infinite horizon is an idealization of the fundamental point that
the consequences of investment are very long-lifed; any short horizon
requires some methods of evaluating end-of-period capital stocks, and the
only proper evaluation is their value in use in the subsequent future®.

Wihlt man also einen festen Planungshorizont, so bleiben die Konsequenzen der
aktuellen Entscheidungen in der Zeit “danach® unbertiicksichtigt. Die Wahl eines va-
riablen Planungsintervalls hat sich aus demselben Grund nicht bewéhrt. Bei der
Betrachtung von dynamischen Systemen in der Okonomie hat sich somit die sy-
stematische Wahl eines unendlichen Zeithorizontes durchgesetzt. Generell ist die
Betrachtung eines unendlichen Planungsintervalls iiberall dort sinnvoll, wo heuti-
ge Entscheidungen sehr langlebige Konsequenzen haben kénnen und fiir zukiinftige
Generationen wichtig sind. So ist dies beispielsweise der Fall, wenn man die Wech-
selwirkungen der globalen Klimaédnderung und optimalen 6konomischen Wachstums
in einem integrierten Bewertungsmodell erfassen will, vgl. HAURIE [43], S. 117. Die
heute betriebene Emissionspolitik von Treibhausgasen betrifft offenbar mehrere Ge-
nerationen und stellt somit ein ethisches Problem dar, verbunden mit dem Wohlbe-
finden der kiinftigen Generationen.
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Die breite Anwendbarkeit solcher Aufgaben vor allem in der Okonomie und Bio-
logie hat vor etwa dreifsig Jahren grofes Interesse an der weiteren theoretischen
Entwicklung geweckt und zu zahlreichen Verdffentlichungen zum Thema gefiihrt.
Inzwischen sind viele Ergebnisse {iber notwendige und hinreichende Optimalitétsbe-
dingungen, vgl. beispielsweise MAGILL [67], ASEEV& KRYAZHIMSKIY [7]|, SEIERSTAD
[89], AUBIN& CLARKE [10], BLOT [17], BLOT&MICHEL [18] wie Existenzergebnisse,
siche BAUM [13], MAGILL [65], BALDER [12|, DMITRUK& KUZ'KINA [31], CARL-
SON [19] bekannt. Ergebnisse zu Transversalitdtsbedingungen im Fall eines unbe-
schrénkten Planungsintervalls kénnen u.a. MICHEL [72], KAMIHIGASHI [49], CAR-
TIGNY&MICHEL [22], PICKENHAIN [77] entnommen werden. Ebenso ist das Buch
von Carlson et al. erschienen, in dem die verschiedenen Problemenklassen sowohl
der deterministischen als auch der stochastischen optimalen Steuerung mit unendli-
chem Zeithorizont betrachtet werden, vgl. CARLSON ET AL. [20]. Eine breite Palette
von innovativen Anwendungen der Steuerungstheorie auf unendlichem Zeitintervall
auf die aktuellen Probleme der Korruption, des wachsenden Drogenkonsums und
der Terrorbekdmpfung sind in dem neu erschienenen Buch von Dieter Grass et al.
diskutiert worden, vgl. GRASS ET AL. [40], was die betrachtete Aufgabenklasse in
einem ganz neuen Licht erscheinen lafst.

Bei der Formulierung eines Steuerungsproblems in Lagrange- oder Bolza-Form
wird ein Integralfunktional minimiert oder maximiert. Meistens stellt ein solches
Funktional die Gesamtkosten oder den Gesamtnutzen fiir die Gesellschaft bei der
Planung eines Prozesses dar und wird auch Zielfunktional genannt. Trotz zahlrei-
cher Publikationen {iber diese Klasse von Aufgaben lidsst es sich erkennen, dass
nur in wenigen Literaturquellen die verwendeten Integralbegriffe explizit benannt
wurden, vgl. DMITRUK&KUZ'KINA [31], BLOT&MICHEL |18, BLOT&HAYEK [16].
Es hat sich jedoch gezeigt, dass bei Steuerungsproblemen mit unendlichem Zeitho-
rizont nicht nur die Unterscheidung zwischen verschiedenen Optimalitatsbegriffen
von Noten ist, sondern auch die Prézisierung des verwendeten Integralbegriffs im
Zielfunktional, z.B. Lebesgue oder Riemann, erforderlich ist, vgl. LYKINA ET AL.
[62].

Das Hauptziel dieser Arbeit ist die Herleitung von hinreichenden Optimalitétsbe-
dingungen mit Hilfe der Dualitdtsmethoden sowie das Gewinnen von Existenzaussa-
gen fiir Probleme, die ein Zielfunktional mit einem Integral im Lebesgueschen Sinne
enthalten. Der Schliisselgedanke besteht darin, gewichtete Sobolev- bzw. gewich-
tete Lebesgueraume als Zustands- bzw. Steuerungsrdume in die Formulierung der
zu l6senden Aufgabe einzufiihren. Die ersten Ansétze zur Verwendung gewichteter
Réaume im Kontext der Steuerungsprobleme mit unendlichem Zeithorizont befinden
sich in AUBIN&CLARKE [10], S. 570 (jedoch mit fest vorgegebener Gewichtsfunkti-
on) und MAGILL [67], S. 402 (jedoch nur fiir den Fall eines nicht reflexiven Raumes
WLE(R",v)). Ein einfaches Beispiel von den in dieser Arbeit betrachteten Gewichts-
funktionen ist durch die Funktion v(:) : R* — R, v(t) = e ** gegeben, die je
nach Modellhintergrund verschiedene Bedeutungen haben kann. So spielt sie die
Rolle der Diskontierungsrate in den 6konomischen Aufgabenstellungen, wahrend sie
in den biologischen Modellen als Verteilungsdichtefunktion (mit einem Faktor p)
der Poisson-verteilten Zufallsgrofie T' interpretiert werden kann, die die Lebensdau-
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er einer Population beschreibt, hierzu vgl. auch ASEEV&KRYAZHIMSKII [§8], S. 8
ff. Das heisst, p erfiillt die Gleichung p = ﬁ, wobei E(T) der Erwartungswert
der Zufallsgrofe T ist. Basierend auf den FEigenschaften der gewichteten Funktio-
nenrdume wird eine dazu entsprechende Dualitédtstheorie entwickelt und die analy-
tischen Eigenschaften der Integralfunktionale iiber einer Menge unendlichen Mafes,
wie beispielsweise Unterhalbstetigkeit, werden untersucht. Die theoretischen Ergeb-
nisse werden durch entsprechende Beispiele bestétigt.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert. Im Kapitel 1 sind alle wichtigsten Resultate
aus der Analysis und der Funktionalanalysis zusammengetragen, die fiir die Herlei-
tung der Hauptergebnisse notwendig sind. Das darauffolgende Kapitel gewéhrt einen
kurzen Einblick in das Gebiet der Steuerungsprobleme mit unendlichem Zeithorizont
und benennt die giangigsten Losungsmethoden sowie die Besonderheiten der Proble-
me dieser Klasse. Dazu zdhlen unter anderem die Optimalitdtsdefinitionen sowie
die Transversalitdtsbedingungen. Das Kapitel 3 ist der Diskussion der Unterschie-
de zwischen den Integralbegriffen von Lebesgue und Riemann gewidmet, ebenso wie
den daraus folgenden Konsequenzen fiir die Losungsmengen der zugeordneten Steue-
rungsprobleme und Zielfunktionalswerte. Die Funktion im Integranden des Zielfunk-
tionals induziert einen nichtlinearen Einsetzungsoperator, der in der Fachliteratur
als Nemytskij Opetaror bekannt ist. Die Glatteeigenschaften dieses Operators auf
dem gewichteten Lebesgueraum iiber RT sowie dafiir notwendige und hinreichende
Bedingungen werden im Kapitel 4 vorgestellt. Die Untersuchung der Unterhalbste-
tigkeitseigenschaften der Integralfunktionale wird im Kapitel 5 beschrieben. Aufbau-
end auf den Ergebnissen dieses Kapitels formulieren wir die Existenzaussagen fiir
Steuerungsprobleme mit beziiglich der Steuerung konvexem Integranden und beziig-
lich der Steuerung linearer Dynamik, die in dem Kapitel 6 vorgestellt werden. Das
néichste Kapitel beschéftigt sich mit der Entwicklung der Dualitédtstheorie im Sin-
ne von Klotzler fiir Steuerungsprobleme mit unendlichem Zeithorizont, formuliert
in den gewichteten Funktionenrdumen, und der Konstruktion eines Ersatzproblems,
auch Dualproblem genannt. Dieses Konstruktionsschema basiert auf der Hamilton-
Jacobischen Theorie und einigen Eigenschaften der dualen Variable, deren Giiltigkeit
speziell in den gewichteten Rdumen nachgewiesen werden konnte. Dank der Duali-
tétstheorie ist der Ubergang von einer Steuerungsaufgabe mit unendlichem Zeithori-
zont zu einer parametrischen Optimierungsaufgabe auf einem unbeschrankten Inter-
vall moglich. Nun kénnen in Kapitel 8 die bekannten Ergebnisse aus der Optimierung
ausgenutzt werden, um hinreichende Optimalitdtsbedingungen zu formulieren. Die-
se Bedingungen gewihrleisten lediglich die starke lokale Optimalitit eines Prozesses
in einer Umgebung mit der Breite 9, die von der Zeit ¢ abhéngig sein kann. Die
uniforme starke lokale Optimalitét ist aber gesichert unter den Bedingungen, die in
Kapitel 9 angegeben sind. Die auf diese Weise formulierten hinreichenden Optimali-
tatsbedingungen zweiter Ordnung sichern die Striktheit der Minimalstelle ebenfalls.
Die Illustration der Anwendbarkeit der hergeleiteten Satze auf das Problem der op-
timalen Erneuerung einer technischen Ressource bildet den Inhalt des Kapitels 10.
In den Kapiteln 11 und 12 werden zwei weitere akademische Beispiele diskutiert,
die ebenfalls die Anwendung der bewiesenen Sétze veranschaulichen sollen. Hier-
bei kann der Ubergang von einer Losung des Problems auf endlichem Zeithorizont
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zu einer Losung des entsprechenden Problems mit unendlichem Zeithorizont und
seine Problematik sehr gut geschildert werden. Ein Ressourcen-Allokationsmodell
und das lineare Ramsey Modell werden an dieser Stelle vorgestellt und in Bezug
auf die erwahnte Problematik ebenso wie auf die passende und natiirliche Wahl der
Funktionenrdume diskutiert. Die Zusammenfassung der erzielten Ergebnisse sowie
die Analyse noch offener und wéhrend der Arbeit entstandener Fragen schliessen
die Arbeit ab. Im Anhang A sind die wichtigsten Abkiirzungen und eingefiihrte
Bezeichnungen zusammengetragen, wihrend der Anhang B einen Uberblick iiber
Definitionen und Sétze gibt.



Kapitel 1

Benotigte Ergebnisse aus der
Analysis und der Funktionalanalysis

1.1 Gewichtete Lebesgue- und Sobolevraume

1.1.1 Definitionen

Wir setzen in diesem Abschnitt = [0, 00) und bezeichnen mit M™ = M(Q;R")
den Raum aller Lebesgue messbaren Funktionen, die auf der Menge €2 definiert sind
und Werte im R"™ haben.

Definition 1. (a) Wir nennen eine stetige Funktion v :  — RT Gewichtsfunk-
tion.

(b) Eine Gewichtsfunktion v(-) wird Dichtefunktion genannt, falls sie zusétzlich
iiber der Menge €2 Lebesgue integrierbar ist:

/y(t)dt < 0. (1.1)

Q
Als niichstes definieren wir den gewichteten Lebesgueraum L7 (€2, v).

Definition 2. Mit einer Gewichtsfunktion v(-) fithren wir den Funktionenraum
Ly (2, v) fiir p > 1 wie folgt ein:

L7(Q,v) = {o € M| |Jz]]2 := / ()P0 (t) dt < oo }. (1.2)
Q
Fiir p = co wird der gewichtete Lebesgueraum entsprechend so aussehen:
L5 (Q,v) = {z € M"|||z]|o := ess sup [z (t)[v(t) < oo}, (1.3)
teQ

vgl. KUFNER [56], S. 11 f.
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Definition 3. We definieren den gewichteten Sobolevraum W, (€, v) als den
Unterraum des gewichteten Lebesgueraumes L7 (€2, v) aller Vektorfunktionen z(-),
die samt ihrer verallgemeinerten Ableitungen im L7 (€2, v) liegen, siche KUFNER [56],
S. 11 f. Daraus ergibt sich
1,n . n n . n
W, (Qv) ={r e M"|z € Ly(Q,v), & € L;(Qv) }. (1.4)

Zum Begriff der verallgemeinerten Ableitung verweisen wir auf das Buch YOSIDA
[100], S. 49. Der so definierte Funktionenraum wird, versehen mit der Norm

ol s,y = [ el + 3OO0 (15)
Q

zu einem Banachraum. Zusétzlich wird noch ein Vektorraum eingefiihrt, und zwar
der

ij(t
L (vt = {Q e M 1|Q|loo := nmax (ess sup M) < oo } . (1.6)
0] eo v(t)
Hierbei wird eine Verallgemeinerung der Matrix-Gesamtnorm || - ||¢ mit ||All¢ =
n - max |a;;| verwendet, da diese mit der euklidischen Vektornorm || - ||; vertréglich
i.j
(kompatibel) ist, d.h. fiir alle A € R"™*" und alle z € R" gilt ||Az||s < || Al - ||Z]2-
Die Gesamtnorm ist ebenfalls mit den || - ||; und || - ||o Vektornormen kompatibel.

Fir L%"(Q,v~1) kann der entsprechende gewichtete Sobolevraum definiert werden.

Im spateren Verlauf der Arbeit werden wir den Dualraum zum gewichteten Raum
L;(82,v) bendtigen. Aus diesem Grunde zitieren wir ein Darstellungslemma, siehe
ELSTRODT [34], welches zeigt, wie ein lineares stetiges Funktional auf dem Raum
L?(2, v) fiir ein beliebiges o-endliches' Maf 1, (-) gegeben durch p, (E) = g v(t)dt,

aussieht.

Lemma 1. Fiir jede Funktion g(-) € L,(€?, v) kann das Funktional ¢ : L,(Q,v) — R,
definiert durch

¢g(f) Z/Qf(t)g(t)V(t)dt (f() € Lp(2,v)), (1.7)

als eine lineare stetige Form auf L,(€2,v) interpretiert werden. Desweiteren gilt fiir
alle p : 1 < p < oo die Gleichung [|¢,4]| = ||g/lz,(,), denn das von der Gewichts-
funktion v(-) erzeugte Maf ist o-endlich. (Fiir den Beweis siche ELSTRODT [34], S.
287) 0

Um die Existenzsétze zu beweisen, wird in den Abschéatzungen sehr oft die Holder-
sche Ungleichung verwendet, vgl. WERNER [98], S. 20, Satz 1.1.10:

Satz 1 (Holdersche Ungleichung, allgemeine Version). Sei 1 < p < 0o mit % + % =
1 (mit der Konvention - = 0). (2,3, ) sei ein Mafraum, und es seien f(-) €

L,(Q, 1), g(-) € Ly(2, ). Dann ist (fg)(-) € L1(€2, p), und es gilt

1 f9llz. o < IfllLp@mllgllLy@.m- (1.8)
=

!siche Anhang B, Definition 28.
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1.1.2 Einbettungseigenschaften
Kompakte Einbettungen von Sobolevriumen

Wir zitieren die bekannten Sétze iiber stetige und kompakte Einbettungen der So-
bolevraume, vgl. BLANCHARD& BRUNING [15], S. 274 — 275, oder ADAMS [1], S.
144, Satz 6.2. Die Beweise entnehme man den angegebenen Literaturquellen.

Definition 4. (a) Wir definieren fiir 1 < p < oo, m € N den Sobolevraum

W) ={z e Ly(Q) [ D% € Ly"(©), 0 <a < m}, (1.9)

p

wobei D%z die verallgemeinerte Ableitung bezeichnet.

(b) Q besitzt die Kegeleigenschaft, falls es ein endlicher Kegel C' existiert, so dass
jeder Punkt x € (2 Spitze eines endlichen Kegels

C,=B(x,r)N{z+ XNy —x), y € B(x,ry), A\ >0} (1.10)

ist, der in €2 enthalten und zu C kongruent ist. B(x,r) bezeichnet dabei die
Kugel um Punkt x vom Radius r.

Satz 2 (Sobolevscher Einbettungssatz). Es sei @ C R", n > 1 eine offene nicht
notwendig beschriankte Menge und 1 <p <oo,m=0,1,....

a) Besitzt der Rand von (2 die Kegeleigenschaft, so bestehen die folgenden Einbet-
tungen und sie sind stetig:

i) mp <n: W(Q) = Lg(Q), p<q<q= p— 1.11)
i1) mp=mn: W) — Lg(Q), p<q<o0; (1.12)
iii)  mp>n: W Q) — C°(Q). (1.13)

b) Fiir den Unterraum (W)")°(), der den AbschluR der Menge aller beliebig oft
differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager darstellt, existieren die
stetigen Einbettungen i) — 4i7) fiir beliebige offene Teilmengen 2.

c) Falls Q beschriankt ist, existieren die stetigen Einbettungen ) und i) in a) und
b) auch fiir die Indizes ¢, 1 < g < p.

O

Uns wird insbesondere der Fall n = m = 1, p = q¢ = 2 interessieren, d.h. die ste-
tige Einbettung W3 () — C°(Q). Ein wichtiger Satz iiber kompakte Einbettungen
der Sobolevraume ist folgender

Satz 3 (Rellich-Kondrachov). Es sei 2 C R", n > 1 ein Gebiet und €y C 2 ein
beschrénktes Teilgebiet. Ferner sei 1 <p <ocound m=1,2,....
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a) () habe die Kegeleigenschaft. Dann sind die folgenden Einbettungen kompakt:

i) mp<n: W) — Lg(Q0), p<qg<q= n_mp;(1.14)
i1) mp=mn: W) — Le(0), p < q < oo; (1.15)
i)  mp>n;: W Q) — C°(Q). (1.16)

b) Fiir den Unterraum (W,")°(€2) sind die Einbettungen 7) —i7) fiir beliebige offene
Mengen €2 kompakt.

c) Falls Q beschréankt ist, konnen wir in a) und b) fiir die Einbettungen ¢) und i7)
Qp = 2 setzen.

O

Hier werden noch weitere niitzliche Einbettungseigenschaften fiir ungewichtete
Sobolevrdaume iiber unbeschrénktem Intervall formuliert. Das folgende Resultat wur-
de ADAMS [1] entnommen, vergleiche Beispiel 6.43, S. 167, zusammen mit Satz 6.47,
S. 170 ff.

Lemma 2. Sei 1 < p < oo. Mit einer positiven, nichtwachsenden, stetig differen-
zierbaren Funktion v : RT — R™ definieren wir eine offene Menge €, als

Q={(teR*: t>0,0<E<v(t)}. (1.17)
Dann ist die Einbettung

WHS,) — Ly(5) (1.18)

p

genau dann kompakt, wenn die Funktion v(-) die Bedingung

lim v(t+e)

lim = —0 (1.19)

fiir alle € > 0 erfiillt. O

Bemerkung 1. Die Bedingung (1.19) wird “decay at infinity“-Bedingung genannt.
Sie garantiert sehr schnelles Abfallen der Funktion v(-) im Unendlichen. Wir merken
noch an, dass die Exponentialfunktion e ?* mit einem positiven Faktor p diese Be-
dingung nicht erfiillt. Erst eine Funktion mit einer hoheren Abfallsgeschwindigkeit,
wie beispielsweise e‘PtQ, geniigt der Bedingung (1.19.), vgl. die oben angegebene
Literaturquelle.

Kompakte Einbettung der gewichteten Sobolevraume

Wir zitieren nun einen Satz {iber kompakte Einbettung der gewichteten Sobolevrau-
me iiber einem unbeschriankten Gebiet, der in ANTOCI [3], Satz 4.3, S. 63, bewiesen
wurde.
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Satz 4. Gegeben sei eine Dichtefunktion v : RT — R* gemaf Definition 1, fiir die
der Subgraph Q, = {(t,£) e R?: ¢t >0, 0 < £ < v(t)} betrachtet wird.
Ist die Einbettung

I, - WHS,) — L,(Q,) (1.20)

v p

kompakt, so ist die Einbettung
I: W) (Q,v) — Ly(Q,v) (1.21)
ebenfalls kompakt. Fiir den Beweis verweisen wir auf ANTOCI [3], Satz 4.3, S. 63.0

Bemerkung 2. Wir moéchten hier anmerken, dass der formulierte Satz ein Spezi-
alfall des in [3] bewiesenen Satzes ist. Der Originalsatz gilt sogar fiir eine grofere
Klasse von Gewichtsfunktionen und eine beliebige offene Menge 2 C R". Einige Vor-
aussetzungen wurden hier weggelassen, da sie fiir eine Dichtefunktion v(-), definiert
in Definition 1, erfiillt sind.

Der obige Satz fithrt also die Kompaktheit der Einbettung der gewichteten Sobole-
vraume liber unbeschranktem Intervall auf die Kompaktheit der Einbettung gewéhn-
licher Sobolevraume iiber einem Gebiet einer um eins hoheren Dimension zuriick.

1.2 Schwache Kompaktheit in reflexiven Banach-
raumen

Definition 5. Sei X ein Banachraum, X* sein Dualraum und X** := (X*)* dessen
Dualraum, den man Bidualraum nennt. Ist z € X, so kann auf kanonische Weise eine
Abbildung i(z) : X* — R gemék (i(x))(z*) = 2*(z) definiert werden. Offensichtlich
wird dadurch eine Abbildung ix : X — X definiert, die auch als kanonisch be-
zeichnet wird. Der Banachraum X heisst reflexiv, wenn die kanonische Abbildung
ix surjektiv ist, vgl. WERNER [98], S. 105, Definition I11.3.3.

Aus der Reflexivitdt des Raumes X resultiert die folgende niitzliche Isomorphie
X = X, von der wir spiater Gebrauch machen werden. Der néchste Satz gibt ein
Kriterium fiir schwache Kompaktheit in einem reflexiven Banachraum an und kann
in BLANCHARD&BRUNING [15], S. 264 ff., gefunden werden.

Satz 5. Eine Teilmenge M eines reflexiven Banachraumes X ist schwach kompakt
dann und nur dann, wenn M schwach abgeschlossen und beschrankt ist. O

Um den letzten Satz auf gewichtete Sobolevraume anwenden zu kénnen, miissen wir
deren Reflexivitdt nachweisen.

Satz 6. Der gewichtete Sobolevraum Wpl’"(RJF,V), 1 < p < oo ist ein separabler
reflexiver Banachraum.

Beweis: Das Beweisschema ist dasselbe wie im Fall ungewichteter Raume, vgl. [15],
S. 268 — 269 ff. Die Separabilitdt und Reflexivitat dieses Funktionenraumes folgt
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aus den entsprechenden Eigenschaften der gewichteten Lebesguerdume LZ(R+, v)
und der Tatsache, dass ein abgeschlossener Unterraum eines separablen reflexiven
Raumes ebenso separabel und reflexiv ist.

Die direkte Summe @4<1 Ly (R™,v) der Banachrdume, ausgestattet mit der Norm

ot = (3 tealt) (1.22)

o<1

fiir v = (Va)jaj<1 € @joy<1Ly(RT,v) ist ein Banachraum. Ein Element u(-) des ge-
wichteten Sobolevraumes Wpl’" (R*, v) kann mit einem Element

u = (DaU,)|a‘§1 S @|a\§1Lg<R+; V) (123)

in Verbindung gebracht werden, wodurch der Sobolevraum Wpl’"(R*, v) mit einem
abgeschlossenen Unterraum von @jq<1 Ly (R™, v) identifiziert werden kann.
Aufgrund der Separabilitit des Banachraumes L7 (R*,v) fiir 1 < p < oo schlies-
sen wir auf die Separabilitidt des gewichteten Sobolevraumes Wpl’"(R*, v), denn eine
endliche direkte Summe separabler Rdume ist wieder separabel.

Der Banachraum L7 (R™, v) ist reflexiv fiir 1 < p < oo, weswegen die endliche direk-

te Summe (@Mgng(Rﬂu), | - \|17p> auch reflexiv ist. Folglich ist der gewichtete
Sobolevraum W,"(R*,v), 1 < p < oo ebenfalls reflexiv. m

1.3 Vergleich der Integralbegriffe

Bei der Formulierung eines Steuerungsproblems in Lagrange oder Bolza Form wird
man mit der Frage der Wahl des passenden Integralbegriffs fiir das Zielfunktional
konfrontiert. Obwohl mehrere Integralbegriffe bekannt sind, werden wir im aktuellen
Abschnitt nur zwei von ihnen in Betracht ziehen und vergleichen, ndmlich die von
Lebesgue und Riemann. Aufgrund unterschiedlicher Integralsummenbildungen gibt
es bekanntlich Unterschiede zwischen diesen beiden Begriffen. Die Bezeichnungen
L-[ und R-| stehen fiir Lebesgue- bzw. Riemannintegrale.

Ferner sei f : R™ — R Riemann integrierbar iiber jedem abgeschlossenen Intervall
[0,7] € R*. Dann ist f(-) genau dann Lebesgue integrierbar iiber R™, wenn |f|
uneigentlich Riemann integrierbar iiber R" ist, und es gilt

T

@?m — 1 R-[ J(t)d lmL/f (1.24)

0

vgl. ELSTRODT [34], S. 150 ff., Sétze 6.1 und 6.3. Ist also die Funktion f: RT — R
Riemann integrierbar {iber jedem abgeschlossenen Intervall [0,7] C R™ und das Le-

besguesche Integral L - [ f(¢) dt hat einen endlichen Wert, so stimmen Lebesguesches

0
und uneigentliches Riemannsches Integrale iiberein:

L/j@ﬁ:Rfﬂwﬁ (1.25)
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In umgekehrter Richtung gilt der Schluss nicht. Es kann namlich passieren, wie
das beriihmte Beispiel mit dem Integralsinus zeigt, dass das Lebesguesche Integral
iiber der Menge R™ gar nicht existiert, wahrend das entprechende uneigentliche

Riemannsche Integral bedingt konvergent ist. So gilt fiir f(t) = =2t

int [ sint
L-/ﬂdt:oo, R-/ﬂdtzﬁ (1.26)
t / 2
0 0

vgl. ELSTRODT [34], S. 152 ff. Offensichtlich kann die bekannte Implikation

Riemann — Integrierbarkeit von f = Lebesgue — Integrierbarkeit von f

nicht von [0, T'] auf [0, co) iibertragen werden. Zur weiteren Diskussion dieser Begriffe
im Kontext der Steuerungsprobleme mit unendlichem Zeithorizont kehren wir im
Kapitel 3 zuriick. Ausser den zwei Integralbegriffen, die hier betrachtet wurden, sind
viele weitere Integrationstheorien bekannt, beispielsweise die von Daniel, Riemann-
Stiltjes, Henstock-Kurzweil, Perron and McShane, vgl. KURTZ&SWARTZ [58], auf
die wir aber nicht eingehen werden.
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Kapitel 2

Steuerungsaufgaben mit unendlichem
Zeithorizont: Uberblick

2.1 Motivation und Anwendungen

Aus den zahlreichen Anwendungen der Steuerungsprobleme mit unendlichem Zeitho-
rizont in Wirtschaft, Okologie, Biologie, Ingenieurwesen und Kontinuumsmechanik
werden wir hier nur einige vorstellen. Man beachte, dass die aus der Liteatur zitierten
Modelle in den Originalquellen keine Hinweise auf den verwendeten Integralbegriff
im Zielfunktional enthalten und nur hier entweder explizit mit der Interpretation des
Integrals versehen worden sind oder es wurde eine Empfehlung dazu ausgesprochen.

2.1.1 Optimales Kapitalwachstum

Seit der Pionierarbeit von Ramsey wird das Problem des optimalen Kapitalwachs-
tums auf unendlichem Zeitintervall betrachtet. Eine der vielen Verallgemeinerungen
des von Ramsey formulierten Modells stammt von Cass und sieht wie folgt aus, vgl.
Cass [23], Cass [24]:

o0

Joo(k,z,¢) = L/U Ye Pt dt — max ! (2.1)
0

FCR(1)) = 2(t) + c(t);
k(t) = 2(t) — 0k(t);
k(0) = ko

Hier sind die Funktionen f(-) und U(-), die die Produktionsfunktion bzw. die Nut-
zenfunktion bezeichnen, gegeben, withrend die Investition z : Rt — R, der Konsum
¢:R" — R und der Kapitalstock k£ : R™ — R die Optimierungsvariablen sind. Das
Funktional (2.1) beschreibt den Gesamtnutzen fiir die Gesellschaft, wobei p > 0 die
Diskontrate ist. Die Aufgabe der Kapitalwirtschaft besteht darin, das Kapital so zu
kontrollieren, dass der Nutzen maximal wird. Die Konstante § > 0 bezeichnet die
Abschreibungsrate des Kapitals. Unter bestimmten Voraussetzungen an die Daten

13
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der Aufgabe, unter anderem Konkavitdt der Produktions- und Nutzenfunktionen,
kann gezeigt werden, dass es ein konstantes Kapitalstockniveau k existiert, so dass
Jfiir alle nichtnegativen Werte von p die optimale Trajektorie {iber dem unendli-
chen Zeitintervall existiert und gegen das stationire Niveau k konvergiert, was fiir
jeden Anfangskapitalstock kg gilt.“, vgl. CARLSON ET AL. [20], S. 8. Die optimale
Steuerung besitzt also einen stabilisierenden Effekt in dem Sinne, dass die optimale
Zustandstrajektorie asymptotisch stabil ist, d.h. die Phasentrajektorie konvergiert
im Phasenraum gegen den Gleichgewichtspunkt des dynamischen Systems (2.2) —
(2.4). Aus dieser Eigenschaft wird klar, dass die Funktion k(-) nicht in einem ge-
wohnlichen Sobolevraum VVpl(RJF)7 1 < p < oo enthalten sein kann, sondern zum
Beispiel zu dem gewichteten Sobolevraum W, (RT, e™*!) gehort, da fiir jede Funkti-
on f(-) € Wpl(RJr) die Bedingung e§§}(i>om f(t) =0 gilt.

Nicht unwichtig ist die Frage der Existenz und Endlichkeit des Integrals in (2.1),
die nicht ohne weiteres gegeben sind. Fiir welche Funktionen £(-) (aus welchem Funk-
tionenraum) ist das Integral endlich? Das Integral im Zielfunktional dieses Modells
wird im Lebesgueschen Sinne interpretiert.

2.1.2 Produktions-Lagerhaltungsmodell

Viele produzierende Unternehmen benutzen Produktions-Lagerhaltungssysteme, um
Anderungen der Nachfrage auf Produkte zu kontrollieren. Dieses System besteht aus
einem Werk und einem Lager, in welchem die Produkte gelagert werden, die nicht
sofort verkauft werden, vgl. SETHI& THOMPSON [91], S. 154 ff. Ab dem Moment,
wenn ein Produkt in das Lager gelegt worden ist, verursacht es Kosten zweier Arten:

(i) Kosten der physischen Lagerung des Produktes, seine Versicherung usw.;

(ii) Kosten fiir die Investitionsmoglichkeiten, die bei einer Investition in unverkaufte
Waren verloren gehen.

Das Vorhandensein der Produkte am Lager hat folgende Vorteile: erstens, sie sind
sofort verfiighar, um einer Nachfrage entgegenzukommen; zweitens, die iiberfliissi-
ge Produktion wird in Perioden mit niedrigeren Nachfrageraten am Lager gelagert
und damit fiir einen Verkauf wihrend Perioden mit hoheren Nachfrageraten bereitge-
stellt. Dies erlaubt {iblicherweise das Nutzen eines kleineren Werkes als es andernfalls
notwendig wére und reduziert die Schwierigkeiten mit der Verwaltung des Systems.
Die Optimierungsaufgabe ist es, den Profit von Produktion und die Kosten der La-
gerhaltung in ein Gleichgewicht zu bringen.

Betrachtet wird eine Fabrik, die eine homogene Ware produziert und einen Lager fiir
angefertigte Waren besitzt. Fiir den Modellaufbau benétigt man folgende Grossen,
vgl. SETHI& THOMPSON [91], S. 154 ff.
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) — Lagerbestand zum Zeitpunkt t;

) — Produktionsrate zum Zeitpunkt t;
v(t) — Verkaufsrate zum Zeitpunkt t;

b — Zielniveau des Lagerbestandes;

by — Lagerbestand am Anfang t = 0;

p — Zielniveau der Produktion;

h — Lagerhaltungskostenkoeffizient; h > 0;

¢ — Produktionskostenkoeffizient; ¢ > 0;

p — konstante nichtnegative Diskontrate; p > 0.

Das erwiinschte Lagerbestandsniveau b kann als ein Sicherheitsbestand interpretiert
werden, den die Firma immer zur Verfiigung haben mdochte. b kénnte zum Beispiel
zwei durchschnittliche Monatsverkaufsraten oder auch 100 Einheiten der produzier-
ten Ware sein. Ahnlich bedeutet das gesetzte Produktionsniveau p das effizienteste
Niveau, bei dem die Firma laufen soll. Die Funktionen b: R — Rund p: R" — R
stellen die Optimierungsvariablen dar, wobei b(-) die Zustands- und p(-) die Steue-
rungsfunktion sind, und v : R™ — R bezeichnet die Verkaufsratenfunktion.

Mit den eingefiihrten Bezeichnungen konnen wir nun die Bedingungen des Mo-
dells formulieren. Die Differentialgleichung des Bestandes

b(t) = p(t) — v(t), b(0) = bo, (2.5)

besagt, dak das Inventar zur Zeit ¢t durch die Produktionsrate p(t¢) steigt und sich
durch die Verkaufsrate v(t) vermindert. Das Zielfunktional

Joo(b,p) = L—/ <g(b(t) —b)? + g(p(t) - ]3)2) e ' dt — min! (2.6)

bringt die Tatsache zum Ausdruck, daf man das Niveau des Lagerbestandes b(t)
sowie die Produktionsrate p(t) so nahe wie moglich am gewtinschten Niveau b bzw.
p halten will. Die quadratischen Terme 2(b(t) — 0)? und £(p(t) — p)?® bestrafen die
Entfernung von den gesetzten Zielwerten. Wie im vorherigen Abschnitt liegt auch
in diesem Problem die optimale Trajektorie nicht in dem ungewichteten, sondern
in einem gewichteten Sobolevraum mit der Dichtefunktion v(-), festgelegt durch
v(t) = e " vgl. PICKENHAIN&LYKINA [78], S. 230 ff. Da das Funktional der Norm
des gewichteten Raumes W) (R*, ), 7(t) = e~ sehr &hnelt, scheint die Wahl dieser
Norm sehr natiirlich zu sein. Genauso wie im Problem des optimalen Kapitalwachs-
tums wird das Integral im Zielfunktional als Lebesguesches Integral verstanden.

In dem folgenden Beispiel dagegen ist es nicht von vorn herein klar, welcher
Integraltyp die zu modellierenden Verhéltnisse am besten widerspiegelt.
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2.1.3 Schadlingsbekimpfung

Seien z(+) und y(-) die Anzahle der Populationsmitglieder zweier aufeinander wirken-
der Arten, wobei z ein Schadling und y sein natiirlicher Rauber ist. Die dynamische
Entwicklung dieser Arten unterliegt einem nichtlinearen Differentialgleichungssy-
stem vom Lotka-Volterra Typ, vgl. CARLSON ET AL. [20], S. 4 ff., vgl. auch GoH
ET AL. [39], S. 265 ff.:

i(t) = a(t)(1-y(0). 2(0) = o .
it = y(0)(x(t) 1), ¥(0) = w. (2.8)

Es ist bekannt, dass dieses System einen nichttrivialen Gleichgewichtspunkt besitzt,
néamlich £ = ¢ = 1. Die Trajektorien werden aber von diesem stationdren Punkt
nicht angezogen, sondern kreisen um den Punkt in einer Art konservativer Bewe-
gung. Angenommen, die Population z(-) wird mit einer Rate 0 < u < Umax durch
die Bespritzung mit einem Pestizid bekdmpft. Gleichzeitig wird die Population des
Réubers y(-) mit einer Rate cu(-) mitbeeinflusst, und die Dynamik des gesteuerten
Systems nimmt folgende Gestalt an:

B(t) = x(t)(1—y(t) —u(t), 2(0) = ; (2.9)
gt) = yt)(z(t) — 1 —cu(t)), y(0) = (2.10)

Das Kostenfunktional in dem Zeitintervall [0, T,
T
(z,y,u / )+ au(t dt — min! (2.11)
0

stellt eine Balance zwischen dem Schaden durch Schédlinge und den Kosten fiir ihre
Bekidmpfung durch die Steuerungsrate a > 0 her. Dennoch besteht kein natiirlicher
Grund fiir die Beschréankung des Zeitintervalls, in dem das System optimal gesteuert
werden soll, CARLSON ET AL. [20], S. 5. Uber dem unendlichen Inervall wird aber
das Lebesguesche Integral

/ )+ au(t dt (2.12)
0

unendlich fiir jede zuléssige Steuerung u(-). Die Normierung beziiglich z(-) geschieht
durch das Ersetzen des obigen Kostenfunktionals durch

[e.9]

[ (0= 8) + i), 213

0

da die Anzahl der Populationsmitglieder z(¢) um das Niveau & schwankt. Deshalb
soll das Integral (2.13) im Riemannschen Sinne interpretiert werden, denn die abso-
lute Konvergenz des Integrals und somit die Existenz des entsprechenden Integrals
im Lebesgueschen Sinne kann nicht garantiert werden.
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2.1.4 Regulatorproblem

Das sehr gut bekannte Regulatorproblem mit zahlreichen Anwendungen im Inge-
nieurwesen wird in diesem Abschnitt vorgestellt, entnommen CARLSON ET AL. [20],
S. 1 ff. Man betrachte das lineare dynamische System

z(t) = Az(t) + Bu(t); (2.14)
y(t) = Cx(t); (2.15)
2(0) = zo (2.16)

mit z(-) : RT — R" als Zustands-, u(-) : R™ — R™ als Steuerungs- und y(-) : R —
R? als Outputfunktion. A, B und C' seien Matrizen der Dimensionen n X n, n x m
und p X n.

Betrachtet man dieses dynamische System auf dem endlichen Intervall [0, T, so kann
fir z(-): [0,T] = R", u(-) : [0,T] = R™, y(-) : [0,7] — R? ein Zielfunktional

JT(y7 u) =

N —

/ (4" (Qu(t) + u” (1) Ru(t) ) dt — min (2.17)

definiert werden, welches unter den Nebenbedingungen (2.14) — (2.16) minimiert
werden soll. Dabei sind @) und R positiv definite konstante p X p bzw. m x m
Matrizen. Unter den Voraussetzungen der Beobachtbarkeit! und Steuerbarkeit? des
Systems (2.14) — (2.16), vgl. KALMAN [48], besitzt das Steuerungsproblem eine in
x(+) lineare Feedbacksteuerung

u*(t) = —R'BTK (t)z*(t) (2.18)

als optimale Losung, wobei die symmetrische und positiv definite n x n Matrix K (¢)
als Losung der Matrix Riccati Differentialgleichung

K(t) = —K(@#t)A—-ATK(t)+ K(t)BR™'B"K(t) — CTQC (2.19)
mit der Randbedingung
K(T)=0 (2.20)

bestimmt ist, vgl. CARLSON ET AL. [20], S. 2 oder ATHANS& FALB [9], wo man auch
die Anwendungen des Modells nachschlagen kann. Die optimale Zustandsfunktion

'Das System ist beobachtbar, wenn bei bekannter Steuerungsfunktion u(-) und bekannten
Matrizen A und C aus dem Verlauf des Ausgangsvektors y(t) {iber ein endliches Zeitintervall
0 <t <ty der Anfangszustand x( eindeutig bestimmt werden kann, vgl. KALMAN [48], S. 104 bzw.
KALMAN [47].

2Vollstéindig zustandssteuerbar (teilweise auch erreichbar genannt) heisst ein lineares System,
wenn es fiir jeden Anfangszustand xo eine Steuerungsfunktion u(-) gibt, die das System innerhalb
einer beliebigen endlichen Zeitspanne 0 < ¢ < ¢, in einen beliebigen Endzustand z. iiberfiihrt, vgl.
KALMAN [48], S. 107.

Ein lineares autonomes System (2.14) — (2.16) ist genau dann vollstdndig steuerbar, wenn die
Matrix [B, AB, ..., A" 'B] den Rang n hat, vgl. KALMAN [48], S. 107 f.
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x*(+) ist als Losung des folgenden Anfangswertproblems gegeben:

i*(t) = (A—BR'BTK(t))z*(t); (2.21)
z*(0) = .

Der optimale Wert des Zielfunktionals ist dabei

Jr(xo, u*) = %xg K(0)xo. (2.22)
Da es vom Gesichtspunkt eines Ingenieurs aus sehr schwer ist eine zeitabhéngige
Funktion K (-) zu realisieren, wurde nach Bedingungen gesucht, unter denen diese
Funktion konstant ist. Dazu hat R. E. Kalman, vgl. [48], das asymptotische Verhal-
ten der Losung des Randwertproblems (2.19) — (2.20) untersucht und gezeigt, dass
unter einer Steuerbarkeitsannahme fiir das System (2.14) — (2.16) der Grenzwert
lim K(t) = K existiert. Setzt man zusétzlich die Beobachtbarkeit des dynamischen

t—o0

Systems voraus, so existiert fiir das Steuerungsproblem der Minimierung des Ziel-
funktionals

DO | —

To(y,u) = / (yT(t)Qy(t) +uT(t)Ru(t)> dt — min! (2.23)

im Zusammenhang mit dem System (2.14) — (2.16) eine eindeutig bestimmte opti-
male Feedbacksteuerung gegeben durch

u*(t) = —R'BTKx*(t) (2.24)
mit einer konstanten Losung K der algebraischen Matrix Riccatischen Gleichung
—~KA—A"K + KBR'BTK — CTQC =0, (2.25)

siehe auch CARLSON ET AL. [20], S. 3. Der optimale Funktionalswert betragt
1 A
Joo(Tp, u*) = §ngx0. (2.26)

Ausserdem hat R. E. Kalman gezeigt, dass die Eigenwerte der Matrix A— BR™'BT K
negative Realteile besitzen, was die asymptotische Stabilitdt des optimal gesteuer-
ten dynamischen System gewéhrleistet. Es sei noch bemerkt, dass die Endbedingung
(2.20) von der Losung des Steurungsproblems auf unendlichem Zeitintervall nicht
erfiillt ist, selbst nicht asymptotisch bei T' — oco. Hiermit wird klar, dass die Trans-
versalitdtsbedingung nicht von dem Problem auf dem Intervall [0, T'] auf das Problem
auf unendlichem Intervall [0, c0) tibertragen oder fortgesetzt werden kann, das ein
Problem darstellt, welches allen Steuerungsaufgaben mit unendlichem Zeithorizont
eigen ist. Durch die Steuerbarkeit des dynamischen Systems wird die Existenz und
Endlichkeit der Integralwerte im Zielfunktional (2.23) erzwungen, woraus und auf-
grund der asymptotischen Stabilitdt der Losung auf die Lebesguesche Interpretation
des Integrals geschlossen wird.
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2.1.5 Globale Klimaanderung und nachhaltige Wirtschaft

Die Erkenntnisse {iber deterministische Probleme der optimalen Steuerung mit un-
endlichem Zeithorizont sind desweiteren wichtig, weil sie bei der Erforschung von
so genannten stiickweise deterministischen Steuerungsproblemen ausgenutzt werden
konnen. Ein Beispiel solcher stiickweise deterministischen Probleme stellt das Pro-
blem der integrierten Bewertung der globalen Klimaverdanderung aus der Sicht der
Optimierung iiber einem unbeschrankten Zeitintervall dar, aufgestellt von A. Haurie
in [43], S. 125 ff. Hier werden die Wechselwirkungen des Kapitalwachstums und der
COs-Emissionen und somit globaler Klimaverdnderung durch ein Steuerungspro-
blem modelliert, in dem Schaltungen zwischen mehreren Dynamiken moglich sind,
und diese geschehen zufallsabhéngig. Die Zeitpunkte der Schaltungen bilden also
einen Zufallspunktprozess, wobei sich die Optimierungsgrofsen zwischen zwei Schal-
tungen deterministisch verhalten. Unter gewissen Annahmen besitzt das dynamische
System auf jedem einzelnen Teilintervall sogar die “Turnpike*-Eigenschaft, zu der wir
im Abschnitt 3.4 zuriickkehren werden. Vereinfacht formuliert hat das beschriebene
Steuerungsproblem folgende Gestalt:

oo

Joo(T0, Noyy) = EV[/LN(t)(x(t), u(t)) e Pt dt| No,xo| — max ! (2.27)
#(t) = folt2(t),u(®); (2.25)
u(t) € Ungy (229

¢ij(z, w)dt + o(dt) =
PIN(t+dt) =j|N(t) =1, x(t) = z, u(t) = u], (2.30)

wobei N (t) hier die diskrete Variable ist, die die Nummer des dynamischen Modu-
ses, der zum Zeitpunkt ¢ aktiv ist, bezeichnet. P und E stehen standartgemaéfs fiir
Wahrscheinlichkeit bzw. Erwartungswert. Hier wird die Ubergangswahrscheinlich-
keit aus dem Modus ¢ in den Modus j angegeben, wahrend mit vy Steuerungspolitik
bezeichnet wird, die an die Geschichte des Prozesses (z(-), N(-)) angepasst ist. Ein
dynamischer Modus wird typisch mit bestimmten Mustern der Klima- und/oder
Technologienentwicklung assoziiert. Die hybride Zustandsvariable z(-) und die Steu-
ervariable u(-) bestehen u.a. aus folgenden Komponenten: produktiver Kapitalstock,
Masse der C'Oy-Emissionen, Lufttemperatur, Tiefozeantemperatur bzw. Investitio-
nen und Koeffizient der Reduktion der Emissionen. Der technische Progress wird hier
durch die Menge I der Modi und den Zufallsprozess {N;} der Schaltungen zwischen
Modi ausgedriickt. Die Losung des obigen Problems kann auf die Losung einer Fami-
lie deterministischer Probleme mit unendlichem Zeithorizont zuriickgefiihrt werden,
wobei die optimale Steuerung jedes einzelnen deterministischen Problems einen sta-
bilisierenden Effekt hat und versucht das entsprechende dynamische System zum
Gleichgewicht zu bringen. In diesem Modell ist daher die Lebesguesche Interpreta-
tion des Integrals adaquat.

Wir nehmen ein Stiick der Diskussion des néchsten Kapitels vorweg und be-
haupten folgendes: Ist das dynamische System bei einer Aufgabe vom obigen Typ
so beschaffen, dass der Integrand L sehr starken Schwankungen unterliegt, so kann
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durchaus sinnvoll sein, das uneigentliche Riemannsche Integral in der Modellierung
zu verwenden, um die Existenz endlicher Werte im Zielfunktional zu erzwingen.

2.2 Aufgabenstellung

Das grundlegende Optimalsteuerungsproblem, auf welches sich alle theoretischen
Ergebnisse der vorliegenden Arbeit beziehen, besteht in der Minimierung des Inte-
gralfunktionals

[e.e]

Joo(m,u) = Ofr(t,x(t),u(t)) v(t) dt (2.31)

beziiglich aller Prozesse (x,u) mit der vorgeschriebenen analytischen Giite
(z,u) € Wy™(R*,v) x LTW(R*,v), (2.32)
deren dynamische Entwicklung der gegebenen Differentialgleichung

:E(t) = f(t7 Ji(t), u(t)); (233)
x(0) = xg (2.34)

zu fast jedem Zeitpunkt ¢ > 0 unterliegt und die ausserdem die Beschriankungen

z(t)| < B(t), mit B(-) € Ly(RT,v); (2.35)
u(t) e U € Comp(R™) (V)t e R* (2.36)

erfiillen. U ist ein Kompaktum des R™, und v(-), 7(-) : R" — R" sind Gewichts-
funktionen geméf Definition 1. Dabei nennt man die Funktionen z(-) und w(-)
Zustands- bzw. Steuerungsfunktion. Die Funktionen r : RT™ x R" x R™ — R, f :
R™ x R" x R™ — R" werden als stetig in allen ihren Argumenten vorausgesetzt.
Ausserdem sei r stetig differenzierbar im zweiten und dritten Argument. Die Steue-
rungsfunktion erlaubt es in den Prozess dynamisch einzugreifen, um seinen Verlauf
so zu andern, dass das Integralfunktional, auch Zielfunktional genannt, minimalen
Wert erreicht.

Definition 6. (zuléssiger Prozess fiir (P.,) ) Das Steuerungsproblem (2.31) —
(2.36) werden wir mit (P,) bezeichnen. Ein Prozess (z,u) wird zuléssig fir das
Steuerungsproblem (P,) genannt, falls er den Bedingungen (2.32) — (2.36) gentigt
und einen endlichen Wert des Zielfunktionals (2.31) liefert.

Bislang hatten wir nicht prézisiert, in welchem Sinne das Integral in dem Zielfunk-
tional gemeint ist. Dennoch ist dies erheblich fiir die Optimalitéit einer Losung, wie
das néchste Kapitel deutlich zeigen wird. Wir beschrénken uns in dieser Arbeit auf
zwei mogliche Interpretationen des Integrals, ndmlich auf die Lebesguesche und auf
die Riemannsche.

Definition 7. Das Problem (P,) mit einem Lebesgueschen oder einem uneigentli-
chen Riemannschen Integral im Zielfunktional wird mit (PL) bzw. (PR ) bezeichnet.
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Die Definition eines zulédssigen Prozesses wird wie folgt konkretisiert:

Definition 8. (zulissiger Prozess fiir (PL) ) Ein Prozess (z,u) wird zul#ssig
fiir das Steuerungsproblem (PL ) genannt, falls er den Bedingungen (2.32) — (2.36)
genligt und das Lebesguesche Integral

o0

JE (2,u) = L—/r(t,x(t),u(t)) v(t)dt (2.37)

existiert und endlich ist.

Definition 9. (zulissiger Prozess fiir (PR) ) Ein Prozess (z,u) wird zuléssig
fiir das Steuerungsproblem (PR) genannt, falls er den Bedingungen (2.32) — (2.36)
geniigt und das uneigentliche Riemannsche Integral

o

JE (2,u) = R—/r(t,m(t),u(t))'ﬁ(t) dt (2.38)

0

konvergent ist.

Bemerkung 3. Nimmt man die Formulierung einer (Pr) Aufgabe mit endlichem
Zeithorizont [0, 7] mit Funktionenrdumen (z,u) € W,"[0,T] x L7'0,T], p € [1, oq],
vgl. beispielsweise FELGENHAUER [37], S. 8; MALANOWSKI ET AL. [68], S. 596,
und setzt diese auf R* fort, so erhélt man anstelle der Bedingung (2.32) eine der
folgenden Bedingungen: (z,u) € W,(R*) x L*(R*) (1 < p < o0), (z,u) €
WLhr(R*) x L™(RT). In der Fachliteratur wird sehr oft die Forderung der ana-
lytischen Giite (z,u) € AC(RT) x L7 (R"), vgl. u.a. DMITRUK&KUZ'KINA [31],
auferlegt oder sie wird gar weggelassen, vgl. z. B. GOH ET AL. [39], S. 277 ff. Die
Beispiele aus dem vorherigen Abschnitt haben jedoch gezeigt, dass die Wahl eines
passenden Funktionenraumes fiir die Zustandsfunktion x(-) sehr sorgfiltig iiberlegt
sein muss. In vielen Féllen liegt die optimale Zustandsfunktion in keinem der ge-
wohnlichen, ungewichteten, Sobolevraume, sondern eher in einem gewichteten So-
bolevraum mit einer gewissen Dichtefunktion v(-), die in jedem konkreten Fall neu
gewdhlt wird. Eine dhnliche Situation tritt fiir die Steuerungsfunktion u(-) ein, da
eine beispielsweise stiickweise konstante, von Null verschiedene, Funktion in kei-
nem der ungewichteten L;'(R™) — Réume iiber unendlichem Intervall liegt. Dariiber
hinaus muss der Zustandsraum so gew#hlt werden, dass die Kozustandsfunkti-
on y(-), auch adjungierte Funktion genannt, seinem Dualraum angehort und
die Menge aller (x,u), die den Restriktionen (2.32) — (2.36) geniigen, eine Menge
mit nichtleerem Inneren bildet. Die mit einer Dichtefunktion gewichteten Funktio-
nenrédume sind einerseits “groker, denn die Inklusionen W, (R*,v) D W, "(RY),
Ly (R*,v) D L'(RT) gelten. Das heisst, es ist eventuell méglich, den Optimalwert
im Vergleich zur kleineren zulédssigen Menge, gegeben durch ungewichtete Funktio-
nenrédume, zu verbessern. Andererseits, da ein z(-) € W,"*(R", v) im Fall einer inte-
grierbaren Gewichtsfunktion v(-) nicht unbedingt nach oben beschrinkt sein muss,
wird die adjungierte Funktion y(-) gezwungen, noch schneller gegen Null zu streben,
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was auch sehr sinnvoll erscheint und mit bekannten Transversalititsbedingungen
korrespondiert. Diesen Uberlegungen folgend besteht einer der Schliisselpunkte un-
serer Theorie in der Wahl eines gewichteten Sobolevraumes Wpl’" (R*, ) und eines
gewichteten Lebesgueraumes L'(R™,v) als Zustands- bzw. Steuerungsraum.

Bemerkung 4. Die Zustandsbeschrankung (2.35) konnte zwar, wie jede andere
Zustandsbeschrankung, bei der numerischen Losung des Problems Schwierigkeiten
bereiten, aber sie schrankt die Geschwindigkeit des Wachstums einer Zustandstrajek-
torie ein und garantiert damit die Existenz eines optimalen Prozesses. Dazu kommen
wir noch spater im Kapitel 6 bei der Untersuchung der Frage nach der Existenz der
optimalen Lésungen.

Bemerkung 5. In der Aufgabenstellung kommen also drei Gewichtsfunktionen vor,
namlich 7(-) aus dem Zielfunktional, v(-) fiir die Gewichtung des Prozesses und ()
zur Kontrolle des Wachstums der zuldssigen Trajektorien. Diese Funktionen werden
in jedem einzelnen Modell erneut festgelegt und an die Anwendung angepasst. In
den Problemen der Kapitalwachstumstheorie eignet sich die Wahl 7(t) = e™** und
womoglich auch v = v. Die Wahl der Funktion (-) richtet sich logischerweise nach
der Wahl der Funktion v(-). Weitere Beispiele werden in den Kapiteln 11 und 12
betrachtet.

2.3 Optimalitatskriterien

2.3.1 Globale Optimalitat

In Problemen mit unendlichem Zeithorizont ist die Existenz und Endlichkeit (im Fall
eines Lebesgueschen Integrals) oder Konvergenz (im Fall eines Riemannschen unei-
gentlichen Integrals) des Integrals nicht a priori gegeben. Unter gewissen Vorausset-
zungen an ein lineares gesteuertes System, wie Steuerbarkeit, kann man die Existenz
und Endlichkeit erzwingen. Fiir ein nichtlineares dynamisches System hat man die-
se Moglichkeit im Allgemeinen nicht. Um die Trajektorien im Fall eines bestimmt
oder gar unbestimmt divergenten Integrals im Zielfunktional miteinander verglei-
chen zu konnen, wurden mehrere Optimalitdtsdefinitionen, auch Optimalitatskri-
terien genannt, fiir Steuerungsprobleme mit unendlichem Zeithorizont eingefiihrt.
Zuerst werden hier einige Kriterien aus der Literatur zitiert und nach ankniipfender
Diskussion werden die Optimalitdtskriterien definiert, die fiir diese Arbeit notwen-
dig sind. Die nachfolgenden Definitionen kénnen mit CARLSON ET AL. [20], S. 9
ff., und FEICHTINGER&HARTL (35|, S. 186, verglichen werden. Fiir jeden Prozess
(x,u), der die Bedingungen (2.32) — (2.36) erfiillt, wird zuerst ohne Prézisierung des
Integraltyps der Perfomanceindex

() = / Pt (1), u(t)) B(t) dt (2.39)

eingefithrt. Dann nennt man den Prozess (z*, u*)
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(i) tiberholungsoptimal (“overtaking optimal®, von Weizsécker, 1965), falls es ein
To > 0 gibt, so dass fiir alle 7' > T und jeden Prozess (z,u), der die Bedin-
gungen (2.32) — (2.36) erfiillt, die Ungleichung

Jr(z*,u*) > Jr(z,u) (2.40)
gliltig ist.
(ii) stark optimal fiir (P,,), falls

Joo(x™,u™) = lim Jp(z*,u") < oo, (2.41)

T—o0

und fiir jeden Prozess (x,u), der die Bedingungen (2.32) — (2.36) erfiillt,

Joo(z*,u™) > limsup Jp(x, u) (2.42)

T—o0
gilt.

(iii) “catching up* optimal (Gale, 1967), falls fiir jeden Prozess (z,u), der die
Bedingungen (2.32) — (2.36) erfiillt, die Ungleichung

lim inf{Jp(z*, u*) — Jp(x,u)} >0 (2.43)

T—o0

erfiillt ist. Das heisst Ve > 0 3T, > 0, so dass VT > Ty(e, (x,u)) die Bedin-
gung Jr(z*,u*) > Jr(z,u) — € gilt.

(iv) sporadisch “catching up* optimal (Halkin, 1974), falls fiir jeden Prozess
(x,u), der die Bedingungen (2.32) — (2.36) erfiillt, die Ungleichung

limsup{Jr(z*,u*) — Jr(x,u)} >0 (2.44)

T—o0
gilt. Das heisst Ve > 0 VT > 0 existiert ein 7% = T™(e, Tp, (z,u)) > Ty so
dass die Bedingung Jp«(z*, u*) > Jp«(x,u) — € gilt.
(v) endlich optimal, falls V7' > 0 und fiir jeden auf [0, T'] zuléssigen Prozess (z, u)
mit 2*(T") = x(T") die Ungleichung
Jr(z*,u*) > Jr(z,u) (2.45)
gilt.
Fiir die oben eingefiihrten Kriterien der globalen Optimalitét gilt folgende Implika-

tionskette

berholungsoptimal —> stark optimal —
= 1catching up* optimal =
= sporadisch“catching up” optimal —
—> endlich optimal. (2.46)
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Bemerkung 6. Wir weisen darauf hin, dass die angegebenen Optimalitatsdefini-
tionen sich auf das Problem der Maximierung des Zielfunktionals (2.31) beziehen.
Bei einer Minimierungsaufgabe miissen die Ungleichungen entsprechend angepasst
werden.

Im Fall eines endlichen Zeitintervalls [0, 7] fallen alle Definitionen zusammen,
wahrend sie auf dem Interval [0,00) im Allgemeinen nicht &quivalent sind. Exi-
stiert das Integral J(z*,u*) < 0o, so fallen die Definitionen der “catching up“ und
“sporadischen catching up* Optimalitdt zusammen. Die Optimalitdt im Sinne des
Uberholkriteriums von von Weizsicker ist jedoch stérker als die erwihnten beiden
Kriterien, und im Kapitel 11 prasentieren wir ein Beispiel, das diesen Sachverhalt il-
lustriert. Der Name dieses Kriteriums ist selbsterklarend und deutet darauf hin, dass
der Perfomanceindex Jr(z,u) jedes beliebigen zuléssigen Prozesses (z,u) von dem
optimalen Prozess (z*,u*) in endlicher Zeit eingeholt wird, siehe die schematische
Abbildung 2.1. Ferner ist ein Prozess (z*,u*) optimal im Sinne des Uberholungskri-
teriums, so ist fiir alle hinreichend grofen 7" > 7 die Einschrankung (*|jo,r1, v*|0,1)
optimal fiir die entsprechende Aufgabe (Pr). Die einfachste Definition ist die ei-

Jr(xu). Jr(x"a’)

Abbildung 2.1: Uberholung des Prozesses (x,u) (rot) vom Prozess (z*, u*) (schwarz).

nes stark optimalen Prozesses. Sie ergibt jedoch nur Sinn, wenn fiir alle zuldssigen
Prozesse der Perfomanceindex Jp(x,u) von oben beschrinkt bleibt.

In dieser Arbeit beabsichtigen wir nur die Steuerungsprobleme zu betrachten, in
denen das Integral im Zielfunktional existiert und einen endlichen Wert besitzt bzw.
es werden a priori Bedingungen an die Daten der Aufgabe gestellt, die diese Existenz
und Endlichkeit garantieren.? Daher werden alle in der Arbeit bewiesenen Aussagen
die gewohnliche Optimalitét betreffen. Andere vorhandene Optimalitétsdefinitionen,
wie beispielsweise die gleichméfige Optimalitét, vertragliche Optimalitit o.4., wer-
den hier nicht diskutiert. Wir verweisen an dieser Stelle auf das Buch CARLSON ET
AL. [20], S. 12 ff.

Da die wesentlichen theoretischen Ergebnisse dieser Arbeit fiir Steuerungspro-
bleme mit Lebesguescher Interpretation des Integrals formuliert werden, setzen wir

3Man vergleiche auch die Definition eines zulissigen Prozesses.
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ab sofort durchgehend voraus, dass das Integral in (2.31), wenn nichts anderes ex-
plizit erwéhnt wird, im Lebesgueschen Sinne interpretiert wird und einen endlichen
Wert hat. Fiir den Fall eines endlichen Zielfunktionalswertes mit einem Integral im
Lebesgueschen Sinne hat man dann zwischen folgenden Optimalitétsdefinitionen zu
unterscheiden.

Definition 10. Fiir jeden fiir (PL) zulissigen Prozess definieren wir
T
JE(z,u) = L /r t))v(t)dt. (2.47)
0

Dann heisst der Prozess (z*, u*)

(i) iiberholungsoptimal oder optimal im Sinne des Kriteriums L1%, falls es
ein Ty > 0 gibt, so dass fiir alle T > T und jeden in (PL) zuléssigen Prozess
die Ungleichung

JE(2* u*) > JH(x, ) (2.48)
gliltig ist.
(ii) stark optimal fiir (PL), falls
JE (2 u*) = jlgrolo JE(z*,u*) < oo, (2.49)
und fiir jeden anderen zuléssigen Prozess (z, )

JE (2%, u*) > limsup J£ (2, u) (2.50)

T—o00

gilt.

(iii) optimal im gew6hnlichen Sinne oder optimal im Sinne des Kriteriums
L2, falls fiir jeden in (PZL) zuliissigen Prozess (z,u) die Ungleichung

71im {JE(2*,u*) — JE(z,u)} >0 (2.51)
erfiillt ist.

(iv) endlich optimal, falls V7' > 0 und fiir jeden auf [0,7] zuléssigen Prozess
(z,u) mit *(T) = z(T') die Ungleichung

Jr (" u*) > J(z, u) (2.52)
gilt.
Entsprechend gilt die Implikationskette

berholungsoptimal oder optimal im Sinne des Kriteriums L1 —>
= stark optimal = optimal im Sinne des Kriteriums L2 —>
= endlich optimal. (2.53)

Fiir diese Arbeit sind nur die Optimalitdtskriterien in (7) und (#ii) relevant.

4Im Gegensatz zur Publikation PICKENHAIN& LYKINA [78] wird hier die Numeration L1 und
L2 vertauscht verwendet.
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2.3.2 Lokale Optimalitat

In dieser Arbeit spielt der Begriff eines lokalen Extremums eine grofe Rolle, da
wir Optimalitdtsbedingungen fiir lokale Optimalitét herleiten mochten. Die Unter-
suchung auf lokale Optimalitit wird nur fiir Probleme (PZ) durchgefiihrt. Ist die
Gewichtsfunktion v(-) eine Dichtefunktion, so gehort bekanntlich jede Funktion aus
dem Funktionenraum Wpl’” (R*, v) auch zum Raum der absolut stetigen Vektorfunk-
tionen, bezeichnet als AC™(R™), vgl. SCHWARTZ [88], S. 55, Satz II1.(2). Aus diesem
Grunde erlaubt uns die Einbettung W, (R*, v) — AC"(R™) den Begriff der lokalen
Optimalitét eines Prozesses wie folgt einzufiihren:

Definition 11. Ein zuldssiger Prozess (z*,u*) des Problems (PZL) ist stark lokal
optimal im Sinne des Optimalititskriteriums L2, falls eine Funktion § : R™ — R™
existiert, so dass

JE (z* u*) < JE (2, u) (2.54)
fiir alle in (P4 ) zuldssigen Paare (x,u) mit
|(z(t) — 2" () p(8)] < 6(t) (2.55)

und alle ¢t > 0 erfiillt ist, wobei ©(-) eine Gewichtsfunktion geméf Definition 1 ist.
Dabei liefert das Paar (z*,u*) den globalen Minimalwert zum Problem (PL) in der
CY(R*,?) — Umgebung von z*(-).

Wir beschranken uns auf die Untersuchung der starken lokalen Optimalitéit be-
ziiglich des Kriteriums L2, wobei das Kriterium L1 ohne grofse Beachtung bleibt.
Fiir das Steuerungsproblem (PL) kann jetzt die lokalisierte Version formuliert wer-
den, die als (PL ) bezeichnet wird. Dabei bleibt das Problem (P%) unveréndert
bis auf die Nebenbedingung (2.32), die durch

(z,u) € WI}’”(RJF,V) X L;"(R+,y), z(t) € Kso(x*(t)), (2.56)
ersetzt wird, wobei

Kso(a"(t)) :={§ € R*[[(€ — " ()p(t)] < 4(1) }. (2.57)

Bemerkung 7. Im Gegensatz zur globalen Optimalitéitsdefinition (i) aus dem vor-
herigen Abschnitt bezieht sich hier das Wort “stark® nicht auf die Optimalitdt an
sich, sondern auf die Art der lokalen Umgebung des Prozesses (z*,u*), in der der
Prozess optimal ist. Die starke lokale Optimalitdt bedeutet also, dass nur die Va-
riationen des Zustandes beziiglich der gewichteten C°(RT) — Norm beriicksichtigt
werden, wobei beliebige Variationen der Steuervariable u(-) zugelassen sind. Mit der
Optimalitét im Sinne der Definition (i) hat es keine Verbindung.

Bemerkung 8. Ferner mochten wir deutlich machen, dass die Breite der lokalen
Umgebung §(t) von der Zeitvariable ¢ abhéngig ist. Eine uniforme Umgebung, d.h.
eine mit der von ¢ unabhéngigen Mindestbreite 6 > 0, muss nicht unbedingt existie-
ren. Es kann also der Fall eintreten, dass die Umgebungsbreite mit der Zeit schmaler
wird, d.h. 6(¢) — 0, t — oco. Aus diesem Grund fiihren wir den néchsten Begriff ein.
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Definition 12. Ein zuléssiger Prozess (z*,u*) des Problems (PL) wird uniform
(oder gleichmifig) stark lokal optimal im Sinne des Optimalitétskriteriums L2
genannt, falls es eine Zahl § > 0 und eine von oben beschrinkte Gewichtsfunktion
v(+) gibt, so dass fiir alle in (PL) zulissigen Paare (x,u) mit

|(z(t) —z*()D(t)| <6 VE>0 (2.58)
die Ungleichung
JE (2 u) < JE(z,u) (2.59)

gilt. Hier ist (z*,u*) die globale Minimallésung des Problems (PZ) in der mit der
Gewichtsfunktion (-) gewichteten C§(IR*, 7) — Umgebung von z*(-).

Aufer einer Gewichtsfunktion v(-) : R™ — R* zur Gewichtung der Prozesse
selbst werden wir also im weiteren Verlauf der Arbeit eine zusitzliche Gewichts-
funktion 2(-) : R* — R" fiir die Gewichtung der Umgebung von z*(-) benutzen.
Darum definieren wir mit Hilfe der Gewichtsfunktion (-) die gewichtete Umgebung

Uy = L e W ) | a(t) — 2 (0)0(0) < 6 V1> 0} (2:60)

Besitzt die Gewichtsfunktion 2(-) desweiteren die Eigenschaft o~'(-) € L) (R™,v),
so wird es moglich sein, hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung fiir starke lokale
Optimalitdt zu beweisen, vgl. Kapitel 9. Als Beispiel zweier solcher Gewichtsfunk-
tionen v(-) und o(-) konnen durch v(t) = e, 0(t) = e~ erklarte Funktionen mit
a < g dienen.

Bemerkung 9. Der eingefiihrte Begriff der gewichteten Umgebung verallgemeinert
den Begriff der gewdhnlichen C§(IR*) — Umgebung von z*(-), den man erhélt, indem
v(t) = 1 gesetzt wird, anschaulich dargestellt durch den Streifen auf der Abbildung
2.3. Eine solche gewichtete Umgebung kann eine trichterférmige Gestalt haben, wie
zum Beispiel auf der Abbildung 2.2. Diese Umgebungsgestalt scheint sehr natiirlich
zu sein, denn sie spiegelt die fundamentale Tatsache wider, dass das Verhalten der
zuldssigen Trajektorien im Unendlichen fiir die Auffindung der optimalen Politik
meistens nicht entscheidend ist. Sie kann aber auch eine Schlauchform besitzen,
wobei die Breite des Schlauches immer kleiner wird, vgl. den dunkel gefiillten Bereich
mit rotem Rand auf der Abbildung 2.3. Gelingt es zu zeigen, dass die Optimalitéit
eines Prozesses hochstens in einer schmaler werdender Umgebung gegeben ist, so
ist das Verhalten der zuldssigen Trajektorien im Unendlichen wesentlich fiir die
Optimalitét.

2.4 Losungsmethoden

2.4.1 Fortsetzung der Losung von (Pr) auf R"

Der Gedanke der Fortsetzung der Losung erscheint zunéchst natiirlich. Aus der Dis-
kussion der Optimalitdtskrietrien aus dem vorangegangenen Abschnitt folgt jedoch
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Abbildung 2.2: Trichterférmige gewich- Abbildung 2.3: Verschiedene gewichtete
tete Umgebung: z*(t) = 0, v(t) = Umgebungen schematisch dargestellt;
e 0% §=1. x*(t) = 0.

der Schluss, dass eine Fortsetzung der Losung des Problems (Pr) auf den unendli-
chen Zeithorizont [0, 00) im Allgemeinen nicht maoglich ist, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel 1. Wir betrachten das lineare Ramsey Modell, vgl. FEICHTINGER& HARTL
[35], S. 201 ff. Es ist ein Spezialfall des bekannten Ramsey Modells, ndmlich mit der
Nutzenfunktion U(c(t)) = ¢(t) und einer linearen Produktionsfunktion f(k(t)) =
mk(t). Man will also den diskontierten Gesamtnutzen fiir die Gesellschaft

T

Jr(k,c) =L —/ c(t)e " dt (2.61)

0

maximieren, wobei die Anderung des Kapitalstocks folgender Differentialgleichung
geniigt

() = (1 — O)k(t) — c(t), k(0) = ko. (2.62)

Da man nicht mehr Waren konsumieren kann, als produziert wurden, fiigt man noch
die zustandsabhéangige Steuerbeschrankung hinzu

0 <c(t) < mk(t). (2.63)

Unter der Voraussetzung m >  + p ist die optimale Losung des obigen Steuerungs-
problems auf dem Intervall [0, 7] durch

koe™0t 0 <t<rT 0, 0<t<rt

v ={ i VEEh . ao={ ) DELET e

mit dem Schaltpunkt 7 =T — ﬁ In ——7— gegeben, vgl. [35] und die Abbildungen

2.4, 2.5. Untersucht man nun das Steuerungsproblem (P,,) der Maximierung des
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Abbildung 2.4: Die Losung des linea- Abbildung 2.5: Die Losung des linea-

ren Ramsey Modell auf [0, T]: optima- ren Ramsey Modell auf [0, T: optimale
ler Zustand fiir kg =T =1,p = 4§ = Steuerung fir ko =7 =1, p=06 =0.2.
0.2.
Zielfunktionals
Joo(k,c) = L—/ c(t)e P dt (2.65)
0

und lésst in der Losung (k4 (t),ch(t)) T gegen unendlich laufen, so verschiebt sich
der Schaltpunkt 7 ins Unendliche und man erhélt

lim k5 (t) = koe™9t, lim ¢(t)

T—o0 T—o0

0. (2.66)

Ein solcher Prozess ist offensichtlich nicht optimal zur Aufgabe (2.62), (2.63), (2.65),
da der gelieferte Funktionalswert Joo(jlim k}(‘),r}im cir(+)) = 0 ist. Dies macht er-

sichtlich, dass ein punktweiser Grenzwertiibergang in der Losung des Problems (Pr)
irrefithrend sein kann. Zur Untersuchung des Ramsey Modells auf dem unendlichen
Zeitintervall kehren wir im Kapitel 12 zurtick.

2.4.2 Gleichgewichtslosung

Bei der Steuerung vieler autonomer Systeme konvergiert die optimale Losung

(x*(t),u*(t)) fir t — oo gegen ein stationédres Niveau (Z,u), was die asymptotische
Stabilitat der Losung bedeutet. Schriankt man das Betrachtungsintervall auf ein hin-
reichend grofies Intervall [0, 7] ein, so befindet sich der optimale Pfad die meiste Zeit
in der Néhe des Gleichgewichtes (, %) und nur ganz am Ende des Intervalls verldsst
er diese Ndhe. Diese Eigenschaft ist in der Literatur als “Turnpike-Eigenschaft be-
kannt, vgl. CARLSON ET AL. [20], S. 8 ff. und die Abbildung 2.6. Das Gleichgewicht
(Z,4) zusammen mit dem Kozustand ¢ wird aus der Bedingung der Ruhelage des
Systems (z, u,y) bestimmt, also durch das Setzen &(t) = y(t) = 0. Eine ausfiihrliche
Analyse der “Turnpike Eigenschaft findet der Leser in ZASLAVSKI [102]. Allerdings
besitzt eine optimale Losung die “Turnpike-Eigenschaft nicht zwingend, wie es von
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[
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Abbildung 2.6: “Turnpike Eigenschaft: optimaler Pfad z*(-) (schwarz) und Gleich-
gewichtsniveau (rot).

A. Rapaport und P. Cartigny fiir ein in der Geschwindigkeit lineares Variationspro-
blem gezeigt wurde, vgl. RAPAPORT& CARTIGNY [85], S. 11 ff.

2.4.3 Direkte Methoden

Die so genannten direkten Losungsmethoden, die auf den konstruktiven Aufbau ei-
ner Minimalfolge abzielen und auf diese Weise eine Grundlage fiir die Entwicklung
numerischer Methoden zur Behandlung von Optimalsteuerungsproblemen bilden,
werden in der vorliegenden Arbeit nicht angewendet und nicht weiterentwickelt. Des-
halb wird deren Diskussion hier weggelassen, wobei wir z.B. auf ITO&KUNISCH [46],
KUNKEL&VON DEM HAGEN [57], SIEVEKING&SEMMLER (92|, GRUNE&RANTZER
[41] verweisen.

2.4.4 Indirekte Methoden

Indirekte Losungsmethoden bestehen im Auffinden optimaler Losungen mittels not-
wendiger und hinreichender Optimalitdtsbedingungen. Fiir den aus den notwendigen
Optimalitdtsbedingungen berechneten Losungskandidaten werden die hinreichenden
Optimalitdtsbedingungen verifiziert, um die Optimalitat nachzuweisen. Im Fall eines
Problems mit dem endlichen Zeithorizont dient das beriihmte Pontrjaginsche Maxi-
mumprinzip als notwendige Optimalitdtsbedingung, PONTRJAGIN ET AL. [83], Satz
6, S. 77 ff. Betrachtet man das Steuerungsproblem mit unendlichem Zeithorizont, so
kann dieser Satz nicht direkt {ibertragen werden. Ausserdem wurde die Setzung eines
Steuerungsproblems mit unendlichem Zeithorizont in gewichteten Rdumen bisher
nicht untersucht, und in der einschléagigen Literatur gibt es noch keinen Satz {iber die
notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir die gewahlte Grundaufgabe. Aus diesem
Grund betrachten wir in diesem Abschnitt eine vereinfachte Version des Problems
(Ps) und das entsprechende Problem auf dem endlichen Intervall.



2.4. LOSUNGSMETHODEN 31

Ein vereinfachtes Steuerungsproblem (Pr)

Die im nachfolgenden zitierten Ergebnisse beziehen sich auf das Problem der Mini-
mierung des Funktionals

Jr(z,u) = /r(t,x(t),u(t))dt (2.67)

beztiglich aller Prozesse (x,u), die folgende Nebenbedingungen erfiillen:

(x,u) € DY[0,T] x D0, TY; (2.68)
#(t) = ft,2@),u(), (0)=xo; (2.69)
u(t) e U CcR™ (V)t € [0,T] (2.70)

mit einer kompakten Steuermenge U. Dabei sind z(+) und u(-) Zustands- bzw. Steue-
rungsfunktionen. Die Funktionen 7 : R" x R"xR”™ — R, f: R" x R"xR"™ — R"
sind als stetig in allen ihren Argumenten vorausgesetzt. Ausserdem seien r und f
stetig differenzierbar im zweiten Argument. Fiir das Problem (2.67) — (2.70) zitieren
wir nun das Pontrjaginsche Maximumprinzip, vgl. [OFFE& TICHOMIROV [45], Satz
1, S. 127, ohne Beweis.?

Satz 7 (Pontrjaginsches Maximumprinzip). Die Pontrjaginsche Funktion sei
als

H(tvgavﬂ’la )‘0) - —/\07‘(25,577)) +77Tf(t7£71)> (271)

definiert. Ist der Prozess (2%.(-),uk()) optimal fiir das Problem (2.67) — (2.70), so
existieren eine Zahl Aoy > 0 und eine absolut stetige Vektorfunktion yr(-) : [0,7] —
R", die nicht sdmtlich verschwinden, so dass zusammen mit der Pontrjaginschen
Funktion die unten angegebenen Bedingungen gelten:

H(t,27(), ur(t), yr(t), Aor) = max H(t, x7(), v, yr(t), dor) (V) € [0, T],(2.72)

yr(t) = =VeH(t, 27(t), up(t), yr(t), dor) (V)t € [0,T]; (2.73)
yr(T) = 0. (2.74)
O

Die Bedingungen (2.72) — (2.74) stellen entsprechend die Maximumbedingung, die
kanonische Gleichung und die Transversalitdtsbedingung dar.

®Das zitierte Pontrjaginsche Maximumprinzip gilt auch fiir die Setzung des Steuerungsproblems
in den Réumen (z,u) € W,"[0,T] x L™[0,T] statt (z,u) € D}[0,T] x Di*[0,T]. Lediglich der
Beweis wird komplizierter, vgl. die angegebene Quelle. Um die Zitierung der Sétze aus verschie-
denen Literaturquellen zu ermdglichen, bleiben wir in diesem Kapitel bei der einfachen Wahl der
Funktionenriaume, getroffen in (2.68).
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Das fortgesetzte Steuerungsproblem (F,))
Die Fortsetzung des Problems (2.67) — (2.70) auf R" ergibt das Steuerungsproblem

[e.9]

Joo(x,u) = /r(t,x(t),u(t)) dt — min! (2.75)

0

beztiglich aller Prozesse (x,u), die folgende Beschrédnkungen erfiillen:

(z,u) € D}(RY) x Dg"(R™); (2.76)
w(t) = f(t,2(t),u®), 2(0)=xo; (2.77)
u(t) eU CR™ (V)te R™. (2.78)

Hier wird keine Bedingung an das Verhalten im Unendlichen gestellt. Bei dem Uber-
gang zum Steuerungsproblem mit unendlichem Zeithorizont kénnen nicht alle Be-
dingungen einfach iibernommen und auf jedem Intervall [0, T'| verifiziert werden. H.
Halkin hat 1974 als erster erkannt, dass die Transversalitdtsbedingungen im Fall
eines unendlichen Zeitintervalls nicht mehr notwendig sein miissen. Man konnte er-
warten, dass anstelle der Transversalitdatsbedingung yr(7") = 0 im Problem mit frei-
em Endpunkt x(co) die Bedingung Tlggo Yoo (T) = 0 fiir das entsprechende Problem

auf R gilt. In HALKIN [42], S. 271, liefert er das folgende Gegenbeispiel.®

Beispiel 2. Zu maximieren ist das Funktional

[e.e]

JE (2,u) = L—/ (1 —a(t))u(t)dt (2.79)

0

iiber alle Paare (z,u), die folgende Beschrankungen erfiillen:

(z,u) € D{(RT) x Dy(R™); (2.80)
(t) = (1 —z()u(t), =z(0)=0; (2.81)
u(t) € 0,1 V)t € R*. (2.82)

Die optimale Steuerung ist durch

o O, 0<t<1
“(t)_{1 L l<t<oo (2:83)
gegeben und liefert den optimalen Prozess (z*, u*) , wobei
e 0 L 0<t<1
x(t)_{l—el—t , l<t<oo (2:84)

5Das Originalbeispiel wurde hier mit der Lebesgueschen Interpretation des Integrals ausgestat-
tet.
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Fiir die einzigen moglichen Multiplikatoren (Ao, y(t)), die die restlichen Bedingungen
des Maximumprinzips erfiillen, gilt y.(t) = —X\ fiir alle £ € [0, 00). Dies aber wi-
derspricht der vermuteten Transversalitatsbedingung Ylggo Yoo(T) = 0 im Fall eines
freien Zustandes z(o0), vgl. HALKIN [42], S. 271. Dieses Beispiel wird in den nach-
folgenden Kapiteln in Bezug auf die analytischen Eigenschaften des Zielfunktionals
weiter untersucht.

Die zweite intuitive Vermutung wiare, dass der Multiplikator Ay assoziiert mit dem
Integranden positiv sein muss. Dazu gab H. Halkin folgendes Gegenbeispiel, [42], S.
272.7
Beispiel 3.
JE (2,u) = L-/ (u(t) — z(t)) dt — max! (2.85)
0

tiber alle Paare (x,u), die folgende Beschrinkungen erfiillen:

(z,u) € D}(R") x D}(RY); (2.86)
i(t) = u*(t) +z(t), x(0)=0; (2.87)
u(t) €0,1] (V)t € R (2.88)
Hier erweist sich die Steuerung u*(¢t) =0, ¢ € [0, c0) mit
/(u(t) —2(t)dt=0 VT €R" (2.89)

0

als optimal, denn jede stiickweise konstante und von Null verschiedene Funktion
u(-) : R — [0, 1] liefert
T T t

Tlgrolo (u(t) — z(t)) dt = Tlgrolo u(t) — /u2(s)et_sds dt = —o0, (2.90)

vgl. HALKIN [42], S. 272 und CARLSON ET AL. [20], S. 26 ff. Folglich ergibt sich
unter Beriicksichtigung des Maximumprinzips mit der Pontrjaginschen Funktion

H(t, & v,m,X) = Ao(v—&) +n(v* +¢€) (2.91)
und der kanonischen Gleichung
y(t) = Ao —y(t) (2.92)
die Losung
y(t) = (y(0) — Xo)e™" + Ao, (2.93)

wobei u*(t) = 0 die Pontrjaginsche Funktion nicht maximieren kann, wenn Ay > 0
gilt. Damit gilt Ay = 0 und die Vermutung ist widerlegt.

"Das Originalbeispiel wurde hier mit der Lebesgueschen Interpretation des Integrals ausgestat-
tet.
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Nun wird der Satz iiber die notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir das Pro-
blem (2.75) — (2.78), folgend H. Halkin, vgl. [42], S. 269 ff, vorgestellt.

Satz 8 (Maximumprinzip fiir das Problem (2.75) — (2.78)). Ist der Prozess
(x*,u*) zur Aufgabe (2.75) — (2.78) global optimal im Sinne des Kriteriums L2, so
existieren eine nichtnegative Zahl )y sowie eine stetige, stiickweise stetig differen-
zierbare Funktion y(-) : R™ — R", so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

(X0, y(O))]| = 15 (2.94)
H(t, 2" (t),u™(t),y(t), o) = max H(t,z*(t),v,y(t), o) (V)teRY; (2.95)
y(t) = —VeH(t " (t),u*(t),y(t), No) (V)t € R". (2.96)

(|

Bemerkung 10. Der Leser beachte, dass der vorangehende Satz gegeniiber dem
klassischen “Pontrjaginschen Maximumprinzip® keine Transversalitdtsbedingungen
beinhaltet.

Zuriickkehrend zur Berechnung des stationdren Niveaus ist Folgendes aus dem Ma-
ximumprinzip zu schlussfolgern. Das Gleichgewichtsniveau (z, @, ) eines autonomen
Problems ist durch die Bedingungen

f@,a) = 0; (2.97)
—He(t,2,4,9) v(t) = 0; (2.98)
H(z,4,9) > H(@,v,9) YveU (2.99)

bestimmt, vgl. FEICHTINGER&HARTL [35], S. 39.

Bemerkung 11. Wie man sieht, sind die Transversalitdtsbedingungen im Fall ei-
nes unendlichen Zeitintervalls nicht mehr notwendig und somit ist das kanonische
System (2.77), (2.96) nicht eindeutig 16sbar. Unter gewissen Voraussetzungen kann
sogar gezeigt werden, dass die Bedingungen des Maximumprinzips zusammen mit
der Transversalitdtsbedingung eine hinreichende Bedingung fiir die Optimalitat dar-
stellen, siche unten. Zu den adidquaten Transversalitdtsbedingungen im Falle ei-
nes Steuerungsproblems, formuliert in gewichteten Funktionenrdumen, siehe z.B.
PICKENHAIN [77].

Als Ergénzung zur Diskussion der notwendigen Bedingungen méchten wir an die-
ser Stelle ein Resultat aus AUBIN&CLARKE [10] zitieren, das unter der Annahme
der dominierenden Diskontrate fiir ein Steuerungsproblem mit unendlichem Zeit-
horizont und mit einer in der Steuerung linearen Dynamik die Notwendigkeit von
Transversalitatsbedingungen nachweist. Diese Bedingungen charakterisieren die Ko-
zustandsfunktion y(-) aus der Sicht der Funktionalanalysis, ndmlich durch die Exi-
stenz eines Integrals iiber dem unbeschrénkten Intervall [0, c0). Dieses Ergebnis wird
im Nachhinein, im Kapitel 9 verwendet.
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Satz 9. Die Funktionen f: Rt x R" x R™ — R", r : R" x R” x R™ — R seien
durch

r(t,z(t),u(t)) = ri(z(t), ut)) e (2.100)
flt,x(t),u(t)) = Fa(t) +u(t), u(t)eU (2.101)

erklart mit einer konstanten n x m Matrix F' und einem nichtleeren kompakten
Steuerbereich U. Ferner existieren Konstanten r» > 0, £ > 0, mit denen die Wachs-
tumsbedingung

‘M < k(14 |(&,0)]) (2.102)

23

fiir alle £ € R"™, v € U erfiillt ist. Gilt ausserdem die Ungleichung
p>(r+1)Ap (2.103)

mit A\p = max {Re {\;} |\i ist Eigenwert von F}, so existieren die Integrale
i=1,..., n

/\y(t)\qe@—l)f’f dt < oo; (2.104)
0
/ ()29 gt < oo, (2.105)
0

wobei ¢ > 1, é + (r}rl) = 1. Ist die Konstante r = 0, so gilt
lim ly(t)]%el? 1Pt = 0. (2.106)

O

Bemerkung 12. (a) In AUBIN&CLARKE [10] wurde der Satz sogar fiir in £ lokal
Lipschitzstetige Integranden r; bewiesen. Die Bedingung (2.103) ist dquivalent
zur Bedingung der dominierenden Diskontrate, formuliert in ASEEV&KRYA-
ZHIMSKIY [8], S. 101. Die Wachstumsbedingung kann auch in schwécherer
Form formuliert werden, da hier 71 (£, v) als stetig differenzierbar in £ voraus-
gesetzt wurde:

‘_Mtaf ’U)'\ <k(A+E) V(&) eRT X R XU (2.107)

(b) Setzt man v(t) = e ?, p = r + 1, so bedeutet die Endlichkeit der Integrale

(2.104), (2.105), dass y(-) € W"(R™, v' ") notwendigerweise gelten muss.

(c) Die Konvergenz des Integrals in (2.104) impliziert ausserdem die Transversali-
tatsbedingung tlim y(t) = 0.
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(d) In der zitierten Arbeit wurde ebenso gezeigt, dass der anormale Fall A\g = 0
nicht eintreten kann, vorausgesetzt, die Diskontrate p > 0 ist grofs genug.

(e) In der Originalquelle wurde mit der Voraussetzung (z,u) € AC"(R")x M™(R")
gearbeitet, weswegen der Satz auch fiir die zuldssigen Paare mit D}(IR") x
Dy (R™) selbstverstiandlich giiltig bleibt.

Das Ergebnis des Satzes 9 wurde in ASEEV&KRYAZHIMSKIY [§8], Satz 12.1, S.
101, und Korrolar 12.1, S. 106, fiir den Fall r,(-,v) € C*(IR*) noch verschirft, und
das asymptotische Verhalten von y(-) wurde durch eine punktweise Abschitzung
charakterisiert, aus der die Behauptung des Satzes folgt.

Voraussetzung 1. Es existiert eine Konstante C' > 0, mit der die Wachstumsbe-
dingung

(€ flEv) <CA+E*), €€R", veU (2.108)
gilt.

Voraussetzung 2. Fiir alle £ = z(t) € R" ist die Menge

Q) = {(ZmZ) e R" 20 < 1ri(&,0), 2= f(&v), v € U} (2.109)

konvex.

Voraussetzung 3. Es existieren positive Funktionen p(t) — 0+ 0, w(t) — 040
fiir t — oo, so dass fiir jedes zum Problem (2.75) — (2.78) zuléssiges Paar (z,u) die
Ungleichungen

e " rglea(;(\rl(x(t),u(t))\ < u(t), t>0 (2.110)
/|r1(x(t),u(t))|e_pt <w(T), T=>O0. (2.111)

gliltig sind.

Voraussetzung 4. Es existieren Konstanten A € R', C; > 0, (i = 1,2,3), so dass

fiir jedes zum Problem (2.75) — (2.78) zuléssiges Paar (z,u) die Ungleichungen
|z(t)] < Cy 4 Coe™; (2.112)
Yo (1) < Cae™ (2.113)

giiltig sind, wobei y, ,(-) die Fundamentalmatrix des zugehérigen kanonischen Sy-
stems ist.

Satz 10. Sei die Funktion r(-,-,-) durch (2.100) mit r,(-,v) € C'(R") gegeben,
(x*, u*) sei ein optimaler Prozess des Problems (2.75) — (2.78). Dariiber hinaus seien
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die Voraussetzungen 1, 2, 4 sowie die Bedingungen (2.103), (2.107) erfiillt. \ erfiille
A > A, wobei A die Ljapunovsche Charakteristik ist, erklart durch

_ n |
A= max {limsupw} (2.114)

t—o00

mit y;, ¢ = 1,...,n als Fundamentalssystem des kanonischen Systems (2.77), (2.96).
Ist das System

1(t) = t 2.115
i) S () (2.15)
!
reguldr, d.h. es gilt fiir die Summe o = ) n;\; aller Ljapunovschen Charakteristiken
i=1
A; = limsup M, gezahlt mit Beriicksichtigung der Vielfachheiten n;, die folgende
t—00
Gleichheit:

t

1 * *

o= ligl_l)glfg /tr (af(x (gi’u (S))) ds, (2.116)
0

wobei mit ¢r[-] die Spur der Matrix bezeichnet wird. So existiert fiir jede Zahl

€ > 0 eine Zahl ks > 0, so dass fiir die adjungierte Variable y(-), definiert durch die

kanonische Gleichung (2.96), die punktweise Abschitzung

()] < kye™PtHet o= (pmrNel) ¢ > (2.117)
gilt. O

Bemerkung 13. (a) Setzt man f(¢,&,v) wie in (2.101), so folgt die Behauptung
des Satzes 9 aus dem Satz 10.

(b) Da ¢ ein Element der konvexen Menge R" ist, liefert die Voraussetzung 4 zu-
sammen mit den Bedingungen (2.107), (2.103) die Giiltigkeit der Ungleichung
(2.110) und sogar der gesamten Voraussetzung 3, vgl. ASEEV& KRYAZHIMSKIY
[8], S. 101. Die Ungleichung (2.111) sichert die absolute Konvergenz des Inte-
grals im Zielfunktional fiir alle Prozesse, die den Nebenbedingungen gentigen.
Daher gibt es unter diesen Umstanden keine Notwendigkeit, zwischen verschie-
denen Interpretationen des Integrals zu unterscheiden. Die Voraussetzungen 1
— 3 wurden von E. Balder in [12]| benutzt, um die Existenz einer optimalen
Losung zu erzwingen.

Unter den Voraussetzungen des Satzes 10 und fiir p > 0 geniigt die Kozustand-
funktion y(-) den Transversalitdtsbedingungen:

tlirnolo y(t) = 0; (2.118)
lim (x*(t), y(t)) = 0. (2.119)

t—o00
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Es gibt zahlreiche Publikationen, in denen die Transversalitdtsbedingungen behan-
delt werden, vgl. unter anderen MICHEL [72], SMIRNOV [93], KAMIHIGASHI [49],
HALKIN [42] usw. Nun wenden wir uns den Bedingungen zu, die die Optimalitét
eines Kandidaten sichern, ndmlich den bekannten hinreichenden Optimalitédtsbedin-
gungen. K. J. Arrow und M. Kurz hatten in ihrer Arbeit [5] leicht iiberpriifbare
hinreichende Bedingungen aufgestellt.

Satz 11. Seien folgende Annahmen erfiillt:

(i) Der Steuerbereich U ist kompakt und es gibt eine kompakte Menge G, so dass
jede zuldssige Trajektorie mit Startpunkt z( iiber den gesamten Zeitraum ihre
Werte im Inneren dieser Menge hat, d.h. V¢ > 0 gilt x(t) € int(G) fir jede
zuléssige Zustandstrajektorie x(-).

(ii) Die punktweise maximierte Potrjaginsche Funktion, auch Hamiltonfunktion ge-
nannt, gegeben durch

H<t7 57 n, >‘0) = rneag( H(tu 57 U, 7, )\0) = mea(}({_)‘or(tv 57 U) + an(tv 57 U)}7 (2120)
ist wohldefiniert und konkav in der Platzhaltervariable £, die fiir z(¢) steht,
fiir jedes (t,m, Ao)-

(iii) Es existiert ein Prozess (z*,u*), der die notwendigen Bedingungen des Satzes
8 mit Mg > 0 erfiillt.

(iv) Die adjungierte Funktion y(-) geniigt der Transversalitdtsbedingung
1tlirn y(t) =0.

Dann ist der Prozess (z*,u*) optimal im Sinne des Kriteriums L2 in der Aufgabe
(2.75) — (2.78) mit freier Endbedingung. 0

Die Voraussetzungen des Satzes wurden z.B. von C. D. Feinstein und D. G.
Luenberger in [36] in folgender Weise abgeschwécht, vgl. CARLSON ET AL. [20], S.
28 f.

Satz 12. Sei (z*,u*) ein beziiglich (2.75) — (2.78) zuléssiger Prozess und y(-) :
R™ — R" eine stetige, stiickweise stetig differenzierbare Funktion. Sind mit der
Pontrjaginschen Funktion H(¢,&,v,n,1) die Bedingungen

(i) Fiir alle (t,&,v) € R x G x U gilt die Ungleichung

H(t, 2" (t),u(t),y(1), 1) + 9" ()2"(t) = H(t,§,v,9(1), 1) + 9" ()8, (2.121)
(ii) Es existiert der Grenzwert tlim yT(t)z*(t) und die Relation
—00 < tlim yT (t)a*(t) < tlirn y* (t)x(t) (2.122)

ist erfiillt fiir jede zuldssige Trajektorie x(-).
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erfiillt, so ist der Prozess (z*,u*) optimal im Sinne des Kriteiums L2, also optimal
im gewohnlichen Sinne. O

Bemerkung 14. Die Annahme (2.122) kann im Fall eines konvergenten Integrals
im Zielfunktional durch

lim y" (1) (z(t) — 2*(t)) > 0 (2.123)
fiir alle zuldssige Trajektorien z(+) : RT — R", ersetzt werden, vgl. SEIERSTAD&
SYDSAETER [90], S. 384 ff. Die Voraussetzung in dieser Form wird sehr oft ange-
wendet.

Die Diskussion weiterer hinreichender Optimalitdtsbedingungen, insbesondere
fiir die von uns gewéhlte Problemstellung, wird in den Kapiteln 8 und 9 fortgesetzt.

2.4.5 Phasenportraitanalyse

Eine gut geeignete und oft angewendete Illustrationsmethode bei der graphischen
Darstellung der Losungen von Steuerungsproblemen mit unendlichem Zeithorizont
ist die Phasenportrait- oder Phasendiagrammanalyse. Sie erlaubt eine qualitative
Analyse des dynamischen Systems (2.77), (2.96) im Fall n = 1, d.h. fiir eindimensio-
nale Zustinde z(-) : R* — R, durchzufiihren, die Gleichgewichte anzuzeichnen und
sie auf Stabilitdt zu untersuchen. Gleichzeitig lésst sie erkennen, wie die Zustands-
und Kozustandstrajektorien von einander abhédngen, ob der optimaler Pfad gegen
das Gleichgewicht strebt, d.h. ob es asymptotisch stabil ist. Im Kapitel 10 wird
davon teilweise Gebrauch gemacht.
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Kapitel 3

Verschiedene Interpretationen des
Integrals im Zielfunktional

Die Unterschiede zwischen den Integralbegriffen, dem Lebesgueschen Integral iiber
einer Menge unendlichen Mafles und einem uneigentlichen Riemannschen Integral er-
ster Art, beschrieben im Abschnitt 1.3, ziehen grofe Konsequenzen im Hinblick auf
Steuerungsprobleme mit unendlichem Zeithorizont nach sich. Infolge unterschied-
licher Integralsummenbildungen konnen diese zwei Integrale von demselben Inte-
granden verschiedene Werte besitzen, vgl. (1.26). Fiir die Steuerungsprobleme mit
unendlichem Zeithorizont bedeutet das, dass die Extremalwerte des Zielfunktio-
nals unterschiedlich ausfallen in Abhéngigkeit von dem gewéhlten Integraltyp. Da
wir bei einem zuléssigen Prozess (z,u) die Existenz und Endlichkeit des Integrals

L-[r(t,z(t),u(t))v(t)dt bzw. die Konvergenz des Integrals R - [ (¢, z(t), u(t))v(t)dt
0 0

vorausgesetzt haben, heisst es, dass ein Problem (P,,) in Abhéngigkeit vom verwen-
deten Integralbegriff verschiedene zuldssige Mengen und somit unterschiedliche op-
timale Losungen besitzen kann. Wir bringen folgendes einfaches Beispiel, in dem die
Notwendigkeit der Wahl der gewichteten Réume fiir den Zustand und die Steuerung
ersichtlich ist, vgl. PICKENHAIN ET AL. [79], S. 464.

Beispiel 4. Sei die Funktion r(¢,v) : RT x R — R gegeben durch

iy, 2kr <t < (2k+ D)7

r(t,v) = (3.1)
2b.y . 2k+1)m <t < (2k+2)7.

Betrachten wir zuerst folgendes Steuerungsproblem ohne Prézisierung des Integral-
begriffs. Minimiere das Zielfunktional

Joo(Tyu) = —/r(t,u(t))dt (3.2)

41
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beziiglich aller Prozesse

(z,u) € Wy(R*,v) x L,(R",v); (3.3)
i(t) = u(t) (V)t e R"; (3.4)
u(t) e U = [0.5,1] (V)t € RT; (3.5)
z(0) = 0. (3.6)

Wir bezeichnen mit A die Menge aller Paare (z,u), die (3.3) — (3.6) erfiillen,
mit Ap die Teilmenge der Paare (z,u) € A, fiir die das Lebesguesche Integral
L-[°(=r(t,u(t))) dt existiert und endlich ist, und mit Ag die Teilmenge aller Paa-
re (z,u) € A fur die das uneigentliche Riemannsche Integral R-[°( —r(t, u(t)) ) dt
bedingt konvergent ist, d.h. die entsprechende unendliche Reihe konvergiert nicht ab-
solut. Das Zielfunktional dieses Problems ist vom Typ (1.26) und aufgrund dessen
ist offensichtlich, dass

.AL = @ und AR 7é (Z) (3.7)
gilt. Die optimale Steuerung des Problems (PZ) ist gegeben durch
1, 2krn<t<(2k+1)m

u'(t) =
S (kD <t<(2k+2)7
(3.8)
Mit den Funktionen 7(-) und v(-), definiert als
v(t) =1, vt)=e ", (3.9)
mit p > 0 erkennt man, dass
" () ¢ W)(R") aber a*(-) € Wy(R*,v) (3.10)

fiir alle 1 < p < 0o, was die Setzung des gewichteten Sobolevraumes als Zustands-
raum rechtfertigt.

Wie wir an diesem Beispiel sehen, sind die zuldssigen Mengen A7, und Ag im All-
gemeinen nicht vergleichbar. Verwendet man das Lebesguesche Integral, so schliesst
man aus der Menge A alle Trajektorien aus, die das uneigentliche Riemannsche In-
tegral nicht absolut (bedingt) konvergieren lassen. Andererseits, durch die Wahl des
uneigentlichen Riemannschen Integrals in dem Zielfunktional gehen alle Trajektori-
en aus A verloren, die Lebesgue integrierbar aber nicht Riemann integrierbar sind,
sogar auf kompakten Teilmengen von R'. Aus diesem Grund ist es sehr wichtig das
Steuerungsproblem mit unendlichem Zeithorizont mit dem richtigen Integralbegriff
zu formulieren, der den zu modellierenden Sachverhalt getreu widerspiegelt. Man
erkennt aus dem folgenden Beispiel, dass Steuerungsprobleme mit verschiedenen In-
terpretationen des Integrals in dem Zielfunktional nach komplett unterschiedlicher
mathematischer Behandlung verlangen. In LYKINA ET AL. [62], S. 499, wurde ein
Steuerungsproblem mit nichtleeren zulédssigen Mengen A; und Ap konstruiert, wo-
bei der Extremalwert des Problems (PZ) strikt groRer als der des Problems (PL)
ist. Dieses wird nun zitiert.
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Beispiel 5. Sei 1 < p < o0o. Zu untersuchen ist eine folgende Steuerungsaufgabe
(Ps) mit Zustandsbeschrankungen:

Joo(T,y,u) = /sint-x(t) dt — sup! (3.11)
0

(x,u,y) € W1317l00<]R‘+) X LP,lOC(IR‘—i—) X Wpl,loc(R—’—); (312)

w(t) = y(t) (V)te R'; (3.13)

y(t) = ut) (V)te R™; (3.14)

2(0) = 2; (3.15)

0 <z(t) < gi(t) VteR"; (3.16)

ga(t) - a(t) + gs(t) < y(t) <0 VteRT, (3.17)

0<ut) <5 (V)teR" (3.18)

mit stetigen Funktionen g;(-), ga(-), g3(-) : Rt — R gemifh

9t ., 0<t<1

) = { 1/t 1<t<oo; (3.19)
. 0<t<1

92(l) = { ~1/t , 1<t<oo; (3.20)

(4@-1) , 0<t<1
gs(t) = { 0 1<t=oo. (3.21)

Fiir eine exakte Formulierung von (Ps,) fehlt noch die Interpretation des Integrals
in (3.11). Man bemerke ebenfalls, dass die Setzung der Rdume noch ungewichtet
ist. Mit W, (R") und L,;.(R") werden die Mengen aller solcher Funktionen

p,loc

f bezeichnet, deren Einschrankungen f auf ein beliebiges kompaktes Intervall

[a,b]

la,b] C R" zu den Funktionenraumen W, [a, b] bzw. Ly|a, b] gehoren. Fiir die Proble-
me (PL) und (PZ) konnten folgende Aussagen, die einen Zusammenhang zwischen
den Extremalwerten herstellen, bewiesen werden, vgl. LYKINA ET AL [62], Satz 1.2,
S. 500 ft.

Satz 13. Es gelten folgende Aussagen:

(i) Die Extremalwerte pu; und pup des Zielfunktionals in den Aufgaben (PL) und
(P2) geniigen der Ungleichung

0 < pp < pir < 00, (3.22)
wobei py, = 0.072839..., pur=1.242940....
(ii) Es existiert eine globale Maximallosung des Steuerungsproblems (PZ).

(iii) Es existiert ebenfalls eine globale Maximallésung des Steuerungsproblems (PZ%).
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(iv) Kein globaler Maximierer von (PL) kann ein solcher von (PZ£) sein und umge-
kehrt.

Zum Beweis wird auf LYKINA ET AL. [62] verwiesen. O

Spielte man mit dem Gedanken die Lésung von (PL) oder (P£) durch die Appro-
ximation mit den Losungen der entsprechenden Probleme (Pr) zu gewinnen, so wére
dies im Fall eines Zielfunktionals mit dem Lebesgueschen Integral nicht méglich, wie
der folgende Satz bestatigt.

Satz 14. Fiir das Steuerungsproblem, das durch die Einschrinkung des Problems
(Py) auf das Intervall [0, 7] zustande kommt, also gegeben durch

(Pr) : J(z,y,u /smt x(t) dt — sup! (3.23)
(z,u,y) € W[0,T] x L,[0,T] x W,[0,T]; (3.24)

#(t) = yt) ()t [0,T7; (3.25)

§(t) = u(t) (M)te0,7); (3.26)

2(0) = 2; (3.27)

0 < z(t) < gi(t) Vtel0,T]; (3.28)

Golt) 2t + g(t) < yt) <0 VEE[0,T);  (329)

0 <wu(t) <5 (V)telo,T7, (3.30)

mit entsprechenden Einschrédnkungen der Funktionen g¢;(-) auf das Intervall [0, 77,
gilt folgende Aussage. Vorausgesetzt 1 < p < oo und 1 < T < o0, so gelten die
Behauptungen:

(i) Die Maximalwerte iz und pp der Probleme (PZ) oder (Pr) gehorchen der Un-
gleichung

0 < pp < pr < oo. (3.31)

(ii) Das Problem (Pr) besitzt einen globalen Maximierer in W, [0, T] x Loo[0, T x
W, ).
P Y

(iii) Kein globaler Maximierer der Aufgabe (Pr) kann zu einem zuléssigen Prozess
in der Aufgabe (PL) fortgesetzt werden.

Zum Beweis vgl. LYKINA ET AL. [62]. O

Dies verdeutlicht nochmal die Notwendigkeit des sorgféltigen Umgangs mit ein-
gesetzten Integralbegriffen. In der Literatur jedoch wurde der Frage nach der Inter-
pretation des Integrals bislang nur wenig Aufmerksamkeit gewidmet. Lediglich in
wenigen Literaturquellen wurde der verwendeter Integraltyp explizit benannt, wie
beispielsweise in den Arbeiten von J. Blot in Zusammenarbeit mit N. Hayek oder
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P. Michel, vgl. [18], [16] und [17], wo das Riemannsche uneigentliche Integral ein-
gesetzt wird, oder von A. V. Dmitruk und N. V. Kuzkina, [31], wo es mit dem
Lebesgueschen Integral gearbeitet wird und man dessen bewusst ist. In den meisten
Publikationen dagegen, vgl. FEICHTINGER&HARTL [35] und CARLSON ET AL. [20],
wird es nicht deutlich gemacht, in welchem Sinne das Integral zu verstehen ist. So
wird in FEICHTINGER&HARTL [35], S. 39, vorausgesetzt, dass “das uneigentliche
Integral ... fiir jede zuldssige Losung konvergiert”. Es ldsst vermuten, dass es sich
um ein Integral im Riemannschen Sinne handelt, was aber nicht ausdriicklich er-
wahnt worden ist. In CARLSON ET AL. |20], Def. 1.2, S. 10, wird ein stark optimaler
Prozess auf folgende Weise definiert: ein zulédssiger Prozess (z*, u*) ist stark optimal,
falls fiir alle anderen zulédssigen Prozesse (z,u) die Bedingung

T T
lim sup/r(t, z(t),u(t))dt < Tlim r(t, z*(t),u"(t)) dt
T—o0 —o0
0 0

= /r(t,x*(t),u*(t))dt < 00 (3.32)

0

erfiillt ist. Die letztere Ungleichung bedeutet, dass das Integral [ r(¢, 2*(t), u*(t)) dt
0

als ein (mindestens bedingt) konvergentes uneigentliches Riemannsches Integral zu
interpretieren ist, wihrend fiir die Prozesse (z,u) das Integral [ r(t,z(t),u(t))dt
0

konvergieren oder auch bestimmt mit Wert —oo oder unbestimmt divergieren kann.
Bei der Formulierung des entsprechenden Existenzsatzes, CARLSON ET AL. [20],

[e.e]

Satz 7.17, S. 187, wird jedoch die Existenz des Integrals [ r(t,z(t),u(t)) dt im Le-
0
besgueschen Sinne durch die Bedingung (#ii) vorausgesetzt, womit die Menge der

zuléissigen Prozesse auf die Menge aller (z,u) eingeschréankt worden ist, die die ab-
solute Konvergenz des oben erwihnten Integrals liefern. Somit sind moglicherweise

die Losungen ausgeschlossen worden, die das Integral [ (¢, z(¢), u(t)) dt nur bedingt
0

konvergent machen.
Generell ist in der Literatur folgende Inkonsistenz im Umgang mit Integralbegriffen

zu beobachten. Um einen Existenzsatz zu beweisen, setzt man die Konvergenz des
oo

Integrals [ (¢, z(t),u(t)) dt im Sinne von Lebesgue als Annahme voraus, vgl. BAUM

0
[13], Satz 6.1, S. 99 (dieser Satz wurde auch in CARLSON ET AL. [20], Satz 7.17

zitiert). Will man jedoch notwendige Optimalitdtsbedingungen ableiten, so benutzt
T

man oft den Grenziibergang bei T — oo in dem Integral [ r(t,x(t),u(t))dt, was
0
auf die Konvergenz des uneigentlichen Integrals im Riemannschen Sinne schliessen

lasst, siche FEICHTINGER&HARTL [35], Satz 7.5, S. 187 ff., und CARLSON ET AL.
[20], Satz 2.3, S. 24 f. So kann der Existenzsatz 7.17 aus [20]| nicht auf das Beispiel
4 angewendet werden, da das Integral im Lebesgueschen Sinne fiir keinen zuldssigen
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Prozess endlich ist. Um die Existenz einer optimalen Lésung im Fall der Riemann-
schen Interpretation des Zielfunktionals zu belegen, briauchte man selbstverstandlich
einen anderen Existenzsatz, der von dieser Interpretation ausgeht.

Der Grund fiir diese Diskrepanz mag in der Tatsache verborgen sein, dass die
Lebesguesche Integrationstheorie viel méachtiger ist als die Riemannsche. Hier stehen
uns mehrere Konvergenzsitze zur Verfiigung, wahrend die Menge aller im Riemann-
schen Sinne integrierbaren Funktionen auf einem kompakten Intervall nicht einmal
einen Vektorraum bildet. Der Ubergang zu einem unbeschrinkten Intervall erleich-
tert die Lage nicht. Folglich muss zur Entwicklung der Existenzsétze fiir Steuerungs-
probleme mit uneigentlichem Riemannschen Integral eine neue Gedankenstrategie
herangezogen werden. Umgekehrt, zum Beweis der notwendigen Optimalitatsbedin-
gungen eignet sich die Methode der Approximation der Losung von (P.,) durch
eine Folge (%, uk) von Losungen von Hilfsaufgaben (Pr) bei T' — oo sehr gut, vgl.
ASEEV&KRYAZHIMSKIY [6]. Hier werden jedoch Voraussetzungen getroffen, die die
absolute Konvergenz des Integrals in dem Zielfunktional erzwingen und somit die
Unterscheidung zwischen den Problemen (PZ) und (PZ£) iiberfliissig machen.

Die globalen Optimalitatskriterien von von Weizsacker, Gale und Halkin, zitiert
im Abschnitt 2.3.1, beruhen also auf dem Riemannschen Integralbegriff. H. Halkin
unterstreicht jedoch in HALKIN [42], S. 269, dass weder Th_r)rgo 2*(T) noch

T
Tlim [ r(t, z*(t), u*(t)) dt existieren und endlich sein miissen. Daher werden dieselben
—00

Kriterien vermutlich auch fiir Probleme mit der Lebesgueschen Interpretation des
Integrals benutzt, vorausgesetzt die Funktion im Integranden auf jedem Kompaktum
Riemann integrierbar ist, vgl. z.B. [42], S. 269.

Angesichts der geschilderten Unstimmigkeiten zwischen den Problemformulie-
rungen samt der Prézisierung des verwendeten Integralbegriffs und dem Prozess
der Entwicklung der Existenztheorie oder der notwendigen Optimalitatsbedingun-
gen kann es durchaus moglich sein, dass ein anderer Integralbegriff, verschieden vom
Lebesgueschen oder Riemannschen Integral, diese Diskrepanzen beheben kann, siehe
Kapitel Zusammenfassung und Ausblick.



Kapitel 4

Analytische Eigenschaften des
Nemytskij Operators in gewichteten
Lebesgueraumen

Einige analytische Eigenschaften des Einsetzungsoperators, auch Nemytskij Opera-
tor genannt, wie zum Beispiel Stetigkeit oder Differenzierbarkeit, liefern ein wichtiges
Mittel zum Beweis der Unterhalbstetigkeit von Integralfunktionalen. Dies ist unent-
behrlich fiir das Gewinnen der Existenzresultate in der Steuerungstheorie, deren
Beweistechnik auf dem verallgemeinerten Weierstralschen Satz basiert. Aus diesem
Grund beabsichtigen wir die Stetigkeit des Nemytskij Operators, definiert und wir-
kend in gewichteten Lebesguerdumen, nachzuweisen. Die Stetigkeit der Nemytskij
Operatoren in Lebesguerdumen, also in L,[a, b] mit eventuell unbeschrénktem In-
tervall [a, b], wurde von Krasnoselskii bewiesen. Der Beweis kann in VAINBERG [96],
S. 154 — 162, nachgeschlagen werden.

4.1 Einige Ergebnisse aus der Mafstheorie

Alle Satze und Definitionen dieses Abschnittes samt allen Beweisen konnen VAIN-
BERG [96], S. 148 — 153, entnommen werden.

Definition 13. Sei F eine messbare Menge eines endlichdimensionalen Euklidischen
Raumes. Eine fast tiberall auf E finite Funktion ¢(-) besitzt die S-Eigenschaft, falls
fiir jedes noch so kleines ¢ > 0 eine abgeschlossene Teilmenge F' C E existiert, so

dass u(E\F) < €' und die Einschrinkung ¢| stetig ist.
F

Satz 15. Sei E eine messbare Menge eines s-dimensionalen Euklidischen Raumes.
Eine fast tiberall auf der Menge E endliche Funktion ¢(-) ist genau dann messbar,
wenn sie die S-Eigenschaft auf E besitzt.

Sei B eine messbare Menge des s-dimensionalen Euklidischen Raumes. Ferner sei
eine Funktion g = ¢(t,&1, -+, &) : BXxR"™ — R mit den Werten g = g(¢,&,- -+ , &)
gegeben.

Lu(+) bezeichnet das Lebesguesche Maf.

47
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Definition 14. Wir nennen Funktion ¢(¢,£) : B x R" — R mit Werten

g(t, &, -+ ,&,) Carathéodory Funktion, wenn sie stetig beziiglich £ € R" fiir fast
alle ¢t € B und messbar auf B beziiglich ¢ fiir jedes fixierte £ = (&, -+ ,&,) € R™ ist.
Die Ausnahmemenge des Mafes Null, die eventuell auch leer sein kann, bezeichnen
wir mit O.

Definition 15. Eine Funktion ¢(¢,£) : B xR" — R mit einer messbaren Teilmenge
B eines s-dimensionalen Euklidischen Raumes besitzt die starke S-Eigenschaft,
falls es fiir jedes nn > 0 eine abgeschlossene Teilmenge F' C B gibt, so dass u(B\F) <
n und g(+,-) dabei stetig beziiglich (¢,&;,...,&,) auf F' x R" ist.

Satz 16. Die Funktion g(¢,£) : B x R" — R ist dann und nur dann eine Carathéo-
dory Funktion, wenn sie die starke S-Eigenschaft besitzt.

Satz 17. Seien die Funktionen v;(-) : B — R, ¢ = 1,...,n, messbar und fast tiberall
endlich. Ist ¢g(,£) : B x R" — R eine Carathéodory Funktion, so ist die Funktion
g(,v1(4), -+ ,on(+)) : B — R messbar.

Satz 18. Ist g(¢t,£) : B x R" — R eine Carathéodory Funktion, so ist fiir jeden
Wiirfel d = {£ € R"||&] <a,i=1,...,n} die Funktion f, : B — R, definiert
durch

fa(t) = mczlauxg(t,&, &), teB\O, (4.1)

messbar auf B\O.

Satz 19. Gegeben sei ein Wiirfel d, wie oben eingefiihrt. Falls g(¢,¢) : Bx R" — R
eine Carathéodory Funktion ist, dann existieren messbare Funktionen ¢;(-) : B —
R,i=1,...,n, so dass die Gleichung

gt 1(1), .., dn(t)) = fult) (4.2)
fir alle t € B\O gilt.
Bemerkung 15. Der Satz 17 zeigt, dass der Nemytskij Operator

Nu(t) = g(t,v1(t), ..., va(t)) (4.3)
mit einer Carathéodory Funktion g(¢,£) : B x R" — R jedes System v;(-) : B —
R, :=1,...,n, von n messbaren Funktionen in eine ebenso messbare Funktion Nv

transformiert.
Das folgende Resultat iiber die asymptotische Stetigkeit gilt ebenfalls.

Satz 20. Sei u(B) < oo und g(t,£) : B x R" — R eine Carathéodory Funktion.
Dann ist der Nemytskij Operator

Nzx(t) = g(t,x1(t), ..., z,(t)) (4.4)

asymptotisch stetig (stetig dem Mafe nach), d.h. aus der Konvergenz dem Ma-
fe nach der Folgen {zY(t)},...,{zN(#)}, (N = 1,2,...) von fast iiberall endli-
chen messbaren Funktionen gegen ebenso fast iiberall endliche messbare Funktionen
v1(t), ..., v,(t) folgt, dass die Folge {g(t, 22 (¢),..., 2N (t))}, (N =1,2,...) der ver-

rrn

ketteten Funktionen dem Mafe nach gegen g(t,v1(t),...,v,(t)) konvergiert.
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4.2 Von der Stetigkeit des Nemytskij Operators

Der folgende Satz wird ebenso ohne Beweis zitiert, vgl. VAINBERG [96], Satz 19.2,
S. 162, zusammen mit dem Satz 19.1, S. 154 f.

Satz 21. Sei g(t,£) : RT x R" — R eine Carathéodory Funktion. Dann ist der
Nemytskij Operator N assoziiert mit g(-,-), d.h.

Na(t) = g(t,2(t)) = g(t, 21(t), ..., 2n(t)) (4.5)

ein beschrénkter und stetiger Operator wirkend vom Raum LZ(]RJF) in den Raum
Ly(R*)?>mit 1 <p<oound 1 <p' < oo genau dann, wenn die Funktion g(-,-) die
Wachstumsbedingung

|9t &) | < A(t) + B-Y_ [&"7 V(&) eRT x R (4.6)
i=1
mit einer Funktion A(-) € L,y (R") und einer Konstanten B > 0 erfiillt. O

Wir wollen nun dieses Ergebnis auf die Nemytskij Operatoren iibertragen, die in
gewichteten Lebesguerdumen wirken.

4.2.1 Uber den Nemytskij Operator auf dem Raum L,(R", )

Satz 22. Seien v(:) eine Gewichtsfunktion geméft Definition 1, p > 0, ¢ > 0 und
g(t,€) : B x R' — R eine Carathéodory Funktion. Dann gelten die folgenden
Aussagen fiir den Nemytskij Operator

Nz(t) = g(t,x(t)) : (4.7)

(1) Bildet der Operator N alle Funktionen aus L,(B, v) nach L,(B,v) ab, so ist N
ein stetiger Operator von L, (B, v) nach L,(B,v), also N : L,(B,v) — L,(B,v),
und es existiert eine Funktion A(-) € L,(B,v) und eine Konstante C' > 0, so
dass die Wachstumsbedingung

l9(t. )] < A(t) + Clel’” (4.8)
fiir alle (¢,&) € B x R! erfiillt ist.

(2) Ist die Wachstumsbedingung (4.8) erfiillt, so bildet N alle Funktionen aus
L,(B,v) in den Raum L, (B, v) ab und ist somit ein stetiger und beschrénkter
Operator von L,(B, v) nach L,(B,v).

Beweis: Das Beweisschema ist das des Satzes 19.4, S. 154, VAINBERG [96], mit
entsprechenden Anderungen, hervorgerufen durch die Verwendung der gewichteten

2Der obere Index 1 in den L,-Réumen wird in diesem Kapitel unterdruckt.
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Lebesguerdume. Dennoch wird jeder Beweisschritt explizit ausgefiihrt und vorge-
fiihrt, um Fehlschliisse auszuschliessen.
Fiir eine Funktion z(-) € L,(B, v) erhélt man die Abschétzung

/ LA(E) + Cla()P/ 2w (t)dt < / LA |0 (1) dt + / Clle@)Prt)d,  (4.9)

B

die wiederum bedeutet, dass die Funktion A(-) + C|z(-)|/? dem gewichteten Lebes-
gueraum L, (B, v) angehort. Dies hat zur Folge, dass die Behauptung (2) des Satzes
eine unmittelbare Folgerung der Behauptung (1) ist.

Um die Behauptung (1) zu beweisen, zeigen wir zuerst die Stetigkeit von N, gefolgt
vom Beweis der Beschranktheit von N. Anschliessend wird die Wachstumsbedin-
gung (4.8) verifiziert.

Schritt 1: Beweis der Stetigkeit von N.

Fall 1: u(B) < oo.

Der Stetigkeitsbeweis fiir N wird zundchst unter den Annahmen p(B) < oo und
NO = 0 durchgefiihrt. Folgend dem Schema eines indirekten Beweises nehmen wir
an, dass N an der Stelle § € L,(B, v) unstetig ist. Hierbei bezeichnet 6 die Nullfunkti-
on. Dann existiert eine Funktionenfolge {¢,,(-)}, (n =1,2,...) mit ¢,(-) € L,(B,v),
die in L, (B, v) — Norm gegen 6 konvergiert, und eine Zahl a > 0, so dass die Unglei-
chung

IN0nlt 0.y = [ NGO (010t > (4.10)
B

giiltig ist. Diese bedeutet, dass die Folge der Bilder, namlich {N¢,}, (n =1,2,...)
nicht gegen die Nullfunktion 6 konvergiert. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
kénnen wir die Konvergenz der unendlichen Reihe

Z/|¢n(t)|pu(t)dt <00 (4.11)

annehmen, denn wir sind in der Lage die Funktionen ¢, (-) so zu wahlen, dass die
gliedweise Abschétzung ||gbn||12p(IBS » < n—lg, n=1,2,... gilt, was folgende Kette nach
sich zieht:

(o] o0 o0 9
Z/ ENGIRZOLED N S % = % < . (4.12)
n=1 B n=1 n=1

Es ist offensichtlich, dass die Konvergenz der Folge ¢,,(-) — 6 in L,(B, v)-Norm zu
der Konvergenz der Folge {&,(-)v*/?(:)} gegen 6 in L,(B)-Norm dquivalent ist. Dies
liefert die Konvergenz der Folge {¢,(-)v*/?(-)} dem Mafe nach gegen die Funkti-
on #. Geméf KOLMOGOROV&FOMIN [54], S. 332, existiert eine Teilfolge {¢,, ()}
der Folge {¢,(-)}, (n =1,2,...), so dass {¢y, (-)v/P(-)} fast iiberall auf B gegen 0
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konvergiert. Unter der Beriicksichtigung der Positivitit der Gewichtsfunktion v/(+)
ziehen wir den Schluss, dass die Folge {¢,, (-)} ebenso fast tiberall auf B gegen 6
konvergiert. Wendet man das Schema aus ELSTRODT [34], S. 255, an, das die Be-
ziehungen zwischen verschiedenen Konvergenzarten darstellt, so erkennt man, dass
dieselbe Folge {¢,, (-)} auch dem Mafe nach gegen die Funktion 6 konvergiert, was
aufgrund der Bedingung p(B) < oo gerechtfertigt ist. Diese Teilfolge {¢,, (-)} wird
wieder mit {¢,(-)} bezeichnet und wir arbeiten im folgenden mit dieser Folge.

Als néchstes konstruieren wir eine Zahlenfolge {¢;} mit €, > 0, eine Funktionenfolge
{¢n,(-)} und eine Mengenfolge {By} mit By C B (k=1,2,...), so dass die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

(@) e <3 (4.13)
© [ INon @Ol > Sa (4.15)

Gilt u(D) < 2¢j44 (fir eine beliebige Menge D C B),
(d) (4.16)

so gilt auch [ |N¢y,, (t)|9v(t)dt < §.
D

Die Folgen {e;}, {¢n,(-)} und {B;} (k = 1,2,...) werden induktiv konstruiert. Sei
€1 := (B), ¢n, (1) := ¢1(t), By := B. Sind die €k, ¢y, (-) und By, schon konstruiert,
so nehmen wir als €, eine beliebige positive Zahl, die die Bedingung (d) erfiillt,
was aufgrund der absoluten Stetigkeit der Funktion 7 : P(B) — R, bestimmt durch
die Regel

1) = [ [Now, vty (4.17)

wobei P(B) die Menge aller messbaren Teilmengen von B bezeichnet, moglich ist.
Dann ist die Bedingung (a) automatisch erfiillt, denn die Funktion ¢, (-) gentigt
der Bedingung (c). Infolge des Satzes 20 konvergiert die Folge {N¢,, (-)} dem Mafe
nach gegen 6, das heisst

Vo>0 p{t: |[No, (t)— N0 >} —0, (4.18)

1/q
fir n — oo. Fir o = <3,uf(B)> mit w, (B) = [v(t)dt erhalten wir, dass es fiir ein
B
€ = €11 eine Zahl ngy und eine Menge Fj; C B gibt, mit denen fiir ¢t € Fy,, die

Ungleichungen

a 1/q
W%Mw—Nm—W%M@K(Eﬁg) (4.19)

und

1(B) — p(Frt1) < €t (4.20)
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gelten. Sei By, = B\Fy.1. Dann folgt aus (4.20), dass die Menge Bj.1 der Bedin-
gung (b) geniigt. Die Giiltigkeit von (c) folgt aus (4.10) und (4.19):

/ NG ()70 (8)dE = / N, ()]0 (1)dt — / N, ()]0 (1)dt

By Fri1
a (1/9)-q

> a— v(t)dt

/ <3uu(E)) )

Fri1

¢ / ()t > 2 (4.21)

= q— — v —a. )

31, (B) 3

Fri1

Wir setzen Dy, = B\ |J B; (k=1,2,...). In Anbetracht der Bedingungen (a) und

i=k+1
(b) haben wir

M(U Bi) < Z €i<€k+1+§5k+1+"'+§€k+1+---
i=k+1 i=k+1
=1
= (D = o5 | e = 2en0. (4.22)
=0

Die Funktion ¢(-) : B — R sei wie folgt definiert:

¢nk(t) P t e Dka

U(t) = 0. “Z,[:j D, (4.23)

Die Bedingungen (c), (d) und (4.22), (4.23) liefern fur £ = 1,2,.

[ Ivvmna - / NG, (8)10(2)

/ [Non, (O10(t)dt - / Now, (01 (6)dt

By, Bi\Dy,

IV

> o2 (4.24)
Aufgrund der Abschétzung (4.11) gilt ¥(-) € L,(B,v). Weil N alle Funktionen aus
L,(B,v) nach L,(B,r) abbildet, erhalten wir N ¢() € L,(B,v). Andererseits folgt
aus (4.24) gerade das Gegenteil, ndmlich Ny (-) ¢ L,(B, v), denn die D; sind disjunkt
und folglich

/|N¢ v (t)dt > Z/|N¢ )| 2w(t dt>z (4.25)

k= 1Dk
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Dieser Widerspruch beweist die Stetigkeit des Nemytskij Operators N an der Stelle
6 unter der Annahme N6 = 6. Zum Beweis der Stetigkeit von N in einem beliebigen
“Punkt” z¢(-) € L,(B, v), und ohne Annahme N6 = 6, betrachten wir den Nemytskij
Operator f induziert durch die Funktion f(¢,£) : B x R' — R mit

f(t,€) = g(t,0(t) + &) — g(t, zo(1)). (4.26)

Dann gilt

f(t,0(t) = g(t, o(t) + 0(t)) — g(t, z0(t)) = 0 (4.27)

fiir alle ¢, was die Gleichung
f(o) =0 (4.28)

impliziert. Ferner, dank der schon bewiesenen Behauptung, ist der Nemytskij Ope-
rator fx(t) stetig an der Stelle 6, da f alle Funktionen aus L,(B,v) nach L,(B,v)
abbildet. Die Stetigkeit von f im “Punkt* 6 ergibt folgendes:

Ve>0 35: (||x—9||LP(B,,,) <6 = ||If(x) = £O)L,@m <e>. (4.29)

In Hinsicht auf (4.28) kann die Eigenschaft (4.29) auf folgende Weise umschrieben
werden:

Ve >0 36 <||m||Lp(B,V) <& = |lg(t, zo(t) + 2(t)) — g(t, 2o(t) |1, @0 < e) (4.30)

was einfach die Stetigkeit von g im Punkt zo(-) € L,(B, ) bedeutet. Somit ist die
Stetigkeit von N bewiesen, allerdings unter der Voraussetzung u(B) < oo.

Fall 2: u(B) = co.

Erneut sei {¢,(-)} C L,(B,v), (n = 1,2,...) eine Funktionenfolge, fiir die die
Ungleichung (4.10) giiltig ist. Wir konstruieren eine Funktionenteilfolge {¢y, (-)}
sowie eine Mengenfolge {Dy}, Dy, C B, (k= 1,2,...) mit den Eigenschaften

(a) /L(Dk) < 00, D; N Dj = @, 1 7é 7, (431)
(b) /|N¢nk(t)|qu(t)dt > g (k=1,2,...). (4.32)

Wir verfahren wieder mittels Induktion. Wir setzen ¢, () := ¢ (t) fiir alle ¢t € B,
dann kann kraft der Abschéitzung (4.10) eine Menge D; gefunden werden, die sowohl
(a) als auch (b) erfiillt. Angenommen, wir haben schon k& Mengen und Funktionen
konstruiert, die beide Eigenschaften (a) und (b) besitzen. Die Menge

D (4.33)
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ist von endlichem Lebesgueschen Mafs, und da die Stetigkeit von N schon fiir den
Fall 14(B) < oo nachgewiesen wurde, existiert ein Index nyyq mit

/ (NG, (O)|7w(t)dt < g (4.34)
o2

Aufgrund von (4.10) kann eine Teilmenge Gy,1 C B von endlichem Lebesgueschen
Mafs gefunden werden, so dass die Ungleichung

| et >a (4.35)

Gri1

k
gilt. Sei Dy = Gpy1 — U D;. Die Giiltigkeit der Bedingung (a) ist offensichtlich,
wobei (b) unmittelbar aus (4 34) und (4.35) zu schlussfolgern ist:

| Won @l / Nou Ot~ [ [Now, (o)

D1

HC@

z

i=1

a a
S gt 4.36
Definiert man eine Funktion ¢ (-) geméf (4.23), so zeigt (4.11), dass ¢(-) € L,(B, v),
wihrend aus (b) Ny (-) ¢ L,(B, v) folgt. Der Widerspruch beweist, dass N stetig in
6 € L,(B,v) ist, vorausgesetzt (B) = co und N = 6. Der Beweis der Stetigkeit von
N in jedem beliebigen Punkt x¢(-) € L,(B, ) ohne die Annahme N6 = 6 verlduft

analog.

Schritt 2: Beschranktheit des Operators N. Wir widmen uns nun dem Beweis
der Beschrianktheit des Operators N. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit setzen
wir voraus, dass N0 = 6 gilt. Da der Operator N stetig in 6 ist, gibt es eine Zahl
r > 0, so dass die Ungleichung

/ ING()| T (t)dt < 1 (4.37)

fir ¢(-) mit

[1swpva < (438)

B

gilt. Mit anderen Worten heisst das, dass es eine Kugel mit dem Radius r im Raum
L,(B,v) gibt, die komplett in die Einheitskugel des Funktionenraumes L, (B, v) ab-
gebildet wird.

Sei z(-) € L,(B,v) und nr? < ||z||? < (n + 1)r? mit einer natiirlichen Zahl n. Nun
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konnen wir die Menge B in disjunkte Teilmengen G, G, ..., G,11 so zerlegen, dass
fir alle 2 =1,...,n 4+ 1 die Ungleichung

/|as(t)|py(t)dt < (=12 n+1) (4.39)
G

erfiillt ist. Angesichts der Bedingung (4.37) erhalten wir

n+1
/ INa(t)|v(t)dt < / INz(t)| % (t)dt < n+1, (4.40)
% =1,
<1
woraus die Ungleichung
e P 1/q
Nz mo) = Nz(t)|%v(t)dt < M +1 4.41
Q( ’ ) r

B

folgt. Somit ist der Operator N beschrankt.

Schritt 3: Giiltigkeit der Bedingung (4.8). Anschliessend zeigen wir, dass die
Wachstumsbedingung (4.8) erfiillt ist. Infolge der Beschranktheit von N kann eine
Konstante C' > 0 gefunden werden, mit der die Ungleichung

/ gt =) ()t < C (4.42)
gilt, falls
/ ()P (t)dt < 1, (4.43)

d.h. die Einheitskugel von L, (B, v) wird in die Kugel mit dem Radius C' vom Raum
L,(B,v) abgebildet. Wir definieren eine Hilfsfunktion ¢(¢,¢) : B x R — R durch

(t, &) = max {[g(t, )| — C|¢[”/9,0} . (4.44)

Im néchsten Schritt wird folgende elementare Ungleichung angewendet, die fiir alle
a>b>0und qg>1 gilt:

(a—0b)* <a?—1". (4.45)
Dieser Ungleichung zufolge gilt: wenn ¢(t,£) # 0, dann muss auch

(£, 6)17 < [g(t, [ — C?I¢]” (4.46)
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erfiillt sein. Sei () eine fest gewdhlte Funktion in L,(B,v). Mit D bezeichnen wir
die Menge aller Punkte ¢ € B, fiir die ¢(t,£) > 0 gilt.
Angenommen,

/ lz(t)|Pr(t)dt =n + € (4.47)

mit einer natiirlichen Zahl n und 0 < ¢ < 1. Dann kann die Menge D in n + 1
disjunkte Teilmengen Dy, ..., D, so zerlegt werden, dass fiir alles=1,...,n+1
die Ungleichung

/|a:(t)|py(t)dt <1(i=1,...,n+1) (4.48)

gilt. Weiterhin gilt wegen (4.42)

n+1
/\g (t,z(t))| v (t)dt = Z/\g (t,x(t)|v(t)dt < (n+1)C? (4.49)
1= 1D1
und
[1steatnvoi = [ jotaw)lwt <
B D
< /|gt1: )v(t dt—C’q/|x v (t)dt  (4.50)
D
< (n+1)CT=C%n+e) < Cq.
Sei Gy C G C - - eine monoton wachsende Mengenfolge in B, die die Gesamtmenge

ausschopft, d.h. das System G;, 7 =1,2,... besitzt die Eigenschaft
JGi=B, (4.51)
i=1

wobei u(G;) < oo (i =1,2,...). Nach Satz 19 existiert es eine messbare Funktion
zi(+) : B — R, die ausserhalb der Menge G} verschwindet und auf der Menge Gy,
selbst den folgenden Bedingungen geniigt:

ot ai(t)) = max ¢(t,§) Vi€ G (4.52)

Offenbar gilt x(-) € L,(B,v) und

sup (€)= lim o(t, 24() (4.54)

—o0<E<0



4.2. VON DER STETIGKEIT DES NEMYTSKIJ OPERATORS 57

fir alle t € B. Wir setzen

A(t) == sup  ¢(t,§), (4.55)

—oco<E<o0

womit sich nach dem Anwenden des Fatouschen Lemmas, vgl. ELSTRODT [34], S.
143, und (4.50) folgendes aufschreiben lésst:

A1 = [ 14O = [ ] 1im ot ey
< Jim [ o)t (4.56)
< sw [ fottan(o) i < €.

Somit gilt A(-) € L,(B, v). Anschliessend, aufgrund der Ungleichung

Aty = sup ¢(t,6) > sup {|g(t,&)| - CleP/1} (4.57)

—oo<E<o0 —oo<E<o0

ist die Wachstumsbedingung
l9(t,€)] < A(t) + Cle, € €R, (4.58)

erfiillt, welche genau die Bedingung (4.8) des Satzes darstellt. Der Satz ist somit
bewiesen. -

Bemerkung 16. (a) Die Zahlen p und ¢ sind nicht unbedingt durch die Gleichung
1/p+1/q = 1 verbunden, wie man vermuten kénnte.

(b) In dem bewiesenen Satz sind zwei gewichtete Lebesguerdume mit der glei-
chen Gewichtsfunktion im Spiel. Man kann aber den Nemytskij Operator
N : L,(B,v) — Ly(B, v2) mit zwei unterschiedlichen Gewichtsfunktionen v ()
und v (+) im Hinblick auf Stetigkeit untersuchen. Eine modifizierte Wachstums-
bedingung, vorgeschlagen in LEONARDI [60], S. 41, fiir beschrankte Gebiete
und p, ¢ > 1, jedoch ohne die Stetigkeitsannahme fiir v;(-), (i = 1, 2), lasst auf
die Stetigkeit des Nemytskij Operators N auch in Rdumen iiber unbeschriank-
ten Intervallen schliessen, wie der néchste Satz zeigt.

Satz 23. Seien v4(+), v2(-) zwei nicht unbedingt identische Gewichtsfunktionen ge-
méf Definition 1, p > 1, ¢ > 1 und ¢(¢,&) : BxR — R eine Carathéodory Funktion.
Dann gelten die folgenden Aussagen fiir den Nemytskij Operator

Na(t) = g(t, x(t)) : (4.59)

(1) Bildet der Operator N alle Funktionen aus L,(B, ;) nach L,(B, 15) ab, so ist
N ein stetiger Operator von L,(B,14) nach L,(B,1s), also N : L,(B,1v;) —
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L,(B,vy), und es existiert eine Funktion A(-) € L,(B) und eine Konstante
C > 0, so dass die Wachstumsbedingung

hﬁiﬂﬁA@(Z%)w+Cmm<%%)w (1.60)

fiir alle (t,&) € B x R erfiillt ist.

(2) Ist die Wachstumsbedingung (4.60) erfiillt, so bildet N alle Funktionen aus
L,(B,vy)in den Raum L, (B, 1) ab und ist somit ein stetiger und beschrénkter
Operator von L,(B, v1) nach L,(B,vs).

Bemerkung 17. (a) Es ist moglich, die Wachstumsbedingung (4.60) wie folgt in
Einklang mit Satz 22 zu bringen: Es existiert eine Konstante C' > 0, sowie eine
Funktion A(-) € Ly(B,1,), so dass die Ungleichung

v 1/q
W@MSAw+CMM(Z%) (4.61)

fiir alle (t,£) € B x R erfiillt ist.

(b) Gilt v1(t) = s(t), so folgt die Wachstumsbedingung (4.60) aus (4.8), da letztere
fiir beliebige positive Zahlen p, ¢ gilt.

Beweis: Das Beweisschema bleibt identisch zu dem des Satzes 22 oder vgl. LEO-
NARDI [60], S. 41. O

4.2.2 TUber den Nemytskij Operator auf dem Raum der Vek-
torfunktionen

Wir betrachten nun den Nemytskij Operator auf dem gewichteten Lebesgueraum
L3(B,v) der Vektorfunktionen. Seien g;(t,&1,...,8,) : BXxR" = R (i =1,...,n)
Carathéodory Funktionen. Jede Funktion g;(-,-) erzeugt einen Nemytskij Operator
N;, definiert auf einer Familie von reellen Vektorfunktionen z(-) : B — R" mit
x(t) = (z1(t), ..., z,(t)) geméls

Niz(t) = gi(t,z1(t), ..., x,(t)). (4.62)

Laut Satz 17 ibertragt dieser Operator N; jede messbare Vektorfunktion in eine
messbare skalare Funktion. Der bewiesene Satz 22 ist anwendbar auf den Operator
N;, der den Raum L7 (B, v) in den Raum L,(B, ) abbildet. In diesem Fall wird die
Wachstumsbedingung (4.8) ersetzt durch

k=1
fir alle (¢,€) = (t,&1,...,&,) € BxR", wobei 4;(-) € L,(B,v), C >0,i=1,...,n.
Wir setzen einen Operator N aus den einzelnen Operatoren Ny, ..., N, zusammen:
N = (Ny,...,N,). (4.64)

Fiir diesen zusammengesetzten Operator N ist der folgende Satz giiltig:



4.2. VON DER STETIGKEIT DES NEMYTSKIJ OPERATORS 59

Satz 24. Damit der Nemytskij Operator N = (Ny,..., N,,) den Raum L} (B,v) in
den Raum LZ(IB%, v) abbildet, ist notwendig und hinreichend, dass die Carathéodory
Funktionen g, ..., g, die Wachstumsbedingungen (4.63) erfiillen, wobei

A()e L,B,v), C>0, p>0, ¢>0. (4.65)
O

Bemerkung 18. Ahnlich dem Satz 22 sowie anschliessender Bemerkung, konnen
auch hier die Wachstumsbedingungen (4.63) im Fall p, ¢ > 0 durch eine dquivalente
Formulierung ersetzt werden: Es existieren Funktionen A;(-) € L,(B), i =1,...,n
und eine Konstante C' > 0, so dass fiir alle (¢,&1,...,&,) € BxR" die Ungleichungen

19i(t, 61, E)| < At ()79 + C Y G (4.66)
k=1

gelten.

Im Fall eines Nemytskij Operators, der in gewichteten Lebesguerdaumen mit un-
terschiedlichen Gewichtsfunktionen wirkt, ergibt sich in Analogie zum vorherigen
Satz folgender Satz.

Satz 25. Seien v;(-), v»(-) zwei nicht unbedingt identische Gewichtsfunktionen ge-
méifs Definition 1, p > 1, ¢ > 1. Weiter seien die Operatoren N; wie vorher definiert.
Damit der zusammengesetzte Nemytskij Operator N = (Ny,...,N,) den Raum
Ly(B,v;) in den Raum L}(B, 1) abbildet, ist es notwendig und hinreichend, dass
die Carathéodory Funktionen ¢y, ..., g, den Wachstumsbedingungen

1/q n " 1/q
Gi(hEnr 6] < Ailt) (%@)) SN (ng) (4.67)

fir alle (¢,£) € B x R" mit C > 0, A;(-) € L,(B), i =1,2,...,n geniigen. O

Bemerkung 19. (a) Analog zum skalaren Fall konnen die Wachstumsbedingungen
(4.67) durch dquivalente ersetzt werden. Es existiert eine Konstante C' > 0 so-

wie Funktionen A;(-) € L,(B,1»), (1 =1,2,...,n), so dass die Ungleichungen
/ t 1/q
(8 61, )] < At +02|5 |M( -0 (4.68

fir alle (¢,£) € B x R" erfiillt sind.

(b) Gilt dariiber hinaus v4(t) = »(t), so ist die formulierte Wachstumsbedingung
im Fall p,q > 1 mit (4.63) gleichwertig.

(c) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wurde hier die gleiche Anzahl von Funk-
tionen g;(-, -) sowie Komponenten z;(-) der Vektorfunktion z(-) betrachtet.
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Kapitel 5

Zu den analytischen Eigenschaften
von Integralfunktionalen

Eine der wichtigsten Eigenschaften der Funktionale im Kontext der Theorie der
optimalen Steuerung ist die Stetigkeit bzw. die Halbstetigkeit. Will man einen Exi-
stenzsatz fiir eine Klasse von Steuerungsproblemen mit Hilfe des verallgemeinerten
Weierstrafischen Satzes, vgl. Satz 40, beweisen, so muss man die Unterhalbstetigkeit
(im Fall eines Minimierungsproblems) bzw. die Oberhalbstetigkeit (im Fall eines
Maximierungsproblems) eines Funktionals nachweisen. Die Unterhalbstetigkeitsei-
genschaft der Integralfunktionale {iber einem kompakten Intervall wurde schon von
vielen Autoren untersucht, zum Beispiel von A. D. Ioffe in [44], R. Luccheti und F.
Patrone in [64]. R. Luccheti und F. Patrone beschreiben in ihrer Arbeit dariiber hin-
aus die Anwendung der Eigenschaften der Nemytskij Operatoren zur Untersuchung
der Unterhalbstetigkeit der Funktionale.

Da wir bis jetzt zwei Steuerungsprobleme mit unterschiedlichen Integralbegriffen ge-
geniibergestellt haben, setzen wir damit auch in diesem Kapitel fort und vergleichen
die Unterhalbstetigkeitseigenschaften der Integralfunktionale mit einem uneigentli-
chen Riemannschen und einem Lebesgueschen Integral. Das Hauptresultat dieses
Kapitels wird im Satz 27 formuliert, in dem unter gewissen Voraussetzungen an
den Integranden r(t,&,v) : RY x R* x R™ — R und die Gewichtsfunktionen v/(-),
v(-) die Unterhalbstetigkeit des Integralfunktionals mit der Lebesgueschen Inter-
pretation in der schwachen Topologie bewiesen wird. Sind die Voraussetzungen des
Satzes verletzt, so kann auch das Integralfunktional mit einem Lebesgueschen Inte-
gral durchaus nicht unterhalbstetig sein, was durch ein Beispiel bestétigt wird. Da
Integralfunktionale, die ein uneigentliches Riemannsches Integral enthalten, im All-
gemeinen nicht unterhalbstetig sind, ist es folglich nicht moglich, die Existenztheorie
fiir Steuerungsprobleme mit Riemannscher Interpretation des Integrals mittels des
Weierstrafischen Satzes ohne zusétzliche Forderungen aufzubauen. Eine Alternative
wiirde der duale Zugang darstellen, beispielsweise iiber die Dualitétstheorie im Sinne
von Klotzler, vgl. KLOTZLER [52], auf die im Kapitel 7 eingegangen wird.
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5.1 Die Probleme (PL) und (P%)

Ahnlich wie im Kapitel 2 betrachten wir folgende Steuerungsprobleme mit unendli-
chem Zeithorizont. Sie bestehen in der Minimierung eines der Funktionale

JE (2,u) = R-/OOO r(t, x(t), u(t))v(t) dt — min! (5.1)
oder
JE (2,u) = L-/OOO r(t, z(t), u(t))v(t) dt — min! (5.2)

in Bezug auf alle Prozesse (x,u), die den bereits vorgestellten Nebenbedingungen

(r,u) € Wpl’n(RJr, V) X LZL(R+, v); (5.3)
2(t) = f(t,z(t),u(t) (V)teR"; (5.4)
z(0) = xo; (5.5)
2(t) < B(t), Ve R mit B() € LY(R*,v) (5.6)
u(t) € U C Comp(R™) (V)t e R* (5.7)

geniigen. Die Funktionen 7(¢,&,v) : RT x R” x R™ — R, f(t,&,v) : RT x R" x
R™ — R" seien stetig in allen ihren Argumenten und r(¢,&, v) sei stetig differen-
zierbar in den zweiten und dritten Argumenten. Die Probleme (5.1), (5.3) — (5.7)
und (5.2), (5.3) — (5.7) werden entsprechend mit (PZ£) und (P%) bezeichnet.
Zunichst geben wir ein Beispiel eines (PZ) Steuerungsproblems an, wo das Ziel-
funktional nicht unterhalbstetig ist.

5.2 Gegenbeispiel im Fall eines (P%) Problems

Beispiel 6. Zu betrachten ist zuerst die Aufgabe

(1) = —/Ooosin(:cl(t))dt - in! (5.9)
(2,u) € WI(RY,v) x (LY(RY,») N CO(RY)); (5.9)
() = 2a(t) (W)t € RT, 1(0) = 0: (5.10)
ia(t) = u(t) (V)t € R", 29(0) =0; (5.11)
u(t) e U =10,1] (V)t € R™, (5.12)

vgl. PICKENHAIN ET AL. [79], S. 465. Die Zustandsbeschréinkung (5.6) wird hier
weggelassen. Die Gewichtsfunktionen v(-), v(-) seien wie folgt gewahlt:

v(t)=e ", Dt

1. (5.13)

Wie im Beispiel 4, bezeichnen wir mit A die Menge aller Paare (z,u), die den Ne-
benbedingungen (5.9) — (5.12) geniigen, mit A, die Teilmenge (z,u) € A, fir die
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das Integral L - [, (—sin(z(t)) ) dt existiert und endlich ist, und mit Ag die Teil-
menge aller Paare (z,u) € A, die das Integral R - fooo( — sin( x1(t) ) ) dt konvergieren
lassen. In dieser Aufgabe erhalten wir, dass die zulédssigen Mengen fiir beide Aufga-
ben nichtleer sind, also Ay, # 0, Ag # 0, denn (2o, ue) = ((7),0) € (AL N Ap).

Betrachten wir eine Folge
uN(t) = = (5.14)

zuléissiger Steuerungen in (PZ£). Dann sind die Funktionen x4’ (+) und 22’ (-) Elemente
des gewichteten Sobolevraumes I/Vp1 (R*,v) fiir alle 1 < p < oo, und es gilt

Tim (2 = ol sy = 0 (5.15)
sowie
T [0 — o]y = 0. (5.16)

Jedoch ist die Unterhalbstetigkeit des Integralfunktionals (5.8) verletzt entlang der
stark, und somit auch schwach, konvergenten Folge {(z™, u™)} — (o, uo), (o, u0) €
WI2(RY,v) x L)(RY,v). Wir berechnen, vgl. FICHTENHOLZ [38], S. 554, Nr. 491,

Beispiele 3 und 4,
t2 VN [ sin S
— R
Jan(2)a- VT o]
0

\/? (5.17)

[eo]

R-/ sin(ay (t)) dt =

0

M‘goig
Q‘

In Anbetracht der Tatsache, dass
T3 (w0, u0) = 0 (5.18)
gilt, erhélt man

0 # lim JE(a"u")

= lim R-/<—sin(x{V(t))>dt = —00, (5.19)

N—oo
0

womit die Verletzung der schwachen, und somit auch der starken, Unterhalbstetig-
keit des Funktionals (5.8) nachgewiesen ist.



64 KAPITEL 5. UNTERHALBSTETIGKEIT DER INTEGRALFUNKTIONALE

5.3 Uber die Unterhalbstetigkeit der Integralfunk-
tionale, die ein Lebesguesches Integral beinhal-
ten

Wir formulieren nun einen Unterhalbstetigkeitssatz fiir Integralfunktionale der Ge-
stalt

[e.e]

JE (2,u) = L—/ r(t,x(t), u(t))v(t)dt (5.20)

auf WI™(R™,v) x L7(R",v), vgl. PICKENHAIN ET AL. [79], Satz 3.1, S. 458." Zu
diesem Zweck werden mehrere Voraussetzungen getroffen.

Voraussetzung 5. Die Funktion r(¢,&,v) : Rt x R” x R™ — R ist stetig in allen
ihren Argumenten, stetig differenzierbar und konvex in v. Dabei sind £ und v die
Platzhaltervariablen, die fiir z(t) bzw. u(t) stehen.

Voraussetzung 6. Die Funktion 7(-,-,-) erfiillt folgende Wachstumsbedingung im
zweiten sowie im dritten Argument. Es existiert eine Funktion A;(-) € L;(IR™) sowie
eine Konstante B; > 0, so dass fiir alle (£,£,v) € R" x R" x R" und 1 < p < o0
die Ungleichung

51 f”l Ul Um ~
‘T(t, W,...,V(_t)l/p,V<t)1/p7...,W)-I/(t)‘
< A(t) + Bi- ) &GP+ B Y |l (5.21)
=1 k=1

gilt.

Voraussetzung 7. Der Gradient V,r(t, £, v) gentigt der folgenden Wachstumsbe-
dingung beziiglich des zweiten und des dritten Argumentes. Es existiert eine Funk-
tion As(-) € Ly(R") und eine Konstante By > 0, mit denen fiir alle (¢,&,v) €
R* xR"xR"™ und p, ¢: 1/p+1/q =1 die Ungleichung

&1 én 01 Um ;(t)
[Verl S s v ) v
< Ag(t) + By D> &GP+ By Y o (5.22)
=1 k=1

gliltig ist.
Voraussetzung 8. Die Gewichtsfunktion v(-) erfiillt die so genannte “decay at
infinity“-Bedingung, vgl. ADAMS [1], S. 160, 167:

lim vt + )
AT

=0 (5.23)

fiir jedes € > 0.

!Die Wachstumsbedingungen, vorausgesetzt in der Literaturquelle, werden hier leicht gesindert.
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Satz 26. Seien 1 < p < 0o, eine positive Funktion 7(-) : R* — R und eine stetig
differenzierbare Dichtefunktion v(-) : R* — R*' mit beschriinkter Ableitung, die
dariiber hinaus monoton fallend gegen Null strebt, gegeben. Ferner seien die Voraus-
setzungen (5) — (8) von einem positiven Integranden 7(¢,£,v) : R* xR"xR™ — R*
und der Dichtefunktion v(-) erfiillt. Wir betrachten zwei beliebige schwach konver-
gente Funktionenfolgen {zx} C W) ™(R,v), {ux} C L*(R",v), (N =1,2,...) mit
Ty — xg € W)(RT,v) und uy — up € L(R™, v). Dann ist das Funktional J% in
(5.20) schwach unterhalbstetig, d.h. es gilt die Ungleichung

[e.9]

T (20,u0) = L—/ r(t, 2o(t), uo(t)) F(E) dt

0
00

< lij\rfninf L-/T(t,xN(t),uN(t))ﬁ(t) dt = li]\r/ninf JE (zy,uy) . (5.24)

0

Beweis:

Schritt 1: Kompaktheit der Einbettung W)*(R",v) — L5(R",v). Dank der
Voraussetzung 8 kann das Lemma 2 angewendet werden, um die Kompaktheit der
Einbettung W} (€,) — L2(€,) ungewichteter Riume mit 2, C R?, definiert durch

Q ={tHeR|0<t, 0<&<u(t)}, (5.25)

sicherzustellen. Anschliessend wird die Kompaktheit der Einbettung WT}’”(]R*, v) —
L;(]Pﬁ, v) der gewichteten Rdume nach dem Satz 4 geschlussfolgert. Die Kompakt-
heit dieser Einbettung besagt, dass der Einbettungsoperator E : Wpl’”(]RJ“, v) —
LZ(R+, v) vollstetig ist, d.h. er iiberfiihrt jede schwach konvergente Folge des Raum-
es W) (IR, v) in eine stark konvergente Folge des Raumes L7(R™, ). Mit anderen
Worten kann eine schwach konvergente Folge {zy} im Raum W, "(R",v) als eine
beziiglich der L;(]R*, v) — Norm konvergente Folge angesehen werden.

Schritt 2: Eine Abschitzung fiir die Funktionalswerte J (xx; uy). Die Kon-
vexitdt des Integranden im dritten Argument und seine Differenzierbarkeit nach v
liefern die Ungleichung

r(t,an(t),un(t)) > r(t,zn(t), ug(t)) + Vor(t, ay(t), uo(t)) (un(t) — uo(t)), (5.26)

die wie folgt erweitert werden kann:

r(t,an(t),un(t) () > r(t,an(t), uo(t)) v(t) (5.27)

+ Vyr(t zo(t), uo(t)) (un(t) —uo(t) ) v(t)

+ (Vyr(tan(t), u(t)) — Vo r(t, zo(t), uo(t)) )"
(un(t) — uolt)) v(2).

Integration der obigen Ungleichung iiber R™ fiihrt zur Ungleichung

[e.o]

L-/T’(t,QTN(t),UN(t)) g(t) dt Z Jl(QTN, Uo) + JQ(H?Q,UN, Uo) (528)
0
+  J3(wn; T, un; Uo)
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mit den Bezeichnungen

o0

Ji(xnug) = L—/T(t,xN(t),u()(t))ﬂ(t)dt; (5.29)

Jo(xg, un, ug) = L—/ Vo r(t, zo(t), uo ()" (u™N(t) —uo(t) ) v(t)dt; (5.30)

J3(x N, o, un, ug) = L—/(er(t,xN(t),uo(t)) - er(t,xo(t),uo(t)))T
(un(t) —uo(t)) o(t) dt. (5.31)

Die Existenz und Endlichkeit der Integrale Ji(xp, ug), J2(xo, un, ug) und
J3(z N, o, un, wp) in der rechten Seite der Ungleichung (5.28) wird im Schritt 4 nach-
gewiesen.

Schritt 3: Folgerungen aus den Wachstumsbedingungen.

Lemma 3. Der Nemytskij Operator N( -, -), definiert gemafs

N(zn,up)(t) = r(t,xn(t), uo(t)), (5.32)

bildet den Raum L7*™(IR¥, v) stetig in den Raum L;(IR*,D) ab.
Beweis: Aufgrund der Beziehungen

(zw,up) € LIT™(RYv) <= (anv'?, ugv'?) € LIT™(RT); (5.33)

N Ug ntm ntm
(o i) € Lm(Ry) = (an, wo) € L (RY) (5.34)

und
r(-on(),u() € LIRLD) <= r(- on(),u()P(-) € Li(RT),  (5.35)

kénnen die Wachstumsbedingungen aus dem Satz 21 auf folgende Weise interpretiert
werden:

51 f”l Ul Um ~
‘T’(t, W,...,V(t)l/p,V(_t)l/p,...,W)-I/(t)‘
< A(t) + B ) &GP+ B ) ol (5.36)
=1 k=1

V(t,&v) e RY x R" x R™

mit einer Funktion A;(-) € L;(IR") und einer Konstante B; > 0. Da gerade die-
se Wachstumsbedingung in dem zu beweisenden Satz vorausgesetzt wurde, ist der
Nemytskij Operator (5.32) ein stetiger Operator aus LI+™ (IR, v) nach L (R¥,7).m
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Lemma 4. Der Nemytskij Operator N( -, -), definiert geméfs

N(zo,u0)(t) = | Vo r(t, zo(t), uo(t)) ‘ % (5.37)

bildet den gewichteten Lebesgueraum L;“Lm(]RJr, v) stetig in den gewichteten Lebes-
gueraum L;(R™,v) ab.
Beweis: Ahnlich wie im vorherigen Lemma liefern die Beziehungen

(zo,uo) € LIF™(RY,v) <= (a0 VP g P € L ™(RY); (5.38)

(20, 10y ¢ (RN ) <= (a0, ug) € LI (RY) (5.39)

yl/p ’ yl/il’

und

Vor(c ol )oua()) | 2 € Ly(RYv)
‘ ‘1/( )

e VoG )| e me), (a0)

dass die Wachstumsbedingung aus Satz 21 als

&1 &n vy Unn, v(t)
Vor(t S i T )
< As(t) + By- ) |G+ Ba- Y o P (5.41)
=1 k=1

V(t,&v) e RY x R" x R™

mit einer Funktion Ay(-) € L, (R") und einer Konstanten B, > 0 interpretiert
werden kann. Da diese im Satz vorausgesetzt wurde, bildet der Nemytskij Operator

(5.37) den Raum L2 (R™,v) stetig in den Raum L;(R*,v) ab. o
Lemma 5. Der Nemytskij Operator N (-, -, ) mit
v(t
N(xn, w0, u0)(t) = ‘ (Vor(t,an(t),uo(t)) — Vor(t,zo(t), uo(t))) - % ‘ (5.42)

ist ein stetiger Operator zwischen den gewichteten Lebesguerdumen Lz+”+m (R*,v)
und L} (R, v).
Beweis: Es gelten folgende logische Beziehungen:

(2N, 0, up) € Ly ™(RY,v) < (5.43)
(:BNul/p, zo P, ug 1/1/”) € LITL"J“T”(]RJr )
(%N To U > c L;z—i-n-l-m(]RJr7 l/) — (544)

]/1/17’ yl/p’ yl/p
($N, Zo, Uo) S L2+n+m(R+)
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und

PN

’(er(~,:1:N(-),u0(~))—VUT(~,$0(‘)7U0('))) E:)

— (5.45)

’(VUT(~,.CEN('),U()('))—VUT(',ZUO(')>UO<'))) (D_().l)/p

‘ € Ly(R*,v)

~—

<

€ L,(R").

<

Aus der Voraussetzung 7 leiten wir folgende Wachstumsbedingung ab:

~V.r(t, ﬁ V(f;l/pa V(:;l/p’ u(zsnl/p) ‘ ' VZ<)t1>/p
< [ var(t V(f;/pv Vé;l/p, S ) | yzgtl)/p
+‘Vv7‘(t, V(f)ll/p, V(f;"”l/p, V(Z)ll/p’ V(Z;/p) ‘ ' VZ()tl)/p

N
N
&

(t) + Ba- D |&IPT+ By Y &P+ 2By > w1
=1 =1 k=1

V(€& v) e RY x R x R" x R™, (5.46)

wobei Ay(-) € Ly,(R*) und By > 0. Folglich bildet der Nemytskij Operator (5.42)
den gewichteten Lebesgueraum LZ*”*’”(]RJ’, v) stetig in den gewichteten Lebesgue-
raum L;(R*,v) ab. o

Schritt 4: Die Integrale J;(xn,ug), J2(Xo, un, up) und J3(xn, Xo, uN;, Up)-
Aus Lemma 3 folgt, dass die Integrale Ji(zx,ug) fiir alle N € N endlich sind.
Weiterhin kénnen wir zusammen mit Schritt 1 die Gleichung

o0

liminf Jy(zn,u) = Jvlgnoo Ji(xy,ug) = L—/r(t,xo(t),ug(t)) v(t) dt (5.47)

N—o0
0

herleiten, und das letztere Integral besitzt ebenso einen endlichen Wert. Als néchstes
werden die Integrale Js(xg, uy, ug) mittels der Holderschen Ungleichung abgeschétzt,
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siehe Satz 1 oder ELSTRODT [34], Satz 1.5, S. 222:

| a0, o) | = ‘ L-/ Ty 1t 20(t), uo ()T (un(t) — uglt) ) B(2) dt ‘

< L_/‘ VUT(t7x0<t)7u0<t)) % ‘ ) ‘UN(t) - Uo(t) ‘ I/(t) dt

< (L-O/\ Y, r(t (1), uo(t)) % 7u(t) dt>1/q

. (L-/|uN(t)—u0(t) |py(t)dt>1/p

v(-)
v(-)
Das Lemma 4 hat zur Folge, dass die erste Norm in (5.48) endlich ist, und somit
kann Jo(zo, un, ug) als ein lineares stetiges Funktional, angewendet auf die Differenz

(uy — ug) € L7(R™,v), angesehen werden. Dann liefert die schwache Konvergenz
{un} — uo im L7*(R™,v) die Grenzwerte

= HVUT(-,:EO(-),UO('))

Lq(R* ) Jun — woll L, w+ ) - (5.48)

hj\rfnmf JQ(I(),UN,U()) = ]\}lm J2($0,UN,U0) =0. (549)

Zur Abschétzung von Js(zy, zo, un, o) wird erneut die Holdersche Ungleichung
herangezogen:

‘ J3(IN7 Zo, UN, UO) ‘

o0

— ‘ L-/(er(t,xN(t),uo(t)) — Vo r(t,mo(t), ue(t)) )T (un(t) — uo(t) ) U(t) dt‘

< L—/| (Vo r(t 2 (8), wo(t)) — Vor(t, zo(t), uo(t)) ) % |
- un () = uo(t) | v(t) dt
< (L-/| (Vor(t, ox(t), uo(t) — Vyr(t, mo(t), uo(t)) ) % 1 u(t) dt)l/q
. (L./}UN@) — up(t) |” w(t) dt)l/p
— (T = Tl hao 1) 43 e (550

Ny = Uo||LgL(1R+,V) .
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Da die schwach konvergente Folge {uy} beschriankt ist, ist die Normdifferenz ||uy —
Uo|| L+, in (5.50) ebenfalls beschrénkt. Aus Schritt 1 und Lemma 5 ldsst sich
schlussfolgern, dass

. (-
]\}I_I)noo ’(VU T(' 7$N< ),UQ()) -V, T(' 71'0( ’ )7”0( ))) %‘ LR+ ) =0 (551)
gilt. Folglich erhalt man
hj\r[nmf J3(x N, To, Un, Uug) = A}im J3(xn, xo, un,up) = 0. (5.52)

Schritt 5: Unterhalbstetigkeit von JL. Aus den Abschiitzungen (5.28), (5.47),
(5.49) und (5.52) erhalten wir infolge des Uberganges zum Limes inferior und der
Ungleichung?

li]\rfn inf(ay + by + cn) > li]{]n inf(ay) + li]\rfn inf(by) + li]%n inf(cy) (5.53)
schliesslich

llj\I[nlIlf J ($N,UN) Z llj\I/IIIIIf Jl(l'N,UQ) + llj\IfIllIlf JQ(JT(),UN,UQ)
+ llj\I]nlnf Jg(iL‘N,ZE(),UN,U())
= llm J1<I'N,U,0) + hm JQ(I(),UN,U,())

+ hm J3(='EN7$07UN;UO)

_ / (¢, 20(t), uo(1)) T(t) dt = J- (w0, u0), (5.54)
0
und der Beweis des Satzes 26 ist abgeschlossen. n

Bemerkung 20. (a) Die Annahme 1 < p < oo wurde bendtigt wegen Lemma 2,
das im Laufe des Beweises verwendet wurde.

(b) Die Voraussetzung 8 scheint eine relativ einschrinkende Forderung an die Ge-
wichtsfunktion zu sein, da beispielsweise geniigt die Diskontrate v(t) = e #*
dieser Voraussetzung nicht. Diese sich in den 6konomischen Wachstumsmo-
dellen so natiirlich anbietende Gewichtsfunktion féllt nicht schnell genug ab,
wodurch die "decay at infinity“-Bedingung verletzt ist.

(c) Die Wachstumsbedingungen, die in den Voraussetzungen 6 und 7 vorkommen,
kénnen mit Hilfe der Ergebnisse aus Kapitel 4 in einer leichter iiberpriifbaren
Form postuliert werden.

Mit den angedeuteten Verbesserungsmoglichkeiten wird nun eine neue Version
eines Unterhalbstetigkeitssatzes fiir die Funktionale der Art (5.20) vorgestellt. Dafiir
werden die unten stehenden Voraussetzungen benotigt.

2{an}, {by} und {cx} sind beliebige Zahlenfolgen.
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Voraussetzung 9. Die Funktion r(¢,£,v) : RT x R* x R™ — R erfiillt fiir alle
(t,&,v) € RT x R" x R™ die folgende Wachstumsbedingung

’T(t,§1,~~~ U, ,vm)’ < (5.55)
<Al By |§gt‘)p v(t) + By |
i=1 k=1

- ()
mit einer Funktion A;(-) € L1(R") und einer Konstanten B; > 0.

Vi |p .
TR

Voraussetzung 10. Der Gradient V, r(¢, &, v) geniigt der folgenden Wachstumsbe-
dingung. Es existieren eine Funktion As(-) € L,(R™) und Konstanten By > 0, K >
0, so dass fiir alle (¢,£,v) e RT x R" x R™und p, ¢: 1/p+1/g=1, 1 <p < 0
die Ungleichung

t
t

N

(
(

S Ag(t) V(t)_l/q + B2 . Z |€z |p/q + B2 . Z |Uk |p/q
i=1 k=1

~—

’VUr(t,&,--~,§n,vl,---,vm)~ ‘S (5.56)

N

~—

giiltig ist. Fiir p = 1 wird die Wachstumsbedingung

’Vur(t,fly"'7§n71}17"'7vm)'@‘§[( (5.57)

v(t)
fir alle (¢,£,v) € Rt x R® x R™ und eine Konstante K > 0 verlangt.

Bemerkung 21. Die Wachstumsbedingungen (5.55) und (5.56) gehen in die Wachs-
tumsbedingungen der Voraussetzungen 6 bzw. 7 iiber, wenn man &; := &;-v'/? (t) (i =
1,...,n) bzw. ¥y == vy, - v/P(t) (k = 1,...,m) einfiihrt.

Satz 27. Seien 1 < p < oo, eine Dichtefunktion v(-) : RT — R* und eine positive
Funktion 7(-) : R* — R gegeben. Desweiteren moge der Integrand 7(¢, £, v) : R* x
R" x R™ — R zusammen mit den Funktionen v(-), 7(-) die Voraussetzungen 5, 9
und 10 erfiillen. Fiir eine beliebige Funktionenfolge {zx} C W, "(RT,v), 1 <p < oo
existiere eine Funktion §(-) € L,(R*,v), so dass fiir alle N € N die Ungleichung

[zn ()] < B() (5.58)
fast iiberall auf R* erfiillt ist. Gilt fiir alle Funktionen uy(-), N € N die Inklusion
uy(t) eU (V)t e R, (5.59)

mit einer kompakten nichtleeren Menge U, so ist das Integralfunktional (5.20) un-
terhalbstetig in der schwachen Topologie, d.h. fiir beliebige schwach konvergente
Funktionenfolgen

Wi (R v)

{en} — w0, {un} =5 E g, (5.60)
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ist die Ungleichung

[ee]

JE (v0,u0) = L—/T(t,mo(t),uo(t))ﬁ(t)dt

0
0o

< liminf L- / Pt o (8), un () 5(E) dt (5.61)

N—oo
0

= liminf JX (2, un)
N—o0

erfiillt. Hierbei bedeutet — die schwache Konvergenz der entsprechenden Folge.
Bemerkung 22. (a) Im Fall p = 1 wird die Bedingung (5.58) nicht vorausgesetzt.

(b) Da wir bei einem Steuerungsproblem die Unterhalbstetigkeit in irgendeiner To-
pologie nur auf dem zuldssigen Bereich brauchen, ist die Bedingung (5.58)
kraft der Zustandsrestriktion (5.6) fiir jede Folge der zuldssigen Zustandstra-
jektorien erfiillt. Ebenfalls ist die Inklusion (5.59) durch die Formulierung des
Steuerungsproblems gegeben.

Beweis: Aus der Wachstumsbedingung (5.55), der Beschrankung (5.58) und der
Kompaktheit der Menge U folgt die Existenz einer Funktion a(-) € Li(R*,7), so
dass fiir alle Funktionenpaare (zy,uy) die Ungleichung

r(t,an(t),un(t)) > a(t) Vt>0 (5.62)

gilt. Daher kann ohne Beschréinkung der Allgemeinheit angenommen werden, dass
die Funktion r : RT x R™ x R™ — IR nichtnegative Werte besitzt. Andernfalls
wiirde man eine neue nichtnegative Funktion 7: RT x R" x R™ — R™ mit

(2 (t), ult)) == r(t2(t), u(t)) — a(t) >0, Vt>0 (5.63)

betrachten, die lediglich den Funktionalswert &ndert.
Die Konvexitdt von r(t, €, -) liefert die Ungleichung

r(t, oy (@), un(E)T() > r(t, zn(t), uo(t))o(t) (5.64)
+ VEir(t,zn(t), u(t))(un — uo)(t)v(t)

fiir alle Folgen {xy,uyn} mit zy — x4 in WI}’"(]RJr,V) und uy — ug in LZ‘(RJr,V),
N — o0. Die obige Ungleichung wird nun wie folgt umgeschrieben:

> r(t,an(t), uo(t))v(t) (5.65)

+ Vot mo(t), uo(t))(u ( )—Uo(t))ﬁ(t)

+ [Vor(tan(t), uo(t) — Vyr(t, zo(t), uo(t))] -
(un(t) — uo(t))v(t)

r(t,xn(t), un(t))v(t)
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und iiber die Halbachse R integriert. Nach der Integration bleibt folgende Unglei-
chung giiltig:

/ r(t, o (), un () P(t)dt > / r(t, 2 (8), uo(t))0(1)dt (5.66)

N /VT (t, 2n (1), 10 (1)) — VT (t, 20(t), uo(t))]

Nun muss man natiirlich sicherstellen, dass alle drei uneigentliche Integrale auf der
rechten Seite der letzten Ungleichung existieren und endlich sind. Das erste existiert
und ist endlich dank der Voraussetzung 9, das zweite und das dritte infolge der
Voraussetzung 10. Durch den Ubergang zum Limes inferior auf beiden Seiten der
Ungleichung (5.66) und unter Beriicksichtigung der Ungleichung

li]\r[n inf(ay + by + cn) > hj{fn inf(ay) + li]\r[n inf(by) + lij\rfn inf(cy) (5.67)

kommen wir auf

| = ngicgf?or(t, en(t), un ()P dt > 1+ 1 + s (5.68)
mit den Bezeichnungen 0
I = lirllior;ffr(t,x]v(t),uo(t))ﬁ(t)dt, (5.69)
L = liminf Oovg’r(t,xo(t),uo(m(uN(t)—uo(t));(t)dt, (5.70)
I3 = liNnLioI;f]O[Vfr(t,xN(t),uo(t))—Vfr(t,xo(t),uo(t))]-
-(uON(t) — o (t))P(t)dt. (5.71)

Unser Ziel ist jetzt, fiir die Integrale {1, lo und I3 die passenden Abschitzungen nach
unten zu finden.

Abschatzung fiir [;: Da wir nur positive Funktionen im Integranden betrachten,
darf das Lemma von Fatou, siche DUNFORD&SCHWARTZ (32|, Satz 19, S. 152 ff.,
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angewendet werden. Laut dessen kann der untere Limes unter das Integralzeichen
gezogen werden:

o

I = liminf/r(t,xN(t),uo(t))ﬁ(t)dt

N—oo
0
oo

> / lim inf r(t, 2 (1), uo(£))5 (1) dt. (5.72)

N—o0
0

Ferner wéhlen wir eine Teilfolge {z,,} C {zn} aus, die den unteren Limes
lij\r[n inf r(t, xn(t), uo(t))v(t) realisiert, d.h. es gilt fiir alle t € R" die Gleichheit

li]%ninf'r(t,xN(t),uo(t))ﬁ(t) = lim 7(¢,xm(t), uo(t))v(t). (5.73)
Die Einschrankungen der Funktionen z,,(-) auf das Intervall [0, 1] sind Elemente des
gewichteten Sobolevraumes Wpl’"([O, 1],V‘[ ) Dann schliessen wir laut Einbet-

0,1

tungssatzes von Rellich-Kondrachev, vgl. Satz 3 oder ADAMS [1], Satz 6.2, S. 144,
auf die Existenz der stetigen Reprisentanten der Funktionenfolge {x,,}, d.h. es exi-
stieren eine Teilfolge {xyx1} C {#,} und eine Funktion &(-) € (W,;"([0,1],v|1) N
C°[0,1]), so dass die Teilfolge {zy1} gleichmiRig auf [0, 1] gegen die Funktion Z()
konvergiert:

oyt — a3 im W([0,1], vp), (5.74)

Nlllm ||.ZL'N1 — 351”00[071] = 0. 575)

Analog nehmen wir Teilfolgen {xyt} C {zyv-1}, (K = 2,3,...) heraus, die der
Bedingung

oy — & im Wy([0, k], vljom), (5.76)
leim ||12Nk - j:k||00[0,k} =0 (577)

geniigen. Aufgrund des Konstruktionsschemas besteht die Ubereinstimmung 2 (t) =
Zp_1(t), die zu einer Grenzfunktion #(-) € (W " (R*, )N CO(R")) fithrt, wobei die

p,loc
Einschrankung derer auf das Intervall [0, k] mit Zj(-) zusammenféllt. Die Eindeutig-
keit des schwachen Grenzwertes liefert Z(t) = xo(t) fiir alle t € RT.
Wir bilden nun eine Diagonalfolge mit folgenden Eigenschaften: Aus der ersten Teil-

folge {xn1} nehmen wir das erste Element x ni(+) heraus, das der Ungleichung
21 — 21l oo, < 1/2 (5.78)
geniigt, der Folge {xy2} entnehmen wir das erste Element 2 yz(-) mit N§ > N{ und

|2z — Z2llcojog < 1/4- (5.79)
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Allgemein setzen wir mit der Auswahl des ersten Elementes x N}z:() aus der Teilfolge
{yx} fort, fiir welches NF > N/~ und

[z ne = 2llcopay < 1/2F (5.80)

erfiillt sind. Die Diagonalfolge {x N;’S'} konvergiert punktweise iiberall auf [0, co) gegen
die Grenzfunktion #(-). Zusammen mit der Abschitzung (5.72) und der Gleichung
(5.73) erhalten wir aufgrund der Stetigkeit der Funktion r(t,-,v) fir alle (¢,v) €
R* x R™ folgende Kette von Ungleichungen:

e}

L = liminf/r(t,xN(t),uo(t))ﬁ(t)dt

N—oo
0
oo

> / lim inf r(t, 2 (1), o (£))5(£)dt (5.81)

—00
0
oo

_ / i 7 (t, 2o (£), 1o (£))P(2)dt

m—00

_ / i r(t, 2 (1), uo(6) F(1)dt

Nk—>oo

_ L—/ Pt 20(t), o (1)) F(E)dt.

0

Hieraus folgt nun, dass

o0

I > L-/r(t,xo(t),uo(t))ﬁ(t)dt = JE (20, u0) (5.82)
gilt.

Abschitzung fiir l,: Wir wihlen eine Teilfolge {u,} C {uy} aus, die den unteren
Limes in dem Integral /5 realisiert, d.h. es gilt

oo

Iy = Tim | VTr(t, (), uo(t)) (us(t) — uo(t))F(t)dt. (5.83)

S§— 00

0

Im Hinblick auf die Wachstumsbedingung (5.56), formuliert in der Voraussetzung
10, und dank dem Satz 25 bildet der Nemytskij Operator N (-, -), definiert durch

~—

Nz to)t) = [Turt, (0,000 | 4 (5.84)
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alle Funktionen aus dem Raum L7*™(R*, v) in den Raum L;(R*, v) ab. Wir erhalten
insbesondere

er(-,xo(-),uo(-))% € L(R",v). (5.85)

Da die Folge {u,} im Raum L;'(R, ) schwach konvergent gegen die Funktion wuo/(-)
ist, leiten wir nach Lemma 1, Kapitel 1 und Definition der schwachen Konvergenz,
vgl. Definition 31 im Anhang B oder Definition 5.7 aus ELSTRODT [34], S. 261 f.,
folgendes ab:

o0

ly = Slirglo VIr(t, zo(t), uo(t))%(us(t) — ugp(t))v(t)dt = 0. (5.86)

~—

Die Funktion er(-,xo(-),uo())% haben wir also als erzeugendes Element eines

linearen stetigen Funktionals auf dem Raum L;'(R*,v) interpretiert, um dann per
Definition der schwachen Konvergenz die Gleichung (5.86) herzuleiten.

Abschéatzung fiir [3: Wie in der vorherigen Abschétzung gehen wir auch hier zu
einer Teilfolge {z,, u,} C {xn,un} tiber, die den Limes inferior in /3 realisiert, d.h.
es gilt:

s = hNnLiO%f7[Vfr(t,xN(t),u0(t))—Vfr(t,xo(t),uo(t))]-
-S;N(t) — up ()P (t)dt (5.87)
= lim [Var(t, o(t), uo(t) — Vyr(t, zo(t), uo(t))] -
?(uq@) —ug(£))T(t)dt. (5.88)

Die Teilfolge {z,, u,} wird wieder mit dem Index N € N durchnummeriert. Da es
im Fall 1 < p < oo eine uniforme Majorante §(-) € L,(R™, v) fiir die Elemente der
schwach konvergenten Funktionenfolge {zy} gibt, d.h. diese Kurvenschar besitzt die
Eigenschaft

len(t)] < B(t) VteR", (5.89)

kénnen wir nun die Wachstumsbedingung (5.56) anwenden, um eine uniforme Majo-

rante M (-) fiir die Funktionen [VZr (¢, zn(t), uo(t)) — VEr(t, zo(t), uo(t))]%, NeN

zu konstruieren. So gilt fiir jedes beliebige N € N und fiir p € (1, 00) die Abschét-
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zung

X

~—

< )Vfr(t,xN(t),uo(t))ﬂ‘ + ‘Vfr(two(t),

‘(Vfr(t v (t), uo(t)) — Vyr(t, 2o(t), uo(t)))

|

~—

<

e
S

<t>>i§§\ (5.90)

< Ay(t) v( 1/q+322|x |P/q+B2Z|u (t) [P/

"—Ag() 1/q+ B2 Z’l’ |p/q+B2 Z\u ‘p/q

mit Ay € L,(R™), By > 0. Die letzte Abschitzung kann wie folgt fortgesetzt werden:

(Vor(t, on(t), uo(t))" — Vor(t, xo(t), u <_i)

< 2 Ay(t) v(t)"V7 + 2n By B(t )p/q+ 9m By |uo()|P/7 =: M(t). (5.91)

~—

Die Zugehorigkeit der Funktion M (-) zum gewichteten Lebesgueraum L (R, ) wird
offensichtlich, wenn man mit Hilfe der Minkowskischen Ungleichung die unten ste-
hende Ungleichung aufschreibt:

1/q
/‘2 Ao(8) v(8) Y7 1 20 ByB(1)' + 2m Bauo(t)[?/4| v (t)dt
[e%S) 1/q o0 1/q
/ ’QAQ(t)’th v / ‘2ntﬂ(t)p/q wt)dt (5.92)
0 0
0 1/‘1

q
+ / 2m Baluo(0)7['»
0
= 2’|A2(t>|‘Lq(R+) -+ QTLBQ Hﬁuii,q(ﬂ%ty) -+ 2m32 "Uo"iéq(R+7y) < Q.

(t)dt

Im Fall p = 1 liefert die Wachstumsbedingung (5.57) automatisch die Existenz einer
gleichméfigen Majorante M (-) € Loo(R™,v), ndmlich M(t) = K.

Die Folge {uy} ist normbeschrankt mit einer Konstante C' aufgrund ihrer schwachen
Konvergenz, d.h. es existiert eine Zahl C' > 0 mit

||UN — UO||LP(R+,V) < C, N € N. (593)

Andererseits sind die Elemente der Folge {ux} auch punktweise beschriankt, da die
Werte dieser Funktionen in einer kompakten Teilmenge des R™ liegen. Also gibt es
eine Zahl K > 0 mit

lun (t)] < K (5.94)
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fiir alle ¢ € R* und alle natiirlichen Zahlen N € N. Als néchstes bilden wir durch
ein Diagonalauswahlverfahren, dhnlich wie in der Abschétzung fiir [;, eine Teilfolge
{zn,} C {zn}, die iberall auf [0, 00) punktweise gegen x(-) konvergiert. Da das
Integral

1My = /|M 0 (5.95)

absolut stetig in X ist, gibt es zu beliebigem € > 0 ein d(e) > 0, so dass fiir alle
Mengen X mit 1, (X) < ¢ die Ungleichung?

€

50 (5.96)

| M|z, xw) <

gilt. Man setze nun
€1 :=min{d(e), €}. (5.97)

Die Anwendung des Jegorowschen Satzes, vgl. Anhang B oder ELSTRODT [34], Satz
3.5, S. 250, auf die Folge {xy, } liefert zu dem gewéhlten e die Existenz einer solchen
Menge M, mit u, (RT\M,) < €, auf der die Folge {zy,} gleichméfig gegen x¢(-)
konvergiert. Da die Funktion r : R" x R" x R™ — R als stetig differenzierbar in
v vorausgesetzt wurde, besitzt die Folge {V,r(xy,)} dieselbe Eigenschaft. Somit ist
man in der Lage, zu jedem € > 0 eine Zahl Ny € N zu finden, so dass fiir alle N > N,
und alle t € M, die Ungleichung

‘er(t,x]vk(t),uo(t)) Vo (t, 2o(t), uo(t) % <3 z?v

(5.98)

mit V = f t)dt gilt. Die Folge {xy,} wird erneut mit dem Index N € N durch-

nummerlert und fiir p € [1, 00) schéitzen wir mit Hilfe der Holderschen Ungleichung
sowie den Ungleichungen (5.91), (5.93), (5.94), (5.96), (5.98) ab:

/ r(t, en(t), uo(t)) — Vyr(t, 2o(t), uo(t))](un(t) — uo(t)) D (t)dt

< / VIt ax(t) un(t) — Tt anle) unlt)| o ux(t) = wa(B)v(e)i

— / ‘Vfr(t,x]v(t),uo(t)) — Vfr(t,a:o(t),uo(t))‘%m]v(t) — up(t)|v(t)dt

31, (-) bezeichnet das MaR, das von der Gewichtsfunktion v/(-) induziert wird.
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+ / ‘Vfr(th(t),uo(t)) — Vfr(t,xo(t),uo(t))‘%hm(t) — up(t)|v(t)dt

R+\ M.
€
< [ = . _
< / S Ku(t)de + / M) (£) — o) (2)dt
M. R\ M.
€
< SKV ~K/u(t)dt + M| o, m\mow - [un — vol| L, @+ )
0
< ¢ kvi+ S .0= (5.99)
= 9KV 20 T T '

Zusammenfassend ergibt sich der folgende Algorithmus zur Abschétzung des Inte-
grals in [3:

Schritt 1: Wiéhle ein beliebiges ¢ > 0;
Schritt 2: Bestimme eine Zahl § = §(e) mit (5.96);
Schritt 3: Setze €; := min{¢, d(¢)};

Schritt 4: Wihle nach dem Jegorowschen Satz eine kompakte Menge M, C R mit
p, (RT\M,) < €, auf der die Folge {zy} gleichméRig gegen x¢(-) konvergiert,
d.h. die Abschétzung (5.98) gilt;

Schritt 5: Abschitzung des gesamten Integrals laut (5.99).
Folglich erhélt man

Iy = A}l_r)noo [Vor(t, an(t), uo(t)) — Vir(t, zo(t), uo(t))] -

~(()uN(t) — up(t))T()dt = 0. (5.100)

Zusammenfassend erhalten wir infolge der Abschétzungen (5.68), (5.82), (5.86),
(5.100) die Ungleichung

[ = lim inf JE (e, un) > 1+ Ly + 13 > JE (20, u0), (5.101)
die die schwache Unterhalbstetigkeit des Funktionals JZ aus (5.20) beweist. (]

Bemerkung 23. (a) Die Dichtefunktion v(-) spielt nur in den Wachstumsbedin-
gungen der Voraussetzungen 9 und 10 eine Rolle. Die stérkere “decay at infinity*-
Bedingung

lim vt +¢)
t—o0 ]/(t)

=0 Ve>0, (5.102)

vorausgesetzt im Satz 26, um die Kompaktheit der Einbettung Wpl’”(]RJr, v) —
Ly(R*, v) zu erzwingen, konnte hier vermieden werden. Stattdessen wurde von
der schwicheren Bedingung (5.58) Gebrauch gemacht. Im Satz 27 wurde de
facto die schwache Unterhalbstetigkeit des Funktionals JZ auf dem zuliissigen
Bereich der Grundaufgabe (PL) gezeigt.
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(b) Interessant bleibt die Frage nach der Wahl der Funktion 5(-), die in dem Steue-
rungsproblem selbst festgelegt werden kann.

(c) Inden beiden hier bewiesenen Unterhalbstetigkeitssitzen wurde von der stetigen
Differenzierbarkeit der Funktion r(¢,-,v), vorausgesetzt in der Formulierung
des Problems (PL), kein Gebrauch gemacht. Will man nur die Unterhalbste-
tigkeit eines Integralfunktionals beweisen, so kann die genannte Voraussetzung
ausser Acht gelassen werden.

5.4 Gegenbeispiel im Fall eines (PL) Problems

Beispiel 7. Wir betrachten noch einmal das Halkinsche Beispiel, vorgestellt im
Abschnitt 2.4.4, untersucht in PICKENHAIN ET AL. [79], S. 466:

o0

JE (,u) = L-/( —(1 = () u(t) ) dt — min! (5.103)
(z,u) € Wy(RY,v) x L,(R* v); (5.104)
(t) = (1—z@)u(t) V)t e RY, 2(0)=0; (5.105)
u(t) e U =1[0,1] (V)¢ € R (5.106)

Seien die Funktionen v(-) und v(-) durch
vty =e ", D(t)=1 (5.107)
gegeben. Erneut bezeichnen wir mit
o A die Menge aller (z,u), die den Restriktionen (5.104) — (5.106) gentigen,

e A; die Teilmenge aller Paare (z,u) € A, fiir die das Lebesguesche Integral
L-[(1—x(t))u(t)dt existiert und endlich ist.
0

Die Integration der Differentialgleichung mit getrennten Variablen (5.105) mit der

Anfangsbedingung x(0) = 0 fiihrt zur Zustandsfunktion x(t) = 1—e=F® mit F(t) =
¢
[ u(s) ds. Wir studieren nun die Folge der zuldssigen Prozesse (v, un) € Ag, defi-

0
niert wie folgt :
0 , 0<t<N
un(t) = 1 N<i<oo (5.108)
N Y —
und

0 , 0<t<N
e (t) = { 1—el7t/N | N <t<oo. (5.109)
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Im Hinblick auf die Zugehorigkeit der Funktionen (zy,uy) zu den gewdhnlichen
Sobolev- bzw. Lebesguerdumen merken wir an, dass

un(-) ¢ L,(R") aber wuy() € L,(R",v) (5.110)
an(-) ¢ W (RT) aber an(-) € W) (R"v) (5.111)

fiir alle 1 < p < oo, was die Wahl eines gewichteten Sobolev- als auch eines gewich-
teten Lebesgueraumes fiir die Rollen des Zustands- bzw. des Steuerraumes rechtfer-
tigt. Die Funktionenfolge {(xy,un)} konvergiert gegen (zg,up) = (0,0) beziiglich
der W, (R*,v) x L,(R",v)-Norm , denn

Aoy, e = 0; (5.112)
A [l = 0; (5.113)
A luz, ) =0 (5.114)

fiir alle 1 < p < oco. Anschliessend haben wir

JE (o, uy) = L/ (1—an(t))un) dt (5.115)
= L/ (1 —ay(t)uy)dt = —1, (5.116)
N

wobei das Einsetzen von (xg, ug) = (0,0) in das Funktional

o

0
ergibt. Somit erhalten wir die Ungleichung
JE (z0,u0) = 0 > A}lm JE (zpun) = —1, (5.118)

die besagt, dass das Funktional JZ weder schwach noch stark unterhalbstetig im
Raum W} (R¥,v) x L,(R¥,v), 1 < p < oo ist. Fiir dieses Beispiel sind jedoch die
Wachstumsbedingungen (5.55) und (5.56) des Satzes 27 nicht erfiillt, wodurch der
Satz nicht anwendbar ist. In der Tat, laut Wachstumsbedingung (5.55) miisste fiir
das betrachtete Problem die Ungleichung

(1= )] < A(t) + BilglPe™' + ByJolre (5.119)

mit einer Funktion A;(-) € Li(R"Y), p € [1,00) fiir alle (¢,£,v) € RT x R" x R™
gelten. Setzt man aber ¢ =0, v = 1, so erhélt man

1< A(t)+e (5.120)
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fir alle ¢t € ]R+."Diese Ungleichung liefert A;(-) ¢ Li(R"), was der Voraussetzung
9 widerspricht. Ahnlich kann gezeigt werden, dass die Wachstumsbedingung (5.56)
verletzt ist. Gemék dieser Bedingung muss die Ungleichung
! ~pty-1/ / /
(1= 9)| =7 < A®)(e™) 1+ Bl + Bylol?" (5.121)
mit einer Funktion As(-) € Lo(R"), p>1,¢>0: 1/p+1/q =1 fiir alle (t,&,v) €
R™ x R™ x R™ gelten. Wir setzen ¢ = 0 und erhalten dabei

et < Ay(t)eP Dt Wi > 0. (5.122)
Nun besagt aber die Ungleichung
Ay(t) > ePI1DE it > 0, (5.123)

dass As(-) ¢ Ly(RY), womit die zweite vorausgesetzte Wachstumsbedingung nicht
erfiillt ist.

Bemerkung 24. Wir mochten an dieser Stelle bemerken, dass das FErsetzen des
Steuerbereiches U = [0, 1] durch ein Intervall [o, 1] mit 0 < o < 1 zu einem Steue-
rungsproblem fiihrt, in dem das Funktional auf dem gesamten zulédssigen Bereich
konstant ist. Aus diesem Grund ist das Funktional natiirlich in jeder Topologie auf
der zulédssigen Menge stetig.



Kapitel 6

Aussagen uber die Existenz
optimaler Losungen

6.1 Ein Existenzresultat

Wir untersuchen die Grundaufgabe (P,,) mit der Lebesgueschen Interpretation des
Integrals, also das Problem (PL). Wie im vorherigen Kapitel seien 1 < p < oo und
ein Integrand

r(t,&v) :RY X R*" x R™ - R (6.1)

sowie die Funktionen
v() : RY = RT \ {0}, (6.2)
v(-): RY = R*\{0} (6.3)

gegeben, wobei die Funktion v(-) eine Dichtefunktion im Sinne der Definition 1 ist.
Beziiglich der Dynamik werden folgende Voraussetzungen getroffen:

Voraussetzung 11. Die Funktion f(¢,£,v) : Rt x R" x R™ — R" aus (5.4) mit
folgender Gestalt

flt,x(t),u(t)) = A(t,x(t)) + B(t, z(t))u(t) (6.4)

sei gegeben, wobei die Elemente der Matrix B(-, z(-)) den Wachtumsbedingungen
Byt € 0)] < Asiy(((0) 77 By D L6 (6.5)
k=1

fir alle (i,5) : ¢ € {1,...,n}; 5 € {1,...,m} geniigen und p, ¢ : 1/p+1/q =
1, 1 < p < oo. Hier gelten die Inklusionen As;;(-) € Ly(RT), Bsj; > 0. Ausserdem
sei die Existenz nichtnegativer Konstanten C;, Cs, C3, C4 vorausgesetzt, so dass die
Ungleichung

|A(t, &) + B(t,€)v] < Ci + Colé| + C3[¢] - [v] + Culv| (6.6)
fir alle (¢,£,v) € RT x R® x R™ erfiillt ist.

83
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Bemerkung 25. Sowohl die Bedingung (6.5) als auch die Wachtumsbedingungen
aus der Voraussetzung 10 konnen anders formuliert werden, beispielsweise als

|Bij(t, &1, ., &n)| < Asij(t) + By Z |Ek|P/ (6.7)
=1

fir alle (i,7) : i € {1,...,n}; j € {1,...,m}. Dabei gelten die Inklusionen
A3ij(') S L;(R+,V), Bgij > 0.

Satz 28. Wir nehmen an, dass die Voraussetzungen 5, 9, 10 und 11 erfillt sind. Wei-
terhin sei der zuliissiger Bereich des Problems (PZ) nicht leer. Dariiber hinaus wird
vorausgesetzt, dass die Funktionen A und B aus (6.4) Lipschitz stetig in & = z(t)
sind und der Steuerbereich U konvex ist. Dann existiert eine optimale Losung des
Steuerungsproblems (PZL).

Beweis: Um diesen Satz zu beweisen, beabsichtigen wir, den verallgemeinerten Wei-
erstrafsschen Satz, vgl. Satz 40, anzuwenden, welcher besagt, dass ein schwach unter-
halbstetiges Funktional J = J(x,u), definiert auf einer schwach kompakten Menge
Z, seinen kleinsten Wert annimmt, d.h. es existiert ein Paar (z*, u*) € Z mit

J(z*u*) = inf J(z,u). (6.8)

(zu)€EZ

Dank der Voraussetzungen 5, 9 und 10 kann Satz 27 angewendet werden, um die
schwache Unterhalbstetigkeit des Integralfunktionals (5.2) zu zeigen. Es fehlt also
noch der Beweis der schwachen Kompaktheit der zuldssigen Menge

Z = {(x,u) € Wy"(R*,v) x L™R*,v) | (5.4)-(5.7) sind erfiillt},  (6.9)

was mittels des Satzes 5 erreicht werden kann. Der Beweis wird in zwei Schritte
unterteilt.

Schritt 1: Wir beweisen die Abgeschlossenheit der Menge Z beziiglich der schwa-
chen Konvergenz. Zu diesem Zweck benétigen wir vier Lemmata.

Lemma 6. Sei eine Funktionenfolge {uy} mit Elementen aus dem Funktionen-
raum L' (R, v) schwach konvergent gegen die Funktion ug(-) beziiglich des Raumes
Ly (R*,v). Weiter, sei die Inklusion

uy(t) eU (V)t € R* (6.10)

erfiillt fiir jede Zahl N € N. Dabei bezeichnet U eine nichtleere kompakte konvexe
Teilmenge des R™. Dann gilt die Inklusion

uo(t) € U (6.11)

fast tiberall auf R*.
Beweis: Wir bezeichnen mit Z, die Menge

Zy={ue LR v)|u(t)eU (V)t € R"} (6.12)
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und beweisen die Konvexitat und Abgeschlossenheit dieser Menge. Dafiir betrach-
ten wir eine Funktionenfolge {iiy} C Z,, die in der L(R*,v) — Norm gegen eine
Funktion () konvergiert. Das Anwenden des Schemas, das die Beziehungen zwi-
schen verschiedenen Konvergenztypen illustriert, vgl. Anhang B oder KOLMOGO-
ROV&FOMIN [54], S. 446 f., und die Tatsache, dass

oy, (RY) = 7du = 7V(t)dt < o0 (6.13)

gilt, fiihrt uns zum folgenden Schluss.! Wir sind in der Lage aus der Funktionenfolge
{un} eine solche Teilfolge {ay, } auszuwihlen, die fast tiberall auf R* gegen die
Funktion g(-) konvergiert, d.h. fiir alle t € RT\N gilt die punktweise Konvergenz

i, (1) — dio(t), (6.14)

wobei mit N eine gewisse Lebesguesche Nullmenge bezeichnet wird. Ferner definie-
ren wir die Menge

e}

B:=|J {t:an() ¢ U}, (6.15)

Nj=1

die aufgrund der Sigma-Additivitat des Lebesgueschen Mafes ebenso eine Lebesgue-
sche Nullmenge ist. Dies bedeutet, dass die Menge N U B ebenfalls vom Lebesgue-
schen Mafs Null ist und fiir alle ¢ € RT\(N U B) die Konvergenz

U, (t) — () (6.16)

bestehen bleibt. Da fiir alle ¢ € RT\(N U B) und fiir alle Zahlen Ny die Inklu-
sion 1y, (t) € U gilt, erhalten wir durch die Kompaktheit der Menge U und die
Konvergenz (6.40) folgende Bedingung;:

do(t) €U Vite RN\NUB), (6.17)

welche dquivalent zu (6.11) ist. Somit ist die Abgeschlossenheit von Z, bewiesen.
Zum Beweis der Konvexitiat der Menge Z,, betrachtet man eine Konvexkombination

Mg+ (1= Nug, A€ [0,1] (6.18)

der Funktionen u;(-) € Z,, us(-) € Z, und zeigt, dass diese ebenso ein Element der
Menge Z,, ist. Es gilt

Aup () + (1 — Nuso(+) € L;”(R+, v), (6.19)
da L7"(R*,v) ein Vektorraum ist und V¢ € R\ {N,, UN,,} gilt

Aup(t) + (1 — Nus(t) € U, (6.20)

L, (+) bezeichnet das Maf, das von der Dichtefunktion v(-) induziert wird.
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wobei N, UN,, eine Lebesguesche Nullmenge ist. Somit ist die Konvexitat der
Menge Z, bestétigt. Wir konnen nun den Satz I11.3.8 aus WERNER [98], S. 108 ff.,
anwenden, welcher besagt, dass der Grenzwert einer schwach konvergenten Folge
{un} mit Elementen aus einer abgeschlossenen konvexen Teilmenge V' eines nor-
mierten Raumes X in derselben Teilmenge V' liegt. Die Rolle von V spielt hier die
Menge Z,,. Dies schliesst den Beweis des Lemmas ab. [

Lemma 7. Sei eine Funktionenfolge {zy} mit Elementen aus dem Funktionen-
raum W, " (R™, v) gegeben, die in diesem Raum schwach gegen die Funktion z¢(-) €
Wpl’”(]R*, v), 1 < p < oo konvergiert. Weiter setzen wir voraus, dass

fiir alle N € N gilt. Dann gilt die Gleichung

ebenso.

Beweis: Wir wéhlen ein beliebiges Intervall [0, 7] und wenden auf diesem abgeschlos-
senen Intervall den Satz von Rellich-Kondrachov an, vgl. Satz 3 oder ADAMS [1],
S. 144. Dieser impliziert die Existenz einer Teilfolge {xy, } C {xn}, die gleichméhig
auf [0, 7] gegen zo(-) konvergiert. Dies zieht die Konvergenz der Funktionenfolge im
Punkt ¢ = 0 nach sich, welche bedeutet:

ro = lim zo= lim xy, (0) = 20(0), (6.23)
Np—o0 Np—o0
und das Lemma ist bewiesen. n

Lemma 8. Seien Funktionenfolgen {zy} C W"(R*,v) und {un} C L7 (R, v) ge-
geben, die entsprechend schwach gegen xo(-) € W™ (R*, v) baw. uo(-) € L7(RT,v),
1 < p < oo konvergieren. Ausserdem gelte fiir alle V € N die Differentialgleichung

in(t) = Alt,zn(t)) + Bt xn(t))un(t) (6.24)

fast iiberall auf RT. Ferner seien die Funktionen A(t,£) : RT x R® — R" und
B(t,€) : Rt x R" — R™™ als stetig in der ersten Variable und als Lipschitzstetig
in der zweiten Variable vorausgesetzt. Dann erfiillt das Paar (zo, ug) die Differenti-
algleichung

wo(t) = A(t,xo(t)) + B(t, zo(t))uo(t) (6.25)

fast tiberall auf R.

Beweis: Wir bemerken, dass die Funktionenfolge {uy} als eine Folge der zuldssigen
Steuerungen beschrénkt in der Norm des Vektorraumes L., (RT, v) ist und dank Satz
3, S. 234 aus KOLMOGOROV&FOMIN [54], sowie der Separabilitdt des Vektorrau-
mes L;(RT,v) eine Teilfolge von {uy} existiert, die schwach* konvergent im Raum
Loo(RT,v) ist.? Diese Teilfolge wird wieder mit {uy} bezeichnet.

2Zur Definition der schwach* Konvergenz vergleiche die Definition 32 im Anahng B.
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Ausserdem sind die Einschrankungen der Funktionen xy(-) auf das Intervall
[0,1] Elemente des W, "([0, 1], v). Folglich schliessen wir nach dem Einbettungssatz
von Rellich-Kondrachev, vgl. ADAMS [1], Satz 6.2, S. 144 oder auch dem Satz 3,
Kapitel 1.1.2, auf die Existenz der stetigen Représentanten der Folge {xy}, d.h.
auf die Existenz der Teilfolgen {xy1,un1} C {zn, uy} sowie Funktionen Z;(:) €

(W,™([0,1],v) N C°[0,1]), a4(-) € L2([0,1],v), mit denen gilt:

T Awgﬁn([ovl]vy) i»1’ UNT Ak Lg([ovl]vy)ﬂl; (626)
B1(t) = A(t, 21(t)) + B(t, 21(2))aa (t) (V) € [0,1]; (6.27)
Nlllm H.%'Nl - leCo [0,1] = =0. (628)

Sukzessive konstruieren wir fiir alle & € N Teilfolgen {xyx,unr} C {xye-1, uyr-1}
sowie Funktionen & (-) € (W, ™([0, k], ») N C°[0, k]), @k (-) € L2 ([0, k], ) mit folgen-
den Eigenschaften:

- W ([0,k] ) Bp, une —* LR(OEM) g (6.29)
Tp(t) = A(t, 21(t)) + B(t, 21(t))ur(t) (V)t € [0,K]; (6.30)
lelm ||.TNk - QAj'k”Co[Qk} =0. (631)

Aufgrund des Konstruktionsschemas beobachten wir folgende Ubereinstimmungen:
Tp(t) = ZTp_1(t) und () = Ug_1(t) fir fast alle t € [0,k — 1]. Diese fiithren zu
Grenzfunktionen z(-) € (VVP1 oe(RT, ) N CO(RY)), a(-) € L 1,.(RY,v), deren Ein-
schréankungen auf [0, k] mit Z(-) und ug(-) tibereinstimmen. Die Eindeutigkeit des
schwachen Grenzwertes liefert (t) = xo(t), u(t) = uo(t) fir alle t € R*.

Wir haben noch die Gleichung (6.30) fiir alle ¥ € N zu zeigen. Ahnlich wie in
PICKENHAIN& WAGNER [81], Lemma 2.3, S. 223, kann man die Gleichung (6.24)
mit einer beliebigen Testfunktion ¢(-) € C%*°[0, k] durchmultiplizieren, um die Glei-

chung

k
/ S(E)E e (£) — At 2k (1)) — Bt 2e (£)yune (£)]dE = 0 (6.32)

zu erhalten. Durch partielle Integration der linken Seite der obigen Gleichung er-
halten wir fiir jede beliebige Testfunktion® ¢(-) € C%>[0, k], d.h. eine unendlich oft
differenzierbare Funktion mit kompaktem Tréger,

QS(t)xNk(t)‘k / () ()t = / () (A, e (£)) + Bt 20 (£) s (£)) it (6.33)

0

bzw.

/q's(t)g;Nk dt+/¢ Alt,zye(t)) + B(t, e (t))une (1))dt = 0. (6.34)

3Zur Definition einer Testfunktion siehe Definition 26.
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Die gleichméfige Konvergenz der Folge {zy«} auf dem Intervall [0, k] liefert

k k
Jim / D)y (t)dt = / d(t) iy (t)dt. (6.35)
Als néchstes betrachten wir
k k
| [ty ~ [ oAt i) (6.36)
< [160)1- [Att.oxe(0) - At 210 o

und die Lipschitzstetigkeit der Funktion A(¢, -) erlaubt es, die vorherige Abschatzung
weiterzufiihren:

k

/ch(t)l : \A(t,xm(t)) — A(t,ik(t))‘ dt

0

was dank der gleichméfigen Konvergenz der Folge {xy+} gegen die Funktion zy(-)
gilt. Im néchsten Schritt schitzen wir ab:

‘/Cb(t)B(tafFNk Jun (t /¢ B(t, 2,(t)) (¢ dt‘
< [1600]- | Blt.oxa(2)) = B an () Jus0)
+‘/¢(t)B(t,§:k(t))(uNk(t) —ak(t))dt‘ (6.38)

< Ly Kléllcoms - / e (£) — (D)t

k

+] / O(1) B(t, (0)) (e (1) — e (6)) .

0

Unter Berticksichtigung der Schwach*-Konvergenz der Funktionenfolge uyr —* Uy
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im Raum L7 ([0, k], v) erhélt man fiir alle ¢(-)B(-) € LT*™|0, k] die komponenten-
weise Konvergenz

/ (1) B uns ()t — / S Bt)in(t)dt, NF — oo (6.39)

und, insbesondere,

k
/(b B(t, 2,(t))un, (t dt—>/¢ B(t, &,(t))(t)dt, N* — oo,  (6.40)
0

da wegen (6.5) und der Eigenschaften der Testfunktion ¢(-) die Inklusion
B(-, #(+)) € Ly™(R*, v) € LY*™(RT,v) € LP*™[0, K] (6.41)

gilt. Wir machen von der gleichméfigen Konvergenz der Funktionenfolge {xy« }, der
Abschétzung (6.38) sowie von der Konvergenz (6.40) Gebrauch und erhalten dabei
bei fixierter oberer Grenze k > 0:

Nk 00

k
lim /¢ B(t, xne(t))une(t /¢ B(t, 2 (t))ux(t)dt, (6.42)
0

wobei die Vektorfunktion im Integranden komponentenweise integriert wird. Mittels
(6.35), (6.37) und (6.42) gehen wir zum Grenzwert bei N¥ — oo in der Gleichung
(6.34) iiber, d.h. es gilt

k k k
/ S(1)an(t)dt + / S()A(L, &1 (1))dt + / S()B(t, i) (t)dt =0 (6.43)

fiir alle Testfunktionen ¢(-) € C%*[0, k]. Die partielle Integration im ersten Sum-
manden fiihrt zu:

/ 6(1) {4(1) = A1, 24(0)) — B(t.2u(0)in(1) } dt = 0 ¥ 6() € CON[0.K]. (6.49)

Folglich ist die Gleichung
Fu(t) = Alt,ax(0)) + Bt 2n(8))in(0) (6.45)

fast tiberall auf [0, k] erfiillt, und somit ist die Gleichung (6.30) bewiesen.

Wir konstruieren nun die Diagonalfolge mit folgenden Eigenschaften: Aus der ersten
Teilfolge {xy1,uy1} nehmen wir das erste Paar (zy1,uy:1) heraus, das der Unglei-
chung

21 — Z1llcopo,n) < 1/2, (6.46)
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geniigt, der Teilfolge {x 2, uy2} entnehmen wir das erste Paar (zyz, uyz) mit N3 >
N} und

2Nz — Zallcop ) < 1/4, (6.47)
und allgemein entnehmen wir der Teilfolge {zy«, uyr} das erste Paar {zyr, uyr}
mit Nf > N~ und

2 ng = Zkll ooy < 1/2", (6.48)
Die gewonnene Diagonalfolge {Q:Nllcc} konvergiert auf der ganzen Halbachse [0, 00)

punktweise gegen die Grenzfunktion #(-) im Gegensatz zur Diagonalfolge {ulej},

die nur fast iiberall auf R* gegen die Funktion 4(-) konvergiert. Hieraus schlussfol-
gern wir ebenso das Ergebnis des Lemmas 7, ndmlich die Giiltigkeit der Bedingung
I()(O) = Xy. |

Die Zustandsbeschrankung (5.6) bleibt ebenfalls giiltig fiir die Grenzfunktion
xo(+), wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 9. Sei {xy} eine Folge, die im gewichteten Sobolevraum W,"(R",v)
schwach gegen die Funktion zy(-) konvergiert. Ferner erfiillen alle Glieder dieser
Folge die Ungleichung

[zn ()] < B(2) (6.49)

fiir fast alle t € R*. Dann geniigt die Grenzfunktion z(-) derselben Ungleichung,
namlich

7o (t)] < B(2), (6.50)

ebenso fast iiberall auf R™.

Beweis: Angenommen, die Ungleichung (6.50) ist verletzt, das heisst es existiert
eine Menge F' C R" des positiven Lebesgueschen Mafes p(F) > 0, so dass fiir alle
t € F' die kontrare Ungleichung

2o (t)] — B(t) > K3 >0 (6.51)

gilt. Weiter gibt es ein Intervall [0, 7] mit u(F N [0,7]) > 0. Den Schnitt F' N
[0, 7] bezeichnen wir mit Fj. Da auf dem Intervall [0, 7] die Kompaktheit der Ein-
bettung W,*([0,T],v) — L7([0,T],v) gegeben ist, vgl. mit dem Einbettungssatz
von Rellich-Kondrachov, Satz 3, Unterkapitel 1.1.2, kann die im gewichteten Sobo-

levraum W, ([0, 7], v) schwach konvergente Folge { = N’ ]} als eine stark konver-
0,7

gente Folge des gewichteten Lebesgueraumes L7 ([0,T], ) angesehen werden. Der

Folge {x N’[ ]} entnehmen wir eine fast iiberall auf [0, 7], und somit auch auf der
0,7

Menge Fi, gegen :co‘[ | konvergente Teilfolge {q:Nk [ ]}. Dies ist moglich geméfs
0,7 0,T
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dem Schema, gegeben in KOLMOGOROV [54], S. 446, vgl. Anhang B. Weiterhin
schétzen wir fiir hinreichend grofe Zahlen N, € N und fast alle t € F; ab:

2N (O] = B(t) = |zn ()] = |zo(t)] + |zo(t)] — B(E)
> aw, ()] = leo(t)]| + K> Ky —e= K, >0, (6.52)

was der Ungleichung (6.49) widerspricht. Die letzte Abschétzung ist giiltig aufgrund
der Stetigkeit der euklidischen Betragsfunktion |- | und der Inklusion Fy C [0,7],

die die gleichmafige Konvergenz der Teilfolge < } auf F, mit Ausnahme einer
a1

Lebesgueschen Nullmenge, sichert. [

Dieses Ergebnis zusammen mit den drei zuvor bewiesenen Lemmata schliesst den
Beweis der schwachen Abgeschlossenheit des zulassigen Bereiches Z ab. Nun ist die
Beschranktheit desselben zu beweisen.

Schritt 2. Die Menge aller zuléssigen Steuerungen ist beschréankt, da fast iiberall auf
R™" die Inklusion u(t) € U gilt, wobei U eine nichtleere kompakte konvexe Teilmenge
des R™ ist. Daher existiert eine Konstante K > 0, mit der die Ungleichung

lu(t)] < K (6.53)
fir fast alle ¢ € [0, 00) giiltig bleibt. Dies impliziert
[ / u(t)Pu(t)dt < KPV = const, (6.54)
0
wobei
V= /V(t)dt < 0. (6.55)

0

Die Anwendung der Wachstumsbedingung (6.6) sowie der Ungleichung (6.53) fithrt
zur folgenden Abschétzung fiir die Ableitung einer zulédssigen Zustandstrajektorie

[e.e]

il gy = / a(OP(t)dt = / (2 (), ult) Pu(t)dt

0

(C1+ Cola(®)] + Csla(®)||u(®)] + Calu(t)]) v (t)dt

(C1 4+ (Cy + C3K)|z(t)| + CLK)Pu(t)dt (6.56)

0\8 0\8

o0

< 2°(Cy + CUK)P / v(t)dt 4 27(Cs + CgK)p/ |B(t)|Pv(t)dt
0 0
< 2(C1 + GV +2°(Co + C3K)P (|81} 5 e+ ) = comst.



92 KAPITEL 6. EXISTENZAUSSAGEN

Die Abschétzung (6.56) erhélt man, indem man die elementare Ungleichung
(a+0b)P <2P(a? 4+ 07), a,b>0, p>1 (6.57)
anwendet, die wegen
(a+0)? < (2max{a,b})’ = 2P(max{a,b})? < 2P(a’ + OP) (6.58)

giiltig ist. Dank der Zustandsbeschrinkung (5.6) gilt

Il ey = / (b Pu(t)dt < / B PY(E)dt = B gaes) = const.  (6.59)
0 0

Auf diese Weise ist die Beschranktheit der zuldssigen Menge Z, und folglich auch
ihre schwache Kompaktheit, bewiesen. Der Beweis des Satzes ist somit ebenfalls
abgeschlossen. n

Bemerkung 26. (a) Die Zustandsrestriktion (5.6) ist wesentlich fiir den Nachweis
der Existenz einer optimalen Losung, denn sie gewahrleistet zusammen mit an-
deren Voraussetzungen sowohl die schwache Unterhalbstetigkeit des Funktio-
nals (5.1) als auch die Beschrénktheit des zuléssigen Bereiches, die sonst nicht
unbedingt gegeben ist, wie es am Beispiel des Ressourcen-Allokationsmodells
spater ersichtlich sein wird. Deshalb kann sie nicht ohne weiteres weggelassen
werden.

(b) In dem bewiesenen Existenzsatz ist der Fall p = oo, der auf den ersten Blick
am wichtigsten erscheint, nicht behandelt worden. Doch schauen wir uns die
Situation genauer an. Die Dichtefunktion v(-) erzeugt ein endliches Mafs auf
R, aufgrund dessen die Inklusion L., (R",v) C L,(R",v) fiirein 1 < p < oo
giiltig ist, und bei der Losung des Problems (PL) fiir 1 < p < oo durchliuft
man auch automatisch alle zuléssigen Steuerungen aus dem Raum L. (R", v).
Das heisst, selbst wenn keine optimale Losung u(-) aus Lo (R",v) existiert,
wird eine Losung aus der groferen Menge L,(R*,v) gefunden, wodurch die
Notwendigkeit eines Extrabeweises fiir p = oo entféllt. Wiirde man dagegen
das Steuerungsproblem in ungewichteten Rdumen formulieren, so ist die In-
klusion Lo(R") C L,(R") verletzt* und die Betrachtung des Falles p = oo
ware relevant.

(c) In der Formulierung des Problems (PL) wurde die Funktion r(t,-,v) zwar als
eine C'(R") Funktion vorausgesetzt, aber zur Sicherung der Existenz einer
fir Problem (PL) optimalen Losung wurde diese Annahme nicht benétigt.
Will man also das genannte Steuerungsproblem nur in Bezug auf die Existenz
einer optimalen Losung untersuchen, so kann die Forderung (¢, -,v) € C*(R")
abgeschwicht werden.

4Es gilt fiir 1 < p < ¢ <7 < oo lediglich die “H6ldersche Interpolation® L,(R™) 2 L,(RT) N
L,(RY).
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6.2 Vergleich mit bekannten Existenzsatzen

Seit den achtziger Jahren des letzten Jahrhunderts wurde relativ viel Aufmerksam-
keit der Existentheorie gewidmet, so dass verschiedene Existenzséatze fiir Steuerungs-
probleme mit unendlichem Zeithorizont zustande gekommen sind. Darunter sind un-
ter anderem MCSHANE [71]|, BAUM [13], BALDER [12], DMITRUK&KUZ'KINA [31],
VON WEIZSACKER [97], MAGILL [65], CARLSON [19], TAKEKUMA [94], CESARI [25],
TONELLI [95]. Hier werden wir uns aber nur auf drei der erwdhnten Existenzsétze
konzentrieren, ndmlich auf die in [13], [12] und [31] bewiesenen Sétze.

In [13] arbeitet R. F. Baum mit messbaren Steuerungsfunktionen u(-) und Zu-
standstrajektorien z(-), die auf jedem beschrankten Intervall absolut stetig sind.

Der Vektorraum der Kozustandsfunktionen soll laut bekannter Heuristik, vgl.
ARADA&RAYMOND [4], als Dualraum eines solchen Raumes gewéhlt werden, in
dem die zuldssige Menge ein nichtleeres Inneres besitzt. Diese wichtige Korrespon-
denz zwischen der Zustands- und Kozustandstrajektorie geht jedoch verloren, wenn
man den Raum der absolut stetigen Funktionen AC™[0, T als einen Zustandsraum
nimmt. Aus diesem Grund wurden in der vorliegenden Arbeit die gewichteten So-
bolevraume W)™ (R*,v) und W, "(R*,»'79) als Zustands- bzw. Kozustandsraume
gewdhlt.

Des weiteren wird in BAUM [13] die so genannte kompakte offene Topologie
benutzt, die die gleichméfige Konvergenz der zuldssigen Zustandstrajektorien auf
kompakten Mengen bedeutet. In dem hier bewiesenen Existenzsatz wird dagegen die
allgemeinere schwache Topologie benutzt, womit die Menge der zulassigen Folgen
viel grofer ist. Aus einer schwach konvergenten Folge im gewichteten Sobolevraum
kann man zwar mit Hilfe des Diagonalverfahrens eine Teilfolge entnehmen, die auf
kompakten Mengen gleichméfig konvergiert. Die gleichméfige Konvergenz der Folge
selbst ist im Allgemeinen jedoch nicht gegeben. In den Existenzsétzen, die nach dem
Weierstrafischen Schema bewiesen werden, wird die Existenz einer Minimalfolge zwar
postuliert, aber es ist sinnvoll die Topologie, und somit die Menge aller konvergenten
Folgen, so allgemein wie moglich zu halten.

Allerdings wird in dem erwéhnten Artikel weder die Konvexitéit des Integran-
des noch die Linearitét der dynamischen Gleichung in der Steuerung vorausgesetzt.
Der in diesem Kapitel bewiesene Satz konnte mit den bekannten Relaxationsmetho-
den auch auf Probleme mit nicht konvexen Integranden erweitert werden. Um die
Ubertragung der Schliisse von endlichen Intervallen auf unendliche zu vermeiden,
haben wir bewusst die Konvergenz der Minimalfolgen auf der gesamten Halbachse
betrachtet.

Die Ergebnisse aus BAUM [13] und TAKEKUMA [94] wurden in BALDER [12],
Satz 3.6, S. 204, verallgemeinert. Der Autor verfolgt ebenso wie wir das verallgemei-
nerte Weierstrafsche Prinzip, um die Existenz einer optimalen Losung zu beweisen.
Hier wird mit der allgemeineren schwachen Topologie und den lokal absolut stetigen
Zustandsfunktionen gearbeitet, weshalb der direkte Vergleich der Existenzsitze ei-
gentlich nicht moglich ist, da schon die Problemstellungen sehr unterschiedlich sind.
Nichts desto trotz wird in dem Artikel von E. J. Balder eine sehr allgemeine Klasse
von Steuerungsproblemen mit unendlichem Zeithorizont behandelt, was durch die
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Anwendung des Apparates der mengenwertigen Abbildungen und der Auswahltheo-
reme ermoglicht wurde.

Der Existenzsatz, bewiesen von A. V. Dmitruk und N. V. Kuz’kina in [31], Satz 1,
S. 469 ff., behandelt Steuerungsprobleme mit unendlichem Zeithorizont und einer in
der Steuerung linearen Dynamik, vgl. (6.4). Hierbei wird zwar unendliche Divergenz
des Integrals im Zielfunktional erlaubt und die starke gleichméfige Integrierbarkeit
der Funktionen

{r (2 (),u)P0)|(@w) € Zo}, v (1) = min{r(t), 0} (6.60)
mit
Zo = A{(z,u) € Z|J(z,u) < a}, (6.61)

vorausgesetzt in [12|, Satz 3.6, S. 205 f., durch die Forderung der Existenz einer
Funktion a(7T") — 0+, T"— oo und einer Zahl T mit

T//

/ r(t, (1), u()F(t)dt > —a(T) (6.62)

T/

fir alle T > Tp, alle 7”7 > T" > T und alle zuléssigen Paare (z,u), abgeschwécht.
Aber die Setzung des Raumes AC] [0, 00) aller auf den endlichen Teilintervallen
absolut stetigen Funktionen als Zustandsraum sowie die Wahl der einschrénken-
den Topologie, ndmlich der gleichméfigen Konvergenz der Zustandsfunktionen x(-)
auf jedem kompakten Interval [0, 7] sowie der Schwach*-Konvergenz der Steuerun-
gen u(-) in Lo joe(RT) macht die betrachteten Steuerungsaufgaben von Grund auf
verschieden, was zu der Notwendigkeit des Beweises eines Existenzsatzes fiir Steue-
rungsprobleme mit unendlichem Zeithorizont, betrachtet in gewichteten Sobolev-
bzw. Lebesguerdumen, gefiihrt hatte.



Kapitel 7

Dualitatstheorie

7.1 Allgemeine Idee der Dualitat

Gegeben seien zwei reelle Funktionale f,g; f: X — R =RU{—0c0,o00},
g:Y - R =RU{—00,00} mit beliebigen Definitionsmengen X und Y. Weiterhin
sei eine so genannte primale Aufgabe (P)

(P) f(x) — infl bzgl. aller z € X, (7.1)
(Fiir X =0 sei inf f(x) = +00)

sowie eine folgende Aufgabe (D) gegeben:

(D)  g(y) — sup! bzgl. aller y €Y, (7.2)
(Fir Y =0 sei supg(y) = —o0).

Definition 16. (D) ist genau dann ein duales Problem zu dem Problem (P),
wenn die Ungleichung

inf (P) = inf /() > sup(y) = sup (D) (7.3)

yey
gilt, vgl. PICKENHAIN [74], S. 1.

Definition 17. Existieren solche # € X und y € Y, dass die letzte Ungleichung zur
Gleichung wird, d.h.

inf (P) = Inf f(z) = f(#) = 9(§) = supg(y) = sup (D), (74)

so gilt die starke Dualitét zwischen den Aufgaben (P) und (D), vgl. PICKENHAIN
[74], S. 1 ff.

Die zwei wichtigsten Vorteile, die die Dualitétstheorie mit sich bringt, sind die
folgenden:

Gewinn von hinreichenden Optimalititsbedingungen. Gilt fiir ein £ € X
die Gleichung sup(D) = f(z), so ist & eine globale Minimalstelle von (P).

95
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Abschitzungen der Optimalwerte.

JreX, jev: g(§) < inf f(2) < f(2) (7.5)

Als néchstes wird die Frage des Aufstellens dualer Aufgaben untersucht.

7.2 Konstruktionsschema fiir duale Aufgaben

Das nachfolgende Konstruktionsschema, das generell fiir Steuerungsprobleme mit
Differentialgleichungen erster Ordnung anwendbar ist, und die Dualitatsbegriffe wur-
den PICKENHAIN [74] entnommen. Der Algorithmus der Aufstellung einer dualen
Aufgabe erfolgt in drei Schritten, die nun ausfiihrlicher beschrieben werden.

Schritt 1: Man gebe eine geeignete Darstellung des zuldssigen Bereiches X von
(P) an: X = X, N X;. Die Vorgabe von X, und X; wird oft durch die Opti-
mierungsaufgabe vorgepragt.

Schritt 2: Man definiere eine Menge Y und ein reelles Funktional
O(-,) 1 Xo xY — R mit folgender Eigenschaft, die Aquivalenzrelation ge-
nannt wird:

inf f(z) = inf [sup ®(x,y)]. (7.6)

zeX z€Xy yey

Es ist offensichtlich, daf
inf sup ®(z,y) > sup|inf O(z,y)] (7.7)

r€X0 yey yey €Xo
gilt.
Schritt 3: Man setze fiir ein fixiertes y

g(y) = inf (z,y). (7.8)

Somit gilt laut dieser Konstruktion folgende Abschétzungskette:

. 7.6) . 7.7 . (7.8)

inf f(z) =" inf |[sup ®(x, > sup| inf o(z, =" su , 7.9

Inf f(x) =" Inf lsup &z, y)] = sup|inf @(r,y) = supg(y) (7.9)
woraus man schlieftt, dass jede Aufgabe vom Typ

(D): g(y) — sup! bzgl. y € Yy CY mit g(s) <g(s) VseY, (7.10)
dual zur Aufgabe (P) ist.

Bemerkung 27. (a) Das Aufstellen der dualen Aufgabe erfordert das Losen einer
Optimierungsaufgabe. Die Menge Y und das Funktional ®(x,y) sind so zu
wahlen, das dies einfacher als das Losen der Ausgangsaufgabe ist.

(b) In der Auswahl der Mengen Xj, X, Y und des Funktionals ® hat man viele
Freiheitsgrade. Deshalb sind mehrere Dualitdtstheorien entstanden.
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7.3 Dualitat fiir Steuerungsprobleme

Betrachtet wird zunéchst das folgende Steuerungsproblem (Pr) mit endlichem Zei-
tintervall: Minimiere das Funktional

Jr(x, u) = /r(t,:c(t),u(t))dt (7.11)

iuber alle Paare

(z,u) € Wm0, T] x L'0,T], p>1, (7.12)
die die Bedingungen
#(t) = f(t, x(t), u(t)) (V)t € [0,T]; (7.13)
x(t) € Z(t) (W)t €[0,T]; (7.14)
z(0) = x; (7.15)
u(t) € U(t) C U — kompakt (7.16)

erfiillen. Die Funktionen r(¢,£,v) : Rt x R* x R™ — R und f(¢,&,v) : RT x R" x

R™ — R" werden als stetig in ¢t und v sowie stetig differenzierbar in £ vorausgesetzt.

7.3.1 Dualitatskonzept von Klotzler

Der Grundgedanke dieses Dualitdtskonzeptes geht auf die Weylsche Feldtheorie zu-
riick. Zu einem zu minimierenden Funktional wird in einer Umgebung des Kandidat-
prozesses im (¢,£) — Raum ein nur von den Randbedingungen an z(-) abhéngendes
“invariantes Integral® konstruiert, deren Werte unter gewissen Nebenbedingungen
an den Integranden unter den Zielfunktionalswerten liegen, vgl. KLOTZLER [51],
S. 158 ff. Das Konzept selbst entstand vor allem aus Mangel an einem systemati-
schen analytischen Zugang zur Behandlung von Aufgaben mit Ungleichungsrestrik-
tionen, darunter vielen geometrischen Optimierungsaufgaben, und Notwendigkeit
des Auffindens von globalen optimalen Losungen zu diesen, was selbst im eindimen-
sionalen Fall mit dem Pontrjaginschen Maximumprinzip noch recht schwierig und
meistens nur lokal méglich war. Fiir mehrdimensionale Steuerungsprobleme wurde
das Pontrjaginsche Maximumprinzip zu dem Zeitpunkt noch gar nicht bewiesen, vgl.
KLOTZLER [53], S. 451. Die erste Auffassung des Konzeptes findet sich in KLOTZ-
LER [52] und wird fiir Steuerungsprobleme mit mehrfachem Integral formuliert. In
einer spateren Arbeit [53] vom selben Autor ist eine reifere Variante des Konzep-
tes vorzufinden, woraus hier zitiert wird. Entsprechende Anderungen fiir den Fall
eines einfachen Integrals werden dabei mitberiicksichtigt. Bei der Einfiihrung des
Dualitétskonzeptes fiir das Steuerungsproblem (Pr) folgen wir wiederum dem Kon-
struktionsschema aus dem Unterkapitel 7.1 und verwenden den Satz 1, S. 453, aus
KLOTZLER [53].

Schritt 1: Folgend dem ersten Schritt des Schemas ist der zuldssige Bereich X zu
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dem Problem (Pr) als Durchschnitt zweier Mengen X, und X; darzustellen. In die
Menge X, werden alle Paare (z,u) aufgenommen, die allen Nebenbedingungen des
Problems (Pr) gentigen, bis auf die Zustandsgleichung (7.13). In der Menge X; wer-
den alle Paare (x,u) enthalten sein, die in der Regularitétsklasse (7.12) sind und die
Zustandsgleichung erfiillen. Insgesamt gilt also

xemmewaeZ®7W€WJ1“m:$0} (7.17)

Xo = {(ﬂfau) we LM0,T], wu(t)eU(t) (V)tel0,T]

sowie

X, = {(x,u)

x e Wyr[0,T], &(t) — f(t,z(t),u(t)) =0
we Lm0, T), ()t € [0,7] }' (7.18)

Schritt 2: In diesem Schritt sind nun die Menge Y und das Funktional ® festzulegen.
Nach dem Dualitatskonzept von Klotzler ist Y die Menge der Funktionen S, die im
folgenden Sinne stiickweise stetig differenzierbar sind: es existiert eine Zerlegung des
Zeitintervalls [0, 7] in endlich viele Teilintervalle

[0, 1], [tic1, i), - -+ [the1, te] Mit 0 < ) < to... <t =T, so dak S € C[Z,]NC°[Z]]
gilt, wobei Z; = {(¢,&) | £ € Z(t), t € (ti—1,t:)} gilt, vgl. KLOTZLER [53], S. 453. Als
Funktional ® wahlt man das erweiterte Lagrangesche Funktional, das, wie wir gleich
zeigen werden, der Aquivalenzforderung geniigt. Der Einfachheit halber bezeichnen
wir das Paar (x,u) mit einer neuen Variablen ¢ und betrachten das Lagrangesche
Funktional ®(s,.S):

(6, 5) = Jr(s) +(0eS, & — frafor = (7.19)

= /r(t,m(t),u(t))dt+/agS(t,x(t))T[x'(t) — f(t,x(t), u(t))]dt.

Hier wurde zu dem zu minimierenden Funktional Jr ein auf dem zulédssigen Bereich
invariantes Funktional addiert, das den Wert 0 hat. Dies ist der bekannte Kénigsweg
von Carathéodory.

Wir priifen nun, ob das so eingefithrte Funktional die Aquivalenzforderung

inf Jr(¢) = inf sup ®(s, 5) (7.20)

ceX c€Xo gey

erfiillt. Zunéchst behaupten wir, dafs

Jr(s) , s€Xy
B, S) = 7.21
gg@,){ o g X, (7.21)

und beweisen dies. Gilt (0¢S,& — f) ;1o = a # Ofiirein S € YV, dann folgt k-5 € Y/

fir alle k € N, und somit (9¢(k - S), & — f) | = k- . Es ergibt sich also

L[0,T

sup (0¢S, & — f) 1,107 = 00 (7.22)
Sey
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Ist (0¢S, & — f) 1,0 = 0 fiir alle S € Y, so hat man mit S(¢,£) = a(t) + y(t)T (€ -
xz*(t)), S € Y die Gleichung

(W, &= flry0m =0 (7.23)
fiir alle y € C1[0,T]. Damit gilt

#(t) — f(t,2(t), u(t)) =0 (7.24)

fast tiberall auf [0,7], bzw. ¢ € X;. Dies liefert sup ®(s,S) = Jr(s) genau dann,
Sey

wenn ¢ € X;. Die Gleichheit (7.21) ist somit bewiesen. Die Giiltigkeit der Aquiva-
lenzforderung

inf [sup ®(¢,5)] = inf Jr(c) = inf Jr(s) (7.25)

s€Xo ey XoNXy ceX

folgt unmittelbar aus der bewiesenen Gleichheit (7.21).
Schritt 3: Wir betrachten die Funktion g : ¥ — R mit

o(S) = inf @(s,) = inf / r(t, (), ult))dt
+ / OeS(t, x(t) " a(t)dt (7.26)

- /855(15, c(t)T f(t, z(t), u(t))dt} .

Unter Verwendung der Pontrjaginschen Funktion

H(t7£7U7777 1) = —)qﬂ’(lf,f,?)) +77Tf(t7£71)> (727)

erhalt man:

s€Xo

g(S) = inf {/(H(t,a:(t),u(t),ﬁgS(t,x(t)))+8tS(t,x(t)))dt (7.28)

+ /[&S(t,x(t)) +8§S(t,x(t))Tx’(t)]dt}
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= / (t,z(t), u(t), 0eS(t, (1)) + 0pS(t, 2(1)))dt

[0:S(t, 2(t)) + 0:S(t, x(t)) " &(t))dt

_l’_
S

= nf _/ (t,z(t), u(t), 0eS(t, 2(1))) + 9pS(t, x(t)))dt

o

+ ﬂﬂx@ﬂ—ﬂ&ﬂmﬂ—_@w—Qw@»—ﬂh+Qﬂm»}

i=1

Wir betrachten nun statt g(.S) eine untere Schranke §(.5), das heisst es gilt
g(S) <g(S), VSeY. (7.29)
Dazu wird die Hamiltonfunktion

H(@fﬂ?) = Ssup H(ta€>v>n7)\0 = 1) (730)
vel(t)

herangezogen. Wir schréinken nun die Menge S € Y auf die Menge S € Y CY ein,
wobei die Menge Y folgendermafen beschrieben werden kann:

v A(t,§) = 0,S(t, ) + H(t,£,0:5(t,€)) <0
SGY‘:){ (t{)EZZ, izl,.g..,n } (7.31)

Mit A(t,€) wird hier der Defekt der Hamilton-Jacobischen Gleichung bezeichnet und
somit gehort ein S € Y genau dann der Menge Y an, wenn der Defekt A(t,€) auf
allen Z; nichtpositiv ist, also wenn die so genannte Hamilton-Jacobische Ungleichung
(rechte Seite von (7.31)) erfiillt ist. Jetzt kann man die Funktion ¢(S) fiir alle S € Y
nach unten abschétzen, vgl. KLOTZLER [53], S. 454:

g(S) > 1nf {0+ S(T,2(T)) — S(0,2(0))+

+ 2: t) — ﬁt+0ﬂ)»}:§@) (7.32)

Da die Komponente u von ¢ in der Bestimmung des Infimums keine Rolle spielt und
zu jedem (= (By,...,3) € R™ eine Funktion ¢(-) € W}"[0,T] mit

existiert, fithren wir die Menge

R L B L BN (1
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ein und schreiben die in (7.32) definierte Funktion §(S) wie folgt um:

k—1

+ Y (S(t—0,8;) — St +0,5))}. (7.35)

=1

Laut Konstruktionsschema ist die Aufgabe (D%) der Gestalt

§(S) — max! bzgl. S €Y, wobei
~ A(t,§) = 0,5(t,&(t)) +H(t, & 0:5(t,£(t))) <0
SeYy «— { vit.6) e Z ¢ }
DY) : ¢ (7.36)
9(8) = f {S(T.Br) = 5(0,20)+
+ E(S(ti —0,6)—S(t; +0, @-))}

dual zum Problem (Pr). Anhand der vorgestellten dualen Aufgabe lésst sich folgen-
der Satz ableiten, der hinreichende Bedingungen fiir die Optimalitét eines Prozesses
liefert, vgl. KLOTZLER [53], S. 454.

Satz 29. Ein zuldssiges Paar (z*,u*) ist ein globales Minimum von (Pr), falls ein
S* € Y existiert, mit dem folgende Bedingungen erfiillt sind:

(M) H(t, 2 (£), S (¢, a* (1)) = H(t, x*(t), u* (), BeS*(t, 2*(£)), 1); (7.37)

(HI) 8,57 (t, (1)) + H(t, a*(t), 95 (£, 27 (1)) = 0; (7.38)

9(57) = SY(T,2*(T)) — 57(0,27(0))+

(R) k1 (7.39)
+ >O(S*(t; — 0,2%(t;)) — S*(t; + 0,2%(¢;))).

=1

Unter (HJ) versteht man die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung, die zusam-
men mit der Maximumbedingung (M) fast iiberall auf [0,T] erfiillt sein soll.

Beweis: Unter den gemachten Voraussetzungen kann fiir (z*,u*) und S* € Y mit
Hilfe der Definitionen der Pontrjaginschen- und Hamiltonfunktion aus (7.27), (7.30)
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folgende Gleichungskette hergeleitet werden:

a5 Y ST (1) — §7(0,27(0))
+ (S%(t; — 0,7 (£:)) — S*(t: + 0, 2" (1))
- (0uS™ (8,2 (£)) + 0eS™ (1, (1)) F (¢, 2*(£), u* (1)))dt
(M),(HJ)

= (00S™(t, 27 (1)) + 0eS™(t, 2™ (1)) f(t, 2™ (8), u"(¢)))dt —
(BpS* (1, 2" (1)) + H(t, 2 (t), u*(t), DeS™ (¢, 2 (¢))))dt

r(t, x*(t), u" (t))dt = Jr(z*, u*).

Ty T T — i TTY— T

Die Bedingungen (M), (HJ) und (R) liefern also die starke Dualitét Jr(z*, u*) =
g(S*). Somit ist das Paar (z*,u*) das globale Minimum von (Pr). n

Der letzte Satz und die bewiesene Dualitétsrelation zwischen den Problemen
(Pr) und (DX) bilden die technische Grundlage einer hiufig erfolgreichen Heuristik
zur Ermittlung von optimalen Losungen zu (Pr), vgl. KLOTZLER [53], S. 454. Man
wahlt dazu Ansétze fiir die duale Variable S, also fiir die Funktion S(¢, ). In vielen
Féllen reicht es schon aus, eine in £ lineare oder quadratische Funktion zu nehmen.

Bemerkung 28. Das Klotzlersche Konzept der Dualitéit erlaubt eine Charakterisie-
rung der Losung der primalen Aufgabe (Pr) in Termen der Losungen der Hamilton-
Jacobischen partiellen Differentialgleichung bzw. — ungleichung, die nicht zwingend
existieren miissen. Infolge dessen wurden zahlreiche Techniken zur Auffindung der
verallgemeinerten Losungen der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung entwi-
ckelt, beispielsweise in CLARKE& VINTER [29], LIONS [61] und VINTER& WOLENSKI
[99].

7.3.2 Zusammenhang mit der Fenchel-Rockafellarschen Dua-
litat

Hier folgen wir nicht den Originalarbeiten von T. Rockafellar, sondern der Arbeit

PICKENHAIN [74], in der die Zusammenhénge zwischen den beiden Dualitétskonzep-

ten untersucht worden sind. Unter speziellen Voraussetzungen an die untersuchte

Aufgabenklasse und den Ansatz S aus dem Dualitdtskonzept von Klotzler konn-
te in der genannten Arbeit die Aquivalenz der dualen Aufgaben bewiesen werden.
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Bevor wir das Konstruktionsschema anwenden, um die duale Aufgabe nach Fenchel-
Rockafellar aufzubauen, wird das Problem (Pr) in ein Variationsproblem (V) trans-
formiert, vgl. [74], S. 2:

Lo(z,u) = / (¢, (¢), ())dt — min! (7.40)

iiber alle z € X = {z € W}"[0,T]|x(0) =z, }. Dabei ist der Integrand I : R* x
R" x R" — R durch

inf{r(t,&,v)|v e Umitw = f(t,&,v)} , (t,€) € R x Z(t)

00 , sonst

I(t,&,w) = { (7.41)
definiert. Der Aufbau eines dualen Problems erfolgt in ROCKAFELLAR (87| fiir das
Problem (V). Ist das Problem (V) konvex im Sinne von EKELAND&TEMAM [33],
S. 113, so sind die Probleme (Pr) und (V) dquivalent im Sinne der Gleichheit von
Infima, vgl. [87] und [73]. Das Konstruktionsschema wird aus diesem Grund auf (Pr)
wie folgt angewendet.

Schritt 1: Die Setzung der Mengen X, und X; ist identisch mit dem Fall der
Klotzlerschen Dualitat, also

x e Wyr[0,T], x(t) € Z(t) VYt € [0,T], 2(0) = o
Xo = {(l”“) we L0, T), u(t) € Ut), (V)¢ € [0,T] } (7.42)
x e Wym[0,T], () — fi(t, =(t),u(t)) =0
X = {(‘”’“> we Lm0, T, (V)¢ € [0,7] } - (743)

Schritt 2: Die Rolle des Funktionals ® spielt hier das klassische Lagrange Funk-
tional

(I)(:L‘,U,S) = JT(ZL’,U) + Z<x2() - fz(,x,u),a&S(,x())), (744)

wobei S(-) € L;[0,T], 1/p+1/q = 1 und (,-) die bilineare kanonische Ver-
kniipfung tiber L,[0,T] x [L,[0,T)]* bezeichnet.
Schritt 3: Die duale Aufgabe (D) kann mit Hilfe der Pontrjaginschen Funktion
H(t,&v,n,1): RT xR" x R” x R” — R mit
H(t,&v,n) = —r(t.&0)+ Y _nl filt,&,v) (7.45)
i=1

sowie der Hamiltonfunktion H(¢,&,7) : RT x R* x R* — R

H(t,&m) =sup H(t,&,v,n) (7.46)

velU
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folgendermafsen formuliert werden:

(DT°) : / ( sup {H(t, &, —y(t)) — yo(t)T€}> dt

EeZ(t)

cex

— sup / (yo t)¢(t) + Zy&t)@(t)) dt » — sup! (7.47)

beziiglich aller (yo,y) € Ly0,T], vgl. PICKENHAIN [74], S. 2.

Bemerkung 29. Liegt ein konvexes Steuerungsproblem (Pr) vor und wird noch
eine zusitzliche Regularititsforderung y(-) € WL"[0,T] gestellt, so stimmen die
dualen Aufgaben (DX°¢) und (DX) {iberein, wenn man einen linearen dualen Ansatz
S(t,€) = a(t) + y(t)'¢ macht, vgl. PICKENHAIN [75], S. 282.

In dem néchsten Abschnitt wird die Dualitétstheorie im Sinne von Kl&tzler fiir
Steuerungsprobleme mit unendlichem Zeithorizont unter Beriicksichtigung der Wahl
der gewichteten Rdume in der Problemstellung entwickelt.

7.4 Dualitatstheorie in gewichteten Sobolevraumen

Nun kehren wir zu Steuerungsproblemen mit unendlichem Zeithorizont zuriick und
entsinnen uns, dass die allgemeine zu betrachtende Aufgabe von folgender Gestalt
war: Minimiere das Funktional

JE(2yu) = L-f r(t,a(t), u(t)) 5(¢) dt (7.48)

beziiglich aller Paare (z,u), die den Nebenbedingungen

(z,u) € Wy™(R*,v) x LR, v); (7.49)
z(t) = f(t,z(t),u(t)), (V)t>0; (7.50)
u(t) € U C Comp(R™) (V)t > 0; (7.51)
lz(t)] < B(t), Vt>0, mit 3(-) € L(RT,v); (7.52)
z(0) = xg (7.53)

geniigen. Dabei wurden die Funktionen r(¢,&,v) : RT x R" x R™ — R, f(¢,&,v) :
R™ xR"xR™ — R" als stetig in allen ihren Argumenten vorausgesetzt. Ausserdem
wurde 7(¢, £, v) im zweiten und dritten Argument als stetig differenzierbar angenom-
men. Hier interpretieren wir das Integral im Zielfunktional im Lebesgueschen Sinne
und setzen deshalb (PL) = (P,). Zur Diskussion der Problemstellung siche auch
Unterkapitel 2.2.

Da wahrend des Aufstellens eines dualen Problems zum Ursprungsfunktional ein
invariantes Funktional in Form eines Skalarproduktes im Lo(IR") addiert wurde,
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benennen wir an dieser Stelle einige Zusammenhénge zwischen den Skalarproduk-
ten in verschiedenen Réumen. Fir z(-) € L!'(R*,v) und y(-) € L} (R™,v'"7) mit
1/p+1/q = 1 definiert das Skalarprodukt < x,y > im Lj(R™) eine stetige Bilie-
arform, denn es gilt

|<ay>]| < / ()P ()l () (1) dt
0

IN

HxHL;}(R*',u)||yHLg(]R+,z/1—q)‘ (7.54)

Insbesondere fiir p = 2 hat man [L3(R*,v)]* = L}(R",v) dank dem Rieszschen
Darstellungssatz, vgl. ELSTRODT [34], S. 279. Die Skalarprodukte in L5 (IR", v) und
L3(R") stehen also in folgender Relation zueinander. Fiir ein z(-) € L5 (R*, v) und
ein y(-) € L¥(R*Y, v 1) existiert es ein (-) € L (R*, v) mit

(@, 9) Ly e+ ) =< T,Y >rpm) (7.55)

und
y(t) = %; Vie R (7.56)

Bemerkung 30. Bekanntlich gilt die Inklusion L?(R™,v) C LI(R™,v) fir alle
p > q, vegl. ELSTRODT [34], Satz 2.10, S. 232, d.h. es gibt eine Konstante C' > 0 *
mit

HxHL{;(R"‘,u) < C“w"Lg(R"',u)' (7.57)

Bevor wir mit der Konstruktion der dualen Aufgabe beginnen, beweisen wir das
folgende

Lemma 10. ? Sei (z*,u*) ein zulissiges Paar zu (Py) und S(£,€) : R* xR" — R
sei eine in ¢ quadratische Funktion der Gestalt

S(t,6) = alt) +y()" (€ — 2" (1)) + 1/2(6 — 2" ()" Q)(§ —2*(1)),  (7.58)

mit a(-) € W} (R*) N PC'(RY); y(-) € W™(R",v'79) N PC'(R") und einer sym-
metrischen Matrixfunktion Q(-) € WL™™(R*,v=1) N PC'(R"). Weiterhin gelte
P=q.

Dann sind fiir alle 2(-) € W""(R™, v) mit (0) = x, die Bedingungen

Tlgrolo S(T,z(T)) = 0; (7.59)
[d
/aS(t,x(t))dt = —5(0, z0) (7.60)

0

1Es gilt C = (u, (RT))Va=1/p,
2Vgl. PICKENHAIN& LYKINA [78], Lemma 1, S. 221.
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erfullt.
Beweis: Wir schatzen ab

[1stalar < [la@lde+ [ |yo) @l - @) @

+ %/Kﬂf(t)—fv*(t))TQ(t)(x(t)—a:*(t))\dt. (7.61)

Die Anwendung der Holderschen Ungleichung in den letzten zwei Summanden fiihrt

zZu
[1sttaoldt < Jal, e,
0

o 1/q 0 1/p
+ /quvP%mﬁ - /uw»—ﬁ@vaﬁ
1/p

s | e - orma ) (7.62)

Zusatzlich schétzen wir folgendes ab:

10 =My g srey = [ 1QO = )OI (01

< 2q/ (nmax esssupM>q](x—x*)(t)|ql/(t)dt

0 0 V(t)
< QN ey 17— e (7.63)
q
< (2001l s e =2 lpmrs)

welches durch Beachtung der Abschitzung fiir ||z — 2|, g+, aus (7.57) hervor-
geht. Insgesamt erhélt man

/|S(t,x(t))| dt < lall,m+ + 1Yyt oy - 12 = 27 om0
0

1 . #
+ 2 v —w ”L;(]R"',V) Qz — =z )||L3(R+,u1—q)

< Ha||L1(]R+) + Hy|’Lg(R+,V1—q) e = x*HLg(Jm,V) (7.64)

2
+ Cllz =2y me ) - QN e et 1y < 00
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Aus der Existenz und Endlichkeit des Integrals [ |S(¢,z(¢))| dt folgt (7.59), denn
0

T -1 T
7hm S(t,x(t))dt = 7hm /S ))dt + / S(t,x(t))dt
0 0 -1
= Tlim S(t,x(t))dt + lim S(7,z(7)), (7.65)

0

wobei T eine reelle Zahl aus [T'—1 T] ist. Auf &hnliche Weise kann die Existenz und
Endlichkeit des Integrals f ’ds (7.60) 14kt
sich dann mittels (7.59) ablelten =

Léasst man auch Unstetigkeiten der Komponenten des dualen Ansatzes S zu, so kann
das folgende Lemma bewiesen werden.

Lemma 11. Sei (z*,u*) ein zuléssiges Paar zum Problem (P,),

r

R = U[Tiaﬂ‘ﬂ), 7o := 0, Tpp1 = 00 (7.66)

1=0

eine Zerlegung des unendlichen Intervalls [0, 00) und S(¢,&) : RT x R™ — R sei eine
Funktion der Gestalt

S(t,€) =a(t) +y®)"(§ —2*(t)) + (£ — 2" ()" QM) —2*(t))  (7.67)

mit a(-) € W[z, 00); y(-) € W "([7,00),v' ") und einer symmetrischen Matrix-
funktion Q(-) € WL™"([r,,00),v™ 1), so dass dariiber hinaus

y(+), Q) € CH(my, 7141)NCOl1y, Ti44] fiir alle i = 0, . . ., r gilt.? Ferner sei p > ¢. Dann
gelten fiir alle Funktionen z(-) € W™*(R*, ) mit x(0) = zy die Bedingungen:

lim S(T,z(T)) = 0; (7.68)

T—o00

?%S(t,x(t))dt = —5(0,z0) + Zil (S(1; — 0,2(13)) = S(7: + 0,z(7))) . (7.69)

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zu dem vorangegangenen Lemma 10. ]

Wir erinnern uns an die Definition der Hamiltonfunktion

H(t,&m) =sup H(t,§,v,1n) (7.70)

velU

3Es ist gemeint, dass jede Komponente der Matrixfunktion Q(-) dieser Bedingung geniigt. Auf
dem Intervall [7,., 00) kann die Forderung y(-), Q(:) € CY[r;, 00) weggelassen werden, da sie aufgrund
der Eigenschaften von Sobolevraumen erfiillt ist. Fiir jede Funktion u(-) € Wjla,b] kann man
stets einen stetigen Reprisentanten aus derselben Aquivalenzklasse finden, vgl. DACOROGNA [30],
Lemma 1.38, S.32.



108 KAPITEL 7. DUALITATSTHEORIE

sowie der Pontrjaginschen Funktion?

H(t,g,v,n):—r(t,g,v)qL%<n,f(t,§,v)>. (7.71)
Ferner definiere man die Mengen
Gt) = {€eR" | K] <p()}, (7.72)

3 (z,u) € Wy™(RY,v) x LR, v) mit
t

re) = {ee®| o o sty €U o) = 20 T

a(t) +y()T(€ — z*(1)) \
36— 2" ()T Q) (€ — ¥ (1))

a € WHR"Y) N PCY(R™)
y € Win(R*,v19) 0 PCL(RY)
Q € WL (R, =) 0 PCY(R™)

() — symmetrisch

+

Vo=¢S:R"xR"—= R (7.74)

S 0S(1,€) + H(E,€,0e5(1,€)) < 0
( V(t,€) € RT x (G(t) N R(t)) )

Wir wenden das in Unterkapitel 7.3.1 beschriebene Schema fiir die Konstruktion
dualer Aufgaben an, um das Dualproblem (D) aufzustellen, und anhand dieses
beweisen wir die schwache Dualitdtsrelation zwischen (Pu) und (Dy).

Satz 30 (Schwacher Dualitétssatz). Sei ein Steuerunsproblem vom Typ (Ps)
gegeben. Dann gilt fiir das Steuerungsproblem (D ):

Joo(S) == —=5(0,z9) — sup! bzgl. aller S € Y, (7.75)
die schwache Dualitatsungleichung
inf(Py) > sup(Dy). (7.76)

Definition 18. Ein in ¢ quadratischer Ansatz S heisst zulassig in der Aufgabe
(D), falls S € Y gilt.

Beweis: Seien (x,u) und S zuléssig in (Px) bzw. (Dy), d.h. S € Y. Die folgende

H(Xo,t, & v,m) = —=Aor(t, &, v) + % < n, f(t,€,v) > im Normalfall, d.h. A\g = 1, betrachtet. In

den nachfolgenden Kapiteln wird das Eintreten des anormalen Falls A\g = 0 durch eine Regulari-

tatsbedingung ausgeschlossen.
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Kette von Abschéitzungen liefert die Behauptung des Satzes:

J(x,u) = /Ooor(t,x(t),u(t))ﬁ(t)dt:

ge2\% 1)) f(t,x(t),u(t))) D(t)dt
St (1))

(
— /OOO (—H(t,x(t),u(t),(?gS(t,x(t))) T> v(t)dt
I

0 S(t,x(t)) 855(75@(75))i =
70) 0 “)) (t)dt

0S(t,z(t)) ~
> - /0 (H(t, ZE(t), agS(t, ZL’(t))) + T) l/(t)dt
+ /0 (0:S(t,x(t)) + 0 S(t, x(t))(t)) dt
[ su %5 &) v
> /0 5€G(t)£R(t) { (H(t, £,0:5(t,€)) + 0 ) } (t)dt (7.77)

N /0 (@St 2(t)) + BeS(L 2(1))(0)) de

/Oo LSt ()t = 1im Tisa (1)) dt
0 dt ’ _T*’OO 0 dt ’

= lim S(T,2(T)) — 5(0,2(0)) = —S(0, z).

T—o0

Bemerkung 31. (a) In der Abschétzung (7.77) wurde die Zuléssigkeit des Paares
(x,u) ausgenutzt, um die daraus resultierende Tatsache z(t) € (G(t) N R(t))
fiir alle t > 0 abzuleiten, wobei R(t) die Erreichbarkeitsmenge zum Zeitpunkt
t bezeichnet.

(b) Offenbar kann jedem Ansatz S(t,§) fiir die duale Variable ein Triple (a,y, Q)
zugeordnet werden, das die eigentliche Entscheidungsvariable des Dualpro-
blems (D) darstellt, aber der Einfachheit halber benutzen wir die Bezeich-
nung S € Y.

Fiir den Fall unstetiger Komponenten des Ansatzes S betrachten wir eine Zerlegung
des Intervalls [0, 00) :

r

IR‘+ = U[Ti?TH‘l)a Ty .= 07 Tr41 = OO (778)

1=0
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und definieren die Menge der Funktionale

S(E) = alt) +y(t) (€ — (1) \
+ e -2 (1)TQ)(€ — 27 (1))

a € Wi([r,00)) N COri, Tiva] N CH(7iy Tig1)

YG . SRt xR" (VRS qu’n([TT, OO), l/l_q) N CO[Ti,TZ’_;,_l] N Ol<Ti,TZ‘+1)
0 —R Q € Whimn([r,,00),v71) N OO, 7i41] N CH(7i, Tig1)
() — symmetrisch, 1 =0,...,r

L0S(,€) + H(t, €, 0:5(1,)) <
\ V(t,f) (R+\{7—1a'~'7 r}) (G(t)ﬂR( )) ),

Analog zum Problem (D4,) kann nun das duale Problem (D¢) konstruiert werden
und wir beweisen den

Satz 31 (Schwacher Dualititssatz, allgemein). Gegeben sei ein Steuerungs-
problem des Typs (Ps). Dann gilt fiir das Problem (DE) der Maximierung der
Funktion

T

95(8): = —=S(0, ) +éf€1£ {Z (S(m—0,8) = S(m + 07ﬁi))} ; (7.79)

=1

I' = {=0F,....0,) e R"B; € G(r;) N R(1;) } (7.80)
beziiglich aller Funktionale S € Y.¢ die schwache Dualitétsrelation
inf (Py) > sup (DS). (7.81)

Definition 19. Ein in ¢ quadratischer Ansatz S heisst zulassig in der Aufgabe
(DS), falls S € Y gilt.

Beweis: Sei (z,u) ein fiir (P.) zuléssiges Paar und S sei zuléssig in der Aufgabe
(DE), d.h. S € Y. Dann liefert die unten stehende Kette von Abschiitzungen die
Behauptung des Satzes:

e}

J(z,u) = r(t, z(t), u(t))v(t)dt

8

(—H(t,2(t), u(t), g5 (t, x(1)))) v(t)dt

< (0S(tal) )
(%85 0,0, ) 010

H(ta(t), u(t), 951, <t>>>—%) (1)t

0,S(t, x(t)) N 855(15,:1:(75))56
v(t) v(t)

8

/\/\
N

o0

+
— o — S— —,
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7 (s Lo o DS ) S
> = [T (rteat0.0s00.00) + 2252 ) s
n / (DS (t,2()) + 0eS (L, w(8))a (1)) dt
[T <1 9S(t,€) 5
> - [ (e sase o)« A5G0 ) b (752
+ /0 (0:S(t, z(t)) + 0 S(t, x(t))z(t)) dt
> /000%5(15 o(t)dt = Jim | %S(t,m(t))dt
= lim S(T,z(T)) — +Z (1: — 0,2(7)) — S(; + 0, 2(7)))

T—o0

> —5(0,20) + inf {Z (S(ri = 0,8;) = S(7i + O,ﬁi))} :

Beim Ubergang von einem primalen Steurungsproblem (Ps) zu einem dualen Pro-
blem (D) bzw. (DS) erhilt man offenbar ein Ersatzproblem, das von der Struktur
her ein unendlich-dimensionales Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen ist.

Bemerkung 32. In der Abschéitzung (7.82) wird das Supremum unter Beriicksichti-
gung der Erreichbarkeitsmenge R(t) gebildet, um das Entstehen einer Dualitétsliicke
zu vermeiden. Diese kénnte entstehen, denn wegen der logischen Beziehung

G2 (GHONRE) = — swp  f(E)=—sw f6)  (7.83)
EEG(L)NR(T) £eG(1)

wiirde man in der Dualitdtsabschétzung eventuell “zu weit nach unten“ gehen.

Da es im Allgemeinen sehr schwer ist, die starke Dualitdtsrelation global zu
gewahrleisten, kann es von Vorteil sein, das primale Problem zuerst zu lokalisieren
und danach von der dualen Seite anzugehen. Das Problem (P.,) wird lokalisiert,
indem die Forderung der analytischen Giite (7.49) durch

(z,u) e Wr(R",v) x LR, v), x(t) € Ksp(a*(t)) (7.84)
ersetzt wird, wobei

Kooz (t)) :={§ € R*[[|(€ — 2" (0)w(t)] < (1) } (7.85)

mit den Funktionen § : R* — R" und 7: R — R* mit o7!(-) € L,(R*, v),” vgl.
auch das Unterkapitel 2.3.2. Die lokalisierte Version des Problems (P,,) bezeichnen
wir mit (P joc) und definieren die Mengen

At €) = y(t) LS(t,§) + H(t, &, 0:5(,6)) <0
Yooloc = ¢ 5 € Yy , (7.86)
V(&) € RY x (Ksup(z*(t)) N G(t) N R())

®Diese Eigenschaft sichert die Stetigkeit der Einbettung C°(R,7) — Ly(R,v).
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beziehungsweise
A(t,€) = 550, &) + H(t,€,0:5(t,€)) <0
Ve =18€eYs . (7.87)

V(t, &) € (RT\{r,...,7})x
X (Kso(x*(t)) NG(t) N R(t))

Mit den eingefiihrten Bezeichnungen formulieren wir nun die dualen Probleme
(Docjoc); (DS, 10c) sowie Aquivalente der Sétze 30 und 31, d.h. die schwache Duali-
tétsrelationen fiir den lokalisierten Fall.

Satz 32 (Schwacher Dualitdtssatz, lokaler Fall). Wir betrachten das Problem
(Pxooc). Dann gilt fiir das Problem (Dy joc):

9o (S) := —5(0, ) — sup! bzgl. aller S € Y 10¢ (7.88)
die schwache Dualitatsrelation
inf(Poo joc) = SUp(Dog oc)- (7.89)

Beweis: erfolgt analog zum Satz 30. O

Satz 33 (Allgemeiner schwacher Dualititssatz, lokaler Fall). Wir betrachten

das Problem (Ps o). Dann gilt fiir das Problem (D%IOC):
G o -

I' = {B=0,....0,) e R"B € (Ksp(z™(t)) NG(1;) N R(1))}  (7.91)
bzgl. aller S € YC

Joc

die schwache Dualitatsrelation

inf(Pu joc) > sup(DG

oo,loc)'

(7.92)

Beweis: erfolgt analog zum Satz 31. O

Definition 20. Ein in £ quadratischer Ansatz S heisst zulédssig in der Aufgabe
(Deotoc) (bzw. (DS 1..)), falls S € Yoo 1oc (bzw. S € YS | ) gilt.

oo,loc oo,loc



Kapitel 8

Hinreichende
Optimalitatsbedingungen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Herleitung hinreichender Bedingun-
gen fiir globale sowie starke lokale Optimalitat fiir Steuerungsprobleme mit unend-
lichem Zeithorizont, die auf der im vorherigen Kapitel entwickelten Dualitédtstheorie
in gewichteten Sobolev- und Lebesguerdumen basieren. Die Optimalitiat wird im
Sinne der Definitionen 10 und 11 verstanden.

8.1 Hinreichende Bedingungen fiir globale Optima-
litat

Die néchsten zwei Korollare liefern hinreichende Bedingungen fiir globale Optimali-
tat im Sinne der Kriterien L1 und L2, vgl. PICKENHAIN& LYKINA [78], Korollare 1
und 2, S. 224 f.!

Korollar 1 (Das verallgemeinerte Maximumprinzip, Kriterium L2). Ein
zuléssiges Paar (2%, u*) ist ein globaler Minimierer zum Problem (P, ) im Sinne des
Kriteriums L2, falls ein S*, zuléssig in (D), existiert, so dass folgende Bedingungen
fiir fast alle ¢ > 0 erfiillt sind:

(M) H(t,2"(t), 0e5 (¢, 27(1))) = H(L, 2" (t), w" (), 057 (1, 27(1))); (8.1)

(EL7) %@S*(t,x*(t)) +H(E 2 (1), 0eS(E 2 (1)) = 0. (8.2)

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus der schwachen Dualitatsrelation
(7.76) und der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung (8.2) sowie der Maxi-
mumbedingung (8.1). n

!Der Leser beachte, dass die Kriterien L1, L2 in der zitierten Literaturquelle umgekehrt num-
meriert sind.

113
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Bemerkung 33. Die Randwertbedingung
(R) lim S*(T,2*(T)) =0 (8.3)

T—oo

ist aufgrund des Lemmas 10 automatisch erfiillt.

Korollar 2 (Das verallgemeinerte Maximumprinzip, Kriterium L1). Ein
zuléssiges Paar (2%, u*) ist ein globaler Minimierer zum Problem (P, ) im Sinne des
Kriteriums L1, falls fiir ein hinreichend grofes 7 > 0 eine Familie {S}}r>, C Y
existiert, so dass die folgenden Bedingungen fiir fast alle ¢ € (0,7") erfiillt sind:

(M) H(t,27(1), 0eSr(t, 27 (1)) = H(t, 2*(1), u*(1), OeSr(t, 27 (1))); (8.4)

1

(HIz)  =r50iS5(ta’ (1) + H(ta (1), 9eSi(t, (1)) = O (8.5)
Re) b o, S1(T8) = ST, a7(T)). (86)

Beweis: Gemifs des Kriteriums L1 lassen sich fiir ein zuléssiges Paar (x,u) und
Sx € Yo folgende Abschitzungen fiir alle 7" > 7 herleiten:

Jr(r,u) = /0 r(t, x(t), u(t))v(t)dt
a8t a(t)

_ /0 (—H(t, (1), u(t), OeSt(t, x(t))) (1)

[ (ASilal) | S 020)1)

V(1) v(t)
- /0 (H(t,x(t),ﬁgS}(t,x(t)))+W> U(t)dt  (8.7)

) (t)dt

Y

L /O (DS (t, 2(t)) + Oe St 2(1)) (1)) dt

- .00+ SO
- /o secigrgmo{(H(t’g’agsT(t’f))+ o(t) v(t)dt
+ SH(T,2(T)) — S7(0,z(0))
= £€G(¥§£R(T)ST(T’§)_ST(07$0). (8.8)

Alle Ungleichungen in (8.7) werden zu Gleichungen, wenn die Bedingungen (Mr),
(HJt) und (Rr) mit einem Prozess (*,u*) erfiillt sind. Dies deutet auf die starke
Dualitatsrelation fiir entsprechende Probleme mit endlichem Zeithorizont fiir alle
T > 7 hin, siche Unterkapitel 7.3.1 oder KLOTZLER 52|, das heisst es gilt
ut) = inf w(T,§) — S : :

It ) = e {SHTLE) — 53(0,00) (5.9
Mit Definition 10.(ii) ist leicht zu erkennen, dass das Paar (z*,u*) eine globale
optimale Losung zum Problem (P.) im Sinne des Kriteriums L1 liefert. ]
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Bemerkung 34. (a) Wiirde man in der Abschétzung (8.8) das Infimum iiber £ €
R™ ausrechnen, so kénnte es zur Ungleichung

o (SHT.O) = S70.20)) > inf (SH(T.) = S;(0.20)} (810

und entsprechend zu einer Dualitétsliicke kommen, da das Infimum ausserhalb
der zuléssigen Erreichbarkeitsmenge G(7") N R(7T') angenommen werden wiirde,
was die Gewdhrleistung der starken Dualitdt unmoglich macht.

(b) Aus (8.6) folgt, dass die Transversalitidtsbedingung y(7') = 0 fiir alle T > 7
gelten muss.

(c) Das verallgemeinerte Maximumprinzip ist eine Art Pseudomaximumprinzip,
denn es liefert keine Existenzaussagen iiber die adjungierte Funktion y(-).

Entscheidet man sich anhand der primalen Aufgabe in die Funktionalsmenge fiir die
dualen Variablen S auch unstetige, aber stiickweise stetig differenzierbare, Funk-
tionale S € Y, . aufzunehmen, so kann auch fiir diesen Fall das verallgemeinerte
Maximumprinzip formuliert werden.

Korollar 3. (Das verallgemeinerte Maximumprinzip, allgemein, Kriterium
L2) Ein zuléssiges Paar (*, u*) ist ein globaler Minimierer zum Steuerungsproblem
(P.,) im Sinne des Kriteriums L2, falls ein Funktional S* € Y.< existiert, so dass
die folgenden Voraussetzungen fiir fast alle t > 0 erfiillt sind:

(M) H(t7x*(t>7a§S*(t7I*(t))v )
— H(t, 2 (1), u" (£), 057 (1, (1)), 1): (8.11)
(HIE) L5, (1,2 (1)) + H(t, 2 (1), BeS (1, 27 (£))) = O (8.12)

o(t)
(B) inf {Z (S™(mi = 0,8;) = S™(7 + 0,@‘))} (8.13)

el’
A =1
r

= (8*(m = 0,27(7)) — S* (1 + 0,27 (m3))).

=1

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 31 und Lemma 11. ]

Bemerkung 35. Gelingt es, die starke Dualitdt ohne Beriicksichtigung der Erreich-
barkeitsmenge R(t) in der Definition von Y.¢ nachzuweisen, so gilt der Schluss iiber
die starke Optimalitdt des Prozesses (z*,u*) selbstverstdndlich immer noch, denn
die Einfithrung der Erreichbarkeitsmenge R(t) dient lediglich der Vermeidung einer
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Dualitéatsliicke. Die Untersuchung der Menge

, S(t,€) = a(t) +y®)(E - 2*(1)) ‘
+ Le— 2 @)TQ) (€ — 2 (1))

a & Wll([TT, OO)) N CO[Ti,TZ’Jrl] N CI(TZ‘, Ti+1)

yG. — SR xR” ye Wan([TT7 00), v 79) N CO1, Ti41] N CH(7i, Tiga)
02 — R Q € WL ([1,,00), v~ 1) N COmi, Tiga] N CH7i, Tiga)
) — symmetrisch, i =0,...,r

S S (8.€) + H(t, &, 0S(L, ))
\ V(t, 5) (R+\{Tl7 s }) Y,

statt Y., wobei Ygg C Y¢, kann sogar vorteilhaft sein?, weil die Mitberiicksichti-
gung der Erreichbarkeitsmenge R(t) mit dem Hinzufiigen von so genannten “natiirli-
chen” Zustandsbeschrankungen zum Steuerungsproblem verbunden ist. Diese dienen
zur Beschreibung der Erreichbarkeitsmenge und werden beim Herleiten der hinrei-
chenden Optimalitdtsbedingungen explizit in die Grundaufgabe aufgenommen, vgl.
das nachfolgende Kapitel. Die “natiirlichen” Zustandsbeschrénkungen sind nicht im-
mer leicht zu bestimmen, aber infolge der beschriebenen Uberlegungen ist es nicht
immer notwendig. Dieselbe Uberlegung gilt entsprechend fiir die Mengen Y, o,

YCS 1o bei der Untersuchung eines Prozesses auf lokale Optimalitét.

Bemerkung 36. Damit ein Ansatz S zulédssig in der dualen Aufgabe ist, muss die
Hamilton-Jacobische Ungleichung zwar nur fast iiberall auf R™ erfiillt sein, z.B.
iiberall ausser in den Schaltpunkten einer bang-bang Steuerung. Aber um die Giil-
tigkeit der Hamilton-Jacobischen Ungleichung in einem Schlauch um die Trajek-
torie 2*() mit Methoden der Differentialrechnung nachweisen zu kénnen, miisste
zumindest He(t,-,n) € C° fir alle (¢,7) € RT x R" und H,(t,&,-) € C° fiir al-
le (t,£) € R x G(¢) im Fall einer in ¢ nicht konvexen Hamiltonfunktion gelten.?
Sonst ist der Vergleich der Zielfunktionalswerte, die von den Steuerungen mit un-
terschiedlicher Schaltstruktur geliefert werden, im Rahmen der hier entwickelten
Dualitétstheorie, insbesondere in der Dualitatsabschitzung (7.82), nicht moglich.

Satz 34. Die Aquivalente der Korrolare 1, 2 und 3 konnen ebenso fiir die lokal
formulierte Steuerungsaufgabe (Px joc) formuliert werden, falls S als lokal zuléssig

in dem dualen Problem (Dyg o) bzw. (DS, ..) vorausgesetzt wird. O

2Dasselbe gilt auch fiir die Menge Y.
3Mit dem Ziel der Maximierung des Defektes A(t, €) bildet man d¢A(t, &) und geht davon aus,
dass 9:A(t,-) € C° in einer Umgebung von x*(t) zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 gilt.
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8.2 Hinreichende Bedingungen fiir lokale Optimali-
tat

Sei die Erreichbarkeitsmenge R(t) zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 so beschaffen, dass sie
mithilfe folgender “natiirlicher Zustandsbeschrinkungen beschrieben werden kann:
Vi(t,x(t) <0, i€, (8.14)

wobei alle Funktionen 9¥;(,€) : R x R” — R stetig in beiden Argumenten und
zwei mal stetig differenzierbar im zweiten Argument sind. Hierbei ist I eine endli-
che Indexmenge. Bei einem zustandsbeschrankten Steuerungsproblem (Py,) entsteht
durch den dualen Zugang eine restringierte Optimierungsaufgabe der Maximierung
des Defektes A(t,¢) der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung. Daher werden
wir bei der Herleitung der hinreichenden Optimalititsbedingungen die Lagrange
Funktion £(t,&,A) : RY x R" x R*¥) — R, definiert durch

iel
benotigen.*

Voraussetzung 12 (Linear Independence Constraint Qualification (LICQ)).
Die Menge der Vektoren

B(t) = [0(0i(t. 2" (D))ier-). I(6) = {i € T|0,(t,2°(0) =0} (8.16)

sei linear unabhangig.

8.2.1 Hinreichende Optimalitatsbedingungen fiir Steuerungs-
probleme mit konkaver Hamiltonfunktion

Es ist wichtig herauszufinden, unter welchen Bedingungen die adjungierte Funktion
y(-) zum gewichteten Sobolevraum W, (IR, »'~9) gehort, denn dies ist notwendig,
um die aufgestellte duale Aufgabe nutzen zu konnen. Zu diesem Zweck beweisen wir
das

Lemma 12. Wir betrachten ein zuléssiges Paar (z*, u*) des Problems (Py,). Gelten
mit einer Konstanten C' € R* die Bedingungen

|0 f (¢, 2" (1), w ()] < CU 2™ [lpwer ) Hlu g me); (8.17)
(Der (-, 2™ (), w" () + Z Ai(1)00i (-, 2 ()))w(-) € Ly(RT, v %) (8.18)

t

F o () = / ol ) (Ber(s, 2°(5), () (8.19)

22 M()0edi(s,2°(3)) )Ps)ds € LR, v~

w(-,0) € LI(RT, v'~9); (8.20)

4card(I) gibt die Anzahl der Elemente der Menge I an.



118 KAPITEL 8. HINREICHENDE OPTIMALITATSBEDINGUNGEN

wobei w(t, s) die Greensche Matrix bezeichnet, die fiir ¢ > s als eine Losung des
Systems

dollss) g f( 2t (1), ut (1))t 5)
dt (8.21)

w(s,s) = 1.

definiert wird, so ist die Losung y(+) der kanonischen Gleichung

yit)y = - (t)Taef( *() u'(t))
+ (Oer(t, z*(t +Z>\ 25 () (t) (8.22)

ein Element des gewichteten Sobolevraumes W, " (R*, v'79).
Bemerkung 37. Die Funktionen \;(-) : R* — R, (i € I) sind die Lagrangesche
Multiplikatoren, mit denen die Zustandsbeschrankungen belegt sind. Es ist erkenn-
bar, dass um die Inklusion y(-) € W}"(R",v'"%) zu sichern, implizit auch eine
Annahme iiber die Regularitit der Lagrangeschen Multiplikatorfunktionen A;(-) ge-
macht wird.?
Beweis: Die Losung der Gleichung (8.22) kann als

y(t) = w(t,0)y(0) + D), (8.23)

mit einer Losung w(t, s) des Systems (8.21) umgeschrieben werden. Unter Beriick-
sichtigung der Ungleichung

HyHqu’"(R+ pl=a) <C (HyHLg(RJr,ul—q) + ’|y‘|Lg(R+,u1—q)> (8.24)

wird zuerst die Funktion y(-) selbst

A / 1, 0)y(0) + B(1)[* 1 ()t

< /|wt0 0)|? vt dt+2q/|<I> ()| (1) dt (8.25)

= 2q ||w<t7 0) ( )”qg(]RwL’Vlfq) + 2q ||¢||qg(R+7V17Q)

SFiir Steuerungsprobleme mit endlichem Zeithorizont sind solche Aussagen unter anderem in
PICKENHAIN [76], Assertion 5, S. 565 zu finden. Diese basieren auf den Ergebnissen aus der para-
metrischen Optimierung, siche ROBINSON [86], Theorem 2.3.
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und anschliessend ihre schwache Ableitung

Hqug(Rﬂylfq) =

B / [~y ()" 0ef (t. 2" (t), u* (1))

+ (Oer(t, z*(t), u™(t)) + Z X (1) (t, z*(4)))D(t)| vi9dt
< @) (I 2" gy +Hlo Digaerar ) / (@) a(nde (8.26)

q

21 / ’(85r(t,:c*(t),u*(t))—|—Z)\i(t)agﬁi(t,x*(t)))'ﬁ(t) V(8 dt

icl
q

= (20 1y

q ~
L(T]‘L(R"’,lll—q)) + 21 (857’ + Z )\Zﬁl)y‘
icl

Lp(RT p1-4)
~\ 4
< (40)" (1ott. 0O g o) + 121 1 1-0))

(@er + > Aid)7|

el

+2

Lp(R*,p1-q)

abgeschitzt. Unter den Voraussetzungen dieses Lemmas ist sowohl |[y[| g+ ,1-0)
als auch [[y]| g+ 1) endlich, womit wir auf die Inklusion y(-) € Wi"(R", 179
schliessen konnen. ]

Bemerkung 38. Die Inklusion y(-) € W/*(R",»'79), also die Zugehérigkeit der
adjungierten Funktion zu einem gewichteten Sobolevraum, stellt fiir Steuerungspro-
bleme mit linearer Zustandsgleichung eine notwendige Bedingung fiir die Optimalitét
des Paares (z*,u*) dar, vergleiche den im Unterkapitel 2.4.4 zitierten Satz 9. In der
entsprechenden Literaturquelle werden die gewichteten Sobolevraume nicht explizit

benannt. Dort wird lediglich die Konvergenz der in ||y/|? und ||7||

q
n(R*p1-9) Lp (R* v1—a)

auftretenden Integrale fiir v(t) = e " explizit nachgewiesen.

Nun wird ein Resultat iiber hinreichende Bedingungen fiir starke lokale (nicht
unbedingt starke lokale gleichméfige) Optimalitét eines Paares (z*, u*) formuliert.
Beim Aufbau eines dualen Steuerungsproblems in Lemma 32 wurde eine in £ quadra-
tische Funktion S(¢,&) fiir die duale Variable angesetzt. Setzt man die Komponente
Q(-) im dualen Ansatz gleich Null, so arbeitet man mit einem linearen Ansatz fiir
S(t, ). Der nachfolgende Satz liefert hinreichende Bedingungen fiir Steuerungspro-
bleme mit einer in £ konkaven Hamiltonfunktion. In solchen Steuerungsproblemen
ist ein linearer Ansatz in der dualen Variable S ausreichend.

Satz 35. Seien die Voraussetzungen des Lemmas 12 und die Voraussetzung 12 fiir
ein zuléssiges Paar (z*,u*) des Problems (Px 10c) und Lagrangesche Multiplikator-
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funktionen \;(-) € PC(R"), i € I mit

Ai(t)0;(t,2*(t)) =0, N(t) >0 (8.27)
erfiillt, und die Funktion r(-,2*(-),u*(-))7() besitze eine iiber R* integrierbare
Stammfunktion. Geniigt die Funktion y(-) € PC*(R") der Differentialgleichung
(8.22), als Komponente eines dualen Ansatzes S der Bedingung (8.13) und ausser-
dem den Bedingungen

Opu H (8, 2" (1), u* (1), y(t)) < (8.28)
H(t, z*(t), (t))= H(t,x (t) U*(t),y(t)), (8.29)
—OZH(t, 2 (1), y(t) + ZA )OZ9:(t, 27 (t)) = 0 (8.30)

fast iiberall auf R", so ist das Paar (z*,u*) eine starke lokale Minimalstelle zum
Problem (Px 1oc) im Sinne des Optimalitétskriteriums L2.

Bemerkung 39. (a) Die Zeichen < und > stehen fiir die negative bzw. positive
Definitheit der entsprechenden Matrizen.

(b) In der Bedingung (8.13) handelt es sich um die kleinst méglichen Spriinge der
Ansatzfunktion S entlang der Trajektorie 2*(-), die ein Losungskandidat ist.
Die a(-) — Komponente kann immer und wird immer stetig gewéhlt, da a(-) €
WE(R™T) gelten muss.® Deshalb hiingt es im Fall eines linearen Ansatzes nur
von der y(-) — Komponente ab, ob diese Bedingung eingehalten wird.

Beweis: Das erste Ziel ist es, eine duale Funktion S, definiert in (7.58), so zu
konstruieren, dass sie zuléssig in der dualen Aufgabe (D o) ist. Dafiir schreiben
wir den Defekt der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung explizit auf:

AtE) = %&S(t,f)+H(t7£,<955(t,€)) (8.31)
- % (a(t) + 50T (E — 2°(8)) — g3 (1) + H(t, €, DS (1,€)).

Die Komponente a(-) des dualen Ansatzes S wird aus der Hamilton-Jacobischen
Differentialgleichung

<

<

A(t,z*(t)) =0 (8.32)
bestimmt, womit sich die Gleichung

a(t) = y(t)" @ (t) — H(t, 2" (t), y(1))o(t) (8.33)

6Z__u jedem Element a(-) € W} (IR") kann man immer einen stetigen Repriisentanten a(-) dersel-
ben Aquivalenzklasse withlen, so dass a(t) = a(t) fast iiberall auf R™ gilt, vgl. DACOROGNA [30],
Lemma 1.38, S. 32.
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ergibt. Duch das Einsetzen des Ausdruckes in der rechten Seite von (8.33) in den
Defekt A(t,&) erhalten wir

1 . . .
Es kann leicht nachgewiesen werden, dass S der Menge Y 1o angehort, falls 2*(¢) den
Defekt A(t, ) in einer © — gewichteten (¢)-Umgebung von z*(¢) geschnitten mit der

Erreichbarkeitsmenge R(t) und der zuléssigen Menge G(¢) fiir alle ¢ > 0 maximiert.
Aus diesem Grund betrachten wir die parametrische Optimierungsaufgabe

(P,) : maximiere A(t,£) bezglich aller & € KCs,(2*(t)) N R(t)NG(t) (8.35)

fiir t > 0. Die notwendige Bedingung erster Ordnung fiir ein lokales Extremum,
dargestellt durch die Giiltigkeit der Gleichung

9(t) = OH(E, @™ (8),y(1) + Y \(8)Iedi(t,a*(¢)) = 0 (8.36)

el

1
OcL(t,2"(t)) = 50
zusammen mit der hinreichenden Bedingung zweiter Ordnung fiir endlichdimensio-
nale Optimierungsprobleme, gegeben durch (8.30), garantiert, dass x*(¢) das Pro-
blem (FP;) fiir alle ¢t > 0 16st. Dank der Legendre-Bedingung, vorausgesetzt in (8.28),
enthélt die Menge Argmax := {v|v = argmax,cy H(t, x*(t), -, y(t))} einen einzigen
Punkt. So besteht der Subgradient

OcH(t, x*(t),y(t)) = conv{VH(t, z*(t),v,y(t)) |v € Argmaz} (8.37)

ebenfalls aus einem einzigen Punkt”, aufgrund dessen die Differentialgleichung (8.36)
in der Form (8.22) aufgeschrieben werden kann. Da die Voraussetzungen des Lem-
mas 12 erfiillt sind, erhalten wir die Inklusion y(-) € W/""(R",»'~?). Das bedeutet,
dass S mit Komponenten a(-) und y(-) von der Gestalt (7.58) mit Q(t) = 0 ist,
und das Lemma 10 kann angewendet werden, um die Bedingung (8.3) zu erfiillen.
Die punktweise Maximumbedingung, vorausgesetzt in (8.29), sowie zwei andere Be-
dingungen des Korollars 3 sind nun erfiillt, was uns erlaubt zu schliessen, dass das
Paar (z*,u*) eine starke lokale Minimalstelle zum Problem (Ps o) im Sinne des
Optimalitéatskriteriums L2 ist. [

Ein Spezialfall des bewiesenen Satzes fiir Steuerungsprobleme ohne Zustandsbe-
schrankungen wurde in PICKENHAIN&LYKINA [78], Satz 3, S. 228, bewiesen und
auf das Produktions-Lagerhaltungsmodell angewendet.

8.2.2 Hinreichende Optimalitatsbedingungen fiir Steuerungs-
probleme mit nichtkonkaver Hamiltonfunktion

Satz 36. Seien die Voraussetzungen des Lemma 12 und die Voraussetzung 12 fiir
ein zuléssiges Paar (z*,u*) des Problems (Px o) und Lagrangesche Multiplikator-
funktionen )\;(-) € PC(R"), i € I mit

Ai(0)0i(t, 2" () = 0, Ailt) >0 (8.38)

"Zur Darstellung des Subgradienten durch die konvexe Hiille vgl. Danskin’s Theorem aus [28],
S. 99, oder die Sitze 2.8.2, 2.8.6 sowie Bemerkung 2.8.5 aus CLARKE [27], S. 86, 92 f.
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erfiillt, und die Funktion r(-,2*(-),u*(-))7() besitze eine iiber R' integrierbare
Stammfunktion. Geniigt die Funktion y(-) € PC!(R*') der Differentialgleichung
(8.22) und ausserdem zusammen mit einer gewissen Funktion

Q(-) e Wim(R*T, v=1) N PCY(RY) als Komponenten eines dualen Ansatzes S der
Bedingung (8.13) und den Bedingungen

O H (t, 2" (), u” (), y(t)) < 0; (8.39)
H(t, 2" (t),y(t)) = H(t, 2" (), u"(t),y(1)); (8.40)
— A (t, (1)) + ' Xi(1)0zc0:(t, (1)) = 0, (8.41)

fast iiberall auf R*, wobei 8§§A(t, ¢) der Operator folgender Gestalt ist

%Q(t) M E () QU(E — (1) (3.42)

)
+ O (L& y(t) + Q) (€ — =(1)))Q()
+ Q)M & y(t) + Q1) (§ — 27(1)))
+ Q)T H(t, &, y(t) + Q(1)(§ — 27(1))Q(1),

ang(tv 5)

so ist das Paar (z*,u*) eine starke lokale Minimalstelle zum Problem (Ps o) im
Sinne des Optimalitatskriteriums L2.

Bemerkung 40. Die Zeichen < und > bedeuten wiederum die negative bzw. posi-
tive Definitheit der entsprechenden Matrizen.

Beweis: Wir verfahren wie im vorherigen Satz iiber hinreichende Optimalitatsbedin-
gungen im Fall einer in £ konkaven Hamiltonfunktion. Fiihren wir zur Konstruktion
und Uberpriifung der lokalen Zulissigkeit eines quadratischen dualen Ansatzes S
aus (7.58) den Defekt A(t, ) der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung ein:

AtE) = % S(1,€) + H(t,€,0:5(1.)) (3.43)
- % (a(t) + 507 (€ — 2*(8) — y(t) (1) — (€ — 2 (1) Q1) (1

Wiederum wird die Komponente a(-) des Ansatzes S aus der Hamilton-Jacobischen
Differentialgleichung

A(t,z*(t)) =0 (8.44)
bestimmt, womit sich die Bestimmungsgleichung

a(t) = y(t)"a" (t) — H(t, 2" (t), y(t))(t) (8.45)
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ergibt. Duch das Einsetzen des Ausdruckes (8.45) in den Defekt A(t, £) erhalten wir
MO = 5 (HOT(E - () — (€~ " () Q" (0

boE— T @) QHE - (1) (5.46)

+ Kt & y(t) + Q) — 27 (1) — H(t, 2" (1), y(t)).

Maximiert der Wert z*(t) den Defekt A(¢,€) in einer & — gewichteten §(¢) — Umge-
bung von z*(t) geschnitten mit (G(t) N R(t)) fiir alle ¢ > 0, so ist S € Yo 10c. Daher
betrachten wir die restringierte parametrische Optimierungsaufgabe

(P;) : maximiere A(t,&) bezglich aller & € Ky o(2"(t)) N R(t) N G(t) (8.47)

fiir alle ¢ > 0. Die notwendige Optimalitdtsbedingung erster Ordnung, dargestellt
durch die Giiltigkeit der folgenden &quivalenten Gleichungen,

1

OeL(t, 2" (t) = —%@(w—@w*@»

— OH(t, 2 (1), (1) — Q1D H(E, (), y (1))

+ EZAAﬂQﬁxuf%w)zo (8.48)
OL(t,z*(t) = —V(lt)( (t) + OH(t, 2" (1), y(£))v(t))

+ %Q(t)g (t) 8H<tf(>y(t>)ﬂ(t)z

+ Z i(t)0di(t, z*(t)) =0 (8.49)

zusammen mit der hinreichenden Optimalitdtsbedingung zweiter Ordnung fiir end-
lich-dimensionale Optimierungsprobleme, gegeben durch (8.41), gewéhrleistet, dass
x*(t) das Problem (F;) fiir alle ¢ > 0 16st. Hierbei gilt

() — 0,H(E 2 (1), y(O)F(E) = 0, (550
da die Menge Argmazx = {v|v = argmax,cpH(t,z*(t),-,y(t))} einpunktig ist
und 0, H(t, z*(t),y(t)) mit V, H(t,z*(t),u*(t),y(t)) iibereinstimmt. Die Legendre-
Bedingung (8.39) liefert die Einpunktigkeit des Subgradienten 9:H(t,z*(t),y(t))?,
aufgrund dessen die Differentialgleichung

~ 57 () + 06 (La* (). y(0)F () + T MD2e0 (.27 (0) =0 (85D

in der Form (8.22) aufgeschrieben werden kann. Da die Voraussetzungen des Lemma
12 erfiillt sind, erhalten wir die Inklusion y(-) € W, " (IR*,»'79). Das bedeutet, dass

8Vgl. den Beweis des vorherigen Satzes.
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S mit den Komponenten (a,y, Q) insgesamt von der Gestalt (7.58) ist?, und das
Lemma 10 kann somit angewendet werden, um die Bedingung (8.3) zu erfiillen. Die
punktweise Maximumbedingung sowie die zwei anderen Bedingungen des Korollars
3 sind nun dank der Voraussetzung (8.40) des Satzes und der geeigneten Wahl der
Komponenten a(-) und Q(-) erfiillt, woraus wir auf die starke lokale Optimalitét
des Paares (z*,u*) zum Problem (Ps joc) im Sinne des Optimalitatskriteriums L2
schliessen konnen. n

9Man beachte dabei, dass die Komponente a(-) durch Konstruktion ein Element des Raum-
es Wi, (RT) ist. Aus der Gleichung (8.45) und der Maximumbedingung (8.40) folgt a(t) =

1,loc

r(t,x*(t),u*(t))v(t) und aus der Endlichkeit des Integrals L- [ r(¢,z*(t),u*(t))r(t)dt folgt a(-) €
0

Li(R"), was auch a(-) € Wi o (RT) impliziert. Um die Inklusion a(-) € W} (R¥) zu erhalten,
bendtigen wir zusitzlich die Integrierbarkeit von a(-) {iber dem gesamten Intervall [0, c0), die in
die Voraussetzungen des Satzes aufgenommen wurde. Dass die erwdhnte Inklusion ohne weiteres
nicht folgt, zeigt das folgende Beispiel: a(t) := 1/t, t € RT.



Kapitel 9

Hinreichende
Optimalitatsbedingungen zweiter
Ordnung

Die in diesem Kapitel vorgestellten hinreichenden Bedingungen beziehen sich auf die
starke bzw. uniforme starke lokale Optimalitét eines Paares (*, u*) im Sinne der De-
finition 11 bzw. 12. Wie schon im vorherigen Kapitel schreiben wir alle auftretenden
Zustandsbeschrinkungen, sowohl die explizit gestellten als auch die “natiirlichen in
der Form

it x(t)) <0, i€l (9.1)

um, wobei alle Funktionen 9;(¢,-) als zwei mal stetig differenzierbar vorausgesetzt
werden und [ eine endliche Indexmenge ist.

9.1 Hinreichende Bedingungen fiir uniforme starke
lokale Optimalitat fiir Probleme mit konkaver
Hamiltonfunktion

Wir formulieren zunéchst einen Satz, der hinreichende Bedingungen fiir starke lo-
kale Optimalitdt eines Paares (z*, u*) liefert, die auf der Verwendung eines linearen
Ansatzes in der dualen Variablen S basieren. Dieser Satz ist ein Spezialfall des
Satzes aus dem néchsten Unterkapitel, weswegen an dieser Stelle noch kein Beweis
vorgefiihrt wird.

Satz 37. Sei (z*,u*) ein zuléssiges Paar des Problems (PL), und die Funktion
r(-,2*(+),u*(-))v(-) besitze nur endlich viele Unstetigkeiten! sowie eine iiber R" in-
tegrierbare Stammfunktion. Angenommen, 1 < p < oo und es existiert eine Vektor-
funktion y : R™ — R" mit y(-) € C* (7, 7i41) N COm, 7iqa] N W (7, 00), 1 79)? fiir

'Hiermit werden “chattering controls* ausgeschlossen.
?Die Inklusionen y(-) € WI"(R",v'79) und y(-) € Wo"([r,00),r'79) wurden unter den
Voraussetzungen des Lemmas 12 nachgewiesen.

125
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eine geeignete Zerlegung R™ = Ul_[7;, 7i41), To = 0, 7 = 00, i = 0,...,7. Ferner
seien folgende Bedingungen erfiillt:

(i) zusammen mit Lagrange Multiplikatorfunktionen \;(-) € C°[r,,00) 3, i € I und
der durch

L(t,€) = —=A(tE) + > N(t)i(t,€) (9.2)

el

definierten Lagrange Funktion erfiille y(-) fiir alle ¢ > 0 die Bedingungen

OeL(t,x*(t)) = —BA( +ZA () =0;  (9.3)

Ni(D)0i(t, 2*(t)) =0, Ni(t) > 0; (9.4)
(ii) die Voraussetzung 12 sei erfiillt, das heisst die Gradientenvektoren der aktiven
Zustandsrestriktionen seien linear unabhéangig;

(iii) die Komponente y(-) erfiille die Maximumbedingung

H(t, 2" (t),y(t)) = H(t, 2" (t), u"(t),y()) (9.5)
fast iiberall auf R*;

(iv) die Randbedingung (8.13) des verallgemeinerten Maximumprinzips, Korollar
3, sei erfiillt, und

(v) es gelte fiir eine gewisse Gewichtsfunktion #(-) mit o~'(-) € LL(R™,v) und fiir
alle h := z(t) — 2*(t) € KCs5,5(0) fiir alle ¢ > 0 die punktweise Definitheitsbedin-
gung der Gestalt

WTOZL(t, 2 (0)h(E) > clh[™ 2Py (1) (9.6)

mit einer positiven Konstanten ¢, die unabhéngig von ¢ ist, sowie dem Operator
85255(75, €), definiert durch die Regel

OLL(E) = —OLHEE )+ ) Mi(t)oZ0:( (9.7)

el

Existieren dariiber hinaus von ¢ unabhéngige positive Konstanten k£ und « mit
2 4+ o — min{2,p} > 0, so dass die Bedingung

\_/

OL(.6) — 0Lt (0)| D < ke — a5 CA ) ()
(1,6) € B x (Kuo(a* (1)) N R() N G(1)

\_/

3Die Stetigkeit der Multiplikatoren auf den Intervallen [r;,7;11] folgt aus der Regularitiitsvor-
aussetzung, getroffen in (ii).
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erfiillt ist, so ist das Paar (z*, u*) eine strikte starke lokale Minimalstelle zum Pro-
blem (PL), d.h. es existiert eine von ¢ unabhingige Zahl §* > 0, so dass fiir alle in
(P%) zuldssigen Paare (x,u) mit ||z — 2*||cogg+ ) < 0* auch die Ungleichung

JL (2, u) — JL (2%, u*) > ¢llz — 2*|)3. ¢>0 (9.9)

in{2,p} (]R+ )’
gilt. n

Bemerkung 41. (a) Um die Striktheit der Minimallésung zu sichern wird in der
Ungleichung (9.9) die schwiéichere L7(IR™,v)-Norm anstatt der gewichteten
C°(R™",7)-Norm verwendet. Diese Tatsache bestiitigt die so genannte zwei-
Normen Diskrepanz, die beispielsweise in MAURER&ZOWE [69], IOFFE [44]
diskutiert wurde.

(b) Ob die Wachstumsbedingung (9.8) erfiillt ist oder nicht, hingt in gewissem
Mafse von der Wahl einer geeigneten Gewichtsfunktion o(-) ab.

(c) Selbst wenn die Bedingung (9.6) fiir alle i # 0 erfiillt ist, ist es nicht zwingend,
dass der Prozess (x*,u*) global optimal zum Problem (PZL) ist.

(d) Uniforme strikte starke lokale Optimalitat des Prozesses (z*,u*) ist gegeben,
wenn die Gewichtsfunktion 2(-) von oben beschrinkt ist.

9.2 Hinreichende Bedingungen fiir uniforme starke
lokale Optimalitat fiir Probleme mit nicht kon-
kaver Hamiltonfunktion

Zur Herleitung hinreichender Bedingungen fiir Steuerungsprobleme mit nicht kon-
kaver Hamiltonfunktion reicht die Verwendung einer in £ linearen dualen Variable
S(t,&) nicht mehr aus. Aus diesem Grund betrachten wir Funktionen S(¢,¢), die
quadratisch in ¢ sind. In diesem Unterkapitel werden hinreichende Optimalitéts-
bedingungen zweiter Ordnung formuliert, die auf der punktweisen Forderung der
positiven Definitheit der Hesseschen Matrix der Lagrange Funktion basieren und zu-
néchst die aktiven Zustandsrestriktionen nicht beriicksichtigen und von daher relativ
einschriinkend sind. Der folgende Satz realisiert die beschriebenen Uberlegungen.

Satz 38. Sei (x*,u*) ein zulissiges Paar des Problems (PL), und die Funktion
r(-,2*(-),u*(-))v(-) besitze nur endlich viele Unstetigkeiten sowie eine iiber R" inte-
grierbare Stammfunktion. Angenommen, 1 < p < oo und es existiert eine Funktion
S;: RT x R" — R, definiert durch

Si(t,€) = y()" (€ — a*(t)) + 3(£ — 2*(£))"Q(¢)(€ — *(t)) mit einer Vektorfunktion
y(-) € W([r,, 00), ') *, einer Matrixfunktion Q(-) € Wi™*"([r,,00),»~") und
y(+), Q(:) € CY (7, 715:1)NCO[1;, 7;41] fiir eine geeignete Zerlegung R = Ul_ |7, Tit1),
To=0, 7. =00,1=0,...,7r. Ferner seien folgende Bedingungen erfiillt:

Die Inklusionen y(-) € Wom(R",v'7%) und y(-) € W}"([r,00),v' %) wurden unter den
Voraussetzungen des Lemmas 12 nachgewiesen.
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(i) zusammen mit den Lagrangeschen Multiplikatorfunktionen X;(-) € C°[r,, 00) ®,
t € I und der durch

L(t,€) = =AML + Y Alt) (9.10)

i€l

definierten Lagrange Funktion erfiille y(-) fir alle ¢ > 0 die Bedingungen

OeL(t,x*(t) = —OA(ta"(t) + > Ai(t) ")) =0; (9.11)
X ()9, 2 (1)) :Eol Ai(t) > 0; (9.12)

(ii) die Voraussetzung 12 sei erfiillt, das heisst die Gradientenvektoren der aktiven
Zustandsrestriktionen seien linear unabhéngig;

(iii) die Funktion y(-) erfiille die Maximumbedingung
H(t,z*(t),y(t) = H(t, 2" (t), u* (1), y(t)) (9.13)
fast iiberall auf R™;

(iv) die Randbedingung (8.13) des verallgemeinerten Maximumprinzips, Korollar 3
sei erfiillt, und

(v) es gelte fiir eine gewisse Gewichtsfunktion #(-) mit o~'(-) € LL(R™,v) und fiir
alle h := z(t) —2*(t) € ICs5,5(0) fiir alle £ > 0 die punktweise Definitheitsbedin-
gung der Gestalt

WTORL(L, 2 (6)h(t) > c|h|™™2Ph (1) (9.14)

mit einer positiven Konstanten ¢, die unabhéngig von t ist, sowie dem Operator
OZL(t,€), definiert durch die Regel

OLL(L,E) = —0%A(t,€) +Z)\ )OZ9:(t, €); (9.15)
() = (1) () + H(E £, y(t) + QU)(E — 2°(1))  (9.16)
LR HLE ) + QEE — 2 (1)Q)
L QUBRH(EE y(t) + QUE)(E — 2° ()
©QUTER M€ y(t) + QU)(E — 2 (£)QU).

Existieren dariiber hinaus von ¢ unabhéngige positive Konstanten k£ und « mit
24+ a —min{2,p} > 0, so dass die Bedingung

* ;(t) * a ~2+a—min
OBL(1.E) — Lt )| 4 < blg — (oY (07
V(t, &) € RY x (Kss(z*(t)) N R(t) N G(t)),
°Die Stetigkeit der Multiplikatoren auf den Intervallen [r;, 7;11] folgt aus der Regularitiitsvor-
aussetzung, getroffen in (ii).
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erfiillt ist, so ist das Paar (z*, u*) eine strikte starke lokale Minimalstelle zum Pro-
blem (PL), d.h. es existiert eine von ¢ unabhingige Zahl §* > 0, so dass fiir alle in
(P%) zuldssigen Paare (x,u) mit ||z — 2*||cogg+ ) < 0* auch die Ungleichung

Jé(l‘,u) o cho(x*>u ) = CHLE —

Ln IR+,I/)7 é > 0 (918)

inf2,p) (
gilt.

Bemerkung 42. (a) Die lokale Zuldssigkeit des dualen Ansatzes S(t,&) in der
Aufgabe (DS) wird unter anderem durch die Forderung der Giiltigkeit der
Hamilton-Jacobischen Ungleichung A(¢, &) < 0 fiir alle
(t,€) e RT X (R(t) NG(t) N Ksp(a*(t))) erzielt, wobei wie schon vorher einge-
fiithrt

€= o (B)lin) < 6} (9.19)

gilt. Dies kdnnte beispielsweise durch die negative Definitheit der Matrix
AZe(t,€) fiir (t,€) € RY x (Ksp(x*(t)) N R(t) N G(t)) gesichert werden. Aus-
schlaggebend ist hier die zeitliche Unabhéngigkeit der Umgebungsbreite 9.

Koola"(t) = {€ € R”

(b) Die Forderung (9.17) stellt eine Art Holderstetigkeitsannahme fiir die zweite
Ableitung der Lagrange Funktion £(¢,-) dar.

(c) Die uniforme strikte starke lokale Optimalitit liegt vor, wenn die Funktion ()
von oben beschréankt ist.

(d) Sind die Hamiltonfunktion konkav in der Platzhaltervariable £ und die Funktio-
nen ¥;(-) konvex in &, d.h. die Matrizen 92, H (¢, *, y(t)) und \;(t)" 0z:0;(t, z*(t))
sind entsprechend negativ bzw. positiv definit, ¢ € I. Setzt man nun Q(¢) =0,
so erhalt man

OLL(t, 2" (1)) = —0EM(t,z" 1)+ > Ni(t) R0t 2" (t) = 0, (9.20)

i€l
was es uns ermoglicht, nur mit einem linearen Ansatz fiir S zu arbeiten.

Beweis: Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

Schritt 1. Stetigkeit der Einbettung C°(R*,7) C L5(R",v). Hier wird die
Stetigkeit der Einbettung C°(R™,7) € LI(IR™,r) nachgewiesen. Zunéchst gilt fiir
alle z(-) € W)"(R",v), die fir alle t > 0 der Ungleichung |z(t) — z*(t)[o(t) < &
gentigen, die Abschétzung

i = [ e =z @0

[z — 2|}

IA

o [t =5 15 g,y 020

0
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Dies bedeutet, dass die C2(R™,?) — Umgebung

U7 ) = {o e W) ol - @0 <5} 022)
te

der Funktion z*(-) komplett in der L?(R™,»)-Umgebung der Funktion z*(-) des
Radius 6 - |07 Li(R+ ) enthalten ist, denn wir beobachten, dass

00 1/p
|2 = 2% Ly e+ ) = /|5E(t) —a*OPv(t)dt o <0 I pywen)  (9:23)
0

Mit anderen Worten, wir haben gezeigt, dass eine Konstante C' = ||o7!|| LL(R* »)
existiert, so dass fiir alle z(-) € W,"(R",v) N C°(R*, ») die Ungleichung

HI||L3(1R+,V) <C- ||x||CO(]R+,19)7 C= ||ﬁ_1||L11,(]R+,u) (9.24)

erfiillt ist, was die Beschranktheit des linearen Einbettungsoperators
I:C%R",») — LR, v) impliziert. Folglich ist die Stetigkeit von I bewiesen.

Schritt 2. Konstruktion einer restringierten parametrischen Optimierungs-
aufgabe. Zur Konstruktion eines quadratischen dualen Ansatzes S(t, &) mit Kompo-
nenten (a,y, Q) und Uberpriifung dessen lokaler Zulissigkeit in der Aufgabe (DS )
wird zunéchst der Defekt A(t, £) der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung be-
trachtet, vergleiche mit dem Abschnitt 8.2.2:

At ) = %ats@,f)+H<t,s,ags<t,5>> (9.25)
- % (&) + 9(0)" (€ — 2°(5)) — (0) "4 (1) — (€ — =" (1) Q)& (1

1

+ 6= ()T Q) (€ — ﬂf*(t))) +H(t 6 y(t) + Q1) (§ —27(1))).

Wie vorher wird die Komponente a(-) aus der Hamilton-Jacobischen Differential-
gleichung

A(t,z*(t)) =0 (9.26)

bestimmt, womit sich die Bestimmungsdifferentialgleichung
a(t) = y(t)"a"(t) — H(t, 2" (1), y(t))7(t) (9.27)
ergibt. Aus der Konstruktion von a(-) und den Voraussetzungen an die Funktion

r(-,x*(-),u*(+)) folgt a(-) € W} (R"), vgl. die Diskussion des letzten Kapitels. Da-
bei gilt dank der stiickweisen Stetigkeit von r(-,z*(-),u*(-)) die Inklusion a(-) €

67u iiberpriifen ist also die Inklusion S € Y(SJOC.
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CY (7, 7iw1) N C7i, Ti14q] fiir alle @ = 1,...,r ebenfalls. Durch das Einsetzen des
Ausdruckes in der rechten Seite von (9.27) in den Defekt A(¢,&) erhalten wir

ALE) = ﬁ%«mw%s—x%ww—@—x%wf@@m%w

b e s @) QE ~ (1) (9.25)
+ Mt y(t) + QE)(E —27(1)) — H(t, 27 (1), y(1)).
Maximiert 2*(t) den Defekt A(t, £) in einer s 5 (2*(¢))-Umgebung fiir alle t > 0, so ist

“(
die Hamilton-Jacobische Ungleichung erfiillt. Dazu betrachten wir die parametrische
Optimierungsaufgabe

(P;) : maximiere A(t,§) bezglich aller £ € KCsp(2*(t)) N R(t) NG(t)  (9.29)
fir alle ¢ > 0 und kommen zum

Schritt 3. Einfiihrung der Lagrange Funktion. Fiir die Lagrange Funktion
L(-,-) mit
L(t,€) ==AtE)+ > Ni(t) (9.30)
i€l

gilt unter Beriicksichtigung der Zustandsbeschriankungen und der Nichtnegativitét
der Multiplikatoren die Abschétzung

—A(t,€§) = L(t,€) (9.31)
fiir alle (t,&) € R x (R(t) NG(t)). Aus diesem Grund widmen wir uns im nichsten
Schritt der Abschétzung von [° L(t, x(t))(t)dt statt [~ —A(t, z(t))D(t)dt.

Schritt 4. Vorbereitende Abschatzungen und lokale Zulissigkeit des An-
satzes S. Fiir jedes t > 0 entwickeln wir die Lagrange Funktion L(t,£) in eine
Taylorreihe mit der Entwicklungsstelle £ = z*(¢) und einem Restglied in Lagrange
Form, multiplizieren die gewonnene Gleichung mit der Funktion 7(-) und integrieren
sie anschliessend iiber dem Intervall R, was zur Gleichung

[e.9] [e.o]

/E@@@Dﬂﬂﬁ - /gaxwﬁw@m

0

+‘/@£tx (2(t) — 2*(£))7(t)dt (9.32)

+ 1/2/(x(t) —x (t))Taggﬁ(t,i(t))(m(t) —a*(t))v(t)dt
0
fithrt, wobei die Ungleichung 0 < |Z(t)—x*(t)| < |x(t)—2*(¢)] fir alle ¢ > 0 richtig ist.
Man merke an, dass fiir die Trajektorie 2*(-) dank der Komplementarititsbedingung
(9.12) die Gleichung

L(t,x*(t)) =0 (9.33)
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gilt. Beriicksichtigt man noch die Gleichung (9.11), so kann (9.32) wie folgt umge-
schrieben werden:

/ L(t t)dt = 1/2 / (w(t) — 27 (6)TOLL(L, B(1)) () — 2™ (1)) F(E)dt. (9.34)

Weiterhin gilt

/ C(t, 2 ()P dt — % / (a(t) — o ()T ORL(E, F (1)) (2 (1) — 2 (£) ()t

Das Integral auf der linken Seite der letzten Abschitzung existiert und hat einen
endlichen Wert, denn die Ungleichung L£(t, £ ) < —A(t,€), die Zuldssigkeit des Paares

(x,u) und die Endlichkeit des Integrals L f £S(t,x(t))dt liefern die Abschétzung

/ Lt 2()D(t)dt <

<

At 2 () T()dt

o0

r(t, (), u(t))U(t)dt — / %S(t,m(t))dt (9.36)

0

R o g 3

<

Die punktweise Definitheitsbedingung (9.14), vorausgesetzt in diesem Satz, impli-
ziert die schwichere Definitheitsbedingung in integrierter Form:

[ reyrea wpmo = nEE ., (9:37)
0

die fiir alle 2(-) € W) (R*,v)N U(;CO(]W’&) (*) mit einer von ¢ unabhiingigen Konstan-
ten ¢ > 0 erfiillt ist. Im Fall p > 2 existiert die Norm auf der rechten Seite aufgrund
der Einbettung L,(R*,v) C Lo(R*, v). Die nichste Abschitzung resultiert aus der
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letzten Variationsungleichung und der Voraussetzung (9.17):

[ ceawyrwan = / o(t) — " (6 OF L1, 7(1)) — BBl (r, 2 (1)

Qy(t)dt +e o — o )

14 t) er;in{Q,p}(]R+’V)
1, |
> 3 (— / klz(t) — ¥ (t)|PreprrominiZel (yy(t)dt - (9.38)
0
fo-llo =2 )
mln{2 }
> 1 <_k52+o¢—min{2,p} ||£L' ||m1n{2 P}
o 2 mln{2 } )
el =2t L),
a2,y RY2)
Fiir p > 2 erhélt man
/[,(t, z(t))v(t)dt > (—kd“ + ¢)||lx — x*||ig(]R+7y), (9.39)

0

und durch die Wahl einer hinreichend kleinen Zahl §* < (%)é, gewinnt man mit
a > 0 die Abschétzung

[ £ty = o - oy (9.40)
0

mit einer gewissen Konstanten ¢ > 0. Wir bilden nun einen quadratischen dualen
Ansatz S(t, ) = a(t) + 51(t,€). Aufgrund der fiir alle 2(t) € ICs» 5(2*(¢)) und einem
hinreichend kleinen 6* > 0 geltenden Ungleichungskette

At x(t) = LG 2(t) = %(x(t) — 2" (1)) O L(t, 3 (1)) (x(t) — 27 (1))

> ¢ la(t) — :c*(t)\?ﬂ > 0 (9.41)

und der Eigenschaften einzelner Komponenten a(-), y(-) und Q(-) ist der definierte

Ansatz S lokal zuléssig in der dualen Aufgabe (DY), das heisst S € Y, . Insbe-

sondere bedeutet das, dass die Hamilton-Jacobische Ungleichung fiir alle Funktlonen
COMRY.D) /4y

z(-) € Uy (x*) gilt.

Ist p € (1,2), so erhélt man statt der Abschitzung (9.40) die folgende:

[e.9]

/c(x,x(t)r(t)dt > el =2, e (9.42)

0
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die fiir alle Funktionen x(+) : ||z —a"||1p g+ ) < 1 wie folgt fortgesetzt werden kann:

[e.e]

[t = o -,y 2 - o By, (043
0

Um sicherzustellen, dass ||z — *|[Lyg+,) < 1 gilt, ist es infolge von (9.23) ausrei-
chend, die Zahl 0* gemaéfs der Bedingung

-1/p

< g = | [ 1 OPvo (9.49)
0

zu wahlen. Zusammenfassend formulieren wir fiir p € (1,2) beide Forderungen an
den Radius 6* der Umgebung, in der das Paar (z*,u*) stark lokal optimal sein soll,
wie folgt:

-1/p

5 <min d (2)77 / ()Pt dt (9.45)

Aus dieser Ungleichung schliesst man, dass wir die Optimalitéit eines Prozesses nur
lokal und nicht global garantieren konnen. Die lokale Zuléssigkeit des Ansatzes S im
Fall 1 < p < 2 wird genauso nachgewiesen wie vorher fiir p > 2.

Schritt 5. Abschitzung der Funktionalswerte. Durch direkte Abschétzungen
mochten wir nun die Ungleichung (9.18) beweisen. Nach Definition der Pontrjagin-
schen Funktion haben wir

JE (2 u) — JE (2% u* ) —r(t,x*(t),u*(t)))v(t)dt

0\8

FH(t 27 (1), u (1), 0eS(t, 27 (1)) — % F(t,a* (1), u*(t))a(t)dt

= [ {-tteat0.u0. 0650200 - 22

0,S(t,x(t))  BeS(t,x(t))
v(t) v(t)

[e.e]

+/@mx<><>%ﬂ ")+ _T%T_

L AS(tat (1) St (1)
(%) (1)

Flt,a*(t), 0 (t)} o(t)dt.
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Durch den Ubergang zur Hamiltonfunktion und Anwendung der Voraussetzung
(9.13) sind wir in der Lage wie folgt fortzufahren:

JE (2, u) — JE (2%, u* 70 CH(t S(t,x(t)))—wmt)dt
+f ) + GeS(t, 2(t) (1))t
+ / A, 7 D)+ St (£)a(D)dt (9.47)
7/\ £)dt + 70%5@, (b)) dt — 7%5@,:&@))@
z/ammm@m+7gﬁmﬂmﬁ—7%ﬂmmmﬁ

Unter Berticksichtigung der Ungleichungen (9.40) bzw. (9.43) sowie des Lemmas 10
nimmt die Abschitzung der Differenz JZ (z,u) — JL (z*, u*) folgende Gestalt an:

e = It ) 2 A=ty
min{2,p}

— 5(0,z0) + Z(S@ —0,2(7:)) — S(7; + 0, 2(73)))

(9.48)

r

+ 8(0,29) = > (S(ri = 0,2%(13)) — S(7; + 0, 2%(7)))-

i=1
Berticksichtigt man noch die Randbedingung (8.13), so folgt, dass die Differenz

T T

D (S(ri = 0,2(m)) = S(ri + 0,2())) = Y _(S(7 = 0,27(7)) — S(ri + 0,2%(73)))

i=1 =1

nichtnegativ ist, womit sich die Ungleichung

Joo(w,u) = T (@™ u) = e — a7, (9.49)

inf2,py RT0)

ergibt. Dies schliesst den Beweis ab. n

Bemerkung 43. (a) Bei der Bildung des Operators 8§£A(t,§) wird implizit die
Existenz der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der Hamiltonfunktion
in einer gewichteten Umgebung des Kandidaten x*(-) gefordert. Dies ist nur
moglich, wenn die partiellen Ableitungen J:H(t, £, n) und 0, H(t, &, n) stetig in
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derselben Umgebung sind. Da die Zerlegung von R" in Teilintervalle [7;, 7,1 1)
die zuldssigen Ansétze S bestimmt und im Grunde nicht fest vorgegeben ist,
reicht die stiickweise stetige partielle Differenzierbarkeit der Hamiltonfunktion
bzgl. £ und 7 nicht aus. Dies hat insofern Konsequenzen, dass der bewiesene
Satz nur eingeschrankt auf die in der Steuerung linearen Probleme mit in
¢ nichtkonkaver Hamiltonfunktion angewendet werden kann. In Unterkapitel
9.4 wird ein illustrierendes Beispiel vorgestellt. Zur Behandlung von Problemen
mit bang-bang Losungsstruktur wird beispielsweise eine zusatzliche Forderung
an die Schaltfunktion gestellt, die garantiert, dass diese den Sprung in der
Steuerung kompensiert, vgl. MAURER& OSMOLOVSKII [70], S. 560.

(b) Die stetige Differenzierbarkeit der Hamiltonfunktion hat auch einen impliziten
Einfluss auf die Umgebungsbreite 6* > 0 und muss daher bei der Schétzung
von ¢0* beriicksichtigt werden.

9.3 Hinreichende Bedingungen fiir uniforme starke
lokale Optimalitat fiir Probleme mit nicht kon-
kaver Hamiltonfunktion unter Beriicksichtigung
aktiver Zustandsrestriktionen

Aus der endlich-dimensionalen Optimierung unter Nebenbedingungen ist bekannt,
dass die Forderung der positiven Definitheit der Hesse-Matrix der Lagrange Funktion
auf dem gesamten Vektorraum IR" sehr stark ist und schon bei einfachen Optimie-
rungsaufgaben oft nicht erfiillt ist. Man weiss auch, dass es ausreicht, die positive
Definitheit auf dem geeigneten Tangentialunterraum vorauszusetzen, um die Opti-
malitét eines kritischen Punktes zu erzielen. Von dieser Uberlegung ausgehend wer-
den in diesem Abschnitt hinreichende Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung
formuliert, die die aktiven Zustandsrestriktionen beriicksichtigen und daher nicht
so einschriankend sind. Hierbei wird die Idee der Projektion auf den Tangentialun-
terraum der Menge der aktiven Zustandsrestriktionen mit positiven Multiplikatoren
benutzt, die in MALANOWSKI ET AL. [68] schon fiir Steuerungsprobleme mit endli-
chem Zeitintervall verwendet wurde. Dazu erinnern wir uns, dass alle auftretenden
Zustandsbeschriankungen, sowohl die explizit gestellten als auch die “natiirlichen in
der Form

9i(t,a(t) <0, i€ (9.50)

umgeschrieben werden kénnen. Ferner bezeichne P(t) : R" — R" die Projektions-
abbildung auf den i(¢)-dimensionalen Unterraum {6 € R"™ | B(¢)T0 = 0}, wobei

B (t) = [0c(0i(t, 2 (t)))ier: ); (9.51)
() = {i € T|0i(t, 2 (1) = 0, Ai(t) > O}, (9.52)

Wir werden noch folgende Definition benotigen, vgl. ALT [2], S. 14 und 68.
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Definition 21. (1): Eine Richtung # € R" mit der Eigenschaft f(£ + t0) < f(¢)
(bzw. f(§ +t8) > f(§)) fiir alle ¢t € [0,s] und einem s > 0 heisst Abstiegs-
richtung (bzw. Aufstiegsrichtung) der Funktion f : R" — R im Punkt

£

(2): Ist die Funktion f: R" — R differenzierbar in &, so kann die obige Definition
wie folgt modifiziert werden. Ein Vektor # € R" heift Abstiegsrichtung
(bzw. Aufstiegsrichtung) von f im Punkt & wenn Vf(£)70 < 0 (bzw.
V(€0 > 0) gilt.

Die erwdhnte abgeschwéchte Version des Satzes iiber die hinreichenden Optimali-
tatsbedingungen zweiter Ordnung wird nun vorgestellt.

Satz 39. Sei (z*,u*) ein zuléssiges Paar des Problems (PL) erfiillt, und die Funk-
tion (-, 2*(-), u*(-))7(+) besitze nur endlich viele Unstetigkeiten sowie eine iiber R™*
integrierbare Stammfunktion. Angenommen, 1 < p < co und es existiert eine Funk-
tion S : RT x R" — R, definiert durch

Si(t,€) = y(O)T (€ — z*(t)) + 3(£ — 27(£))"Q(¢)(€ — z*(t)) mit einer Vektorfunktion
y(-) € W}l([r,, 00), ') 7, einer Matrixfunktion Q(-) € Wi™"([r,,00),»~") und
y(+), Q) € CM(m, 7141)NCO[1;, 7341 fiir eine geeignete Zerlegung R = Ul_ 7, Tiv1),
To=0, 7. =00,i=0,...,r. Ferner seien folgende Bedingungen erfiillt:

(i) zusammen mit Lagrange Multiplikatoren X\;(-) € C%[r,,00) 8 i € I und der
durch

L(t,€) = =M1+ D> ()it €) (9.53)

el

definierten Lagrange Funktion erfiille y(-) die Bedingungen

OL(t (1) = —OeA(t (1) + D M(DDD(t.a (1) = 0: (9.54)
Ai(0)0;(t,27(t)) =0,  Ai(t) = 0; (9.55)

(ii) die Voraussetzung 12 (LICQ) sei erfiillt, das heisst die Gradienten der aktiven
Zustandsrestriktionen seien linear unabhéngig; ausserdem seien die Zustands-
restriktionen so beschaffen, dass zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 der Schnitt G(¢)
der zuldssigen Menge G(t) und der erreichbaren Menge R(t) konvex ist;

(iii) die Funktion y(-) erfiille die Maximumbedingung
H(t, 2" (1), y(t) = H(t, 2" (), u™(1),y(t)) (9.56)

fast iiberall auf R™;

"Die Inklusionen y(-) € WhE"(R",v'79) und y(-) € Wo"([r,,00),r' %) wurden unter den
Voraussetzungen des Lemmas 12 nachgewiesen.

8Die Stetigkeit der Multiplikatoren auf den Intervallen [r;, 7;11] folgt aus der Regularitiitsvor-
aussetzung, getroffen in (ii).



138 KAPITEL 9. HINREICHENDE OPTIMALITATSBEDINGUNGEN 2.0RD

(iv) die Randbedingung (8.13) des verallgemeinerten Maximumprinzips, Korollar
3, gilt;

(v) es gelte fiir eine gewisse Gewichtsfunktion (-) mit 77'(-) € L)(R",v), fiir alle
h:=x(t) — x*(t) € Ks«(0) und fiir alle ¢ > 0 die punktweise Definitheitsbe-
dingung der Gestalt

NP6 %L 27 (1)) P(ORD (1) > | P(OR™™ 2P u(),  (9.57)

mit einer positiven Konstanten ¢, die unabhéngig von ¢ ist, sowie dem Operator

OZ:L(t,€), definiert durch die Regel

OLL(L,E) = —0ZA(t,€) +ZA (£)029:(t, €); (9.58)
eA(t.€) = ==Qt) + ML Ey(t) + QM)(E —2*(t)  (9:59)

+

)
( )
O, H(L, &, y(t) + Q1) (€ — 2™(1)Q()
+ Q)OI H(L, &, y(t) + Q)€ — 2(1)))
+ QM) LMt &, y(t) + Q()(E — 2" (1) Q1)

Existieren dariiber hinaus von ¢ unabhéngige positive Konstanten k und « mit
2 + o — min{2,p} > 0, so dass die Bedingung

OBL(1.E) — RL " 0| ) < Hlg (e (060

V(&) € RY x (Ksp(2*(t)) N R(t) NG(1)),

erfiillt ist, so ist das Paar (z*,u*) eine starke lokale Minimalstelle zum Problem
(PL), d.h. es existiert eine von ¢ unabhéngige Zahl §* > 0, so dass fiir alle in (P%)
zuléissigen Paare (r,u) mit [z — 2% co(g+ ) < 0° auch die Ungleichung

JE (2, u) — JE (2, u*) >0 (9.61)
gilt.

Bemerkung 44. (a) Die Voraussetzung iiber die Regularitiat der Lagrange Multi-
plikatoren \;(-), deren Existenz und Eindeutigkeit durch die Regularitétsvor-
aussetzung (ii) gegeben ist, wird lediglich fiir das unendliche Intervall [7,., 00)
getroffen.

(b) Da die Hamiltonfunktion nicht unbedingt dem Raum C?(IR*) angehdren muss,
ware grundsétzlich eine Moglichkeit der Verallgemeinerung des Satzes auf Pro-
bleme mit C'*! Daten, also auf solche mit lokal Lipschitz stetiger Hamilton-
funktion, vorhanden. Ansétze dazu finden sich z.B. in PICKENHAIN& TAMMER
[80].
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(c) Uniforme starke lokale Optimalitét des Prozesses (z*, u*) ist gegeben, wenn die
Funktion 2(-) von oben beschrankt ist.

Beweis: Die Beweisstruktur ist dieselbe wie die des Satzes 38. Daher werden hier
nur die wesentlichen Beweisschritte ausgefiihrt.

Schritt 1. Einfiihrung der Lagrange Funktion. Dieser Schritt ist identisch zum
Schritt 3 des Satzes 38, wobei wir nochmals an die Abschéatzung

“A(LE) 2 LILE) V(46 (9.62)

erinnern.

Schritt 2. Diskussion iiber den Kegel der zulissigen Richtungen.’ Die Re-
gularitatsbedingung LIC(Q impliziert die allgemeine Regularitédtsbedingung

T(G(), 2" (1) = L(G(t), z*(1)), (9.63)
die besagt, dass der Tangentialkegel

ey — 27 (1), {te}iZy — 0 (L > 0) -
T(G(t),z*(t)) = { 0 € R" (9.64)

lim &= — ¢
k—oo Uk

mit dem Linearisierungskegel
L(G(t),2*(t)) = {0 € R™| 00,(t, 2*(t))T0 <0, ie ()} (9.65)

tibereinstimmt, vgl. ALT [2], Definition 7.2.18, S. 270 und Korrolar 7.2.30, S. 280.
Desweiteren gilt aufgrund der Konvexitét der Menge G(t) = R(t) N G(t) fir alle

t > 0 fur den Kegel K(G(t),z*(t)) aller zuldssigen Richtungen die Gleichungskette

AK(G(t), 2% (1) = T(G(t), 2" (1) = L(G(t), 2*(¢)), (9.66)

vgl. [2], S. 268. Bei der Untersuchung der restringierten parametrischen Optimie-
rungsaufgabe

(P) A(t,€) — max! bzgl. €€ Ksy(z*(t)) N G(t) (9.67)

fiir t > 0 wollen wir erreichen, dass x*(t) fiir jeden Zeitpunkt ¢ > 0 ein lokaler Maxi-
mierer ist. Eine hinreichende Bedingung dafiir ist ausser der notwendigen Bedingung
noch die positive Definitheit der Hesseschen Matrix der Lagrange Funktion L(t,-)
fiir alle Richtungen 6(t) € L(G(t), z*(t)), fiir die OeN(t,z*(t))T0(t) = 0 gilt. Um die
zeitliche Abhéngigkeit der Umgebungsbreite ¢ deutlich zu erkennen, werden wir die
Abschétzungen des Defektes A(t, z(t)) zuerst in punktweiser Form durchfithren. Da
G(t) fiir alle t > 0 ecine konvexe Menge ist, ist die Richtung 6(t) = z(t) — z*(¢)
an der Stelle z*(¢) tangential zu G(t), d.h. (t) € T(G(t), z*(t)). Wir unterscheiden

9Siehe ALT [2], Definition 5.2.14, S. 182.
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zwischen zwei Féllen.

Fall 1: 0(t) = x(t) — x*(t) ist eine Aufstiegsrichtung von A(t,&). Ist die Rich-
tung 0(t) = z(t) — 2*(t) eine Aufstiegsrichtung von A(t, &), d.h. ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit gilt A(t, x*(t) + s6(t)) > A(t,z*(t)) fiir alle s € (0, 1], so miis-
ste O¢A(t, x*(¢))T6(t) > 0 sein, siehe Definition 21.(2). Andererseits folgt aus den
Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen, vorausgesetzt in diesem Satz, 9 A(t, 2*(t))70(t) <
0, womit man d¢A(t, z*(t))70(t) = 0 erhélt. Folglich gilt

0(t) € L'(G(t),z* (1) := L(G(t),z*(t)) N {0 € R™ | OeA(t, 2* ()"0 = 0} . (9.68)

Ferner gilt

L(G(t), z*(t)) = {9 € R"

L8 <0 i€ M OMH)
it 2*(8))70 =0, i € [T (2"(t)) } ,(9.69)

was genauso wie in [2], S. 282, bewiesen werden kann. Offenbar gilt auch die Inklusion
L/(G(t),a*(t)) € LH(G(t),2"(1)) (9.70)
mit

LY (G(t), 2" (1)) = {e € R"

00, (t, z*(£))T0 = 0, i € I* (z*(t)) } (9.71)

die uns erlaubt mit 6(¢) als einem Element von LT(G(t),z*(t)) zu arbeiten. Die
Menge LT (G(t),2*(t)) bildet cinen Unterraum des R” und man kann jede zulissige
Richtung 6(t) € L'(G(t), =" (t)) nun als die Projektion eines gewissen Vektors 0(t) €
R™ auf den Unterraum L+(G(t),x*(t)) interpretieren. Deshalb ist jede Richtung
0(t) € K(G(t),z*(t)) N L'(G(t), z*(t)) wie folgt darstellbar: 6(t) = P(t)0(t), 8(t) €
R".

Fiir jedes t > 0 entwickeln wir nun die Lagrange Funktion £(¢,£) in eine Taylor-
reihe mit der Entwicklungsstelle £ = z*(¢) und einem Restglied in Lagrange Form
und multiplizieren die gewonnene Gleichung mit der Funktion 7(-), was zur Glei-
chung

8
*
~
~—
~—
N

Ltx)o(t) = Lt z*(0)o(t) + L[t x* (1) (x(t) — (t)
+ %(m(t) — (1)) O L(t, T(t)) (x(t) — x*(t))v(t) (9.72)

fithrt, wobei die Ungleichung |Z(t) — z*(¢)| < |z(t) — x*(¢)| fiir alle ¢ > 0 richtig
ist. Da die ersten zwei Terme der rechten Seite der letzten Gleichung identisch Null
sind, erhélt man unter Berticksichtigung von 6(t) = P(t)0(t):

Lt x(t))v(t) = %@(t)TP(t)Taggﬁ(t,:”é(t))P(t)?(t)ﬁ(t)
= (BT PO L(t, 7)) — O2L(t, (1)
: )

( 0(t)7(t) (9.73)
TP@)TORL(, 2 (1) POPI)).



9.3. HINREICHENDE BEDINGUNGEN IN ABGESCHWACHTER FORM 141

Die punktweise Definitheitsbedingung (9.57) und die Bedingung (9.60) implizieren
die Giiltigkeit der nachfolgenden Abschétzung:

Lt ®)it) > o (~PWIP

(1,3 (1) = DL (1))

2
LOWP. P8 7)) (9.74)
v(t)

> S (=HPWOOE o @u(r) + ¢ [POIP (1))
1 - 74y mi |mi

Z 5( ]{;52+O‘_mm{2’p}|P(t)9(t)|mm{27p}y(t)+C' |P(t)0|m1n{2,p}y(t)>
1 _ .

- 5( k62+a mln{2p}_|_c) | (t)9|m1n{2,17}y(t)

wobei 0(t) = z(t) — 2*(t) € K5,(0) und die Konstante ¢ > 0 nicht von ¢ abhéngt.
Wé&hlt man 0 < (%)Ha*niin{?m}, so gilt fiir alle 0(t) = x(t) — 2*(t) € Ks55(0) die
Ungleichung

—A(t,z(t)v(t) > L(t, 2(t))D(t) > & P(t)g[™™ 2P y(t), ¢ > 0. (9.75)

De facto werden die Aufstiegsrichtungen der Funktion A(¢, ) an der Stelle £ = x*(¢)
dank der Voraussetzung (v) fiir alle ¢ > 0 ausgeschlossen.

Fall 2: 6(t) = x(t) — x*(t) ist eine Abstiegsrichtung von A(t,&). Gilt dage-
gen A(t,z*(t) + s0(t)) < A(t,z*(t)) fiir alle s € (0,1], so ist die Ungleichung
L(t,z*(t)) < L(t,x(t)) nicht zwingend erfiillt. Man verfiigt lediglich tiber die oben
genannte Relation fiir A(¢, z()). Aus dieser fiir s = 1 und aus der Stetigkeit des De-
fektes A(t, ) in dem zweiten Argument folgt fiir alle ¢ > 0 und alle x(t) € s, (z*(1))
die Ungleichung

() pmin2a} (15 _
(Alta) + A @) > L a0 - o Py
= dDlalt) - O (9.76)

o . . _ pmin{2,0} ()5
mit einer von der Zeit abhéngigen Konstanten ¢(t) := C(t);min{;:}y(g;’ ® > 0. Zusam-

menfassend fiir beide Félle erhilt man folgende Abschéatzung in integrierter Form:

o0

/ —A(t,z(t))D(t)dt > min{é, &} ||z — = ||“““{2p} R (9.77)
in{2,p} ’

0

teR*
die Einschrinkung 6* < ||[o7![|~! der Umgebungsbreite §* nach unten mit
min{¢, ¢}z — z*[|3, abgeschétzt werden.

mit ¢ := inf &(¢). Analog zu Satz 38 kann das Integral [ —A(¢,z(t))v(t)dt durch
0

niz.pp (BRT)

Schritt 3. Zulassigkeit des dualen Ansatzes. Wir konstruieren analog zum Satz
38 eine Funktion a(-) € W} (R"'), die ausserdem der Klasse Ct(7;, 7541) N CO[7i, Tip1]
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fiir eine gewisse Zerlegung R™ = UJ | [7;, Ti41), @ = 1,...,7; angehort. Anschliessend
definieren wir einen quadratischen dualen Ansatz S durch S(¢,€) = a(t) + Si(¢,§).
Die Zulassigkeit dieses Ansatzes ist gegeben in der Umgebung U go(]m’ﬁ) (z*) dank
den analytischen Eigenschaften der Komponenten a(-), y(-), Q(-) und den Unglei-
chungen (9.75) und (9.76), deren rechte Seiten positiv sind. Alle diese Eigenschaften
sichern die Inklusion S € Y.¢

Jloc*

Schritt 4. Abschitzung von [ —A(t,x(t))r(t)dt. Diese ist durch (9.77) gegeben.
0

Schritt 5. Abschiatzung der Funktionalswerte. Dieser Schritt ist identisch zu
Schritt 5 des Satzes 38, wobei hierzu die Abschétzung (9.77) herangezogen wird.
Wir bemerken, dass es immer moglich ist, eine stetige Funktion (-) so festzulegen,

dass das Infimum inf ¢(¢) mit
teR*

N c(t) o™ {Zp} () (1)
) = = e

(9.78)

existiert und positiv ist. Gilt fiir die gewdhlte Funktion o(-) gleichzeitig die Voraus-
setzung (v), so ist das Paar (z*,u*) sogar eine strikte starke lokale Minimallgsung
zum Problem (PL), d.h. es existiert eine von ¢ unabhiingige Zahl 6* > 0, so dass fiir
alle in (P%) zuléssigen Paare (z,u) mit ||z — 2*[|cog+ 5 < 0* auch die Ungleichung

L L (% , % s~ oA %12
Ji(x,u) — J (2%, u*) > min{é, ¢}z — x ||L§m,{2,p}(B+vV) (9.79)
gilt. Ist dies nicht gegeben, d.h. es gibt keine Funktion #(+), mit der gleichzeitig die

Voraussetzung (v) gilt und ¢ positiv ist, so gilt ¢ = inf+ ¢(t) = 0 und die Ungleichung
teR

(9.61) gilt dennoch. n

Bemerkung 45. Zusammenfassend notieren wir:

(a) Will man ¢ > 0 erreichen, so ist der Spielraum in der Wahl einer geeigne-
ten Funktion 7(-) zur Gewichtung der C°-Umgebung von x*(-) verborgen.
Strebt c(t) gegen 0 fiir ¢ — oo, so ist eine Funktion (-) zu wihlen, da-
mit o™™M2P} ($)7(t) /v(t) dies abgleicht. Ist nur die Wahl einer wachsenden
und nach oben unbeschrankten Funktion 2(-) moglich, so heisst das, dass
lz(t) — z*(t)] < d071(¢) fiir alle ¢ > 0 und die Umgebung wird mit zuneh-
mender Zeit schmaler.

(b) Sind die Zustandsbeschrankungen insgesamt nur innerhalb eines beschrankten

Intervalls aktiv, so existiert inf+ ¢(t) = ¢ > 0 aufgrund der Kompaktheit des
teR

Intervalls und der Stetigkeit von ¢(-). Dabei geht die Striktheit der Minimal-
stelle nicht verloren, da die Ungleichung (9.79) erhalten bleibt. Der Beweis von
¢ > 0 ist analog zu PICKENHAIN& TAMMER [80] durchzufiihren.

(c) Die Breite 0* der Umgebung, in welcher der Prozess (z*, u*) stark lokal optimal
ist, héngt von der Definitheitskonstante ¢ > 0 ab, die durch die Wahl der
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Kriimmung Q(-) des dualen Ansatzes S beeinflufft werden kann. Dabei muss
die Kriimmung Q(-) so gewédhlt werden, dass der gesamte Ansatz S(t,§) in
der dualen Aufgabe (DS ) lokal zulissig bleibt. Unter anderem heisst das, dass
die duale Funktion §.(S) die primale JZ (z,u) nicht iibersteigen darf. Zur
Veranschaulichung vergleiche die schematische Abbildung 9.1. Andert man die
Kriimmung des Ansatzes betragsméifig, so dndert sich die Umgebung U(x*),
in der der Ansatz S(t,€) zulissig fiir (DS) ist.

(d) Unter ‘8€2§A(t, §)—9ZAlt, x*(t))’ versteht man die Gesamtmatrixnorm der n.x n-

Matrix 9z A(t, &) — OZA(t, z*(t)) oder eine beliebige Matrixnorm, die mit der
euklidischen Vektornorm vetréaglich ist.

Abbildung 9.1: Primal-duales Verhéltnis zwischen dem Funktional JZ (blau) und
der dualen Funktion §.,(S;) bei einem unzuléssigen dualen Ansatz S; (rot) und
zuldssigen Ansétzen S, S3 (griin). Illustration eines Schnittes zum Zeitpunkt ¢;
x}(+)-Zustandstrajektorien, Kandidaten fiir Optimalitat, ¢ = 1, 2.

9.4 Eine linear-quadratische Aufgabe

Wir betrachten ein Steuerungsproblem, welches ein akademisches Beispiel darstellt.
Dieses wird wie folgt formuliert. Minimiere das gegebene Funktional

oo

JE () = L- / (—a()? + u(t))edt (9.80)

beziiglich aller Prozesse (x,u), deren Dynamik von der Differentialgleichung

z(t) = u(t) — dz(t), x(0)=29>0 (9.81)

beschrieben wird, und die ausserdem den Nebenbedingungen
(z,u) € Wy (RT, 7)) x LY(RT,e™*"); (9.82)
z(t)] < Ce, C > wy; (9.83)

u(t) € [0,1] (9.84)
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geniigen sollen. Uber die Konstanten ¢ und p wird vorausgesetzt, dass 0 < § <
1, 0<p<1

Dieses Problem ist linear in der Steuerung und quadratisch in & = z(¢). Daher erhélt
man als Pontrjaginsche Funktion

H(t,&,v,m,1) =& — v+ ne (v — 66) (9.85)

und als Hamiltonfunktion

& —deflén+ertn—1 , eflin—1>0
H(t&n) - { 52 . 5€pt§77 : ept77 —1<0,

die offensichtlich nicht konkav in der Variable £ ist, was bedeutet, dass ein linearer
Ansatz in der dualen Aufgabe nicht ausreichend wire. Bei der Bestimmung der
Hamiltonfunktion haben wir die optimale Steuerung

(9.86)

1 , yt) >e
u(t) =< velo,1] , yt)=e* (9.87)
0 . oyt) < e,

in die Pontrjaginsche Funktion eingesetzt. Bemerkt sei auch, dass die Hamilton-
funktion in dem Schaltpunkt ¢ = 7 keine partielle Ableitung nach 7 besitzt. Da-
her existiert keine C°(IR") — Umgebung des entsprechenden Kandidaten x*(-), in
der 8£2£A(t, €) definiert ist. Dies ist aber eine wesentliche Voraussetzung des Satzes
iiber die hinreichenden Optimalitdtsbedingungen, die nicht ohne weiteres weggelas-
sen werden kann, wie wir spéter zeigen werden.

Aus der Dynamik (9.81) und der Steuerbeschrénkung (9.84) resultieren die so ge-
nannten natiirlichen Zustandsbeschrankungen, die wir explizit zum Modell hinzufii-
gen:

zoe % < a(t) < (zo - %) e % 4 % (9.88)

Wir wollen nun das Problem (9.80) — (9.84), (9.88) von der dualen Seite untersuchen.
Dafiir werden wir die in dem Kapitel 7 entwickelte Dualitdtstheorie verwenden. Zu
diesem Zweck ziehen wir die restringierte parametrische Optimierungsaufgabe

AL, €) = %

1 1 A .
bzgl. {5 eR ‘ Toe < E< (g —Z)e o —Ce < ¢ < C’eat}

OS(t, &) +H(t,€,0:5(t,€)) — max! (9.89)

o o

zur Betrachtung heran. Diese stellt die Maximierung des Defektes der Hamilton-
Jacobischen partiellen Differentialgleichung dar. Fiir die zu 16sende Aufgabe sieht
der Defekt A(t, &) folgendermafen aus:
1 /. . * "
AL = == () +5(0)7 (€ — 2" (1) — y(®)3" (1)
v(t)
— (€= )R (1) + 5§~ M)A ~ (1)) (9.90)

+ H(E & y(t) + Q) (E — 2™ (1)),
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wobei wir von der quadratischen Gestalt des dualen Ansatzes S ausgingen. Die
zugehorige Lagrange Funktion ist definiert durch

L(t,€) = =A(t,€) + M(£)(§ = Ce™) + Xo(t)(—¢ — Ce™) (9.91)
+A3(t) (zoe™® — &) + Ay(t) (5 — (mo — %)eét - %)
und die Auswertung der Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen'? ergibt

OeL(t,2*(t) = —O0A(t,x*(t)) + M(t) — Aa(t) — A3(t) + Ma(8) = 0;  (9.92)

M ()" () = Ce™) = 0, Ai(t) >0 (9.93)

Do) (=2 (1) — Ce™) = 0, Mo(t) > 0; (9.94)

Ag(t)(woe™® — 2*(t)) = 0, A3(t) > 0; (9.95)

MO (0 - (- e~ 1) =0 Az (0.90)

Die Bedingung (9.92) kann nach dem Ableiten von (9.90) zu folgender Gleichung
umgeschrieben werden:

OL1.6) = L5 (30) — QT ()
+ Q)T(E —a"(1)) + OeH(t, €, 9eS(t,€))
+ OyH(, & 0:5(8,€))Q())] + Aw(t) — Ao(t)
- (t) + A4(t) = 0; (9.97)
OL(L, " (1) = —[= S >('( ) = Q(6)"d (1)) + OgH(t, 2" (1), y(t))
+ OyH(t, 2" (), y(1) Q)] + M (1) — (1)
— A3(t) + M\(t) =0, (9.98)
wobei sich die letzte Gleichung wie folgt weiter umformen lésst:
OL(t, 2" (1) = —%?J(t) — OH(t, 27(1), y(t)) + Au(t) — Aa(t) — As(t) + Aa(?)
+ % ()" (t) — O, H(t, z™(¢),y(t))v(t)] = 0. (9.99)

Unter der Berticksichtigung der Zustandsgleichung (9.81) reduziert sich die obige
Gleichung auf

DLt (1) = —%y(ﬂ — O (12" (1), y(D) + M (1) — Ao(?)
— M)+ () = 0. (9.100)

Wir zeigen nun, zu welchen Trugschliissen die Vernachléssigung der zweimal stetigen
Differenzierbarkeit der Hamiltonfunktion im Satz 38 fithren kann und “beweisen‘ als
néachstes die

10Vgl. Satz 43 im Anhang B.
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Schlussfolgerung 1. Seien die Daten des Steuerungsproblems so gegeben, dass

Ty > %, dann ist der Prozess

1 1
stark lokal optimal fiir das betrachtete Problem. Die Optimalitét ist im gleichméfsi-
gen Sinne gemeint, denn wir setzen 0(t) = 1.
Beweis: Die Losung des Anfangswertproblems
(t) =1—dx(t), x(0) = xg (9.102)

ist durch
1 1
¥ (t) = (gco — 5) e + 5 (9.103)

gegeben. Daraus wird der Schluss gezogen, dass die Zustandsbeschrénkungen (9.83)
fiir alle t > 0 erfillt sind und dabei inaktiv bleiben, denn die Phasentrajektorie ist
monoton fallend und besitzt zu jedem Zeitpunkt Werte im Intervall (1/4,x¢]. Die
Komplementaritdtsbedingungen (9.93), (9.94), (9.95) und (9.96) liefern

M) = Molt) = Ag(t) = 0 (9.104)
fiir alle t € RT,
Na(t) (a:*(t) ~ (20— %)e& - %) —0, M(t) >0, (9.105)

und das Einsetzen dieser Werte in (9.100) ergibt die Differentialgleichung fiir den
Kozustand y(-) und die unbekannte Multiplikatorfunktion A4(-)

§(1) = (—BeM(t, 2" (1), y(1)) + Ma(1) (1), (9.106)
die in den Daten der Aufgabe so umgeschrieben werden kann:

y(t) = (=22"(t) +y(t)de” + My(t))e
(=227(t) + Xa(t))e ™" + dy(b); (9.107)

yt) = y(t)s+ (—2 ((xo — %)e“” + %) + )\4(t)) e, (9.108)

Die Losung y(-) der kanonischen Differentialgleichung (9.108) kann mit geeigneten
Ansétzen fiir die Multiplikatorfunktion A\4(t) > 0 mittels der Variation der Konstan-
ten ermittelt werden.!! Setzt man bespielsweise \;(t) = k = const > 0, so sieht die
Losung wie folgt aus:

2 1 2 1k
y(t) = Ce’ + b+ 20 (33’0 — 5) e~ Rt 4 m (5 — 5) e Pt (9.109)

"Das vorliegende Steuerungsproblem ist linear in der Steuerungsvariable, wodurch die Eindeu-
tigkeit der Lagrangeschen Multiplikatoren nicht gegeben ist.
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Nun wenden wir uns der Uberpriifung der Bedingung
y(t) > e " (9.110)

zu, die erfiillt sein muss, damit u*(¢) als 1 gesetzt werden kann, vergleiche (9.87).
Aus dieser Ungleichung wird auch eine passende Multiplikatorfunktion berechnet.
Mit folgenden Uberlegungen setzen wir fort. Unabhiingig davon, ob die Integrati-
onskonstante C' positiv, negativ oder gleich Null ist, muss die adjungierte Funktion
y(+) notwendigerweise in dem gewichteten Lebesgueraum Li(IR™, e?!) enthalten sein,
was aus Satz 10 oder ASEEV&KRYAZHIMSKIT [8], Korollar 12.1, S. 106, folgt. Das
bedeutet die Existenz des Integrals

/|y(t)|26"tdt < 00, (9.111)
0

was nur dann moglich ist, wenn C' = 0 gilt. Somit sieht die zu iiberpriifende Bedin-
gung nun so aus:

2 1 2 1k
Py 28 (%0 - 5) 67(6+p)t + m (S — 5) e Pt > e Pt vt > 0. (9112)

Unter Berticksichtigung von xy > 1/ ist die letzte Ungleichung erfiillt, wenn man

eine Konstante k£ mit
2 1 k
— (=== -1 A1
P (5 2) >0 (9.113)

wahlt. Somit erfiillen alle Multiplikatorfunktionen A4(+) : A4(f) = k mit
2
0<k<5—(p+5) (9.114)
das KKT-System. Die Schaltbedingung
y(t) =e " (9.115)

ist folglich fiir keinen Zeitpunkt ¢t > 0 erfiillt und die Steuerung bleibt identisch gleich
1. Im néchsten Beweisschritt soll gepriift werden, ob die Nebenbedingung (9.82) fiir
den Prozess (x*,u*) erfiillt ist. Es ist offensichtlich, dass die Integrale

/ 2 (1) [2e~Ptdt = / o — D) 4 | e (9.116)
0 0
/|u*(t)|26_”tdt: /e‘ptdt (9.117)
0 0

sowie das Integral

/|:t*(t)|26_ptdt = / |1 — 6™ (t)|>e~Ftdt (9.118)
0 0
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existieren und endlich sind. Daher ist die Nebenbedingung (9.82) erfiillt. Nun wird
mit Hilfe der hinreichenden Bedingungen fiir die lokale Optimalitdt bewiesen, dass
der Prozess (z*,u*) in einer CY(R") — Umgebung der Funktion z*(-) stark lokal
optimal ist. Dafiir untersuchen wir die Elemente des Ansatzes der dualen Varia-
ble S(t,£) = a(t) + y(t)(§ — z*(t)) + 3(§ — 2*(¢))TQ(¢)(€ — x*(¢), also das Triple
{a(*),y(-),Q()}, auf die Angehorigkeit zu den Sobolevraumen, so dass die hinrei-
chenden Bedingungen zweiter Ordnung, bewiesen in Unterkapitel 9.2, auf das be-
trachtete Problem angewendet werden konnen. Als erstes wird die Funktion a(-) :
R™ — R so definiert, dass die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung fiir alle
t > 0 erfiillt ist. Es gilt

a(t) = y()at) - H(t,w*(t),y(t))?f(t)ZT(t,w*(t)w*(t))ﬁ(t)
x*(t) (t))e"’t (9.119)

(=
1\2
= ( Ty — = e‘ét + 5) + 1) et

woraus man a(-) € W(R") erkennen kann. Wie schon vorher festgestellt, geniigt
die Komponente y(-) der Inklusion y(-) € LI(R", e?'), denn

o0

[l /|y(t)l26"tdt (9.120)

T2 1 2 /1 k 2
_ _ = —(+p)t , =2 [ _ —pt

/‘p+25(”’") 5)6 +p+5(5 2>€

0

Man kann aber mehr behaupten, nimlich y(-) € W4 (IR", e”?), da auch das Integral

ePldt < oo.

il sy = [ iR (9.121)

I

existiert und endlich ist. Zum Beweis der lokalen Optimalitét des Paares (z*,u*)
wollen wir den Satz 38 anwenden. Zunéchst wird die Giiltigkeit der Definitheitsbe-
dingung (9.14) nachgewiesen. Zu diesem Zwecke fiithren wir die Matrix

— 82 H(tafan) 82777'[(@5,77) . 25 —(Sept
QH(t,f>77) - ( 6%ZH(ta€>77) 87&27777—((2576’77) ) - ( —56pt 0 ) (9122)

ein und identifizieren die Gewichtsfunktionen v(-), 7(-) durch

ePldt

v(t)=v(t)=e", tcR". (9.123)
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Mit festgelegten Gewichtsfunktionen (9.123) verifizieren wir nun die punktweise De-
finitheitsbedingung (9.14), indem wir nach den passenden Losungen der Differentia-
lungleichung

Q)
v(t)
Oz, H(t, 2" (1), y(1)Q(t) + Q(t) e H(t, 27 (1), y (1)) +

Q)" o2 H(t, x* (1), y(t)Q(t) + ¢ <0 (9.124)

+ O M(t, 2™ (t), y(t)) +

auf dem unendlichen Intervall R* suchen. Mit den Eintriigen der Matrix V2H(¢, &, n),
eingesetzt in die obige Ungleichung, erhalten wir

Qt)

et

+2-26e”Q(t) < —, (9.125)
was dquivalent zu der Ungleichung
Q(t) —20Q(t) + (2 + c)e ™ <0 (9.126)

ist. Im Allgemeinen wiirde hier eine Differentialungleichung vom Riccatti Typ ste-
hen, die in diesem konkreten Fall zu einer linearen Differentialungleichung entartet,
denn anH(t, &,m) verschwindet iiberall auf R". Als Losung der entsprechenden li-
nearen Differentialgleichung

Qt) — 20Q(t) + (2 +c)e " =0 (9.127)
ergibt sich
2+c

t) = Ce* e 9.128
Q) = Ce™ + mo5e ™ (9.128)
wobei man aus den Bedingungen
QN 131 (et eory = ess sup |Q(t)]e”
teR T
2
= ess sup |Ce®' + ie‘”ﬂe”t < 00; (9.129)
teR* p+26
QN Lz g+ ety = €38 sup [Q(t)]e”
teR*
2
= ess sup |2C6e* — p - ie’pﬂe”t <oo  (9.130)

schlussfolgern kann, dass C' = 0 gelten muss. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass
die Funktion Q(-), als Element des Triples {a(-),y(), Q(-)}, laut den Voraussetzun-
gen des Satzes 38 in dem gewichteten Sobolevraum WL (IR™ ) liegen soll. Dies
ist gewéhrleistet aufgrund (9.129) und (9.130). Somit ist die Giiltigkeit der Definit-
heitsbedingung (9.14) nachgewiesen.

Als néchstes wird die lokale Zuléssigkeit des gewéhlten Ansatzes S iiberpriift. Um
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die Giiltigkeit der Hamilton-Jacobischen Differentialungleichung A(t,£) < 0 zu be-
statigen, reicht es zu zeigen, dass

Oz L(t,6) >0 Y (1,8) € RT x Ky p(2*(t)) (9.131)

gilt. Aus diesem Grund betrachten wir den Operator

O L(1,€) = —0ZA(t,€) = (% +2— 2(56th(7§)> =c>0, (9.132)

woraus sich ergibt, dass die Bedingung (9.131) fiir alle

o le—a () <6 (9.133)

und ein beliebiges d erfiillt ist. Wir erzielen somit die globale Zuléssigkeit des An-
satzes. Anschliessend priifen wir, ob die Wachstumsbedingung (9.17) des Satzes 38
erfiillt ist. Wir betrachten hierzu

\@%ﬁ(t,f)]—t) — oA o| 2D —| - (@ +2- 26eﬂtcz<t>>

9.134
t t . (9134

~—

worin die Gewichtsfunktion 2(-) fiir die Gewichtung der C°(IR", ) — Umgebung der
Funktion z*(-) verwendet wird. Wir werden zuerst eine gleichméfige Umgebung in
Betracht ziehen und deshalb setzen wir #(t) = 1. Dies fiihrt zur Ubereinstimmung
der gewichteten C°(R™,?)-Umgebung, die beispielsweise als trichterférmig vorzu-
stellen ist, mit der gewdhnlichen C°(IR")-Umgebung von z*(-). Fiir das betrachtete
Problem ergibt sich

L) - L) = o<1 -] (013)

v(t)

und wir setzen k = 1, o = 1, womit die Bedingung (9.17) sogar global erfiillt ist. Dies
bedeutet, dass die zuletzt gepriifte Bedingung zu keiner zusétzlichen Einschriankung
der Umgebungsbreite ¢ fiihrt. Insgesamt haben wir nun alle Voraussetzungen des
Satzes 38 bis auf die implizit vorausgesetzte Inklusion H € C? iiberpriift und kénnten
unter Abschwichung dieser schlussfolgern, dass die konstante Steuerung u*(t) = 1
und die dazugehorige Zustandstrajektorie z*(t), gegeben durch (9.138), unter den
gemachten Voraussetzungen an die Parameter der Aufgabe lokal und sogar global
optimal sind. Somit wire der Beweis der Schlussfolgerung abgeschlossen. ]

Bemerkung 46. Bei dem Ubergang zur Hamiltonfunktion wurde hier nur eine
ihrer Gestalten beriicksichtigt, ndmlich der durch die Steuerung u* = 1 erzeugte
Zweig von ‘H. Entsprechend wurde bei der Bildung des Operators 0§£A(t,§) nur
derjenige in Betracht gezogen. Lésst man einen Sprung in der Steuerung zu, so ist
die Hamiltonfunktion im Schaltpunkt ¢ = 7 nicht differenzierbar nach 1 und somit
kann der Operator 0z A(t,&) gar nicht gebildet werden. Insgesamt kann der Satz
also nicht angewendet werden.
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Ebenfalls unter Vernachléssigung der zweimal stetigen Differenzierbarkeit der Ha-
miltonfunktion konnte die néchste Schlussfolgerung, die jedoch ein Trugschluss ist,
gezeigt werden.

Schlussfolgerung 2. Seien die Daten des Steuerungsproblems so gegeben, dass
o > , dann ist der Prozess

. (:co—%)e_‘”—i—% , t<T a1 t<T
m(ﬂ_{ (ro — H)e % 4 Le=0t=m) ¢ > 7 0 =10, ¢, 130

stark lokal optimal fiir das betrachtete Problem. Dabei gilt 7 = %ln %. Die

lokale Optimalitat ist im gleichméfigen starken lokalen Sinne gemeint, mit o(t) = 1.
Beweis: Die Losung des Anfangswertproblems
&(t) = u(t) — ox(t), z(0) = xo (9.137)

unter der Annahme einer bang-bang Struktur aus (9.136) fiir die Steuerung u*(-) ist
durch

* To— 3 76t+ s t<T
ORIt e (0.138)

gegeben. Die kanonische Gleichung

gt) = (=OH(, " (1), y(t )) + A0 (t) = Aa(t) = As(t) + Ma(t)) w(t) (9.139)
= (=227 (t) + A (t) — Ao(t) — As(t) + Ma(t))e ™™ + 0y(2),

kann in den Daten der Aufgabe wie folgt umgeschrieben werden

SN sy o

FAL(t) = Aa(t) = As(t) + Aa(t) e

yt) = y(t)6 — 2((wg — %)e‘ét + %e_a(t_T))e_pt > (9.140)
F(A1(t) — Aa(t) — A3(t) + My(t))e

Da sowohl die “natiirlichen” Zustandsbeschrankungen als auch die Zustandsbeschran-
kungen (9.83) auf dem Intervall (7,00) inaktiv sind, erhélt man A;(t) = Ao(t) =
A3(t) = M\(t) = 0. Auf dem Intervall (0,7) ist jedoch die Zustandsbeschriankung
2(t) < (zo — 3)e~*" + 3 aktiv. Daher vereinfacht sich die kanonische Gleichung ge-
mafk:

oy = S0+ (=2((wo = He + ) + M(t)e  t<T
y(t) = { z;(15)54—(—2((350— %)e—6t+%€—5(t_7)))€_pt i (9.141)

Die Losung der obigen Differentialgleichung unter der Annahme einer konstanten
Multiplikatorfunktion \y(¢) = k > 0 ist gegeben durch

ot 1 (p+o 2 k t
y(t) = { C € 5+ P+_225(x0 - S)l P )5 + 5(P+5) p+5§> 65 - ) t<T (9142)
Cpe® T i (o — 5)e” (o4Ot 3(p+20) € AR
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mit den Integrationskonstanten Cy, Cy. Die Uberpriifung der Bedingungen der do-
minierenden Diskontrate, vgl. (2.103) oder siche ASEEV&KRYAZHIMSKIY [8], S. 101,
zeigt, dass alle Bedingungen des Satzes 9 fiir das zu losende Problem erfiillt sind
und das Integral

/ |y (t)|?e"dt (9.143)

existieren und endlich sein muss. Die Existenz dieses Integrals ist dquivalent zur
Inklusion y(-) € Lo(R™,e"). Hieraus schliessen wir, dass Cy = 0 gelten muss, das
heisst

5 2 1\ —(p+6 2 k _
y(t) = { Cue 4 hslm = e (2 — ) e i< . (9.144)
p+225 (o — 5)e O + 5(pi25)6_(p+6)t667 , t2T

Da nur eine natiirliche Zustandsbeschrankung auf dem ersten Intervall aktiv wird,
versuchen wir jetzt eine in dem Zeitpunkt ¢ = 7 stetige Kozustandsfunktion y(-) zu
finden:

2 1 2 k
oT = —(p+0)T . —pT
Gt (xo 6>e +(6<p+5> p+5)e

2 1 2
— et T T 14
(xo 5)6 +5(p+25)e (9.145)

Andererseits erhélt man aus der Schaltbedingung

2 1 2 k
G (xo - 5) S (6(p +0) p+ 5) croem

eine Bestimmungsgleichung fiir den Umschaltpunkt 7:

2 1 2
2 (mm Nty 2o e 0.147
PRy, (xo 5)6 TSt ¢ (9.147)

Der Schaltpunkt 7, definiert durch

=-Ih——=-In——7"— 9.148
TTSTEE T T 5 20) — 2 (9-148)

muss positiv sein, damit es iiberhaupt einen Umschaltpunkt gibt, es muss also gelten

2(zod — 1)

20— oy, 14
d(pt20) -2 (9.149)

Diese Ungleichung liefert zwei Parameterbereiche

[ 2Azeb—1)>6(p+20) =2 . [ 2Awod —1) < 6(p+25) — 2
Pl'{ 5(p+20) > 2 RER 5(p+ 20) < 2 » (9:150)
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die sich wie folgt dquivalent umschreiben lassen:

Py ={(30,p,0) € Rx [0,1? |20 > £+ > 1/6} (9.151)
und
Py = {(20,p.6) € Rx [0,1)" | a0 < £ 46 < 1/5}. (9.152)

Da wir zo > 1/6 vorausgesetzt haben, fillt der Parameterbereich P, aus der Be-
trachtung heraus. Sind also die Parameter zg, p und 6 der Aufgabe in dem Parame-
terbereich P; enthalten, so gibt es einen Umschaltpunkt 7 > 0.

Wir verifizieren nun die Ungleichung

y(t) <e ™™, t>T, (9.153)

die nach dem FEinsetzen der Adjungierten die folgende Gestalt annimmt:

: (xo - 1) e 2t <o s (9.154)

p+20 5 5(p + 26)
— 2 —1+1‘” ot < t> (9.155)
PEY; g 5 56 e <1, > T. .

Die linke Seite der Ungleichung (9.155) ist fir ¢ > 7 positiv und stellt eine in ¢ fal-
lende Funktion dar. Aus diesem Grund reicht es aus, die Giiltigkeit der Ungleichung
an der Stelle ¢ = 7 nachzuweisen:

2 1\ _, 2
_ T4 <K .
o (:UO 5)6 +5orm St (9.156)
2 1\ 6(p+26)—2 2
__. < .
p+ 26 (“"“ 5) 26(z0—1/5) " 5(pr25) = (9.157)
2 2
— ) — < 1. 9.158
d(p+29) * §(p +26) ( )

Daher ist die Ungleichung (9.155) giiltig. Somit ist die Giiltigkeit der Ungleichung
(9.153) nachgewiesen. Wir widmen uns nun der Uberpriifung der Ungleichung

y(t) > e ", t<T. (9.159)

Dafiir wird zuerst die Integrationskonstante C; aus der Schaltbedingung (9.146)
bestimmt

2 k 2
C, = _ —(pt+o)T
: <5(p+26>+p+5 6(p+5))e

und anschliessend wird die Ungleichung

we) = { (5(/)—2F 2) " p —k; 5 5(/)2+ 5)) e(pM)T} - (9160

2 1 2 k
[ — 7(p+6)t _ —pt > —pt
i p+25(x° 5)6 +(6<p+5> p+5)6 =
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fiir ¢ < 7 verifiziert. Die letztere gilt fiir alle ¢ < 7, falls die Multiplikatorfunktion
M(t) = k = konst > 0 wie folgt gewahlt wird:

2 2
k<>—(p+9). 161
vz k<3 (b +9) (9.161)

Also schliesst man, dass fiir alle zg : zy > % die Ungleichung (9.159) gilt. Somit ist
gezeigt, dass der Losungskandidat (9.136) der Maximumbedingung (9.13) geniigt.
Um die lokale Optimalitat des Paares (z*,u*) aus (9.136) nachzuweisen, wird der
Satz 38 verwendet.

Offenbar gehort die Kozustandsfunktion y(-) aus (9.144) dem Funktionenraum

I/V2 (R*,e7*) an, denn die Adjungierte ist stetig auf R™ und die Integrale

f ly(t)|>ertdt und f |y(t)|?e”'dt existieren und sind endlich. Somit gilt dasselbe fiir
f ly(t)|?efdt und f 19(t)|?ePtdt. Analog kann bewiesen werden, dass
0
(z*,u*) € W3 (R, e7") x Ly(R™, e "), denn die Integrale [ |z*(t)|?e~*!dt,
0

f |&*(t)|>e*tdt und f |u*(t)|?e*tdt existieren und sind endlich. Der Nachweis der

Gultlgkelt der Voraussetzung (V) des Satzes 38 mit in (9.123) festgelegten Funktio-
nen verlduft analog zu dem entsprechenden Nachweis in der Schlussfolgerung 1, da
der Operator 9%, L(t,€) nicht von der Trajektorie *(-) abhéngt. Die Zuldssigkeit des
konstruierten Ansatzes in der dualen Aufgabe ist global giiltig und der ist auf der
ganzen Halbachse R™ stetig.!? Die Voraussetzung 12 ist ebenso erfiillt.

Nun sind alle Voraussetzungen des Satzes 38 iiber hinreichende Optimalitatsbe-
dingungen zweiter Ordnung erfiillt bis auf die Existenz der ersten partiellen Ablei-
tungen der Hamiltonfunktion, die hier, wie auch in der vorherigen Schlussfolgerung,
im Schaltpunkt ¢ = 7 nicht existieren. Folglich gibt es keine C(IR") — Umgebung
des Kandidaten z*(-), in der alle partiellen Ableitungen von H und damit auch
OZ:A(t,€) definiert ist. Somit ist der Satz 38 auf dieses Problem nicht anwendbar. m

Die stetige Differenzierbarkeit der Hamiltonfunktion in einer C(IR*, ) — Umgebung
des Kandidaten z*(-) hat sich also als eine wesentliche Voraussetzung des Satzes er-
wiesen und kann somit nicht ohne weiteres weggelassen oder durch die stiickweise
stetige Differenzierbarkeit ersetzt werden. An einer konkreten Belegung der Kon-
stanten des betrachteten Modells demonstrieren wir den Sachverhalt noch einmal.

9.5 Konkretes Beispiel

Um die Losung des Problems graphisch darstellen zu konnen, legen wir die Werte
der Parameter p, ¢ und x( fest, namlich auf zy = 2, p = 0.5 und 6 = 0.9. Dabei ist
die Bedingung xy > 1/4 erfiillt. Folglich gibt es laut Schlussfolgerungen 1 und 2 zwei

12S0mit ist die Randbedingung (8.13) automatisch erfiillt.
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lokale Minimallésungen:
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xi(t) == (:L'O — %) e 0 4 % = (2 — %) e 0 4 %, ui(t) =1 (9.162)
und
ry(t) = { (zo (_xo%)_e%éle_f_&%:é(tﬂ : i;:
_ { o _%;ﬁ%fji;:_i(t_ﬂ T (9.163)
us(t) = { ; ST (9.164)
mit Schaltpunkt
= %m % — 3.47696, (9.165)
siehe die Abbildungen 9.2, 9.3 und 9.4, 9.5.
2 S 25
200 _ 20f
15t , L5t
1o} ] 10
o5t , 0s]
R R R R R R
() uy(t)
Abbildung 9.2: Zustandstrajektorie Abbildung 9.3: Steuerung uj(-).

71 ().

Der Funktionalswert JL (23, u?) berechnet aus der Losung (9.162) betrigt -2.2236,

da

r 10 10\
JE(z3u) = / (— ((2 — 5) e 09 4 5) + 1) e Odt = —2.2236. (9.166)
0

Der Funktionalswert JZ (x5, u}) ergibt den Wert -2.23125. Lésst man den Schalt-
punkt 7 beliebig und positiv, so kann man die Funktionalswerte JZ (z, @) fiir

i 9 — 10),-0.9t 4 10 , t<T
x(t) = { (2 —(%)6_90')975 + 19—06_099“_%) , t 2 T

- 1, t<T
““%:{0 t>7F

Y

(9.167)
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25 25
20 20
15 15
Lof ] 10
05t ] 05t
B R A R B S R
55(0) w5(0)
Abbildung 9.4: Zustandstrajektorie Abbildung 9.5: Steuerung uj(-).

5()-

in Abhéngigkeit vom Schaltpunkt 7 berechnen und graphisch darstellen, vgl. Abbil-
dung 9.6. Dabei entstehen Variationen ||z5 — Z||c < €(7), ||ud —al|c = 1. Anhand
der Skizze erkennt man, dass der Prozess (x3, u}) bessere Funktionalswerte liefert im
1, t<7
0, t>71
als auch im Vergleich zu Prozess (27, u}), der als punktweiser Grenzwert dieser bang-
bang Struktur betrachtet werden kann. Die rote und die schwarze Linie zeigen die
Funktionalswerte JZ (27, u}) bzw. JL (%, %) an. Die Funktion JZ (Z, %) nimmt an der
Stelle 7 = 7 = 3.47696 ihr globales Minimum an.

Vergleich zu sowohl allen Prozessen mit bang-bang Steuerung (t) :=

@

—22%0} ] o LOJA(x %)
—2222f ] 00 0

il FLEEE]
. AT T

N

-2.230 T e
. \/ . . 0 5
0 2 1 6 8 10 10
JE(x.a7) T

Abbildung 9.6: Abhéngigkeit des Funk- Abbildung 9.7: Abhéngigkeit des Funk-

tionalwertes JL (Z, @) vom Schaltpunkt tionalwertes JL (Z, @) vom Schaltpunkt

T. T.

Als néchstes nehmen wir uns folgende Variation der Steuerung

_ a , t<T
u(t) :== { 0 t>= (9.168)

und entsprechend der Zustandstrajektorie

o (2—F5)e ™+ 5 , t<7T
z(t) = { (2-— %)e—om + %6—0.9(75—%) L t> 7 (9.169)



9.5. KONKRETES BEISPIEL 157

vor, mit @ € [0,1] und 7 € [0, 00). Die 3D-Skizze auf der Abbildung 9.7 illustriert
das Verhalten der Funktionalswerte bei dieser Variation fiir a € [0, 1], 7 € [0, 10].
Wiederum erkennt man an der graphischen Darstellung der Fléche, dass der Prozess
(23, u3) einen minimalen Wert des Zielfunktionals JZ liefert. Die Ebene JZ (x,u) =
—2.23125 auf der Abbildung 9.7 gibt den Funktionalswert JZ (23, u}) zum Vergleich
an. Vom Beweis der Optimalitdt des Prozesses (z3,u3) beziiglich eines Prozesses
(Z,u) mit einer Funktion Z(-) aus der e-Umgebung von z3(-) und einer Steuerungs-
funktion u(-), die ihre Werte in [0, 1] hat und endlich viele Spriinge besitzt, wird hier
jedoch abgesehen.

Der Prozess (x},u}) liefert aber ein lokales Minimum des Zielfunktionals JZ. Dies
kann iiberpriift werden, indem man die Steuerungen

u(t) ::{ L,t<rt (9.170)

mit «, das hinreichend nah an eins liegt, betrachtet. Beriicksichtigt man die stetige
Differenzierbarkeit der Hamiltonfunktion nicht, so miissten beide Prozesse (z,u}),

(¢ = 1,2) laut dem Satz 38 sogar global optimal sein, was nicht sein kann, da die
Werte des Zielfunktionals fiir diese Paare unterschiedlich sind.
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Kapitel 10

Optimale Erneuerung einer
technischen Ressource

Das in diesem Kapitel untersuchte akademische Beispiel dient sowohl zur Illustra-
tion der Anwendbarkeit des Existenzsatzes und der Sétze iiber die hinreichenden
Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung aus dem vorherigen Kapitel als auch zur
Demonstration dessen, wie eine kiinstlich eingefiihrte Zustandsbeschrankung die op-
timale Losung beeinflussen kann.

10.1 Problemformulierung

Sei z(t) € R der Wert einer Maschine oder einer technischen Ressource zum Zeit-
punkt ¢, welcher hier die Rolle eines Zustandes iibernimmt. Die zeitliche Ande-
rungsrate dieses Wertes nimmt mit einer, hier als konstant vorausgesetzten, Ab-
schreibungsrate § € (0,1) ab und kann durch zusétzliche Investitionen u(t) € R
in Erneuerungsmafnahmen in positiver Richtung beeinflusst werden. Die Funktion
u(-) : Rt — R iibernimmt daher die Rolle der Steuerungsfunktion. Ausserdem seien
die Investitionsmafnahmen u(t) zum Zeitpunkt ¢ durch 0 < u(t) < Upq, beschréankt
und die konstante Diskonrate p € (0,1) sei vorgegeben.

Weiterhin nehmen wir an, dass der Profit der Firma, die im Besitz dieser tech-
nischen Ressource ist, in grofem Mafe von dem Maschinenwert x(¢) abhéngt. Dies
soll hier durch die quadratische Abhéngigkeit des Profits von x(t) zum Zeitpunkt ¢
ausgedriickt werden.

Das Ziel der Firma ist den diskontierten Gesamtprofit iiber dem Intervall R* zu
maximieren, wobei die Investitionskosten diesen naturgemaéfs verringern. Der Inve-
stitionskostenkoeffizient wird dabei gleich eins gesetzt. Als Zielfunktional wird das
Funktional aus der linear-quadratischen Aufgabe aus dem Unterkapitel 9.4 betrach-
tet, jedoch mit einem in der Steuerung quadratischen Strafterm eu?(t)e™', der die
schon betrachtete Aufgabe streng konvex in der Steuerung macht.

Um die Existenz einer optimalen Losung zu erzwingen, wird dem Modell eine
Zustandsbeschrinkung der Gestalt |z(t)| < B(t) = e*t, —§ < a* beigefiigt.

Um zusammenzufassen: Wir betrachten ein nichtlineares Steuerungsproblem, das

159
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wie folgt formuliert wird. Minimiere das gegebene Funktional
JE (2, u) L/ Ye Ptdt + el /u e Ptdt (10.1)
0 0

beziiglich aller Prozesse (x,u), deren Dynamik der Differentialgleichung
(t) = u(t) — dz(t), z(0) =z9>0 (10.2)

gehorcht und die ausserdem den Nebenbedingungen

(z,u) € Wy (R, ") x Ly(R*Y, e™); (10.3)
0<z(t) < Ce®™, C > gy, a* > —6; (10.4)
u(t) € [0, Umaq] (10.5)

geniigen sollen. Uber die Konstanten § und p wird vorausgesetzt, dass 0 < § <
1, 0 < p <1 gilt. xg bezeichnet dabei den Startwert der Ressource.
Bemerkung 47. Der Strafterm e -[ u?(t)e”*'dt kann fiir kleine Werte des Parame-

0
ters € > 0 auch als ein Regularisierungsterm interpretiert werden. Hier wird jedoch
nicht analysiert, ob und inwieweit diese Regularisierung vorteilhaft ist.

10.2 Existenz einer optimalen Losung

Wir beabsichtigen nun die Voraussetzungen des Existenzsatzes 28 fiir das Steue-
rungsproblem (10.1) — (10.5) zu iiberpriifen und setzen die Gewichtsfunktionen erst
einmal wie folgt:

v(t):=e* Dt)=e", aeR. (10.6)
Fiir die Funktionenrdume wéahlen wir p = 2.

(1) Die Konvexitiit des Integrandes r(t,&,v) = —£2 + v + ev? in v sowie die stetige
Differenzierbarkeit in v sind gegeben. Somit gilt die Voraussetzung 5.

(2) Laut der Voraussetzung 9 muss es eine Funktion A;(-) € Li(R") sowie eine
positive Konstante B; geben, so dass fiir alle (t,£,v) € R" x Rx R und p = 2
die Wachstumsbedingung

=€ 4o+ et < A (D) + By(g2 + o el (10.7)
gilt. Fir a = —p ist dies mit A;(t) = e und B; = 1 + ¢ aufgrund der
Abschéatzung

| =& +v+e? €17+ 1+ o] + efo]” < 1+ (1+ ) (|€]* + [v]*)

<
< e et (14 €) (€7 + [v]?)elN (10.8)

erfullt.
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(3) Laut Voraussetzung 10 soll der Gradient V,r(t, £, v) = 1+ 2ev fiir alle (¢,&,v) €
R" x R x R der Wachstumsbedingung

—pt

e a
1+ 2ev]— < As(t)e™2" + Ba(¢]" + |vl]') (10.9)

mit einer Funktion Ay(-) € Lo(IR™) und einer positiven Konstanten By genii-
gen. Diese Bedingung ist erfiillt fiir o > —p mit Ay(t) = e~ T2 By = 2¢ fiir
p = q = 2, denn es gilt die Ungleichung

11+ 2ev] <14 2¢e|v] = e PHE. P2 L 9¢(|¢] + |v])el @t (10.10)

fir alle (t,&,v) € RT x R x R, die zu der verlangten Wachstumsbedingung
aquivalent ist.

(4) Als néchstes wird die Giiltigkeit der Voraussetzung 11 untersucht. Wir setzen
A(t,xz(t)) = —dx(t), B(t,x(t)) = 1 und iiberpriifen, ob die Wachstumsbe-
dingungen (6.5) und (6.6) erfiillt sind. Die erste ist erfiillt mit p = ¢ =
2, Bii(t,€) = 1, der Funktion Asz(-) € Li(R™), definiert durch As(t) =
e2!, o < 0, und einer Konstanten Bg;; = 1, d.h. es gilt die Ungleichung

|B(t,&)]| = 1=e2'e 2! < Agy(t)e 2" + Bapy|€], (10.11)

insbesondere auch fiir « = —p. Die Wachstumsbedingung (6.6) ist giiltig mit
den Konstanten C; =0, Cy, =9, C3=0, Cy = 1.

(5) Der zuliissige Bereich ist nicht leer, denn beispielsweise ist (z,u) = (zoe™, 0)
ein zulassiger Prozess.

(6) Die Lipschitzstetigkeit der Funktion B(t,£) in £ sowie die Konvexitdt und Ab-
geschlossenheit des Steuerbereiches U = [0, t,q.] liegen vor.

Somit sind alle Voraussetzungen des Existenzsatzes 28 erfiillt, was die Existenz einer
optimalen Losung (z,u) € W, (R*, e ) x LY(RT,e ") zum Problem (10.1) —
(10.5) im Sinne der Definition 10.(iii) impliziert.

10.3 Losung mittels hinreichender Optimalitatsbe-
dingungen zweiter Ordnung

Dieses Problem ist nichtlinear in der Steuerung und quadratisch in & = z(¢). Als
Pontrjaginsche Funktion erhélt man

H(t7 gu v, M, ]-) - (52 — U= 61}2) + T/ept(v - 55)7 (1012)
und die Hamiltonfunktion ist gegeben durch

& — 0&ner + (e — Vumaw 5 (€71 — 1) = Uinag
2
—€Eu
t = mar 10.1
H( 75777) 52 _ 5£n€pt + 41_6(,’76pt _ 1)2 , %(Gptﬁ _ 1) c [Oauma:p] 7( 0 3)

% — déne’ , o(ef'lp—1)=0
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wobei sie offensichtlich nicht konkav in der Platzhaltervariable ¢ ist, was bedeu-
tet, dass ein linerer Ansatz in der dualen Aufgabe nicht ausreichend wére. Bei der
Bestimmung der Hamiltonfunktion wurde die optimale Steuerung

Umaz ;5o (ey(t) = 1) > Umag
w(t) =3 =(etyt) —1) , s(ey(t) — 1) € [0, Unaa) (10.14)
0 » eyt — 1) <0,

in die Pontrjaginsche Funktion eingesetzt. Ahnlich wie im Unterkapitel 9.4 schreiben
wir fiir die Lagrange Funktion

LtE) = —A(t€) + M) (=€) + () (€ — Ce™) (10.15)
+ Xs(®)(moe ™ — &) + (D) (5 — <!130 - %) oot _ %)

die Bedingungen

OL(t, 2% (1) = —8§A(t, 2 (1)) — A (£) + Ao (t) — A3(t) + Aa(t) = O; (10.16)
() (=2*(t)) = 0, Ai(t) > 0; (10.17)

Xo(B)(z*(t) — Ce®™t) = 0, Ay(t) > 0; (10.18)

As(t)(zoe ™ — 2*(t)) = 0, As(t) >0; (10.19)

M(t) ( “(t) — (;po - “’g) e~St — “mT) =0, Ay(t) >0 (10.20)

auf, die die notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir die endlichdimensionale re-
stringierte Optimierungsaufgabe

(P)  A(t,€) — max! (10.21)
bzgl. 0 < &£ < Ce™'t (10.22)

U’maa: — umax
zoe Ot < €< (xo - ) e 0 4 5 (10.23)

fiir ¢ > 0 darstellen. Die Bedingung (10.16) reduziert sich zu

OL(t, (1) = —%y@) — Ot (1), y() — M (1) + hal0)
— As(t) + My(t) = 0, (10.24)

was konkret
y(t) = =22*(t)e " +oy(t) + (A1 (t) + Aa(t) — A3(t) + Aa(t))e " (10.25)

heisst. Befindet sich die Steuerung u(t) zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Inneren des Steuer-
bereiches, so sind drei der vier Zustandsbeschrankungen fiir alle ¢ € [0, 1) inaktiv,
woraus A1 (t) = A3(t) = A\y(t) = 0 folgt, und es gilt

() = g(y()e —1) = da*(t), a7(0) = g
{ y(t) = —2x*(t)e Pt + dy(t) + Aa(t)e ! : (10.26)
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Da ausserdem C' > g gilt, ist die Zustandsbeschréankung z(t) < Ce™t ebenso auf
einem gewissen Intervall [0,75) inaktiv, was Ay(t) = 0 fir alle ¢ € [0,72) impli-
ziert. Uberfithrt man das Gleichungssystem auf dem Intervall [0, min{7,, 75}] in eine
Differentialgleichung zweiter Ordnung

i(t) + py + (% — pd — 52> y = %e‘pt, (10.27)

so erhélt man als Nullstellen ihrer charakteristischen Gleichung
b= 5ot 2P 4]0 (10.28)
ky = %(—p+ V(p+28)2 —4/e). (10.29)

10.3.1 Fall I: Die Nullstellen der charakteristischen Gleichung
sind reell

Dieser Fall tritt ein, wenn (p+26)% > 4/e gilt und folglich k; < ko, k; € R, 1 = 1,2.
Léasst man, bei gegebenen p und 9, € gegen Null laufen, so wird dieser Fall in den
Fall IT iibergehen, wo beide Nullstellen der charakteristischen Gleichung komplex
sind. Dieser wird spéater analysiert. Wir beschréanken uns auf den Fall &y # ks.

Bemerkung 48. Uberfiihrt man das Gleichungssystem

(1) = i(ZJ(t)@m—l)—&;*(t)
{ y(t) = —2z*(t)e P + dy(t) (10.30)

mittels der Substitution § = ye”* in das autonome Gleichungssystem

#H(t) = 5 (y(t) —1) — 0™ (t)
{ gty = (p+0)jt) —22*(t) (10.31)

so hat das neue System den Sattelpunkt

(z,9) = (2(1_‘6’;‘;%)), 1—55%p+5)) als Gleichgewichtspunkt im Phasenportrait, vgl. Ab-
bildung 10.1, der bei zwei gleichen reellen Nullstellen £ = ks in einen instabilen
Knoten iibergeht, vgl. Abbildung 10.2. Das bedeutet, dass es keine Losungen des
kanonischen Systems (10.31) gibt, die gegen das Gleichgewicht konvergieren. Wéren
dabei keine Zustandsbeschriankungen zu erfiillen, so wiirden sich die Phasentrajek-

torien mit wachsender Zeit immer weiter vom Gleichgewichtspunkt entfernen.

Losung des Systems (10.30) auf dem Intervall [0, 7], 7 := min{r, 7 }.
Die allgemeine Losung von (10.30) ist

1
= O 4 Cye™ e 10.32
y(t) Cle + 026 + 11— 65(p n 6)6 , ( 0.3 )
1
r*(t) = -5 (01(k1 _ 5)6(k:1+p)t + Oy (ks — 6)6(k2+p)t)
p+o
2(1 —€d(p+9))

(10.33)
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Abbildung 10.1: Phasenportrait des Sy- Abbildung 10.2: Phasenportrait des Sy-
stems (10.31) fir k; € R, ky # ko, stems (10.31) fiir k1 = ko.

i=1,2.

mit Integrationskonstanten Cj;, ¢ = 1,2, wobei (' als Funktion von C, dargestellt
werden kann:

1 p+0o oy B
Cl_k‘l—(S(Q(l—eé(p—{—(S)) 2z9 — Co(ks 5)). (10.34)

Die zugehorige Steuerungsfunktion auf dem Intervall [0, min{7y, 75 }] ist durch

1 1
(1) = (k1+p)t (k2+p)t -1 10.
u () 2 (016 +026 +1—65(p—|—5) ( 035)

gegeben. Die fehlende zweite Randbedingung erschwert die Ermittlung der Losung,
da es im Allgemeinen nicht moglich ist, die optimale Trajektorie im Phasenpor-
trait zu identifizieren. Diese Schwierigkeit wollen wir dadurch umgehen, dass fiir
einen konkreten Losungskandidaten alle hinreichenden Bedingungen gesichert wer-
den. Dies impliziert zumindestens die lokale Optimalitédt des involvierten Prozesses.

Der Operator 9% L(t,§). Mit der Hesseschen Matrix

2 —gert
VQH(t,f,ﬁ) = ( _Sert 1 gpt ) (1036)

266
und ihren Eintrdgen bilden wir den Operator 85255(15, €), fiir den
Oz L(t,€) = —0zA(t,€) (10.37)
gilt, denn die Zustandsbeschrankungen héngen nur linear von der Variable & ab:
RL(€) = — Qe + BEHILE ) + 202 (1, €, y(0) + QU)(E — " (1))
+ O (& y(t) + Q) (€ — 27 (1) Q% (1))
= — <ert +2 —20e”Q(t) + 2ie2f’tQ2(t)> : (10.38)
€
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Zu einer gegebenen Zahl ¢ > 0 versuchen wir mit dem Ansatz

Q(t) = Qoe™ (10.39)

in Hinsicht auf die Bedingung (9.14) der Ungleichung
. 1
D L(t,6) = — <ert +2 —20e”Q(t) + Eemcf(t)) >c  (10.40)

fiir alle ¢ > 0 zu geniigen und auf diese Weise eine Kriimmungskomponente Q(-) €
WLI(RY, er?) eines dualen Ansatzes S anzugeben. Dabei ergibt sich fiir die Kon-
stante @)y die quadratische Ungleichung

Q3

5e — (P+20)Q0+ (2+¢) <0, (1041)

deren Losung )y der Inklusion

p—|—25—\/(,0+25)2_@ o+ 26+ \/(p+25)2— 2(2+¢)

QO € ’ Ae

10.42
i (10.42)

geniigt. Das obige Intervall ist nur im Fall (p + 28)? > 4/e + 2¢/¢ nichtleer.
Offenbar gelingt es also mit einem solchen Ansatz eine passende, und sogar stetige,
Funktion @(-) ausfindig zu machen, wenn die charakteristische Gleichung zum Sy-
stem (10.31) zwei voneinander verschiedene reelle Nullstellen besitzt. In der Tat, sei
(p+20)? > 4/¢, dann gibt es eine reelle Zahl a > 0 mit (p + 20)? = 4/e + a. Setzt
man ¢ = %, so erfiillt beispielsweise Qg := %5 die Gleichung in (10.41).

Ein allgemeinerer Ansatz Q(t) = f(t)e " mit einer wesentlich beschrankten Funk-
tion f(-) € WLI(R") fithrt zu dhnlichem Ergebnis.

Der Operator 8§§£(t, ¢) héngt nicht von der Zustandstrajektorie ab, womit die Be-
dingung (9.17) automatisch global erfiillt ist.

Uberpriifung der Voraussetzungen des Satzes 38 fiir konkrete Daten:

2o =10, p=0.94, § = 0.95, a* = —0.6, C' = 30, Umaes = 5, € = 1.

Die Nullstellen der charakteristischen Gleichung sind k; = —1.47817, ko = 0.538167.
Durch Variation der noch freien Integrationskonstante C; erhilt man die Familie der
zulédssigen Zustandstrajektorien, wenn man von den Zustandsrestriktionen absieht,
vgl. Abbildung 10.3. Hier bezeichnet die rote Kurve die Funktion 8(t) = C'e®t, der
rot gefiillte Bereich die Menge {(t,£) € R?|t € RT, ¢ € G(t)}, erzeugt durch die
explizit gestellten Zustandsbeschrankungen, und der sandfarbig gefiillte Bereich auf
der Abbildung 10.4 entsprechend die Erreichbarkeitsmenge R := {(t,&) € R?|t €
R*, € € R(t)}, erzeugt durch die “natiirlichen Zustandsbeschréinkungen. Wie ent-
scheidet man nun, welche Trajektorie aus dieser Kurvenschar optimal sein soll? Zu
diesem Zweck steht uns der Satz 38 zur Verfiigung, der trotz fehlender zweiter Rand-
bedingung im kanonischen System anhand des Verhaltens der Adjungierten y(-) tiber
die starke lokale Optimalitat eines Prozesses entscheiden lasst.
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Abbildung 10.3: Zustandstrajektorien Abbildung 10.4: Erreichbarkeitsmenge
in Abhéngigkeit von Cj. R.

Die néchste Frage, die entsteht, ist, ob und wann die Zustandsbeschriankung
z(t) < Ce*t aktiv wird. Wird sie aktiv in einem Zeitpunkt 71, so sieht die Kozu-
standsfunktion auf dem Intervall [0, 73], 7o > 71, wie folgt aus:

J n(Cyt) , t<m
y(027t)_{ p(t) , n<t<m

6
{’ﬂl—é <z(1—f§+(p+5)) — 29 — Ca(ks — 5)) } ekt

= +Cg€k2t + #(pmefpt , <7 (1043)

2C (a* + §)el@ =Pt - g=pt , M <t<my

Durch Variation des Schaltpunktes 7 und der Konstante C unter der Beriicksich-
tigung der Stetigkeit der Zustandsfunktion z*(-) wird untersucht, wann die Ad-
jungierte y(-) im Zeitpunkt ¢ = 7 einen Sprung nach oben hat bzw. gemé&f der
Randbedingung (8.13) stetig ist. Dafiir werden folgende Fléchen

A *

Fi(r,Cy) = a*(1,Cy) — Ce* T; (10.44)
Fy(1,C5) = yi(7,Cs) — yo(T) (10.45)

betrachtet, um festzustellen, wann, méglicherweise gleichzeitig, diese beiden Flichen
die 7Cy-Ebene schneiden, vgl. die Abbildung 10.5. Aus dieser Abbildung und aus
der Analyse des Gleichungssystems

Fl(T, OQ) == O, FQ(T, Cg) =0 (1046)

wird klar, dass Cy = 0 und 7 = oo gesetzt werden miissen, um der Bedingung (8.13)
zu geniigen, denn jeder frithere Schaltpunkt wiirde einen Sprung der Kozustands-
funktion nach unten erzwingen, was der Bedingung (8.13) widersprechen wiirde.
Somit wird die betrachtete Zustandsbeschrinkung nie aktiv. Die Randbedingung
(8.13) ist zwar keine notwendige Optimalitdtsbedingung, aber unser Ziel ist es, die
Giiltigkeit aller Voraussetzungen des Satzes 38 fiir ein bestimmtes zuléssiges Paar
nachzuweisen, um dessen starke lokale Optimalitdt zu beweisen. Die Setzung Cy = 0
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0.0010F

0.0005+

C2 0.0000f

—0.0005}

—0.00104

Abbildung 10.5: Schnitte der Flachen F (schwarz) und F; (rot) mit der 7Cy-Ebene.

liegt ausserdem nahe, wenn man in der allgemeinen Losung (10.32), (10.33) die Ter-
me, die dem positiven Eigenwert entsprechen, eliminiert, damit in der Phasenebene
(x,y) die Trajektorien gegen das Gleichgewicht konvergieren.

Die Zustandsbeschriankung —z*(¢) < 0 wird ebenfalls nicht aktiv, da der Zeitpunkt
tu : u*(t,) = 0 eher eintritt und sich der Wert der Maschine x*(t) ab diesem Zeit-
punkt ungesteuert entwickelt und somit fiir den Rest der Zeit positiv bleibt. Mit
t, = 2.61402 erhélt man

+4 k +4
<_2(1f56<p+6>> + x“) B 4 » Esty

“1’6 k’ u +6 _5_11,
<(—m+l’o)€(l+p)t +m)6 (t=tu) ; t>tu

(2 (_pts (k1+p)t 1
u*(t) — { 2¢ <k1—6 <1—€5(p+5) 2$0> et + 1—ed(p+9) 1) y Sty ,(10.48)
0 , t> 1,

vergleiche auch Abbildungen 10.6, 10.7. Die Steuerung im Startzeitpunkt befindet

sich im Inneren des Steuerbereiches, u*(0) = 3.47903 € (0, 5). Die Kozustandsfunk-
tion y(-) ist somit stetig und definiert durch

1 p+d kit 1 —pt
y(t) = Fr—o (1—65(p+5) 2'750) et o€ st , (10.49)
e—pt ; t > tu

wodurch offensichtlich die im Satz 38 verwendete Inklusion! y(-) € Wi(R™T,e?)
erfiillt ist. Die iibrig gebliebene Komponente a(-) des dualen Ansatzes S wird aus
der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung

Alt,a*() = 0, (10.50)

berechnet. Die Voraussetzung (i) des Satzes 38 ist mit den Lagrange Multiplikatoren
Ai(t) = 0, 1 = 1,2,3,4 gegeben. Folglich erhdlt man die letzte Gleichung in der

Thre Giiltigkeit folgt aus dem Lemma 12.
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30}, 330
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\\ 15,
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Abbildung 10.6: Optimale Erneuerung Abbildung 10.7: Optimale Erneuerung

einer technischen Ressource, Fall re- einer technischen Ressource, Fall reeller
eller Nullstellen: optimaler Zustand Nullstellen: optimale Steuerung u*(-).
x*(+) (schwarz), Zustandsbeschrankung
(rot).
Gestalt
a(t) = y(t)" " (t) — Ht, 2" (8), y(1)) (). (10.51)
Mit den Konstanten
1 p+6 1\’ 1
A = —|2x9— —1 10.52
(2o i5m) (@), 102
p+0 14 (k1 —39)(p+9)
B = |——F—<-2 , 10.53
(=565 ) mh — o o5 1059
1(p+06)>*(1+0)> 5(p+9)
C = —- - : 10.54
4 (1=68(p+0))?2 2(1—-0(p+9)) ( )
+0 1 p+0o 2
D = ¥t & — (B gy ) et ) (10,55
’ (2(1—5<p+5>> 2<1—6<p+5> x) H05)

hat die Differentialgleichung

. AePRitet 4 Bekit L Ce=rt < t,
i) = { Do s (10.56)
die Losung
A (2k Bk c -
me( o)t + k_le it + Tpe Pt + K y t S tu
a(t) = ; ey . (10.57)
—(p+25)e g , U>ty

wobei sich die Konstante K aus der Stetigkeit von a(-) in t = ¢, ergibt:
D

A B C
K = _ e (P20t _ 7 Ckitp)tu _ Z okitu | o—ptu (10.58)
(p+26) 2k +p ks p
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Die in (10.57) definierte Funktion ist ein Element von W} (IR1), so dass nun fiir
S*i=a(t) +y(t) (€ —z*(t)) +1/2(£ —2* ()T Q(¢) (£ — x*(t)) mit den Komponenten
aus (10.57), (10.49) bzw. (10.39) alle Voraussetzungen des Satzes 38 fiir das Paar
(*,u*) aus (10.47), (10.48) erfiillt sind.

Interpretation der optimalen Losung. Fiir die gewéhlten Parameter der Aufga-
be ist es optimal, nur bis zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, Mittel in Erneue-
rungsmaknahmen zu investieren. Fir ¢ > ¢, lohnt es sich nicht mehr, um die
Erhaltung des Wertes der betrachteten Ressource zu kdmpfen, da die Kosten da-
fiir den erzielten Effekt {ibersteigen wiirden. Die ermittelte Losung ist stark lokal
optimal in einer gleichméfigen Umgebung von z*(-), mindestens von der Breite
o = ||19_1H221(R+7€_pt) = |]1||221(R+7€_pt) = /p, hierbei ist o(t) = 1.

Die optimale Steuerung féllt monoton ab, wobei sie bei einem Wert u*(0) =
u = 3.47903 fiir hinreichend grofte ,,,, startet. Mehr sogar, fiir alle wu,,,, > @ ist
dasselbe Paar (z*,u*) stark lokal optimal. Wiirde man im Fall u,,,, > @ mit einer
groferen Investition starten, so wiirde die entsprechende Zustandstrajektorie auf die
Zustandsbeschrankung x(t) < C'e®"t nicht tangential auftreffen, was einen Sprung
der Komponente y(-) des dualen Ansatzes S* nach unten? erzwingen wiirde.

ISt U < U, so ist die Konstante Cy < 0 aus der Bedingung u(0) = w4, 21 be-
stimmen. In diesem Fall wird der Zeitpunkt ¢, : u(t,) = 0, wenn alle zur Verfiigung
stehenden Mittel erschopft sind, schneller erreicht. Alle Zustandsbeschrankungen
bleiben inaktiv, auch —¢ < 0, denn t,, < t, = min{t¢ | z*(¢t) = 0}.

Aufgrund der Gleichméfigkeit der Umgebung der Funktion z*(-), wo der Pro-
zess (x*,u*) optimal ist, ldsst sich behaupten, dass das Verhalten der zuldssigen
Trajektorien im Unendlichen héchstens genauso wichtig ist, wie am Anfang des Pla-
nungsintervalls. Gelingt es nachzuweisen, dass die starke Optimalitat des Paares in
einer im Unendlichen breiter werdenden Umgebung gegeben ist, so ist das Verhalten
der Trajektorien fiir 7" — oo in Hinsicht auf die Optimalitédt nicht entscheidend.

10.3.2 Fall II: Die Nullstellen der charakteristischen Glei-
chung sind komplex

Dieser Fall tritt ein, wenn (p + 2§)? < 4/e gilt. Das autonome System (10.31) hétte
in c'liesem'Fall einen' instal?ilen Strudelpunkt® (z,9) = (2(1—53((; ot 1—55%/} +6)) als
Gleichgewicht, vgl. die Abbildung 10.8.

Losung des dynamischen Systems (10.30) auf dem Intervall [0, 74]. Jede
zuléssige Zustandstrajektorie z(-) startet im Inneren der zulédssigen Menge G(0) und
daher ist die Losung des entsprechenden kanonischen Systems auf einem gewissen

Zstatt einem hochstens nach oben erlaubten Sprung.

3Ein instabiler Strudelpunkt bezeichnet den Gleichgewichtspunkt eines dynamischen Systems,
der durch komplex konjugierte Nullstelen der charakteristischen Gleichung mit positiven Realteilen
charakterisiert ist, vgl. FEICHTINGER&HARTL [35], S. 104 f.



170 KAPITEL 10. OPTIMALE ERNEUERUNG EINER TECHN. RESSOURCE
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Abbildung 10.8: Phasenportrait des Systems (10.31) im Fall komplexer Nullstellen
der charakteristischen Gleichung.

Intervall [0, 7;] durch folgende Funktionen’

2 P 2 P p
z*(t) = ptl 5Cle§t cos Bt + P‘z 5Cge§t sin Bt + gC’lezt sin 3t
B 2y p+9o
g Caet cos Bt o SRy (10:59)
P p 1
— _it _it 3 - —,Dt 1 .
y(t) Cre 2" cos Bt + Che” 2" sin Bt + =0t 6)6 (10.60)

mit 3 1= /% — (p+20)° gegeben, wobei eine der Integrationskonstanten mittels der

€ 4
Anfangsbedingung eliminiert werden kann:
p+20 p+0 2
Cy = C — —. 10.61
2 ( T 0wy )5 (1061)

Die optimale Steuerung u*(-) auf dem Intervall [0, 7] ist geméfs (10.14) durch

Umazx ) i(y(t)ept - 1) > Umag
u*(t) = > (y(t)ert — 1) > (y(t)er — 1) € [0, Upag] (10.62)
0 , 3 (y(t)e —1) <0
mit
1 o oy .
SBe -1 = % ((Jleat cos Bt + Cae" sin Bt + o — 1) (10.63)

4Die “natiirlichen” Zustandsbeschrinkungen sind nur im Startzeitpunkt aktiv. Wiirde die Zu-
standsbeschréinkung z(t) < (zg — “mex) =9 4 Ymez aych fiir ¢ > 0 aktiv sein, so wiirde dies einen
nicht tangentialen Aufsprung auf die Zustandsbeschrankung z(t) < Ce und somit einen Sprung
der adjungierten Komponente y(-) des dualen Ansatzes S in die “falsche Richtung verursachen,
wie wir spéter sehen werden. Die Zustandsbeschrinkung xpe ™% < x(t) kann ebenso nicht aktiv
bleiben, da das der Steuerung Null entsprechen wiirde, was nicht plausibel ist. Fiir die spéater

vorgestellte Losung (z*, «*) sind die natiirlichen Zustandsrestriktionen tatséchlich iiberall inaktiv,
siehe Abbildung 10.13.
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gegeben. Aus dem oszillierenden Verhalten der Funktion z*(-) wird klar, dass in
einem bestimmten Zeitpunkt 7 > 0 eine der Zustandsbeschrankungen aktiv wird.

Der Operator 85255(’5,5). Analog zu Fall T erhdlt man die Hessesche Matrix der
Lagrange Funktion, ndmlich

ORL(€) = — Qe+ OM(t.€.m) + 20, H(r £ (1) + QU)(E — =" (1)Q(1)
HOR M€, y(t) + QU(E — 2" ()R (1))
- <Qeﬂt +2 —20e”Q(t) + %ezthz(t)) (10.64)

und versucht zu einer festen Zahl ¢ > 0 eine solche Funktion
Q) € Wil([r, 00),e”) N CH(m, Tit1) N CO[TiaTiJrl] (10.65)

fiir eine geeignete Zerlegung R*Y = U7, Tis1), 70 = 0, 7,01 = oo ausfindig zu
machen, dass die Definitheitsbedingung (9.14) fiir alle ¢ € [0, 7] erfiillt ist. Da dies
mit dem Ansatz Q(t) = Qoe " im Fall (p+ 24)? < 4/¢ nicht moglich ist, suchen wir
direkt nach einer Losung der folgenden Differentialungleichung vom Riccati Typ:

L6 = — (Q(t)ept +2 —20e”Q(t) + %ee%t@?(t)) >c. (10.66)

Betrachtet man statt der Differentialungleichung die entsprechende Differentialglei-
chung

O(t) — 25Q(t) + %Q?(wt + (24 ¢)e " =0, (10.67)

so hat ihre Losung unendlich viele Polstellen, wobei die Funktion Q(-) auf jedem
Teilintervall ihres Definitionsbereiches monoton fallend ist. Die “Spriinge in Polstel-
len“ erfolgen also von unten nach oben. Um die Randbedingung (8.13) zu erfiillen,
miissten die Spriinge jedoch von oben nach unten stattfinden.? Ausserdem ist Q(-) €
WLt([r,, 00), eft) fiir kein 7, € R erfiillt, wenn Q(-) unendlich viele Polstellen be-
sitzt. Dies bedeutet, dass es auf diese Weise nicht moglich ist, gleichzeitig den Voraus-
setzungen (iv) und (v), konkret der Definitheitsbedingung (9.14) des Satzes 38 fiir
alle t > 0 mit einer Funktion Q(-) € WL([r,., ), e”) N C (7, 7i41) N CV7i, Ti11] zu
geniigen, was uns veranlasst die hinreichenden Optimalitatsbedingungen in schwa-
cherer Form zu testen, die der Satz 39 liefert. Die Absicht dabei ist herauszufinden,
ob die Zustandsbeschriankungen aktiv werden, aktiv bleiben, und ob die Beriick-
sichtigung der aktiven Phasenrestriktionen geméfs Satz 39 bei dem Nachweis der
Giiltigkeit der hinreichenden Bedingungen hilfreich sein kann.

®Die Summe der Spriinge der dualen Variable S* in der Randbedingung (8.13) wird entlang des
Losungskandidaten z*(-) minimal, falls alle Spriinge der adjungierten Komponente y(-) hochstens
nach oben und die von der Kriimmungskomponente Q(-) hochstens nach unten erfolgen, vorausge-
setzt *(7;) > 0, i = 1,...,7. Bei stetigen Komponenten y(-) und Q(-) des dualen Ansazes S* ist
die Bedingung selbstverstiandlich erfiillt.
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Uberpriifung der Voraussetzungen des Satzes 39 fiir konkrete Daten:

20 =10, p=0.5, 6 = 0.5, a* = 0, C' = 20, Upas = 55, € = 0.1.

Wir fithren folgende Vorbetrachtungen durch. Angenommen, im Zeitpunkt 7, wird
die Zustandsbeschréinkung z(r;) < C' aktiv. Berechnen wir den Lagrange Multipli-
kator Ao(-) auf einem gewissen Intervall [y, 7o) als Losung der Gleichung (10.25), der

sich mit A;(t) = A3(t) = \y(t) =0 als
Ao (t) = (9(t) + 22" (t)e " — dy(t)) e (10.68)

ausdriicken lasst. Wir priifen, ob die betrachtete Zustandsbeschrankung aktiv blei-
ben konnte. Es ergibt sich

) =C, ut)=6C, yt)=(20C+1)e ™, t>mn, (10.69)
womit der Lagrange Multiplikator
Xo(t) = (p+ 6) (=1 — 2e6C) + 2C = 37 (10.70)

fiir alle t > 7 positiv bleibt, erleidet aber einen Sprung in ¢ = 71. Der Zeitpunkt
71 des Auftreffens auf die Zustandsbeschrankung héangt noch von der Integrations-
konstanten C; ab, wobei x*(1) = C' gelten muss. Diese ist so zu wéhlen, dass der
Sprung y(7; + 0) — y(m — 0) der Kozustandsfunktion
o(t) — { Che 5t cos 5t + C’ergt sin ?t + me_pt , t<m (10.71)
(2¢6C + 1)e , t>m

vgl. Abbildung 10.11, nichtnegativ ist, d.h. entweder von unten nach oben oder stetig
in ¢t = 71. Eine stetige Komponente y(-) des dualen Ansatzes S* zu finden ist mog-
lich, wenn die Zustandstrajektorie 2*(-) tangential auf die Zustandsbeschrénkung
auftrifft, was durch

~

z*(r)=C, i*(n)=0 (10.72)

charakterisiert wird. Dies impliziert die Stetigkeit der Steuerungsfunktion u*(-) an
der Stelle t = 71, denn

uw (nn+0)—u(rn—0)=0dz"(r +0) —2"(y —0) —0x™ (1, — 0) =0, (10.73)

und somit auch die Stetigkeit der Komponente y(-) dank (10.14).
Wir zeigen nun konsequent, dass fiir das Paar (z*,u*), vgl. Abbildungen 10.9
und 10.10, definiert durch

%%Clegtcos Bt + %%Cgegt sin 3t . t<m
T(t) = { +5Cies sin Gt — 50t cos Bt + 5y (10.74)
C ) t 2 71

W) = 2% <C’165t cos 3t + C’gegisinﬁt + m — 1> ., t<mn (
(50 ) t Z T1
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mit den Integrationskonstanten C; und Cs, bestimmt durch (10.72)% bzw. (10.61),
alle Voraussetzungen des Satzes 39 fiir die gewéhlten Daten der Aufgabe und die
Zerlegung R* = [0,71) U [y, 00) erfiillt sind. Hierbei gilt 7, = 0.355914971, C} =
10.734057, Cy = —3.54708. Die Steuerung u*(-) hat auf dem Intervall [0, 7] diese
Darstellung, da fiir die festgelegten Parameterwerte o (y(t)e”” — 1) € [0, tmqs) filr
alle t € [0, 7] gilt.

20F
s0f

18}
40f

16}
30

14}

12

10k k|
0
0.0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5

x(t) w(t)

Abbildung 10.9: Optimale Erneuerung
einer technischen Ressource, Fall kom-
plexer Nullstellen: optimale Phasentra-
jektorie x*(-).

Abbildung 10.10: Optimale Erneuerung
einer technischen Ressource, Fall kom-
plexer Nullstellen: optimale Steuerung

zu der Voraussetzung (i) Aus den Vorbetrachtungen geht hervor, dass diese Vor-

aussetzung mit

alt) = {

und y(-) aus (10.71) erfiillt ist.

, <1

Rk (10.76)

zu der Voraussetzung (ii) Zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 ist die Menge

Gt) = (GH)NR(E)) = { 0,C]NR(Et) , t<n

A 10.77
[x06_6t7 C] ) t Z T ( )

konvex und die Menge der Gradienten der aktiven Restriktionen ist nur auf
[T1, 00) nichtleer, wobei sie aus einem eindimensionalen Vektor V¢9(t, x*(t)) =

Vel - O)|

E=*(t)

= 1 besteht. Die “constraint qualification” ist somit erfiillt.

zu der Voraussetzung (iii) Die optimale Steuerung wurde durch die punktwei-
se Maximierung der Pontrjaginschen Funktion beziiglich v = wu(t) ermittelt,
wodurch diese Voraussetzung ebenfalls erfiillt ist.

5Der Zeitpunkt 7 ist der friiheste Zeitpunkt, in dem die Phasentrajektorie tangential auf die
betrachtete Beschrinkung auftrifft und wird ebenfalls aus der Bedingung (10.72) ermittelt.
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zu den Voraussetzungen (iv) und (v) Das Ziel ist, einen quadratischen dualen
Ansatz S*(t,€) = a(t) + S1(t,€) zu finden, mit dessen Komponenten (a,y, Q)
die Voraussetzungen (iv) und (v) erfiillt sind. Die y(-)-Komponente ist schon
ermittelt worden, es verbleibt also noch, eine passende Kriimmungskomponen-
te () ausfindig zu machen.

Auf dem Intervall [0, 7] gibt es keine aktiven Phasenrestriktionen, daher miis-
ste die Definitheitsbedingung (9.57) fiir alle Richtungen 0(t) = z(t) — 2*(¢)
erfiillt sein. Dies ist mit der Funktion

Q:1(t) = (0.2e7%°7(4.4088 - 2.71828" ™ cos 4.4088t
4+ 0.75-2.71828° ™" sin 4.4088t
+ C(0.75-2.71828" ™ cos 4.4088t — 4.4088 - 2.71828" 7" 5in 4.4088t)))

((2.71828"™'C cos 4.4088t + 2.71828% ™" sin 4.4088t)) - (10.78)

als Losung der Riccatischen Differentialgleichung (10.67) fiir ¢ = 2 gewéhrlei-
stet. Die Wahl der Integrationskonstanten C' ist durch die Inklusion (10.65)
bedingt, d.h. die Losung @ (-) darf im Intervall [0, 71] keine Polstellen besitzen.

Auf dem Intervall [r1, 00) soll der Raum R' auf den Unterraum

{0(t) e R" | VeI(t, 2*(1)70(t) = 0, Xao(t) > 0} = {0} projiziert werden. So-
mit ist die Definitheitsbedingung (9.57) auf dem Intervall |71, 00) automatisch
erfiillt, beispielsweise mit der Funktion Q(t) = Qpe™"*, Qo = const und ¢ = 1.7

Insgesamt wird die Giiltigkeit der Definitheitsbedingung (9.57) mit der Funk-
tion (), festgelegt durch ©(¢) = 1, und der Kriimmungskomponenten

) S t<m Q1(1) , t<m
Q<t)_{ Que? . t>m ) 00632836 . t>7 °  107)

fiir alle ¢t > 0 erreicht. Die Freiheitsgrade, gegeben durch die Integrationskon-
stante C' in (10.78) und die Konstante @)y, wurden ausgenutzt, um erstens eine
auf [0, 71] stetige Losung Qi (+) der Differentialgleichung (10.67) zu bekommen
und zweitens die Stetigkeit der Funktion Q(-) in ¢t = 71 zu erzwingen.® Dafiir
setze man C' = 0.1 und erhalte

Q(m—0)=Q(r +0) = Qi(r1) — Qoe™ ™
00520669 — Qe "t =0,  (10.80)

woraus Qo = 0.0632836 folgt. Die resultierende Funktion Q(-) ist auf der Ab-
bildung 10.12 anschaulich dargestellt. Hierbei ist ¢ = 0 keine Polstelle von
Q(-), sondern es gilt Q(0) = 8.9676. Da die Komponente y(-) ebenfalls ste-
tig ist, ist die Voraussetzung (iv) erfiillt. Die Wachstumsbedingung (9.60) ist
dank 0Z L(t, 2*(t)) — 0z L(t, Z(t)) = 0 mit den Konstanten k = 1, o = 1 erfiillt,
womit die Giiltigkeit der Voraussetzung (v) komplett gezeigt ist.

"Beachte, dass Q(-) € WLl([r,, ), e’t) gelten muss.
8Es wiire auch ausreichend eine passende Funktion Q(-) anzugeben, die zwar unstetig in ¢ = 7
ist, aber den Sprung von oben nach unten hat.
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Abbildung 10.11: Die Komponente y(-) Abbildung 10.12: Die Kriimmungskom-
des dualen Ansatzes S*. ponente @(-) des dualen Ansatzes S*.

Die bisher nicht berechnete Komponente a(-) des dualen Ansatzes S* wird nun
wie im Fall reeller Nulstellen der charakteristischen Gleichung aus der Hamilton-
Jacobischen Differentialgleichung

Alt,a*() = 0 (10.81)

berechnet, die unter Beriicksichtigung eines quadratischen Ansatzes S* mit Kompo-
nenten (a,y, Q) folgende Gestalt besitzt

a(t) = ()73 (1) — H(t,a" (), y(O)P(L) = r(t.a"(0), w* (O)F(D).  (10.82)

Mit den Konstanten

1, (p+25. B\
A = 4601 ( 1 Ch 202> , (10.83)
_ 1y p+20 p ’
B = ECQ < 1 Cy + 501 , (10.84)
C = e 2 ( 1 Cy — 56’2 1 Cs + 501 , (10.85)
2 _9(1 — _ 2 282 2
D — (1—ed(p+9)) —e(p+6)*—€d(p+9) ’ (10.86)
de(1 —ed(p+0))?
— _ —— — —Z (10.
E 2¢(1 — ed(p+0)) ;TG 1—eb(p+9) 3¢ (10-87)
Fo= 2¢(1 —€5(p+9)) 4 G- 20 1—ed(p+9) 26’(10’88)
G = e5’C*+28°C - C? (10.89)
hat die Differentialgleichung
Acos? Bt + Bsin® Bt + £ sin 23t , t<7
—pt —5t g -5t
alt) = +De " + Fe 2"sin ft + Fe™ 2" cos (5t (10.90)

Ge , t>T7
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die Losung
[ 2(t+ 5% 5 sin 2ﬁt) D(t- 35 Sin26t) — Ccos28t , t<m
—%e pt 452+ 2(25(:03@5—1—,osmﬁt)
a(t) = +4,3211p2< 2p cos [t + 4sin Bt)e” 2t + Kl , (10.91)
—Gert , t>7
L

wobei sich die Konstante K aus der Stetigkeit von a(-) in t = 7y ergibt:

A B
Kl = __(Tl + %SIDQﬁTl) — 5(7’1 — %Sln2ﬁ7'1) + ECOSQﬁTl
D 2K o
+ —e P+ ———(28cos B + psin By )e 2™ 10.92
P 4ﬁ2+,02( B B71 + psin B7) ( )

F p G
— ————(—2pcosfBr +4sinfry)e 2™ — —e P
43% + p? ( ) p

Die in (10.91) definierte Funktion ist ein Element des W} (IR"), so dass nun fiir
S*i=at)+y®)T(E—z*(t))+1/2(£ —2* ()T Q(t) (€ —z*(¢))) mit den Komponenten
aus (10.91), (10.71) bzw. (10.79) alle Voraussetzungen des Satzes 39 fiir das Paar
(x*,u*) aus (10.74), (10.75) erfiillt sind. Somit liefert der Prozess (z*, u*) nach Satz
39 eine starke, nicht unbedingt strikte, lokale Minimallésung zum Problem (PL) im
Fall der komplexen Nullstellen der charakteristischen Gleichung.

Wir priifen nun, ob mittels desselben Satzes auch die Striktheit der Minimal-
l6sung nachgewiesen werden kann. Vergewissern wir uns, dass 85251\(75,5) > c(t) =
const > 0 fiir alle t € [, 00) gilt, indem wir mit Hilfe von (10.79) den Ausdruck

RN = QO +2-20e"Q() + Q1)

_ @ —(p+28)Qy+2=1.9251>0 (10.93)

2¢

berechnen. Fiir eine Aufstiegsrichtung 6(t) = x*(t) — x(t) der Funktion A(¢,£) an
der Stelle £ = x(t) gilt die Ungleichung

A(t,z7(1) = At z(t) = et x(1)) (27 (1) — (1))

>0
1 N . 1 - ,
+§a§EA(t, T) (2" (t) —2(t))* >0+ 5<9§EA(15, () (x(t) — 2*(1))?
1.9251 . .
= = () — () = e(t) a(t) — 2 (1) (10.94)
womit sich
N c(t)P*()v(t)  0.962549
t) := = 10.
é(t) 2 (t) 5 >0 (10.95)
ableiten lasst. Da inf+ é(t) = M > 0, ist das Kandidatenpaar strikt stark lo-
teR

kal optimal fiir das Problem der Erneuerung einer technischen Ressource in einer
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CY(R*,7) — Umgebung von z*(-) mit § > 0, #(¢) = 1 infolge des Satzes 39.

Interpretation der optimalen Lésung. Die letzte Aussage bedeutet die globale
Optimalitit des Paares (z*, u*) fiir alle Probleme mit 4, > u = u*(0) = 53.9334.°
Ist Upqe < W, so wird die obere Zustandsrestriktion nicht erreicht, sondern die Steue-
rung u(-) wird zuerst die ¢t — Achse schneiden. Somit ldsst sich der optimale Prozess
fir Umqe < @ bei festgewdhlten restlichen Parametern wie folgt formulieren:

%‘%Clegt cos (Bt + %‘%Cgegt sin 3t , 1< T
* _ 8 Lt o 8 L +4 .
(t) = +5C1e2"sin §t — 5Che2” cos Bt + 557575 ; (10.96)
a1(ry)e00m) , 12>
1 Ly 2t ; 1 _
uty = | 3 (CueBteosBer Cueltsinfi g —1) L <m0
0 ) t Z T2

auf den wir aber hier nicht nidher eingehen méochten. Hierbei bezeichnet xq(t) die
Einschrinkung der Funktion z3(-) auf das Intervall [0, 73]. Der Zeitpunkt 7 wird
durch

1 J J
Ty := min {t >0 ‘ % (C’legt cos Bt + C’gegtsinﬁt + %) = O} (10.98)
definiert.
Betrachtet man zu dem Zustands-Kozustandspaar (z*,y) das Paar (z*,ye), so
ergibt sich im Phasenraum des durch die Substitution § = ye® autonomisierten
dynamischen Systems (10.26), also fiir das System

() = LEO)—1) -8 (1), 2°(0) =z
{ gt) = —=22*(t) + Xa(t) + (p+ 0)5(t), (10.99)

das folgende Bild, siche Abbildung 10.14. Man beachte, dass der Punkt (z,3) =
(C, (2¢6C + 1)) ein Gleichgewicht des Systems (10.99) mit Ao(-) aus (10.76) ist,
und die optimale Steuerung u*(-) den optimalen Pfad z*(-) in diesen Punkt zum
Zeitpunkt t = 7 tberfiihrt. Dieses Gleichgewicht ist zwar instabil, aber nach dem
einmaligen Erreichen dessen bleibt die Zustandstrajektorie in diesem Punkt ruhen.
Es erweist sich also als optimal, so viel in der Anfangsperiode [0, 71] zu investieren,
um das konstante Niveau x*(t) = C' zu erreichen, und anschliessend ist es am vor-
teilhaftesten mit konstanter Rate u*(t) = §C' Erneuerungsmafnahmen zu ergreifen,
um den Wert z*(t) der technischen Ressource auf dem gleichen Stand zu halten. Der
Funktionalswert JZ (2%, u*) betrigt fiir die gewihlten Daten JZ (z*, u*) = —678.905.

9Je grofer Uqz, desto friither schneidet 2*(-) die Gerade z(t) = C.
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Abbildung 10.13: Optimale Phasentra-
jektorie z*(+) (schwarz) und natiirliche
Zustandsbeschrankungen (rot).

Abbildung 10.14: Optimales Zustands-
Kozustandspaar (z*,ye”) im Phasen-
portrait des Systems (10.99).



Kapitel 11

Ein Ressourcen-Allokationsmodell

In dem vorliegenden Unterkapitel wird ein Ressourcen-Allokationsmodell mit un-
endlichem Zeithorizont betrachtet, dessen Formulierung auf endlichem Zeitintervall
sich in der Arbeit von Osmolovskii und Maurer, MAURER& OSMOLOVSKII |70], S.
567, befindet. Dieses Modell ist sehr einfach, eignet sich aber sehr gut zur Illustrati-
on der Beziehungen zwischen den Steuerungsproblemen (Pr) und (P,,). Die Losung
des ersten Problems kann nicht zu einer Losung des zweiten fortgesetzt werden,
denn die letztere existiert nicht. Desweiteren gehort keine der zum Problem (Py)
zuléssigen Trajektorien zu einem ungewichteten Sobolevraum, was den Zugang iiber
die Einfithrung der gewichteten Funktionenrdume rechtfertigt. Zuerst wird die Lo-
sung zum Problem auf einem endlichen Zeitintervall ermittelt, anschliessend gehen
wir zu einem Ressourcen-Allokationsmodell auf dem unendlichen Intervall iiber und
zeigen aber, dass dieses keine optimale Losung besitzt. Unser Ziel ist, die Modellie-
rung so anzupassen, dass das angepasste Steuerungsproblem lésbar wird. Durch die
Einfithrung einer zusétzlichen reinen Zustandsbeschriankung kommen wir zu einem
Problem, dessen Losung eine bang-singulére Struktur hat, was {iber die entwickelte
Dualitatstheorie und hinreichende Optimalitdatsbedingungen gezeigt werden kann,
vgl. LYKINA ET AL. [63].

11.1 Ein Ressourcen-Allokationsproblem mit
endlichem Zeithorizont und seine
Losung durch das Maximumprinzip

Untersucht wird zunéchst ein Modell der Ressourcen-Allokation auf einem fixierten
endlichen Zeitintervall [0, T'], welches wie folgt formuliert wird:

T
Jr(z,u) = /e_ptx(t)(l — u(t)) — max! (11.1)
0
bzgl. aller Paare
(z,u) € W,™[0,T] x L2[0,T], (11.2)

179
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die den Nebenbedingungen

&(t) = w(t)u(t); (11.3)
z(0) = ¢ > 0; (11.4)
0<u(t) < (11.5)

geniigen. In dieser Formulierung ist die Anderungsrate des Kapitalstockes z(t) di-
rekt proportional zu dem Investitionsanteil u(t) zum Zeitpunkt ¢, welcher hier die
Rolle einer Steuervariable ibernimmt. Das Problem (11.1) — (11.5) wird mit (Pr)
bezeichnet.

Wir werten die notwendigen Optimalitdtsbedingungen auf dem Intervall [0, 7] aus,
die durch das Potrjaginsches Maximumprinzip gegeben sind, und anschliessend ent-
scheiden, ob auf diese Weise errechneter Losungskandidat bis zu einer Losung des
Ressourcen-Allokationsmodells mit unendlichem Zeithorizont fortgesetzt werden
kann.

Liegt der Normalfall Ay = 1 vor, so ist die Pontrjaginsche Funktion durch

H(t,§,v,m) = &(1—v)+e"ns
= £+ vg(ne” —1) (11.6)

gegeben. Thre Maximierung in der Variable v ergibt die Hamiltonfunktion

nge’t . &ne”t —1) >0
H(t,&,n) =max H(t,§,v,n) = £, Eme”=1)=0 (11.7)
vy £, e —1) <0

mit entsprechender bang-singular-bang Struktur der optimalen Steuerung u*(t):

1, () (y(t)et —1) >0
uw(t)=1< ae€l0,1] , z*)(y(t)e” —1)=0 (11.8)
0 , z*(t)(y(t)e —1) <0,

wobei « ein beliebiges Element aus [0, 1] ist. Infolge der Konkavitdt der Hamil-
tonfunktion H(¢, -, y(t)) fir alle ¢t € [0,T] sind die notwendigen Optimalitétsbedin-
gungen aus dem Maximumprinzip gleichzeitig auch hinreichend, vgl. beispielsweise
FEICHTINGER&HARTL [35], Satz 2.2., S. 36. Aus diesen Uberlegungen und um die
Bedingungen des Pontrjaginschen Maximumprinzips, Theorem 1, IOFFE& TICHO-
MIROV [45], S. 127 ff., zu verifizieren, fithren wir eine Fallunterscheidung durch. Aus
der Zustandsgleichung (11.3) und der Anfangsbedingung (11.4) kann man auf die
Positivitat des Zustandes, also auf 2*(¢) > 0 fiir alle ¢t € [0, 7] schliessen. Aus diesem
Grund wird die Funktion y(-)e” — 1 statt der Schaltfunktion Sc(-) : RT — R mit
Sc(t) = x*(t)(y(t)e’* — 1) untersucht. Wir unterscheiden 3 Félle.

Fall 1:
y(t) > e (11.9)

In diesem Fall besitzt das kanonische System

a*(t) = a7(t)
{ y(t) = —He(t)e P = —y(t) (11.10)
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die Losung
x*(t) = Ce', y(t) = De™, (11.11)

mit reellen Konstanten C' und D.

Fall 2:
y(t) =e " (11.12)
Ist diese Bedingung auf einem Intervall erfiillt, so erhélt man einerseits die
Differentialgleichung
g(t) = —((1—w(t)e™ +y(t)u"(t) (11.13)

fiir die Kozustandsfunktion y(-) und andererseits ist y(t) = e #*, was zu der
Gleichung

—pe Pt = —e " (11.14)

und somit zu p = 1 fiihrt. Dieser Widerspruch zu der Voraussetzung 0 < p < 1
deutet darauf hin, dass das vorliegende Problem keine singulére Losungsstiicke
besitzt.

Fall 3:
y(t) < e (11.15)

Das kanonische System hat die Gestalt

{j”*(t) =0 (11.16)

i) = —et
und seine Losung ist durch
o (t) = E, y(t) = %e‘”t +F (11.17)
gegeben, wobei die Konstante F' aus der Transversalitdtsbedingung
y(T)=20 (11.18)
bestimmt werden kann.

Zusammenfassend schlussfolgern wir, dass der Prozess (z*, u*,y), definiert als

u'(t) = {(1) igfg% (11.19)
z*(t) = {jf:j iéfgg (11.20)
o0 = { Sow_ oy e (11.21)
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mit D = e('=?)7 fiir Aufgaben mit einem hinreichend grofen Endzeitpunkt 7" global
optimal ist. Die Konstante D wurde dabei aus der Schaltbedingung

x*(t)(y(t)e” — 1) = 0 berechnet. Der Schaltpunkt 7 sollte so gewéhlt werden, dass
die adjungierte Funktion y(-) in diesem Punkt stetig bleibt. Dadurch gelangt man
zu der Bedingung

1
eI=PTe™™ = —(e7PT — =T, (11.22)
p

welche fiir hinreichend grofe 7" > 0 den Schaltpunkt

In(1 —p)
p

=T+ >0 (11.23)

liefert.

11.2 Das Ressourcen-Allokationsmodell mit unend-
lichem Zeithorizont

Die Fortsetzung des bisher betrachteten Problems (Pr) der Ressourcen-Allokation
auf ein unbeschranktes Intervall [0, 00) liefert das folgende Problem der optimalen
Steuerung:

[e.o]

JE (v u) = L-/ e Pz (t)(1 — u(t))dt — max! (11.24)
0
beziiglich alle Paare
(z,u) € W' (RT) x LY(RY), (11.25)
die die Nebenbedingungen
(t) = x(t) - u(t); (11.26)
z(0) = xo > 0; (11.27)
0<u(t) < (11.28)

erfiillen. Hierbei geniigt die Diskontrate p der Ungleichung 0 < p < 1. Das Problem
(11.24) — (11.28) wird in diesem Kapitel mit (P) bezeichnet. Die Notation L - [
deutet auf die Interpretation des Integrals im Lebesgueschen Sinne hin.

Diskussion des Steuerungsproblems (P,)

Die Hauptfrage, die in diesem Unterkapitel untersucht wird, ist, was geschieht, wenn
man den Zeithorizont T" gegen unendlich laufen lasst.
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Zustands- und Steuerungsraum. Die erste Frage betrifft die Setzung der Funk-
tionenrdume fiir die zuldssigen Paare. Representiert die Forderung der ana-
lytischen Giite (11.25) eine gut geeignete Wahl der Rdume, insbesondere des
Zustandsraumes?

Da wegen der Steuerbeschrankung (11.28) und der Anfangsbedingung (11.27)
fiir jede zuléssige Zustandsfunktion z(-) die Ungleichung =(t) > 2o > 0 fir
alle t € [0,00) gilt, bemerken wir ebenso, dass fiir jedes p # oo die Aussage
z(-) ¢ W (RY) zutrifft. Dies bedeutet, dass der zuléssige Bereich des Pro-
blems (P,) leer ist. Dennoch, bringt man eine Gewichtsfunktion v(t) = e~#*
in die Definitionen der Funktionenrédume ein, so ist es moglich, den Zustands-
raum W,"'(R*) zu einem gewichteten Sobolevraum W, (R*, e~#*) und den
Funktionenraum L}(R™T) der Steuerungsfunktionen zu einem gewichteten Le-
besgueraum Li(RT, e~*") zu erweitern, wodurch ein nichtleerer zulissiger Be-
reich erzeugt wird, da mindestens das Paar (x(t),u(t)) = (2o, 0) zuléssig wird.

Existenz optimaler Losungen. Unser nédchstes Anliegen ist die Untersuchung
der Frage nach der Existenz optimaler Losungen zum Steuerungsproblem mit
unendlichem Zeithorizont (11.24), (11.26) — (11.28) zusammen mit der Neben-
bedingung

(z,u) € Wy (RT, e=#) x L3Rt e, (11.29)
Zu diesem Zweck sei eine Folge {u,} der Steuerungsfunktionen mit
uo(t) = a = const € (0,p), t € R" (11.30)
definiert. Mit den entsprechenden Zustandstrajektorien, welche durch
74(t) = 1™, t € RT (11.31)

gegeben sind, berechnen wir die Funktionalswerte JZ (x4, u,):

JE (2, ua) = L—/xoeo‘t(l —a)e dt
0

= lim —(1 — a)xoe(“’p
T—o0 a—p 0 p—

)tT_l—a

Zo. (11.32)

Die Folge der Funktionalswerte JZ (z,,u,) strebt offenbar gegen unendlich,
wenn « — p. Diese Tatsache beweist, dass zum Problem (11.24), (11.26) —
(11.29) keine optimale Losung im Sinne der Definition 10.(iii) existiert.

Unbeschranktheit des zulassigen Bereiches. Die Menge aller zulassigen Paare
zu diesem Problem ist nicht beschréankt und folglich ist diese weder kompakt
noch schwach kompakt. In der Tat, betrachtet man eine Folge

To(t) = w0e™, a €10, p/p] (11.33)



184 KAPITEL 11. EIN RESSOURCEN-ALLOKATIONSMODELL

und lafst o gegen ]‘—; laufen, so erhélt man

[e.9]

Hprg(w,u) - /xge(ap_p)tdt =
0

p

— 00, a—p/p—0. (11.34)
p—ap

Es sei auch bemerkt, dass es keine uniforme Majorante 5(-) € L,(R*,e™#")
fiir die Zustandstrajektorien des Ressourcen-Allokationsmodells gibt, d.h. die
Bedingung

lz(t)] < B(t), (V)te R, (11.35)

die zur Sicherung der schwachen Unterhalbstetigkeit der Funktionale sowie in
dem Existenzsatz zum Einsatz kam, nicht fiir alle Zustandstrajektorien gleich-
zeitig erfiillt ist.

Mogliche Erweiterungen des Modells. Im letzten Punkt der gegenwartigen Dis-
kussion befassen wir uns mit den Verbesserungs- bzw. Anpassungsmoglichkei-
ten des Modells. Wie kann also das Ressourcen-Allokationsmodell modifiziert
werden, damit das neue Modell eine optimale Losung auf dem unendlichen
Intervall besitzt? Mogliche Erweiterungen in der Modellierung wéren die fol-
genden:

(a) Einfithrung einer zusétzlichen reinen Zustandsbeschriankung, die mittels
einer Gewichtsfunktion das Wachstum des Kapitals beschréankt. Dies wiir-
de gleichzeitig die Beschranktheit des zuldssigen Bereiches in der Norm —
Topologie erzwingen sowie zur Gewahrleistung der schwachen Unterhalb-
stetigkeit des Zielfunktionals auf diesem Bereich beitragen. Das erhaltene
Modell ist auch 6konomisch sinnvoll.

(b) Betrachtung einer nichtlinearen Nutzenfunktion im Zielfunktional, bei-
spielsweise N(-) : R — R mit N(u(t)) = In(u(t)) oder dhnliches, vgl.
KORN&KORN [55], S. 238 ff.

(c) Erweist sich der gewéhlte Zustandsraum als zu grof, so kann dieses Pro-
blem durch die Wahl eines einschrankenden Zustandsraumes gelost wer-
den.

(d) Modifizierung der Zustandsgleichung durch das Einbringen eines quadra-
tischen Terms, d.h. zu 16sen wire die logistische Differentialgleichung

o(t) = z(t)u(t) — Ba>(t) (11.36)

mit einer vorgegebenen Konstanten 5 > 0.

(e) Einfiihrung einer von der Zeit ¢ abhiingigen Diskontrate p : R™ — (0,1).
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11.3 Ein angepasstes Ressourcen-Allokationsmodell
mit unendlichem Zeithorizont

Wir verfolgen die unter Punkt (a) erwdhnte Modellanpassungsvariante und modi-
fizieren das Problem (P.,), indem wir eine zusétzliche Zustandsbeschrankung hin-
zufiigen und einen gewichteten Sobolev- sowie gewichteten Lebesgueraum als den
Zustands- bzw. den Steuerungsraum wihlen. Dabei wird ein Minimierungsproblem
statt einem Maximierungsproblem betrachtet:

L-/ e Pz (t)(u(t) — 1)dt — min! (11.37)
0
beziiglich aller Paare
(z,u) € Wy (RT, e~ x LY(R*, e, (11.38)
die die Nebenbedingungen
(t) = x(t) - u(t); (11.39)
z(t) < Ce™, Yt>0, OC>m, 0<a<a*<p; (11.40)
z(0) =z > 0; (11.41)
0<u(t) <1 (11.42)

erfiillen. Das angepasste Steuerungsproblem (11.37) — (11.42) bezeichnen wir mit
(P2). Das so formulierte Steuerungsproblem ist ein Problem der Klasse (PL), das
im Unterkapitel 2.2 formuliert wurde und in dieser Arbeit durchgehend betrachtet
wird. Dies wird deutlich, wenn man die Funktion 3(-) : RT — R gemiR 3(t) := e
mit & < o* < p definiert, denn es gilt 4(-) € LY(R*",e=2").

11.3.1 Existenz einer optimalen Losung zum angepassten
Ressourcen-Allokationsproblem

Wir verifizieren sukzessive alle Voraussetzungen des Existenzsatzes 28 fiir das ange-
passte Ressourcen-Allokationsmodell.

(1) Die Voraussetzung 5 ist erfiillt, denn die Funktion r(¢,&,v) = &(v — 1) im
Integranden ist linear in v und stetig in allen Argumenten.

(2) Laut Voraussetzung 9 muss es eine Funktion A;(-) € L;(IR") sowie eine positive
Konstante B; geben, so dass fiir alle (¢,£,v) € RT x R" x U und p = 2 die
Wachstumsbedingung

60— 1)] < Ay (e + By(€]2 + [uf)elr= (11.43)
gilt. Dies ist erfiillt mit A;(¢) = e " und B; = 2 aufgrund der Abschitzung
[€(v = D] < 20¢] < 2(1 + [¢[*)] < 2e e + 2(E* + v*)elrmD" (11.44)

und unter Beriicksichtigung der Steuerungsbeschriankung (11.42).



186 KAPITEL 11. EIN RESSOURCEN-ALLOKATIONSMODELL

(3) Die Voraussetzung 10 ist erfiillt mit As(t) =0, By = 1 fiir p = ¢ = 2, denn es
gilt die Ungleichung

€] <0 Tt 4 1. (J¢] 4 Ju] et (11.45)
fiir alle (¢,&,v) € RT x R" x U.

(4) Wir nehmen uns nun die Voraussetzung 11 vor. Wir setzen
A(t,z(t)) =0, B(t,z(t)) = z(t) und tiberpriifen, ob die Wachstumsbedingun-
gen (6.5) und (6.6) erfiillt sind. Die erste ist erfiillt mit p = ¢ =2, By1(t,&) =
¢, der Funktion Asz;(-) € LI(R"), definiert durch As(t) = 0, und einer
Konstanten Bsj; := 1, d.h. es gilt die Ungleichung

€] <0-eT 1. (11.46)

Die Wachstumsbedingung (6.6) ist ebenso richtig, wenn man die Konstanten
C;,1=1,2,3,4; wie folgt setzt C; =1, Cy, =0, C3=1, Cy =0.

(5) Der zulassige Bereich ist nicht leer, denn beispielsweise ist (x,u) = (z0e®, @)
mit « € [0, p) ein zulédssiges Paar.

(6) Die Lipschitzstetigkeit der Funktion B(t,-) sowie die Konvexitdt und Abge-
schlossenheit des Steuerbereiches U = [0, 1] liegen vor.

Somit sind alle Voraussetzungen des Existenzsatzes 28 erfiillt, was die Existenz einer
im Sinne der Definition 10.(iii) optimalen Losung zum Problem (PZ4) erzwingt.

11.3.2 Optimale Losung mittels hinreichender Optimalitats-
bedingungen

Fiir das Steuerungsproblem (P4) zeigen wir, dass die Steuerung

. 1, t<r
U (t):{ 4 £S . (11.47)

mit einem noch nicht bekannten Schaltpunkt 7 > 0 global optimal im Sinne der
Definition 10.(iii) ist. Die entsprechende Zustandsfunktion z*(-) ist durch

t <

SORS L (1148)
gegeben. Diese Funktion geniigt der reinen Zustandsbeschrénkung (11.40), falls im
Schaltpunkt 7 die Gleichung xge™ = Ced gilt, was 7 = 1 ln( ) > 0 liefert. Auf-
grund der Linearitdt des Problems in der Platzhaltervarlablen 5 = z(t) wird nach
einem linearen dualen Ansatz S*(¢,&) = a(t) + y(t)" (£ — z*(t)) mit S € YS,, der
zuliissig in der dualen Aufgabe (DY) fiir die Zerlegung R* = [0, 7) U [7, 00) ist und
dariiber hinaus die Bedingungen (8.11), (8.12) und (8.13) des verallgemeinerten Ma-
ximumprinzips, vgl. Korollar 3, fiir das Paar (2*, u*) erfiillt. Dies wiirde die globale
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Optimalitit des Prozesses (z*,u*) im Sinne des Kriteriums L2 sichern.
Die Hamiltonfunktion fiir das Problem (PZ) bestimmt man als

77£€pt ) £<W€pt - 1) >0
H(t,&,n) =max H(t,§,v,n) = £, e —=1)=0 (11.49)
vey &, &me —1) <.

Wir betrachten fiir t € (R"\7) die parametrische Optimierungsaufgabe der Maxi-
mierung des Defektes der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung (8.12):

(P): AL = %atsa,g) ML 0S(LE) — max! (11.50)
bzgl. ¢ € {{ €R|zo <& < Ce™}

und versuchen einen linearen dualen Ansatz S zu finden, der die starke Dualitat der
Aufgaben (P2) und (D<) liefert, ohne die Erreichbarkeitsmenge R(t) explizit zu
beriicksichtigen, vgl. die Bemerkung 35. Der Defekt A(t, ) aus der letzten Formel
kann in der Form

A, €)= % (a(t) +5()" (€ — 2" (1)) — y(t)"&"(1))

+ H(t, &) (11.51)

™~

aufgeschrieben werden, wobei die Komponente a(-) des dualen Ansatzes S(t,&) aus
der Hamilton-Jacobischen Gleichung A(t, z*(t)) = 0 bestimmt wird. Auf diese Weise
erhalten wir die Differentialgleichung zur Bestimmung von a(-):

a(t) = y(t)" " (t) — H(t, 2" (), y()) (). (11.52)
Nach der Einfithrung der Langrange Funktion L£(t,&) mit
L(t, &) = —At,E) + M(t)(mo — &) + () (€ — Ce™) (11.53)

werten wir die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen! fiir das Optimierungsproblem
(11.50) aus:

OcL(t,2"(t) = —e”y(t) — OH(t, 2" (t),y(t), 1) — Au(t) + Ao (t) = 0; (11.54)
Ai(t)(zo — 27(t)) = 0, Mi(t) = 0; (11.55)
Ao (t)(x*(t) — Ce®) =0, Xo(t) > 0. (11.56)

Da u*(t) = 1 fur alle t € (0,7) gilt, gelten ebenfalls die strikten Ungleichungen
1o < 2*(t) < Ce® auf dem ganzen Intervall (0, 7), was zusammen mit den Komple-
mentaritdtsbedingungen (11.55), (11.56) zum Schluss fiihrt, dass die beiden Lagran-
ge Multiplikatoren Ai(-) und Ag(+) Null sein miissen. Also erhalten wir \;(t) = 0,
i =1,2 auf (0, 7). Die Bedingung (11.54) vereinfacht sich in diesem Fall zu

y(t) = —y(t), te(0,7) (11.57)

Vgl. Satz 43 in Anahng B.
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und, folglich ist y(t) = De™* mit einer Konstanten D € R. Aus der Maximum-
bedingung des Pontrjaginschen Maximumprinzips, namlich aus der Ungleichung
y(t) = De™" > e P ¥Vt € (0, 7) wird eine passende Konstante D gewéhlt:

D = el=P)7, (11.58)

Die singulédre Steuerung u*(t) = & € (0,1) auf dem Intervall (7,00) verleiht der
Hamiltonfunktion die Gestalt H(t,&,n) = £ und fir die Multiplikatorfunktion A;(-)
gilt A () =0, t € (7,00), denn die entsprechende Zustandsbeschrankung zo < z(t)
bleibt auf diesem Intervall inaktiv. Fiir alle ¢ € (7, 00) schreiben wir die Bedingung
(11.54) in der Form

§(t) = —e "+ Xo(t)e " (11.59)

um. Berticksichtigt man die Positivitéit von 2*(¢) und den Fakt, dass die Schaltfunk-
tion Sc(-) : RT — R, gegeben durch Sec(t) = 2*(¢)(y(t)e?* — 1) auf dem Intervall
(1,00) identisch Null sein miisste, so gelangt man zu einer Gleichung beziiglich der
Multiplikatorfunktion Ay(-), ndmlich zu

—pe P = —e P+ Ng(t)e ", (11.60)

deren Losung A\o(t) = (1 — p) strikt positiv ist. Die Stetigkeit der adjungierten
Funktion y(-) mit

(11.61)

(1=p)T ot
e e , <71
y(t) = {

et t>T

im Punkt ¢t = 7 deutet darauf hin, dass die Randbedingung (8.13) des verallgemei-
nerten Maximumprinzips, also

inf {S*(t—0,8)—-S*(r+0,8)} = S*(r—0,2"(1)) = S*(7+0,2"(7)); (11.62)

Ber

I' = {BER|r <B<Ce™}

durch das Triple (z*(t), u*(t), S*(t,2*(¢t))) erfiillt wird, denn die beiden Seiten der
Gleichung sind in diesem Fall gleich Null. An dieser Stelle sei bemerkt, dass die Er-
reichbarkeitsmenge R(7) mit der Menge G(7) = I ibereinstimmt. Zur vollstdndigen
Angabe des linearen Ansatzes S* berechnen wir noch die Funktion a(-) aus der Dif-
ferentialgleichung (11.52) und iiberpriifen, ob diese zu dem Sobolevraum W} |z, oo)
gehort und ob sie von der Klasse C°[0, 7]NC[r, 00) NCY(0,7) N C* (7, 00) ist. In der
Tat, die Funktion a(-), gegeben durch

a=1,(1-p)r t
Tos— e , t<T
a(t) = { moue(f_a)fe(a_p)t Cts7 (11.63)
ist offensichtlich ein Element des Funktionenraumes W [r, o0) und besitzt die ge

wiinschte Glatte. Schliesslich gilt es noch zu iiberpriifen, ob die Kozustandsfunk-
tion (-) in dem gewichteten Sobolevraum W, (R*, ") liegt. Dies kann positiv
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beantwortet werden, denn

o0
P / ()2t dt
0

0

T

Analog erfolgt der Nachweis der Ungleichung ||y||%2 B+ ea"t)
der vorherigen Abschitzung die Behauptung liefert.

Fiir den berechneten linearen dualen Ansatz S* zeigen wir nun seine Zuléssigkeit in
der dualen Aufgabe, ndmlich die Giiltigkeit der Hamilton-Jacobischen Ungleichung
A(t,€) <0 fiir alle t € RY und € € [z9, Ce®]. Der Defekt A(t, €) ist offenbar eine in
¢ lineare Funktion und nimmt seine Extremwerte am Rande des Definitionsbereiches
an. Daher untersuchen wir fiir feste ¢ die Ableitung 0¢A(t, €). Sei zunéchst t € [0, 7],
dann gilt

< 00, was zusammen mit

EA(L,E) = (1) +y(t)er = (—e0P7e 4 e(-P7eert — 0, (11.65)

woraus die Identitéit A(t, &) = 0 fiir alle (¢, &) € [0, 7] x [z, Ce?] folgt. Gilt dagegen
t € (1,00), so erhélt man

DN, &) = yt)e” +1=—pe e’ +1=1—p>0, (11.66)

woraus die Giiltigkeit der Ungleichung A(t,£) < 0 auch fiir ¢ € (7,00) folgt, denn
man beachte z*(t) = Ce® und A(t,z*(t)) = 0. Insgesamt ist die Zulissigkeit des
errechneten S* gezeigt.?

Auf diese Weise wurde die Giiltigkeit aller Bedingungen des Korollars 3 nachgewie-
sen, woraus wir schliessen kénnen, dass der Prozess (z*, u*) ein globaler Minimierer
zum Steuerungsproblem (P4) im Sinne des Optimalititskriteriums L2 ist. Der Be-
weis der Optimalitdt ist somit vollstdndig. Auf den Abbildungen 11.1 und 11.2 ist
die optimale Losung dargestellt.

Um die Ergebnisse dieses Kapitels zusammenzufassen, behaupten wir durch das Ver-
wenden der gewichteten Rdume und das Hinzufiigen einer zusétzlichen Phasenbe-
schrankung zur Kontrolle des Zustandswachstums in der Modellanpassung insofern
erfolgreich zu sein, dass die neu entstandene Steuerungsaufgabe losbar wurde im Ge-
gensatz zu der Ausgangsaufgabe. Ferner hat das Dualitdtskonzept von Klotzler es
ermoglicht, iiber die hinreichenden Optimalitatsbedingungen sogar die globale Op-
timalitét des Prozesses (x*,u*) mit der Steuerung (11.47) nachzuweisen. Aussagen
iiber die Eindeutigkeit dieser optimalen Steuerung sowie die Striktheit des Mini-
mums und Isoliertheit der Extremaltrajektorie wurden hier jedoch nicht getroffen.
Die Optimalitdt der ermittelten Losung im Sinne des Optimalitéitskriteriums L1,

2Die Zulissigkeit des Ansatzes S* folgt sofort, wenn man bedenkt, dass die betrachtete parame-
trische Optimierungsaufgabe linear in ¢ ist und die notwendige Optimalitdtsbedingung, gegeben
durch die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen, somit auch hinreichend ist.
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0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Abbildung 11.1: Das angepasste
Ressourcen-Allokationsmodell:  opti-
male Phasentrajektorie 2*(-) (schwarz)
und die Funktion Ce® (rot) fiir
C =20,p =009, g =10, & = 0.5,
T = 1.38629.

1.5¢

1.0

0.5F

O‘O 1 1 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

u’(t)

Abbildung 11.2: Das angepasste
Ressourcen-Allokationsmodell: optima-
le Steuerung u*(+) fiir C' = 20, p = 0.9,
xg =10, & = 0.5, 7 = 1.38629.

also die Uberholungsoptimalitiit, ist nicht gegeben, wie in KIRCHEIS [50] bestitigt
wurde. Wie man sieht, beeinflusst die Wahl der kiinstlich auferlegten Zustandsbe-
schrankung die optimale Losung in groffem Mafe. Daher sollte diese sehr sorgfiltig
abgewogen sein und den Bediirfnissen des zu modellierenden Prozesses entsprechen.



Kapitel 12

Das lineare Ramsey Modell

12.1 Das lineare Ramsey Modell mit endlichem Zeit-
horizont
Wir betrachten das gut bekannte lineare Ramsey Modell, vgl. FEICHTINGER& HARTL

[35], S. 201 ff., mit einem endlichen fixierten Horizont 7" < oo, das schon im Unter-
kapitel 2.3.1 vorgestellt wurde und wie folgt formuliert wird

T
Jr(z,u) = / e~ u(t)dt —> max! (12.1)
0
beziiglich aller Paare
(z,u) € Wy"[0,T] x L2'[0,T7, (12.2)

die den Nebenbedingungen

z(t) = (m = §)x(t) — u(t); (12.3)
x(0) =z > 0; (12.4)
0 <u(t) < mx(t) (12.5)

geniigen. Ausserdem soll 7 > p + § gelten. Die Funktionen k(-) und ¢(-) aus dem
Unterkapitel 2.3.1 wurden hier der Vereinheitlichung halber in z(-) bzw. u(-) umbe-
nannt. In dieser Formulierung bezeichnet u(t) den Konsum zum Zeitpunkt ¢, der als
Steuerungsvariable betrachtet wird. Dieses Modell ist ein typisches Beispiel fiir ein
Steuerungsproblem mit zustandsabhéngigen Steuerungsbeschréinkungen. Die Aufga-
be (12.1) — (12.5) wird mit (Pr) bezeichnet.

Ahnlich wie in dem Ressourcen-Allokationsmodell werten wir die notwendigen Opti-
malitdtsbedingungen des Pontrjaginschen Maximumprinzips auf dem Itervall [0, 7]
aus und anschliessend entscheiden wir, ob ein auf diese Weise berechneter Losungs-
kandidat zu einer optimalen Losung des Problems mit unendlichem Zeithorizont

191
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fortgesetzt werden kann. Wir definieren die Pontrjaginsche Funktion fiir den Nor-
malfall als

H(t,§,v,m) = v+n((r—06)§—v)e”
= v(e ™ —n)e” +n(r — )Ee (12.6)

und maximieren sie beziiglich v, um die Hamiltonfunktion

7&—6&ne”t | e —n>0

Ht&m) = max H(t§v,n) =q n(r—0)ge” e —n=0 (127)
n(m—0)ée” , e —n<0

mit der entsprechenden Steuerungsfunktion u*(-) geméfs

mx(t) , e —y(t)>0
u*(t) = € [0, 7rx( ), et —y(t)=0 (12.8)
0, e?—yt)<0

zu erhalten, wo « ein beliebiges Element aus [0, 7z (t)] ist. Wegen der Konkavitét
von H(t,-,y(t)) fir alle t € [0,7] liefert das Maximumprinzip gleichzeitig die hin-
reichenden Optimalitatsbedingungen, vgl. FEICHTINGER& HARTL [35], Satz 2.2., S.
36. Deshalb finden wir durch das Verifizieren der Bedingungen des Pontrjaginschen
Maximumprinzips, Satz 1, IOFFE& TICHOMIROV [45], S. 127 ff., heraus, dass der
Prozess (z*,u*,y), definiert durch

. _ 0, te(0,7)
) = { st LT (12.9)
(m—9d)t
s ) woe , te(0,7)
i (t) - { xoem—ét , te [7_’ T], (1210)
(p+o—m)(t—71)
- e , te(0,7)
y(t) = { ﬁ(l — e PHT-0Y e [r,T] (12.11)
mit 7=7T — 60 und 0 = ﬁﬁ In m optimal fiir hinreichend grofe T ist.

12.2 Das lineare Ramsey Modell mit unendlichem
Zeithorizont

Die Ausdehnung des Problems (Pr) auf den unendlichen Zeithorizont ergibt das
folgende Steuerungsproblem:

JE(z,u) = L-f e Pu(t)dt — max! (12.12)

beziiglich aller Paare

(z,u) € Wy (RT) x LL(RT) (12.13)
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die die Restriktionen

z(t) = (m — 0)x(t) — u(t); (12.14)
z(0) = z9 > 0; (12.15)
0 <wu(t) < mx(t) (12.16)

erfilllen. Dabei bezeichnen p und ¢ die Diskontrate mit 0 < p < 1 bzw. die Ab-
schreibungsrate mit 7 > p + ¢. Ein Paar (z,u) wird als zuldssig bezeichnet, falls
es die Bedingungen (12.13) — (12.16) erfiillt und das entsprechende Lebesguesche
Integral aus (12.12) existiert und endlich ist. Das Problem (12.12) — (12.16) nennen
wir (Ps).

Diskussion des Problems (P.,)

Wir wollen nun untersuchen, welche Auswirkungen die Unbeschrénktheit des Zeit-
intervalls auf die Losung des Problems (P,,) hat.

Existenz einer optimalen Losung. Wir zeigen zunéchst, dass das Problem (Py,)
in der obigen Formulierung keine Losung besitzt. Dafiir betrachten wir die
Folge {un}, (N =1,2,...) der zuldssigen Steuerungen

un(#) :{ MN(;)) ! ig E\}f\i) (12.17)

I

und der dazugehorigen Zustandstrajektorien

(m—0)t t
_ To€ ) € [OvN]
o) ={ 0w e (12.18)

und ermitteln die resultierende Folge der Zielfunktionalswerte:

JE (onux) = - / e Plu(#)dt (12.19)
0
= mree™ L -/ e+t = IO (r—(pO)N, (12.20)
p+o
N

Offensichtlich gilt
JE (vy,un) — 00, N — oo, (12.21)

was beweist, dass im Sinne der Definition 10.(iii) keine Losung der Aufgabe
(P) existiert. Die gewéhlte Folge {un}, (N = 1,2,...) konvergiert, aller-
dings nur punktweise gegen die 0-Funktion und nicht in der Norm irgendeines
L,(R*). Man beachte, dass wir in dieser Arbeit nicht auf die Optimalitétsde-
finitionen eingehen, die unendliche Werte des Zielfunktionals zulassen.
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Richtige Wahl des Zustands- bzw. Steuerraumes. Die zweite entstehende Fra-

ge ist die nach der richtigen Wahl des Zustands- und Steuerraumes. Aus der
Abschétzung

JE (z,0) = L-/ e”tu(t)dtng—/ e~ (t)dt (12.22)
0 0

ziehen wir den Schluss, dass der Zielfunktionalswert endlich bleibt, wenn die
Phasentrajektorie z(-) dem Funktionenraum L; (R*, v) D L,(R*, v) mit v(t) =
e~ ?' angehort. Man kann also den unendlichen Wert im Zielfunktional (12.12)
ausschliessen, indem man statt z(-) € L(RT) die Inklusion z(-) € L) (R",v)
fordert. Wenn man die Steuerungsfunktion u(-) als ein Element des gewichte-
ten Lebesgueraumes L;(]R*, v) voraussetzt, dann ergibt sich aus der linearen
Zustandsgleichung (12.14) die Inklusion i(-) € L)(R*,v), was insgesamt zu
der Bedingung z(-) € W (R", v) fiihrt.

Die Anpassung des Modells. Um die Existenz einer globalen Losung zu gewéahr-

leisten, miisste man jedoch noch die Bedingung H.THW;,I(R_‘_W) < const vor-
aussetzen. Aus diesem Grund, dhnlich wie bei dem angepassten Ressourcen-
Allokationsmodell, wird das lineare Ramsey Modell nun durch die Einfiithrung
einer zusatzlichen Zustandsbeschrankung erweitert, die das Wachstum des Ka-
pitals z(-) durch eine gewisse Gewichtsfunktion von oben beschrénkt. Dies hat
zur Folge, dass der Phasenpfad so abgeschnitten wird, dass die Steuerung einen
endlichen Zielfunktionalswert und somit eine Lésung des Ramsey Modells auf
dem unendlichen Zeitintervall liefert.

12.3 Das angepasste lineare Ramsey Modell

Wir fiihren die erwihnten Anderungen ein und modifizieren das Problem (Py,) durch
das Hinzufligen einer Zustandsbeschrankung und die Wahl der gewichteten Sobolev-
und Lebesguerdume als Zustands- bzw. Steuerrdume:

L -/ e "(—u(t))dt — min! (12.23)
0
beziiglich aller Paare
(z,u) € WH(RT, e ") x Ly(RT, e ") (12.24)

die den Nebenbedingungen

i(t) = (m —0)x(t) — u(t);

x(t) < Ce™, Vt>0, C>my, 0<a<p;
2(0) = z9 > 0;

0 <wu(t) <ma(t)

geniigen. Das Problem (12.23) — (12.28) wird mit (P4) bezeichnet.
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12.3.1 Existenz einer optimalen Losung zum angepassten li-
nearen Ramsey Modell

Fiir das angepasste lineare Ramsey Modell werden demnéchst die Voraussetzungen
des Satzes 28 verifiziert. Man beachte hierbei, dass in dem erwdhnten Existenzsatz
keine zustandsabhéngigen Steuerungsbeschriankungen berticksichtigt wurden und ih-
re Auswirkung auf die Existenz einer optimalen Losung hier extra untersucht werden
soll.

(1) Die Voraussetzung 5 ist erfiillt, denn die Funktion r(¢,&,v) = —v ist linear in
v.

(2) Laut der Voraussetzung 9 muss es eine Funktion A;(-) € L;(R") sowie eine
positive Konstante B; geben, so dass fiir alle (¢,£,v) € RT x R" x U(t,€) und
p = 2 die Wachstumsbedingung

| — o] < Ai(t)e” + Ba([€]* + [vf) (12.29)
gilt. Dies ist erfiillt mit A;(t) = e ** und B; = 1 aufgrund der Abschétzung

| — ol <1+ [of* =e™e + ([g]* + |v]*). (12.30)

(3) Die Voraussetzung 10 ist offensichtlich erfiillt, denn V,r(¢,&,v) = 0.

(4) Mit A(t,x(t)) = (m — 0)x(t), B(t,z(t)) = —1 wird die Voraussetzung 11 iiber-
priift, d.h. ob die Wachstumsbedingungen (6.5) und (6.6) erfiillt sind. Die erste
ist erfiillt mit p = ¢ = 2, By1(t,€) = —1, der Funktion As;(-) € Ly(R™), de-
finiert durch Agyq(t) = e~ 2t und einer Konstanten Bs;; = 0, d.h. es gilt die
Ungleichung

| —1] <e 2t.e3t 40 (12.31)

Die Wachstumsbedingung (6.6) ist ebenso richtig, wenn man die Konstanten
Cz'; 1= 1,2,3,4; wie fOlgt setzt: Cl = 0, Cg =TT — 5, Cg = O, C4 =1.

(5) Dass der zuléssige Bereiches nicht leer ist, ist beispielsweise durch den Prozess

"(t) = 0, telo7] ey et e 0, 7]
u (t)—{ mr*(t) , te(r,o0) T (t)—{ Toe™ 0 te(mo)(lzsz)

mit einem beliebigen Schaltpunkt 7: 7 < i

=o—a In( %) nachgewiesen.

(6) Die Lipschitzstetigkeit der Funktion B(t,-) mit B(t,{) = —1 ist trivialerweise
gegeben.

(7) Da der Steuerbereich vom Zustand abhéngt, wird ein Analogon des Lemmas 6
fiir den gegebenen Steuerbereich explizit gezeigt.
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Lemma 13. Sei eine Folge {uy}, (N = 1,2,...) mit Elementen aus dem
Funktionenraum L3(RT,e™#") im Raum Li(R™, e **) schwach konvergent ge-
gen die Funktion ug(-). Weiterhin sei die Inklusion

un(t) € U(t,zy(t)) = [0, man(t)] (V)t € RY (12.33)

fiir jede Zahl N € N erfiillt und die Funktionen zy(-) seien als Losungen des
Anfangswertproblems

in(t) = (m—0)an(t) —un(t), =(0)=mx (12.34)
auf R* bestimmt.! Dann gilt die Inklusion
ug(t) € U(t, zo(t)) = [0, mxo(t)] (12.35)

fast iiberall auf RT.
Beweis: Der Beweis ist fast identisch zum Beweis des Lemmas 6. Wir bezeich-
nen also mit

u(t) e U(t,z(t)) (V)t € RT,
Zy = u€ Ly(RY e )| i(t) = (r — 8)x(t) —u(t), z(0) =20 >0 »(12.36)
z(t) < Ce™, C >y, 0<a<p

die Menge der zuldssigen Steuerungsfunktionen und beweisen nun die Konve-
xitdt und Abgeschlossenheit der Menge Z,. Dafiir betrachten wir eine Funk-
tionenfolge {ix} C Z,, die in der LI(RT, e**) — Norm gegen eine Funktion
Uo(-) konvergiert. Das Anwenden des Schemas, das die Bezichungen zwischen
verschiedenen Konvergenztypen illustriert, vgl. Anhang B oder KOLMOGO-
ROV&FOMIN [54], S. 446 ff., und die Tatsache, dass

py, (RY) = /du = /e_ptdt < 00 (12.37)
0 0

gilt, fithrt uns zu folgendem Schluss. Wir sind in der Lage aus der Funktio-
nenfolge {ux} eine solche Teilfolge {uy, } auszuwéihlen, die fast iiberall auf
R* gegen die Funktion () konvergiert, d.h. fiir alle t € RT\N findet die
punktweise Konvergenz

iy, (1) = Tio(2), (12.38)

statt, wobei mit A hier eine gewisse Lebesguesche Nullmenge bezeichnet wird.
Ferner definieren wir

(e o]

Bi= |J {t:an(t) ¢ Ult,2n,)}. (12.39)

Np,=1

'Hier wird vorausgesetzt, dass dieses Problem fiir alle N € N eine eindeutige Losung besitzt.
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Diese Menge ist ebenso eine Lebesguesche Nullmenge aufgrund der Sigma-
Additivitat des Lebesgueschen Makes. Dies bedeutet, dass die Menge N U B
ebenfalls vom Lebesgueschen Maf Null ist und fiir alle ¢ € RT\(N U B) die

Konvergenz
Un, (t) — () (12.40)

bestehen bleibt. Aus der stetigen Abhéngigkeit der Losung der linearen Diffe-
rentialgleichung (12.34) vom Stoérungsglied uy(t) folgt die fast iiberall punkt-
weise Konvergenz

(1) — Fo(t). (12.41)

Ferner erhalten wir zu jedem fixierten Zeitpunkt ¢ € R*\(N U B) durch die
Oberhalbstetigkeit der mengenwertigen Abbildung U : Rt x R" — P(R™),
definiert durch U(t,z(t)) = [0,7x(t)], aus der Konvergenz der Zahlenfolge
Ty, () gegen To(t) die Inklusion

U(t,zo(t)) 2 limsup U(t, Zn, (1)), (12.42)

Nk—>OO
die wegen der Kompaktheit von U(t, Z(t)) auch die Bedingung
ao(t) € U(t,7o(t)) Vte RY\(NUB) (12.43)

nach sich zieht. Somit ist die Abgeschlossenheit von Z, bewiesen.
Zum Beweis der Konvexitat der Menge Z, betrachtet man eine konvexe Kom-
bination

Aup(4) + (1= Nug(+), A€ 0,1] (12.44)

der Funktionen u,(-) € Z,, us(-) € Z, und zeigt, dass diese ebenso ein Element
der Menge Z,, ist. Es gilt

Mg (5) + (1 = Nug(r) € LYRT, e, (12.45)
da Li(RT, e~ ein Vektorraum ist. Beriicksichtigt man die Bedingungen

ui(t) € Ut z1(t)) = [0, mz1(¢)] Vi € RT\Ny; (12.46)
ug(t) € U(t, 2o(t)) = [0, m22(t)] V€ RT\N,,, (12.47)

so gilt Vt € RT\ {N,, UN,,} die Inklusion
Aug(t) + (1 — Nuo(t) € U(t, 2(t)) = [0, 7z(t)], (12.48)

wobei NV, UN,, eine Lebesguesche Nullmenge ist und Z(-) die Differentialglei-
chung

Z(t) = (1 — 0)a(t) — Mur(t) + (1 — Nug(t)) (12.49)
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16st. Die letzte Gleichung besitzt aufgrund der Linearitat die Losung
Z(t) = Awq (t) + (1 — N)ao(t), (12.50)

womit die Bedingung (12.48) gerechtfertigt ist. Somit ist die Konvexitit der
Menge Z, bewiesen. Wir kénnen nun den Satz I11.3.8 aus WERNER [9§],
S. 108., anwenden, welcher behauptet, dass der schwache Grenzwert einer
schwach konvergenten Folge {uy} mit Elementen aus einer abgeschlossenen
konvexen Teilmenge V' eines normierten Raumes X in derselben Teilmenge V'
liegt. Die Rolle von V spielt hier die Menge Z,,. Dies schliesst den Beweis des
Lemmas ab. [

Mit dem oben vorgefiihrten Zusatzbeweis kann nun der Existenzsatz 28 auf das
angepasste lineare Ramsey Modell angewendet werden, um die Existenz einer im
Sinne der Definition 10.(iii) optimalen Lésung zum Problem (P2) zu schlussfolgern.

12.3.2 Optimale Losung mittels hinreichender Optimalitats-
bedingungen

Wir beweisen, dass die Steuerung

wr 0, te0,7]
w(t) = { mx*(t) , te(r,00) (12.51)
mit der dazugehorigen Zustandsfunktion
(m=d)t
e | woe , tel0,7]
Z (t) - { xoeﬂ"rf&t , t e (7_7 OO) (1252)

global optimal im Sinne des Kriteriums L2 ist. Der Schaltpunkt 7 ist durch den
Zeitpunkt des Auftreffens auf die Zustandsbeschréinkung gegeben, also ist 7 =
ﬁln(%). Die Zustandsbeschrankung z(t) < Ce® wird dabei nur in einem
einzigen Punkt aktiv, namlich bei ¢ = 7. Die punktweise Beschrankung der Zu-
standstrajektorien nach unten ist nur in dem Punkt ¢ = 0 aktiv, sonst inaktiv. Der

Funktionalswert JZ (x*, u*) betrigt

JL(z*ut) = L—/ e (o)t gy — PO (r—(p40))7
p+o
O\ Gl
T—(p+a
- (_> < oo (12.53)
1% + 6 ZTo

Zur Veranschaulichung ist der Prozess (z*,u*) auf den Abbildungen 12.1, 12.2 dar-
gestellt. Wir bemerken, dass der Steuerbereich in dem vorliegenden Modell zustand-
sabhéngig ist. Da aber U(t,z(t)) = [0, mz(t)] gilt, d.h. der Steuerbereich kompakt
und konvex fiir alle £ = xz(t) ist, bleiben der schwache Dualitédtssatz 31 und das
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Abbildung 12.1: Das angepasste lineare Abbildung 12.2: Das angepasste linea-

Ramsey Modell: optimale Zustandstra- re Ramsey Modell: optimale Steuerung
jektorie z*(-) (schwarz) sowie Zustands- uw*(-) fiir p = 0.9; § = 0.5; o = 0.7;
beschrankung Ce™ (rot) fir p = 0.9; C=4; rg=2.

0=0.5,a0a=07C=4; zg=2.

verallgemeinerte Maximumprinzip, vgl. Korollar 3, dennoch giiltig. Zum Optimali-
tatsbeweis iiber die hinreichenden Bedingungen aus dem Unterkapitel 8.1 werden
wir die Hamiltonfunktion

| m&—0&nert | et —n>0
H(t,&,n) = { n(r — 8)Eert | e P —n <0 (12.54)
und den Defekt der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung A(¢, &) gebrauchen,
denn es wird die parametrische Optimierungsaufgabe fiir ¢ # 7

(B): ALE) = %@S(t,@+H<t,s,ags<t,s>>
= s () IO~ 7 (0) - 07 0)
+  H(t, & y(t)) — max! (12.55)

bzgl. e {{eR|z << Ce™}

mit einem linearen dualen Ansatz fiir die duale Funktion S(t,£) € Y£’2 und der
Anzahl der méglichen Unstetigkeitspunkte r = 1, d.h. fiir die Zerlegung R™ =
[0,7) U [1,00), untersucht, um die Giiltigkeit aller Voraussetzungen des verallge-
meinerten Maximumprinzips, Korollar 3, zu gewéhrleisten. Aus den Karush-Kuhn-
Tucker Bedingungen? ergibt sich fiir t € (R*\7)

OcL(t,a™(t) = —ey(t) — OM(t, 2™ (), y(t), 1) — Ai(t) + Ao(t) = 0; (12.56)
A () (xo — 27 (1)) = 0, Mi(t) = 0; (12.57)
Ao(t)(z*(t) — Ce™) =0, Ao(t) >0, (12.58)

2Vgl. Satz 43 in Anahng B.
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wobei mit L£(¢,¢) die Lagrange Funktion
L(t,&) = —A(t, &) + M\ (t)(wo — &) + Xa(t) (£ — Ce™) (12.59)

bezeichnet wird. Die Lagrangeschen Multiplikatoren A;(-) und As(+) entsprechen da-
bei den Zustandsbeschrankungen xy < x(t) bzw. x(t) < Ce®. Dadurch, dass die bei-
den Zustandsrestriktionen auf (0, 7) U (7, 00) inaktiv sind, ergeben sich fiir ¢t € (0, 7)
die adjungierte Gleichung

—e?(t) — y(t)(m — d)e” = 0; (12.60)
y(t) = —=(m = 0)y(t) (12.61)

und fiir ¢ € (7, 00) die Differentialgleichung
y(t) = Sy(t) — me ", (12.62)

da beide Multiplikatoren identisch Null sind, \;(¢) =0, i = 1,2; fiir t € R*\7. Fiir
die Kozustandsfunktion y(-), definiert durch

Cie (m=0)t , tE[O,T]
y(t) = {0265t+ =0t te (r,00) (12.63)

mit den Integrationskonstanten Cj, (i = 1,2), die gleichzeitig eine Komponente des
dualen Ansatzes S(t,€) = a(t) + y(t)T(£ — x*(t)) ist, iiberpriifen wir nun die Ma-
ximumbedingung des verallgemeinerten Maximumprinzips, vgl. Korolar 3. Laut der
fiir dieses Steuerungsproblem notwendigen Bedingung y(-) € W1 (IR", ), vgl. Satz
9, ergibt sich Cy = 0. Aus der Stetigkeit der adjungierten Funktion y(-) berechnen
wir die Integrationskonstante C'; und iiberpriifen anschliessend, ob die Ungleichung

et < Cre ™ telo,7) (12.64)

mit der gewahlten Konstante noch giiltig ist. Die Stetigkeit des Kozustandes int = 7
liefert

T

Che=m=0m — _—_¢7P7 12.65
womit C] = ﬁe(” 9=P)" gelten muss. Die Ungleichung (12.64) ist dquivalent zu
e < T e (0, 7 12.66
= 0.7 (12.66)
T
1 < ——em3=A0=0 ¢ [0, 7), 12.67
= 0.7) (1267

was offenbar gilt, da @ > p+ 6 und 7 > ¢. Auf diese Weise erhalten wir die stetige,
stiickweise stetig differenzierbare adjungierte Funktion

(T=5-P)Te—(T=)t € [0
y(t) ={ o€ e ) 0, 7] (12.68)

—pt
p+56
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die im gewichteten Sobolevraum W, (R™, e”) liegt. Um den gesuchten dualen An-
satz S(t,€) zu vervollstindigen, wird die Komponente a(-) aus der Differentialglei-
chung

a(t) = y(&)Ta" (t) — H(t, 2" (1), y(t)v(t)
0 , tel0,7]

{ _ﬂ-xoéeﬂ"r(l + ﬁ)e_(P-HS)t _ ﬂ.erWTe—ét L te (7_’ OO) (1269)

bestimmt. Bei der Wahl der Integrationskonstante wird die Inklusion a(-) € Wl[r, o0)
beriicksichtigt, deren Sicherung fiir die Anwendung der entwickelten Dualitétstheorie
notig ist. Offensichtlich erfiillt die Funktion

p+0

wxod T 1 —(p+0)t X 7T ,—0t
Ssem(1+ 5)e + 5hee , te(r,00)

a(t) =

{ 209 (] 4 /ﬁ)e(”‘(p”)” + om0 e [0,7] (12.70)

die obige Forderung der analytischen Giite. Dabei ist 7 = ﬁ ln(%) der Schalt-

punkt der Steuerung. Fiir den linearen Anstz S* mit der Komponente a(-) aus (12.70)
und der stetigen Kozustandsfunktion y(-) aus (12.68) ist die Randbedingung

érellf; {S*(r=0,8)=S*(r+0,8)} = S*(r—0,2%(7)) — S*(7 + 0,2%(7));(12.71)
I' = {feR|zg<pB < Ce}

des verallgemeinerten Maximumprinzips, vgl. Korollar 3, erfiillt. Anschliessend moch-
ten wir die Zuldssigkeit des konstruierten linearen Ansatzes S* in der dualen Auf-
gabe mit den nachfolgenden Rechnungen bestétigen. Wir zeigen A(t, £) = 0 fiir alle
(t,€) € RY x [zg, Ce™]. Erinnern wir uns, dass der Defekt A(t, &) durch

1

o(t) (a(t) +9()" (& — 2*(t)) — y(t)"2*(1))

m& —oy(t)e” , y(t) <e ™
i { y(t)(m — )&’ | y(t) > e (12.72)

bestimmt ist. Genauso wie im Ressourcen-Allokationsmodell ist diese Funktion linear
in &, weswegen die Hamilton-Jacobische Ungleichung nur dann fiir alle £ € [z, C'e™]
erfiillt sein kann, wenn die Steigung 0:A(¢,€&) = 0 fiir alle ¢ > 0. Wir zeigen dies.
Fiir t € [0, 7] gilt unter der Beriicksichtigung von (12.68)

OeA(t,§) = y(t)e” +y(t)(m — d)e”
_ (m— 5)7r6(7r—6—p)76—(7r—5)t6pt (12.73)
p+o

(m—0)m (

+ e ﬂféfp)Tef(Trf(S)tept -0
p+90

und entsprechend fiir t € (7, 00)

eA(t,E) = GO + 7 — Sy(t)e”

= _pﬁe—ptept + 7 — 5#6_”6%% = O (1274)
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Da durch Konstruktion der Komponente a(-) die Gleichung A(t, *(t)) = 0 gesichert
wurde, gilt die oben erwiihnte Identitiit A(t,€) = 0 fiir alle (¢,£) € RT x [xg, Ce],
woraus die Zuldssigkeit des Ansatzes S* mit den Komponenten aus (12.70), (12.68)
folgt.3

Die gesamte vorherige Diskussion 1t uns nun schliefsen, dass der Prozess (z*, u*),
definiert in (12.51), (12.52) global optimal im Sinne des Kriteriums L2 ist. Uber die
Eindeutigkeit, Striktheit und Isoliertheit des optimalen Prozesses werden hier jedoch
keine Aussagen getroffen.

Bemerkung 49. Die Hamiltonfunktion ist im Schaltpunkt ¢ = 7 zwar nicht partiell
stetig differenzierbar nach 7, jedoch reicht wegen der Konkavitdt von H(¢,&,n) in
¢ ein linearer dualer Ansatz aus, infolgedessen man nur d¢H(¢, £, n) zu untersuchen
hat.

3Die Zuldssigkeit des Ansatzes S* folgt sofort, wenn man bedenkt, dass die betrachtete parame-
trische Optimierungsaufgabe linear in ¢ ist und die notwendige Optimalitdtsbedingung, gegeben
durch die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen, somit auch hinreichend ist.



Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit beinhaltet Untersuchungen iiber Optimalsteuerungsproble-
me mit unendlichem Zeithorizont und die sich daraus ergebende Problematik. In
der gesamten Arbeit wird der Zugang der gewichteten Funktionenrdume konsequent
verfolgt, um deren Eigenschaften vorteilhaft zu nutzen. Besonders herauszuheben
ist auch die konsequente Unterscheidung zwischen den Riemannschen und Lebes-
gueschen Interpretationen des verwendeten Integralbegriffes in der Grundaufgabe.
Die Auswirkungen dieser Unterscheidung miinden beispielsweise in unterschiedliche
zuléssige Bereiche, vgl. Beispiele aus dem Kapitel 3, oder unterschiedliche Halbste-
tigkeitseigenschaften der entsprechenden Zielfunktionale, vgl. Kapitel 5.

Die in dieser Arbeit erzielten Resultate in Form der Sétze lassen sich grob in zwei
Gruppen aufteilen. Zum einen sind es die Existenzaussagen einschliesslich der dafiir
benotigten Halbstetigkeitsaussagen fiir die Integralfunktionale sowie Aussagen iiber
die analytische Giite der Nemytskij Operatoren in gewichteten Lebesguerdumen auf
R". Zum anderen sind es hinreichende Optimalititsbedingungen, die auf der speziell
entwickelten Dualitétstheorie aufbauen. Die Ergebnisse aus beiden Gruppen wurden
an akademischen Beispielen getestet, um die Anwendbarkeit der Satze zu zeigen.

Es ist gelungen, die Existenz einer optimalen Losung fiir die Probleme mit in
der Steuerung konvexem Integranden und in der Steuerung linearer Dynamik unter
gewissen Wachstumsbedingungen an den Integranden sowie an die rechte Seite der
Differentialgleichung zu beweisen, siehe Satz 28. Dabei ist das Integral im Lebesgue-
schen Sinne zu verstehen. Der Beweis des Existenzsatzes basiert unter anderem auf
der Stetigkeit der Nemytskij Operatoren, die unter vorausgesetzten Wachstumsbe-
dingungen nachgewiesen werden konnte, vgl. Kapitel 4. Die Ergebnisse dieses Ka-
pitels stellen eine Ubertragung der Ergebnisse aus LEONARDI [60] auf den Fall der
gewichteten Lebesguerdume mit der Grundmenge R™, jedoch im Fall von Funktio-
nenrdumen mit der gleichen Gewichtsfunktion ohne Einschrankung auf p,q > 1. Um
die Beschranktheit des zulédssigen Bereiches und somit die Existenz einer optima-
len Losung zu beweisen, wurde kiinstlich eine Zustandsbeschrankung eingefiihrt, die
jedoch in sich einen Freiheitsgrad enthélt, ndmlich die Funktion 3(-), die modellab-
héngig gewdhlt wird. Eine zusétzliche Phasenbeschrankung mag eine Schwierigkeit
fiir die numerische Behandlung der Optimalsteuerungsprobleme darstellen, aber sie
liefs sich nicht umgehen, da in dem Beweis des Existensatzes dem Weierstrafsschen
Beweisschema gefolgt wurde. Der Vorteil einer solchen Zustandsbeschrinkung ist an
den Beispielen des Ressourcen-Allokationsmodells und des linearen Ramsey Modells
gut erkennbar, da diese Steuerungsprobleme auf dem unbeschrinkten Intervall im
Allgemeinen nicht 16sbar sind. Die Wahl einer kiinstlichen Zustandsbeschriankung
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beeinflusst die optimale Losung wesentlich, daher moge die Festlegung einer solchen
Beschrinkung in jedem konkreten Modell sehr sorgféltig {iberlegt und dem zu mo-
dellierenden Sachverhalt entsprechend sein. Eine weitere mogliche Erweiterung des
Existenzsatzes liegt in der Zulassung einer nichtlinearen Differentialgleichung in der
Aufgabenstellung.

Es ist gelungen, die Dualitétstheorie im Sinne von Klotzler fiir die Grundaufgabe
mit unendlichem Zeithorizont zu entwickeln, wobei hierin zwei, moglicherweise un-
terschiedliche, Gewichtsfunktionen einbezogen waren, die eine zur Gewichtung des
Integranden und die andere zur Gewichtung der zuldssigen Paare. Die Ergebnisse
wurden als Dualitédtssiatze formuliert. Die entscheidende Rolle bei der Konstruktion
der dualen Aufgabe und der Formulierung der hinreichenden Bedingungen spielt
die duale Variable S bzw. ihre Komponenten (a,y, @), die als “passend“ angesehen
werden, wenn sie Elemente von Sobolev- bzw. gewichteten Sobolevraumen sind. Be-
sonders interessant ist der Fall, wenn zwischen der primalen und dualen Aufgaben
die starke Dualitdat besteht, da sie auf die Optimalitit des involvierten Prozesses
schliessen ldft. So wurden die Kenntnise aus der endlich-dimensionalen Optimie-
rung eingesetzt, um die starke Dualitdt und folglich die Optimalitéit eines Paares
zu gewahrleisten, vgl. zum Beispiel die Sétze 35, 36. Eine dritte Gewichtsfunktion
wurde eingefiihrt, um die Moglichkeit einzurdumen, die Optimalitit eines Prozes-
ses in Bezug auf die Zeit messen zu konnen. Anders ausgedriickt, die Breite der
Umgebung des Prozesses, wo selbiger auch einen optimalen Funktionalswert liefert,
kann von der Zeit abhéngen. Diese zeitliche Abhangigkeit wird mit der Gewichts-
funktion o(-) erfasst. Hinreichende Optimalititsbedingungen zweiter Ordnung fiir
ein starkes striktes lokales Minimum, d.h. ein globales Minimum in C§(R*,7) —
Umgebung von z*(-), wurden in Satz 38 bewiesen und auf dem Problem der optima-
len Erneuerung einer technischen Ressource getestet. Die Verbindung zwischen den
drei Gewichtsfunktionen kommt in den Voraussetzungen des Satzes zum Vorschein.
Beispielsweise liegt die Optimalitit eines Prozesses (z*,u*) in einer C9(R*, ) -
Umgebung von z*(-) vor, wenn unter anderem 0~'(-) € Ly(R*, v) erfiillt ist. Diese
Inklusion sichert die Stetigkeit der Einbettung C°(R*,7) C L,(R",r). Anhand von
allen zum Modell passenden Gewichtsfunktionen 7(-) ist es moglich die Entscheidung
dariiber zu treffen, wie wichtig das Verhalten der Phasentrajektorien im Unendlichen
in Hinsicht auf die Optimalitét ist. Das Erfiilltsein der hinreichenden Bedingungen
zweiter Ordnung héngt in gewissem Mafe von der Definitheitsbedingung an den
Operator Egé(t,f) ab, d.h. von der Existenz beschriankter Losungen einer Riccati-
schen Differentialungleichung. Da diese nicht immer gegeben sind, war es sinnvoll
denselben Satz in schwécherer Form zu formulieren, vgl. den Satz 39, wo die ak-
tiven Zustandsbeschrankungen berticksichtigt werden, wodurch sich die Riccatische
Differentialungleichung vereinfacht oder sogar in eine lineare Differentialungleichung
ausartet, vgl. MALANOWSKI ET AL. [68]. Gibt es jedoch ein unendliches Teilintervall
des R™, wo alle Zustandsrestriktionen inaktiv sind und die erwihnte Definitheitsbe-
dingung nicht erfiillt werden kann, so ist bislang nicht klar, wie diese Schwierigkeit
beseitigt werden kann.

Generell hat sich herauskristallisiert, dass weder der Lebesguesche noch Rie-
mannsche Integralbegriff allen Anforderungen eines “guten” Optimalsteuerungspro-
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blems mit unendlichem Zeithorizont standhélt, was die zukiinftigen Untersuchungen
in Richtung allgemeinerer Integralbegriffe lenken konnte. Angesichts der geschilder-
ten Unstimmigkeiten zwischen den Problemformulierungen samt der Prézisierung
des verwendeten Integrallbegriffs und dem Prozess der Entwicklung der Existenz-
theorie oder der notwendigen Optimalitdtsbedingungen kann es durchaus moglich
sein, dass ein anderer Integrallbegriff, verschieden vom Lebesgueschen oder Rie-
mannschen Integral, diese Diskrepanzen beheben kann. Dies hatte moglicherweise
der Integrationsbegriff von Henstock-Kurzweil getan, der eine Verallgemeinerung
sowohl des Riemannschen als auch des Lebesgueschen Integrals darstellt, und zwar
eine solche, dass unter anderem folgende “unscharf formulierten” Eigenschaften vor-
handen sind:

(i) Jede Riemann intergrierbare Funktion f : [a, b] — R ist auch Henstock-Kurzweil
integrierbar, KURTZ&SWARTZ [58], S. 142.

(ii) Die Menge aller Henstock-Kurzweil integrierbaren Funktionen bildet einen Vek-
torraum, [58], S. 205 ff.

(iii) Die absolute Henstock-Kurzweil Integrierbarkeit auf R ist dquivalent zu Le-
besgue Integrierbarkeit, vgl. [58], S. 189 ff.

Dieses Integral beriicksichtigt ausserdem das Verhalten der zu integrierenden Funkti-
on, womit zum Beispiel Oszillationen nicht ohne Beachtung bleiben und ein Henstock-
Kurzweilsches Integral bedingt konvergent sein kann. Weiterhin, im Gegensatz zum
Riemannschen Begriff, ist sogar die Dirichlet Funktion Henstock-Kurzweil integrier-
bar, was die Klasse der zulédssigen Prozesse formal wesentlich vergrofern wiirde.
Desweiteren, wegen der Vektorraum — Eigenschaft und geltender Konvergenzsétze
ware es moglich eine Existenztheorie aufzustellen, ohne auf das Vorhandensein der
bedingt konvergenten Integrale verzichten zu miissen, wie es unter Lebesguescher
Interpretation der Fall ist. Mehr zu dem Henstock-Kurzweil Integralbegriff selbst
vgl. [58], S. 133 ff. Die genannten Untersuchungen stellen den Gegenstand der zu-
kiinftigen Forschung dar.

Die Notwendigkeit der Unterscheidung zwischen verschiedenen Interpretationen
des verwendeten Integraltyps zeigt gleichzeitig, dass die numerische Behandlung der
Steuerungsprobleme mit unendlichem Zeithorizont nicht ohne weiteres auf Riemann-
schen Integralsummen basieren darf. Desweiteren stellt die Herleitung des Pontrjag-
inschen Maximumprinzips als Trennungssatz fiir die formulierte Grundaufgabe eine
Herausforderung dar.
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Anhang A

Abkiirzungen und Bezeichnungen

Ly (Q,vh)
Wi (Q,v)
(Pr)

(Poo)
(Poo,loc>

die Menge der positiven rellen Zahlen

die Menge der natiirlichen Zahlen

Lebesguesches Mafs der Menge €2

Die Menge aller messbaren Teilmengen von (2

Raum der auf €2 k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
Raum der auf ) beliebig oft differenzierbaren

Funktionen mit kompaktem Trager

Raum der auf € stiickweise stetigen Funktionen

Raum der auf € stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen
Raum der auf € stiickweise stetigen Vektorfunktionen
Raum der auf €) stetigen, stiickweise stetig differenzierbaren
Vektorfunktionen

Raum der auf ) absolut stetigen Vektorfunktionen
Lebesguescher Funktionenraum

Sobolevraum

Gewichtsfunktionen

das Maf, das von der Gewichtsfunktion v(-) induziert wird
gewichteter Lebesgueraum mit Gewichtsfunktion v(-)
gewichteter Sobolevraum mit Gewichtsfunktion v(-)
gewichteter Lebesgue Raum der n x n-dimensionalen
Matrixfunktionen mit Gewichtsfunktion »~*(-)

gewichteter Sobolevraum der n x n-dimensionalen Matrix -
funktionen mit Gewichtsfunktion ()

primales Steuerungsproblem auf dem Intervall [0, T']
primales Steuerungsproblem auf dem Intervall R™

lokalisiertes primales Steuerungsproblem auf dem Intervall R™
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§ = (1)
)

v =ul(t
n=y(t)
H(t,&v,m)
H(t, & n)
S(t,€)
(a,y,Q)
A(t,€)
L-f
R-f

Yoo
YG

Nx(t)

ess sup f(t)
teR*
TN — Zo
(V)te A
intA
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primales Steuerungsproblem mit der Lebesgueschen Interpretation
des Integrals im Zielfunktional

primales Steuerungsproblem mit der Riemannschen Interpretation
des Integrals im Zielfunktional

duales Steuerungsproblem auf dem Intervall [0, T

im Sinne von Klotzler

duales Problem im Sinne von Klotzler auf R

duales Problem auf R" im Sinne von Klétzler, in dem unstetige
Funktionen zulassig sind

lokalisiertes duales Problem auf R* im Sinne von Klotzler

gewichtete 6-Umgebung von x*(t)
gewichtete C§(IR*) — Umgebung der Funktion z*(-)

Funktion im Integranden

rechte Seite der Zustandsgleichung

Zustandsfunktion bzw. Steuerungsfunktion

adjungierte Funktion, auch Kozustandsfunktion genannt
Steuerbereich

zustandsabhingiger Steuerbereich

Erreichbarkeitsmenge zum Zeitpunkt ¢

Umschaltpunkt

Platzhaltervariablen

Pontrjaginsche Funktion

Hamiltonfunktion, die maximierte Pontrjaginsche Funktion
duale Variable

Komponenten des quadratischen dualen Ansatzes

Defekt der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung
Integral im Lebesgueschen Sinne

Integral im Riemannschen uneigentlichen Sinne

Menge der stetigen quadratischen dualen Funktionen S mit
Komponenten aus bestimmten Sobolevraumen

Menge der dualen quadratischen Funktionen S mit Komponenten
aus bestimmten Sobolevraumen, die Spriinge haben kénnen
Nemytskij Operator

das wesentliche Supremum der Funktion f

schwache Konvergenz der Folge {xy} gegen zg
fast iiberall auf A
das Innere der Menge A
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P[A| B] Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis A eintritt, wenn das
Ereignis B schon eingetreten ist, bedingte Wahrscheinlichkeit
A(Y) Lagrangesche Multiplikatorfunktion
conv{A} konvexe Hiille der Menge A
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Anhang B

Wichtige Satze und Definitionen

Definition 22 (Halbstetigkeit einer Funktion, vgl. KOLMOGOROV&FOMIN
[54], S. 119 ff.). Eine Funktion f : D(f) — R heisst unterhalbstetig ( bzw. oberhalb-
stetig) im Punkt zq € D(f), falls fiir jedes € > 0 eine Umgebung Us(x¢) existiert, so
dass fiir alle € Us(xg) die Ungleichung f(z) > f(xo) — € ( bzaw. f(z) < f(zo) + ¢€)
gilt.

Aquivalent kann man diese Definition im Fall eines metrischen Raumes X und
D(f) € X mit Hilfe von Folgen wie folgt aufschreiben:

Definition 23 (Halbstetigkeit einer Funktion, vgl. BLANCHARD&BRUNING
[15], S. 17). Es sei X ein metrischer Raum mit der ersten Abzéhlbarkeitsaxiom, d.h.
jeder Punkt besitzt eine abzdhlbare Umgebungsbasis. Funktion f: D(f) C X — R
heisst unterhalbstetig ( bzw. oberhalbstetig) im Punkt xy € D(f), falls fiir alle
Folgen ) mit A}Lmoo xy = xo die Ungleichung

liminf f(zy) > f(zo) (baw. limsup f(zn) < f(x0)) gilt.

N—o0
Definition 24 (Oberhalbstetigkeit einer mengenwertigen Abbildung, vgl.
CLARKE [27], S. 29). Seien X, Y Banachrdume. Eine Mengenwertige Abbildung ist
eine Abbildung I' : X — P(Y) aus X in die Potenzmenge P(Y'), d.h. die Menge
aller Teilmengen von Y. T'(+) ist oberhalbstetig in x, falls fiir jedes € > 0 ein § > 0
existiert, so dass fiir alle x € z¢+ dByx die Inklusion I'(x) C I'(z¢) + €By gilt, wobei
mit By, By die Einheitskugeln in X bzw. Y bezeichnet sind.

Mithilfe der Halblimites im Sinne von Kuratowski kann man diese Definition wie
folgt umformulieren:

Definition 25 (Oberhalbstetigkeit einer mengenwertigen Abbildung, vgl.
AUBIN&FRANKOWSKA [11], S. 38). Seien X, Y Banachrdume. Wir betrachten eine
mengenwertige Abbnildung I' : X — P(Y') mit nichtleeren, abgeschlossenen Bildern.
Die Abbildung I'(+) heisst oberhalbstetig in ¢y € X, wenn limsup I'(z) C I'(xy) mit

T—T0
. J{vy} C X mit vy € Ay fiir unendlich viele N
—%o N—o0

gilt.
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Satz 40 (Verallgemeinerter Satz von Weierstrafy, vgl. CARATHEODORY |[21],
Satz 5, S. 139). (X, 7) sei ein topologischer Raum, die Topologie 7 gestatte die
Folgenkonvergenz. Wenn Z C X r-folgenkompakt ist und f: X N Z — R auf Z
T-unterhalbstetig ist, so nimmt f auf Z sein Infimum an, d.h. fiir die Aufgabe

f(z) —infl, zeXnNZ (B.2)
existiert eine globale Minimalstelle z € Z.

Definition 26 (Testfunktionen, vgl. ADAMS [1], S. 19). Unter der Menge der
Testfunktionen versteht man die Menge aller unendlich oft differenzierbaren Funk-
tionen mit kompaktem Trager, d.h.

CP®(Q) := {¢ € C=(Q) | supp f ist kompakt in Q} . (B.3)

Definition 27 (Mafiraum, vgl. ELSTRODT [34], S. 28). Ist m(:) ein Mak auf der
o-Algebra Y iiber X, so heisst (X, ), m) ein Mafkraum.

Definition 28 (o-endliches Maf$, vgl. ELSTRODT [34], S. 59). Sei (X, > ,m) ein
Mafraum. Das Mafs m(-) heisst o-endlich, wenn es eine abzéhlbare Folge messbarer
Mengen {Sx}, (kK =1,2,3,...) gibt, die alle ein endliches Maf m(S;) < 0o besitzen
und die Grundmenge X iiberdecken, d.h. es gilt X C U S}.

Definition 29 (Konvergenz dem Mafte nach, vgl. ELSTRODT [34], S. 252). Sei
(X,>>,m) ein Makraum. Die Funktionen fy : X — R (N € Nj) seien messbar.
Man sagt, die Folge {fny}, (N = 1,2,...) konvergiert nach Maf (oder dem Mafe
nach) gegen fy(+), falls fiir jedes € > 0 gilt:

Jim m({t € X [|fw(t) — folt)] > e}) = 0. (B.4)

Definition 30 (Fast gleichméifiige Konvergenz, CHAE [26], S. 106). Sei
(X,>>,m) ein Mafraum. Eine Funktionenfolge {fy}, (N =1,2,...), fv : X — R,
konvergiert fast gleichméfig gegen eine Funktion f(-) auf einer messbaren Menge A,
falls zu jedem € > 0 eine messbare Teilmenge £ C A mit m(E) < € existiert, so dass
{f~n} gleichméfig auf A\E gegen f(-) konvergiert.

Satz 41 (Satz von Jegorow, vgl. ELSTRODT [34], S. 250). Seien (X,» ,m) ein
Mafraum und {fy}, (N =1,2,...) eine Folge messbarer Funktionen fy: X — R,
die m — fast iiberall auf X gegen die messbare Funktion f : X — R konvergiert. Ist
m(X) < oo, so konvergiert {fy}, (N =1,2,...) fast gleichméfig gegen f(-). O

Vergleich der Konvergenzbegriffe, vgl. ELSTRODT [34], S. 255 oder KoLMO-
GOROV&FOMIN [54], S. 446.

Sei (X, >, m) ein Mafiraum. Das néchste Schema stellt die wesentlichen Beziehungen
zwischen verschiedenen Konvergenzarten. Dabei werden mit — die Implikationen



213

bezeichnet, die unter der Zusatzvoraussetzung m(X) < oo gelten.

Gleichméfige . f.ii. gleichméfige Konvergenz in L,

Konvergenz Konvergenz
\ Y
(! fast gleichmékige Konvergenz nach Mafs
Konvergenz
41 41
Punktweise

—> Konvergenz m-f.ii. = Konvergenz lokal nach Mafs
Konvergenz

Satz 42 (Lemma von Fatou, vgl. DUNFORD&SCHWARTZ [32], S. 152). Sei
(X,>>,m) ein positiver Makraum und {fx}, (N = 1,2,...) eine Folge messbarer
nichtnegativer aber nicht unbedingt integrierbarer Funktionen fy : X — IR. Dann
gilt

/li]\r/ninffN(x) ) < hmmf/fN ydm(z (B.5)
b
O

Definition 31 (schwache Konvergenz, vgl. WERNER (98], S. 106). Eine Folge
{zn} in einem normierten Raum X heisst schwach konvergent gegen zy, wenn

Jim f(zn) = f(wo) (B.6)
fiir alle Funktionale f € X™ gilt.

Definition 32 (schwache* Konvergenz, vgl. KOLMOGOROV&FOMIN [54], S. 230
ff.). Sei X ein normierter Raum, X* sein Dualraum. Eine Folge {fy} C X* heisst
schwach* konvergent gegen fy, wenn

Jim_fy(x) = fola) (B.7
fiir alle Elemente x € X gilt.
Satz 43 (Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen, vgl. ALT, Satz 7.2.19, S. 270).
Sei ein Optimierungsproblem
f(z) — min! bzgl. x € F;
hi(x) =0, i1=1,...,m; } (B.8)
gj(x) <0, j=1,...,p
gegeben und die Abbildungen f(-), g(-), h() R"™ — R seien in einem fiir (P)
zuldssigen Punkt z* differenzierbar. Ist z* lokales Minimum zum (P) und ist z*
reguldr, d.h. der Tangentialkegel T'(F,z*) mit dem Linearisierungskegel L( L)
)

iibereinstimmt, dann existieren Lagrange Multiplikatoren \; € R, (i = 1,...,m
und p4; € R, (j =1,...,p), so dass die folgenden Bedingungen gelten:

(%) F-{rew

) + Z AiVhi(z®) + Z 1 Vg;(x (B.9)

,ujz(), /’ngj< )_Oa J=1...,p (BlO)
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