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Einleitung

Die Entwicklung der mathematischen Theorie der Optimalen Steuerung wurde durch
Problemstellungen aus verschiedensten Fachbereichen, z. B. der Physik, Biologie, Che-
mie oder den Ingenieurwissenschaften, notwendig. Diese Aufgabenstellungen haben ge-
mein, dass sie steuerbar, d.h. durch den Menschen beeinflubar, sind. Es ergibt sich
damit die Frage nach derjenigen Steuerung, die im gewiinschten Sinne die beste, wir sa-
gen die optimale, ist. Diese optimale Steuerung zeigt dem Anwender Handlungsweisen
auf, wie auf den Zustand des steuerbaren Objektes eingewirkt werden muss, damit sich
dieser entsprechend der Zielvorstellungen auf die beste Art und Weise verhélt.

Als ein wesentliches Anwendungsgebiet der Theorie der Optimalen Steuerung gilt die
Raumfahrt. So formulierte der Raketenpionier R.H. Goddard die Aufgabe, dass eine
Hohenrakete mit einer vorgegebenen Treibstoffmenge eine moglichst grofle Hohe errei-
chen soll, als ein Steuerungsproblem. Weitere Einsatzmoglichkeiten fiir die Optimierung
ergeben sich, wenn gegensétzliche Ziele gleichzeitig beachtet werden miissen. Gewicht
und Sicherheit sind Beispiele dafiir aus der Raketenentwicklung. Einerseits sollte das
Gesamtgewicht so gering wie moglich sein, um weniger Treibstoff zu verbrauchen. Ande-
rerseits ist die Explosionsgefahr bei dickeren Wénden der Brennstoffkammern geringer,
dabei aber das Gewicht der Rakete hoher. Die optimale Abstimmung dieser gegenléufi-
gen Bestrebungen ist gesucht (vgl. Plail [27], S. 58 ff).

In die Entstehung dieser neuen mathematischen Disziplin flossen verschiedene fachspe-
zifische Quellen ein. An erster Stelle ist dabei die klassische Variationsrechnung zu
nennen. In den USA wurde nach dem Zweiten Weltkrieg die Research and New Deve-
lopment (RAND) Corporation ins Leben gerufen, fiir die auch M. R. Hestenes von 1948
bis 1952 Forschungsarbeit leistete. Die von RAND gestellte Aufgabe, optimale Flugbah-
nen zu berechnen, packte Hestenes mit Hilfe der Variationsrechnung an. In zwei RAND
Research Memoranda (RM) passte er die Variationsrechnung an die neue Aufgabe an
([27], S.78). Mit RM-100 hat Hestenes etwas sehr Wichtiges fiir die Entwicklung der
Optimalen Steuerung geleistet. ,Mit der Formulierung [...] gof er die Aufgabe der optima-
len Steuerung in eine fiir die Anwendung und die Entwicklung der Theorie gut zu verwendende
allgemeine Form, die zum Standard wurde. Diese hdufig Pontrjagin zugeschriebene Leistung
erbrachte Hestenes in dem aufSerhalb von RAND kaum verbreiteten Memorandum RM-100
knapp zehn Jahre vor den Arbeiten am Steklov-Institut in Moskau.“ ([27], S.84.) Allerdings
l6ste Hestenes die Aufgaben nicht aus der Umgebung der Variationsrechnung heraus
([27], S. 188).
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Die mathematische Theorie der Optimalen Steuerung entwickelte sich in den 1950er
Jahren rasch und lieferte bereits 1956 erste Veroffentlichungen zum Maximumprinzip,
das zunéchst vom sowjetischen Mathematiker L. S. Pontrjagin als Hypothese ausgespro-
chen wurde. 1962 erschien im russischen Original eine zusammenfassende Darstellung
der erzielten Ergebnisse von Pontrjagin, Boltjanskij, Gamkrelidze und Misc¢enko, deren
Ubersetzung ins Englische und Deutsche, [28], zeitnah folgte.

Die heutige Standardformulierung von Aufgaben der Optimalen Steuerung nach Heste-
nes ist eng mit den Problemen in der klassischen Variationsrechnung verkniipft. Jedoch
werden in der klassischen Variationsrechnung eine ganze Reihe von Variationsproble-
men, die fiir die Technik wichtig sind, nicht gelost. In technischen Problemen kénnen
die Steuerungsparameter, mit denen die Aufgabe beeinflufit werden kann, nicht belie-
bige Werte annehmen, sondern unterliegen gewissen Beschrénkungen. Die Menge der
Steuerungsparameter, die alle vorgegebenen Einschréinkungen erfiillen, nennen wir den
Steuerbereich. Besonders wichtig fiir die Praxis ist der Fall, in dem die Beschrankungen
einen abgeschlossenen und beschriankten Steuerbereich definieren. D. h.; dass die Steue-
rungsparameter gewisse Grenzlagen annehmen kénnen. Dieser Umstand hebt Probleme
der Theorie der Optimalen Steuerung aus dem Kontext der klassischen Variationsrech-
nung heraus.

In der Monographie [28] ,Mathematische Theorie optimaler Prozesse“ von Pontrjagin
et al. wurde das Maximumprinzip in einem allgemeinen Fall bewiesen. Bemerkenswert
an den dargelegten Resultaten ist die Tatsache, dass mit Hilfe der angegebenen not-
wendigen Bedingungen die Aufgabe auf starke lokale Minimalstellen untersucht wird.
Der Terminus ,lokal” bezieht sich auf den Zustand des steuerbaren Objektes. Wird
von einem lokal optimalen Zustand geringfiigig abgewichen, wird die Bewiltigung der
vorliegenden Problemstellung nicht verbessert. Der Begriff der ,starken Optimalitéat®
bedeutet, dass bei der Auswahl , bester® Losungen, den zum Vergleich herangezogenen
Steuerungen, neben den modellbedingten Grenzen und der gewéhlten Klasse zuléssi-
ger Steuerungen, keine zusétzlichen Einschriankungen auferlegt werden. Dabei gilt aus
theoretischer Sicht, dass wir zu einem allgemeineren Optimalitatsbegriff gelangen, wenn
wir die Aufgabe weniger restringieren. Aus diesem Grund verdienen die Resultate von
Pontrjagin et al. eine besondere Wiirdigung: In der Theorie der Optimalen Steuerung
wird ein Maximumprinzip Pontrjaginsches Mazimumprinzip genannt, wenn die ange-
gebenen notwendigen Bedingungen starke lokale Minimalstellen charakterisieren.

In den folgenden Jahren wurde die in [28] geloste Grundaufgabe weiter verallgemeinert.
Insbesondere wurden Probleme mit Zustandsbeschrdinkungen betrachtet und das Pon-
trjaginsche Maximumprinzip bewiesen (vgl. z. B. Dubovickij & Miljutin [15], loffe &
Tichomirov [25] oder den Uberblicksartikel von Hartl et al. [20]). Derartige Nebenbe-
dingungen treten z. B. im Straflenverkehr auf. Wollen wir zeitoptimal, d.h. so schnell
wie moglich, mit dem Auto von A nach B fahren, miissen wir die zulédssige Hochstge-
schwindigkeit beachten. Gerade das Beispiel des Autofahrens macht deutlich, dass neben
kontinuierlichen Steuerungen, hier ,,beschleunigen“ und ,,bremsen®, diskrete Steuerpa-
rameter, d. h. der Wechsel des Ganges wiahrend der Autofahrt, in Steuerungsproblemen
auftauchen konnen. Treten in einem Problem der Optimalen Steuerung sowohl kon-



FEinleitung 3

tinuierliche als auch diskrete Steuerungen auf, so sprechen wir von einem hybriden
Steuerungsproblem!.

Wir betrachten in dieser Arbeit Steuerungsprobleme mit Zustandsbeschrinkungen, in
denen zu jedem Zeitpunkt aus einer endlichen Anzahl von gegebenen Strategien eine
eindeutig ausgewihlt werden darf. Am Beispiel des Autofahrens ist mit der Auswahl ei-
ner , Strategie“ der Wechsel in den gewiinschten Gang gemeint. Dabei ist zu beachten,
dass wir beim Schalten in einen anderen Gang (,, Wechsel der Dynamik“) gleichzeitig
auch die Kostenfunktion dndern. Diese konnte hier den Benzinverbrauch pro Zeit oder
die dadurch entstehenden Kosten pro Zeit angeben. I. a. kann damit ebenso ein Wechsel
in einen anderen Steuerbereich verbunden sein. Zur Unterscheidung der verschiedenen
Strategien indizieren wir die Dynamiken, Kostenfunktionen und Steuerbereiche, wobei
der Index einer gegebenen endlichen Menge angehdrt. Wir verwenden die Indexmenge
{1,...,k}. Den Wechseln zwischen verschiedenen Strategien auf dem betrachteten Zeit-
intervall liegt eine Schaltstrategie (,switching strategy*) zugrunde, die aus der Angabe
einer Anzahl von Wechselzeitpunkten und der Angabe von Zahlen aus der Indexmen-
ge {1, ..., k} besteht. Diese Zahlen der Indexmenge geben an, welche Strategie zu den
Wechselzeitpunkten ausgewéhlt wird.

Sussmann [33], Garavello & Piccoli [19], Clarke & Vinter [12] und Dmitruk & Kaga-
novich [14] untersuchen Aufgaben, in denen die Wechselzeitpunkte zu Unstetigkeiten
der Zustandstrajektorie fithren konnen. Zur Analyse dieser Phénomene vergleichen sie
Trajektorien mit Schaltstrategien, die die gleiche Anzahl von Wechselzeitpunkten und
die gleiche Abfolge von Zahlen aus der Indexmenge besitzen, aber dabei verschiedene
,locations“ dieser Zeitpunkte zugelassen sind?.

Wir schranken unsere Betrachtungen wie Shaikh [31], Shaikh & Caines [32] auf Auf-
gaben mit stetigen Zustédnden ein, die zusédtzlich in unseren Problemstellungen Zu-
standsbeschréankungen geniigen miissen. Im Gegensatz zu den oben zitierten Arbeiten
zu hybriden Aufgaben geben wir ferner einen Vorschlag, wie die hybride Struktur als
Steuervariable aufgefasst werden kann und wéhlen anschliefend eine Modellierung, die
formal wieder zu einem ,,iiblichen“ Steuerungsproblem fiihrt. Damit kénnen wir fiir die
betrachteten hybriden Steuerungsprobleme mit stetigen Zustéinden den Begriff der star-
ken Optimalitit einfiihren. Nachdem wir ein hybrides Steuerungsproblem definiert ha-
ben, untersuchen wir dieses auf lokale Optimalstellen bzgl. aller zulédssigen Steuerungen
und aller zuléssigen Schaltstrategien. D. h., dass wir den Steuerungen keine zusétzlichen
Einschrinkungen auferlegen und wir die notwendige Bedingungen in einem Pontrjagin-
schen Maximumprinzip zusammenfassen diirfen.

In der Arbeit ,A nonsmooth hybrid mazimum principle“ von Sussmann [33], werden
sogenannte ,,switching costs“ nicht ausgeschlossen®. Diese Wechselkosten entstehen bei-

L In a broad sense, hybrid control system are control systems involving both continuous and discrete
variables. “ (Dmitruk & Kaganovich [14], S.1.)

2 The mazximum principle gives necessary conditions for [...] a solution [...]. The result only depends
on comparing trajectories with the same switching strategy [...]“ (Sussmann [33], S. 330.)

3Vel. [33], S. 329f.
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spielsweise, wenn eine Investitions- oder Finanzierungsstrategie gedndert wird und ein-
malige Kosten bei der Anschubfinanzierung anfallen. Derartige Kosten wiirden wir bei
einer Unternehmung allerdings nur in Kauf nehmen, wenn wir davon iiberzeugt sind,
dass sich diese zukiinftig amortisieren. Jedoch wird die neue Strategie diese zusétz-
lich anstehenden Kosten erst im weiteren zeitlichen Verlauf (und i.a. in einem nicht-
infinitesimalen Zeitrahmen) wieder einbringen. Aus diesem Grund ist in Aufgaben mit
Wechselkosten der Begriff der lokalen Optimalitdt unzureichend.

Wir fassen zusammen: In der vorliegenden Arbeit beweisen wir notwendige Bedingun-
gen fiir Aufgaben der Optimalen Steuerung mit stetigen Zustandstrajektorien, die sich
durch endlich viele verschiedene Dynamiken mit den dazu gehérenden Integranden und
Steuerbereichen sowie durch Phasenbeschrinkungen auszeichnen. Neu an unserer Dar-
stellung ist die Modellierung der Schaltstrategien mit Hilfe von Zerlegungen des be-
trachteten Zeitintervalls. Auf diese Weise ist es moglich — und das mochten wir beson-
ders hervorheben — beim Vergleich zuldssiger Trajektorien auf die Einschrénkung auf
die gleiche Schaltstrategie, d. h. auf die gleiche Anzahl von Wechselzeitpunkten und zu
diesen Zeitpunkten das Wechseln in die gleichen Strategien, zu verzichten. So ist es
uns moglich im Begriff der starken Optimalitéit die Schaltstruktur als Steuervariable zu
berticksichtigen.

In unsere Betrachtungen beziehen wir Wechselkosten und zeitverzégerte Abléufe, wie
sie bei chemischen Reaktionsprozessen vorkommen kénnen, nicht ein. Auch der Frage
nach der Existenz von Losungen gehen wir im Rahmen dieser Arbeit nicht nach.

Bei der allgemeinen Beweismethode des Pontrjaginschen Maximumprinzips fiir hybride
Aufgaben mit Zustandsbeschrankungen orientieren wir uns an Ioffe & Tichomirov [25]
und zeigen, dass diese auf die Aufgaben, die in dieser Arbeit betrachtet werden, ange-
wendet werden kann.

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaflen gegliedert:

o Wir présentieren im Kapitel 1 eine vergleichsweise sehr einfache Beweismethode
fiir spezielle Aufgabenklassen, definieren im Abschnitt 1.2 ein ,,elementares“ hybri-
des Steuerungsproblem und beweisen fiir dieses das Pontrjaginsche Maximumprin-
zip. In dieser Definition einer hybriden Aufgabe sind bereits die grundlegenden
Ideen enthalten, die wir auch in allgemeineren Problemstellungen verwenden. Ab-
schliefend verkniipfen wir in Kapitel 1 zwei klassische Investionsmodelle zu einem
hybriden Steuerungsproblem und wenden darauf das Pontrjaginsche Maximum-
prinzip aus Abschnitt 1.2.2 an.

e In Kapitel 2 betrachten wir die Grundaufgabe in Pontrjagin et al. [28] und unter-
suchen diese mit der Methodik fiir ,,lokalkonvexe Aufgaben* nach loffe & Tichomi-
rov [25], S. 200 ff. Die Betrachtung dieser Grundaufgabe haben wir in diese Arbeit
aufgenommen, da wir beim Beweis der anspruchsvolleren hybriden Aufgabe mit
Zustandsbeschréankungen auf die gleiche Art und Weise vorgehen. Ferner bietet
es sich in Vorbereitung auf allgemeinere Aufgaben an, technische Details wie den
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verallgemeinerten Satz von Ljusternik ausfiithrlich zu diskutieren und in diesem
iiberschaubareren Rahmen die verallgemeinerten Nadelvariationen einzufiihren.

e Anschlieend untersuchen wir in Kapitel 3 das klassische Subdifferential der Funk-
tion

f:C([a,b],R) — R, f(x()) = max g&(t,x(t)),

tela,b]

und bestimmen dieses nach Ioffe & Tichomirov [25]. Hinzu fiigen wir Resultate
von Clarke [11], welche zeigen, dass das Clarke’sche Subdifferential dieser Funktion
mit dem aus [25] iibereinstimmt.

e In Kapitel 4 formulieren und beweisen wir das Pontrjaginsche Maximumprinzip
fiir hybride Aufgaben mit Zustandsbeschrinkungen und mit festem Anfangs- und
Endzeitpunkt. Dieser Satz ist das Hauptresultat dieser Arbeit. Aus diesem Satz
folgt unmittelbar fiir eine hybride Variante der Grundaufgabe in Kapitel 2 das
Pontrjaginsche Maximumprinzip, welches wir in dieser Arbeit noch anwenden
werden. Abschlieffend zeigen wir in diesem Kapitel, dass wir hybride Aufgaben mit
freiem Anfangs- und Endzeitpunkt mit dem bekannten Verfahren der Substitution
der Zeit in Aufgaben mit fester Zeit iiberfithren konnen, und formulieren auch fiir
diese Aufgaben das Pontrjaginsche Maximumprinzip.

e Zum Abschluss betrachten wir in Kapitel 5 ein Modell privater Altersvorsorge und
untersuchen dieses auf Vorsorgestrategien und auf den Wechsel vom Arbeitsleben
in den Ruhestand?.

Im Anhang sind von uns verwendete bekannte mathematische Sétze zitiert und ergén-
zende Betrachtungen beigefiigt. So haben wir im Anhang A Untersuchungen zu Diffe-
rentialgleichungssystemen mit stiickweise stetigen rechten Seiten, wie sie im Kapitel 1
vorkommen, eingefiigt, und gezeigt, dass wir diese Differentialgleichungssysteme stiick-
weise wie gewohnliche behandeln diirfen. Ferner sind im Anhang B.2 fiir die Arbeit
wichtige Details zur Integration bzgl. Borelscher Mafle, z. B. eine Regel der partiellen
Integration, die wir im Beweisschluss der Maximumprinzipien in den Abschnitten 2.6
und 4.5 verwenden, zu finden.

In dieser Arbeit bezeichnen wir das ,,Pontrjaginsche Maximumprinzip“ manchmal kurz
mit , Maximumprinzip®“ und verwenden nebenher auch die Abkiirzung PMP.

4Dabei folgen wir einem Vorschlag von G.Feichtinger Mehrstufenmodelle als hybride Probleme
aufzufassen, und das Pontrjaginsche Maximumprinzip anzuwenden.






Kapitel 1

Eine elementare Beweismethode

In diesem Kapitel stellen wir eine Beweismethode fiir das Pontrjaginsche Maximum-
prinzip vor. Diese Beweisidee, die wir ebenso wie den Beweis von Satz 1.2 aus loffe &
Tichomirov [25], S. 131 ff, entnommen haben, findet man bereits bei Weierstras.

In Abschnitt 1.2 zeigen wir, dass man diese Beweisidee auch auf spezielle hybride Auf-
gaben anwenden kann.

Zur Anwendung der bewiesenen notwendigen Bedingungen, Satz 1.2 und Satz 1.4, be-
trachten wir in Abschnitt 1.1.4 zwei 6konomische Investitionsmodelle (vgl. Seierstad &
Sydseeter [30]), verkniipfen in Abschnitt 1.2.4 diese Modelle zu einem hybriden Problem
und werten dieses anschliefend aus.

Neu an dieser Darstellung einer hybriden Aufgabe ist, dass wir keine Vorgaben iiber die
Schaltstrategie machen, sondern die Aufgabe um eine zusétzliche Variable erweitern,
namlich um die k-fachen stiickweisen Zerlegungen des betrachteten Zeitintervalls.
Vorschlage fiir eine ,,beste® aktive Strategie und fiir Wechselzeitpunkte ergeben sich aus
den angegebenen notwendigen Bedingungen im Pontrjaginschen Maximumprinzip.

Wir mochten ausdriicklich auf die im Anhang definierten Differentialgleichungen mit
stiickweise stetigen rechten Seiten hinweisen, da die Zustandsgleichungen in den folgen-
den Abschnitten von dieser Bauart sind. In Satz A.7 wird gezeigt, dass diese Differen-
tialgleichungen eine eindeutige stetige Losung besitzen. Wegen dem nahen Bezug zu
gewOhnlichen Differentialgleichungen verwenden wir fiir diese Gleichungen die gleichen
Notationen, den gleichen Sprachgebrauch und untersuchen sie ebenso ausschliellich auf
stetige Losungen.

Wir geben an dieser Stelle einige Hinweise zu Bezeichnungen und Schreibweisen, die in
der gesamten Arbeit vorkommen:
Im Folgenden nennen wir fiir reelle Zahlen a < b die Mengen

(a,b) :={reR|la<z<b} bzw. [a,b:={reR|a<z<0b}

ein offenes bzw. abgeschlossenes Intervall. Daneben verwenden wir noch die links- und
rechtsseitig halboffenen Intervalle

(a,b) :={reR|a<z<b} bzw. [a,b):={xeR|a<z<b}

7



8 KAPITEL 1. EINE ELEMENTARE BEWEISMETHODE

In Aufgaben der Optimalen Steuerung ist es von Vorteil, bei der Bezeichnung zwischen
einer Variablen (z.B.) z, dem Wert x(t) einer Vektorfunktion z : [to, 1] — R™ in einem
(Zeit-)Punkt t € [to,t;] und der Vektorfunktion z(-) selbst zu unterscheiden. Ist der
Kontext unmissverstiandlich, so schreiben wir fiir eine Funktion nur kurz (z.B.) f. Oft
ist mit der Angabe einer (Vektor-)Funktion die Zugehorigkeit zu einem Funktionenraum
verbunden. Wir verwenden in dieser Arbeit die Rédume:

— PC([to,tl], U ) — Raum der stiickweise stetigen Vektorfunktionen auf [to,?;] mit
Werten in der Menge U C R™, die nur endlich viele Sprungstellen im Inneren des
betrachteten Zeitintervalls besitzen und rechtsseitig stetig sind;

— PC*([to, t1], U) — Raum der auf [to, 1] stetigen und stiickweise stetig differenzier-
baren Vektorfunktionen mit Werten in der Menge U C R™, deren Ableitungen
in hochstens endlich vielen Punkten Sprungstellen besitzen und rechtsseitig stetig
sind;

— C([to, t1], R™) — Raum der stetigen Vektorfunktionen auf [t, t];

— L>([to, t1],U) — Raum der auf [to, {1] meBbaren und essentiell beschrénkten Vek-
torfunktionen mit Werten in der Menge U C R™.

1.1 Das PMP in einem ,,einfachen* Fall

1.1.1 Formulierung der Aufgabe
Wir betrachten die Aufgabe

J(x(),u()) = / 1 f(t,x(t),u(t)) dt — inf, (1.1)

#(t) = p(t,2(t),ult), x(to) = o, (1.2)
w(t) €U CR™, U0,

auf dem vorgegebenen Intervall [tg,t;] und mit festem Punkt z, € R™.

Wir nennen ein Paar (z(-),u(-)) € PC*([to, t1],R™) x PC([to,t1],U) einen Steuerpro-
zess. Ein Steuerprozess heifit zuldssig in der Aufgabe (1.1)—(1.3), wenn z(-) auf dem
Intervall [to, 1] der Gleichung

i(t) = ot z(t), u(t))
zur Anfangsbedingung
z(ty) = xo
geniigt. Einen zulédssigen Steuerprozess (x*(), u*()) nennen wir ein starkes lokales Mi-

nimum der Aufgabe (1.1)—(1.3), wenn eine Zahl ¢ > 0 derart existiert, dass fiir jeden
anderen zuldssigen Steuerprozess (z(-),u(-)) mit der Eigenschaft

[2() = 2.()lloo <€
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die Ungleichung
J(2(-),ul) > J(2.(), u())

erfiillt ist.

In der Aufgabe (1.1)—(1.3) nehmen wir fiir die Funktion f: R x R" x R™ — R und die
Abbildung ¢ : R x R” x R™ — R" an:

o Stetigkeit in der Gesamtheit der Variablen,
o stetige Differenzierbarkeit bzgl. x,

e Stetigkeit der Abbildungen f,(t,x,u), p.(t, z,u) in der Gesamtheit der Variablen.

Aufgrund der Annahmen {iber die Abbildungen f und ¢ sind fiir einen Steuerprozess
(z(-),u(-)) € PC*([to, t1], R™) x PC([to, t1],U) die folgenden Bedingungen erfiillt:

e Die Abbildungen ¢ — f(t, z(t), u(t)) und ¢t — ¢(¢, z(t), u(t)) sind integrierbar.

e Es existieren eine Zahl € > 0 und eine auf [to, 1] integrierbare reellwertige Funk-
tion o derart, dass fiir fast alle ¢ € [ty, 1]

1o () + € u() e < o), low (t,2(8) + & u(®)) znen < o(¢)
ausfallen, sobald [|{||g» < € ist.
Die zweite Eigenschaft verwenden wir im Beweis des Pontrjaginschen Maximumprinzips.
Diese sichert ndmlich, dass wir nach Satz B.17 iiber die ,Differentation unter dem

Integral® in

P (s, 2(s) + A(s), uls)) — p(s,z(s), u(s))

,\l—ig}ro a A s
und ,

iy [ L2+ u0) = o)

A—0+0 J, A

Grenzwert und Integral vertauschen diirfen.

Bemerkung 1.1 Beispielsweise ist der Integrand f(t,x,u) = \/z nicht stetig differen-
zierbar bzgl. x auf R™ und widerspricht den bisher getroffenen Annahmen.

Wir definieren die Erreichbarkeitsmenge E C R™. Diese besteht aus allen Punkten
¢ € R", zu denen es ein s € [ty, 1] und eine zuldssige Steuerung u(-) derart gibt, dass
fiir die Losung x(-) der Gleichung (1.2),

(t) = p(t,z(t), u(t), =(to) = o,
zum Zeitpunkt s gerade & = x(s) gilt.
Es seien T C R, € CR", U C R™ offene Mengen mit [to,t1] C T, ECE und U CU.
Dann sollen alle oben genannten Eigenschaften diber Stetigkeit und Differenzierbarkeit
fir f und ¢ bzw. f, und @, auf T x E XU gelten.
In der gesamten vorliegenden Arbeit verbleiben wir bei der Formulierung der Figen-
schaften auf R x R™ x R™, gehen aber davon aus, dass diese Bemerkung gegebenenfalls
beriicksichtigt ward.
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1.1.2 Das Pontrjaginsche Maximumprinzip

Satz 1.2 (Das Pontrjaginsche Maximumprinzip) ([25], S.131.) Ist (z.(-), u.(-))
ein starkes lokales Minimum der Aufgabe (1.1)-(1.3), dann existiert eine Zahl Aoy > 0
und eine Vektorfunktion p(-), p : [to, t1] — R™, die nicht beide gleichzeitig verschwinden,
derart, dass

a) die Vektorfunktion p(-) der adjungierten Gleichung

P(t) = =g (t,2(8), wa () p(t) + Mo fu (t 2 (2), w(t)) (1.4)
geniigt und die Randbedingung
erfillt;
b) fir die Pontrjaginsche Funktion
H<t7 T, u,p, )\0) = <p7 gD(t, xz, U>>Rn - )\Of(t7 Z, U) (16)
die Beziehung
H(t,z.(t), us(t), p(t), No) = max H(t,z.(t),u,p(t), Xo) (1.7)

fir fast alle t € [to,t1] gilt.
Zusatz: O. B.d. A. diirfen wir A\g = 1 wdhlen.

1.1.3 Der Beweis des Maximumprinzips

Dieser Beweis ist aus loffe & Tichomirov [25], S. 131 ff, entnommen.

Beweis des Zusatzes: Angenommen, es ist Ay = 0. Dann ist p(-) Losung der Gleichung

p(t) = —¢r (t2.(1), us(t)) p(t)

zur Randbedingung

Das heifit, auch p(-) wiirde identisch verschwinden.
Darum ist der Fall \y = 0 ausgeschlossen.

Es sei 7 € (to, t1) ein Stetigkeitspunkt der Steuerung w,(-). Dann ist u.(-) auch in einer
gewissen hinreichend kleinen Umgebung von 7 stetig und wir wéahlen ein festes A positiv
und hinreichend klein, so dass sich 7 — X in dieser Umgebung befindet. Weiter sei nun
v ein beliebiger Punkt aus U. Wir setzen

ier ) =) = { 10 Bl
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und es bezeichne z,(-) die eindeutige Losung der Gleichung

i(t) = o(t,z(t), ua(t)), x(to) = .

Dann gilt offenbar z,(t) = x.(t) fir to <t <7 — A.
Fiir ¢t > 7 untersuchen wir im Weiteren den Grenzwert

g Bat) —a(t)
y(t) - )\1_1})110 )\ )

und werden zeigen, dass dieser existiert, die Funktion y(-) der Integralgleichung

) =5+ [ el (5).(9) uls) (1)
zur Anfangsbedingung

y(r) = cp(T, z.(7), v) — gp(T, ZE*(T),U*(T)) (1.9)

geniigt und die Beziehung

<mmmww:—/%ﬁ@mwmw»mmwa (1.10)

erfillt ist.

» Gleichung (1.9): Nach Voraussetzung ist die Steuerung u.(-) in einer gewissen hinrei-
chend kleinen Umgebung des Punktes 7 stetig. Dann ist auch z,(-) in dieser Umgebung
stetig und fiir hinreichend kleine positive A gelten

To(T) = Zu(T = A) + Miw(7 — A) + 0(N)
(T = A) + Ap(T = X, 2 (T = A), w7 — A)) + o(N)

bzw.
A1) = z (T —A)+ )\gp(T — A, 2 (T — )\),v) + o(N).
Hieraus folgt

o(A)

o)\ (T) — 2 (T) AN
AL A A N

\ =o(T=Nz(T = N),v) —o(T = A z(7 = A),u (T = N)) +

D.h., dass der Grenzwert

(1) —w(7)
y(r) = Aggio A

existiert und gleich (1.9) ist.
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» Gleichung (1.8): Auf dem Intervall [r,¢;] geniigen sowohl x,(-) als auch x,(-) der
Gleichung

i(t) = o(t, z(t), u.(t)).

Aus dem Satz {iber die Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Losung eines Differenti-
algleichungssystems in Abhéngigkeit von den Anfangsdaten folgt, dass fiir hinreichend
kleine positive A die Vektorfunktionen x,(-) auf [r,¢;] definiert sind, fir A — 0+ 0
gleichméBig gegen z,(-) konvergieren und dass der Grenzwert

_ o ) =2
yt) = AE&O%

fiir jedes t € [7,t1] existiert. Fiir ¢ > 7 gilt

zA(t) = zA(7) +/ o(s,2a(s),ui(s)) ds, . (t) = z.(7) +/ o (s, 2.(5), uu(s)) ds,

woraus sich die folgende Beziehung ergibt:

ds.

aA(t) =z (t) A7) — 2.(7) /t @ (s, 22(5), u(s5)) — @(s, 4(5), uu(s))
= -
A A . A
Hierin fithren wir den Grenziibergang A — 0 4 0 durch und erhalten
() —a(t) (1) — 2.(7)
)\1—1})1—11—0 A =y(t) und )\l—l>{)r—1|—0 A B

Aufgrund unserer Annahmen an die Abbildung ¢ diirfen wir den Grenziibergang unter
dem Integralzeichen ausfithren und erhalten fiir den Integranden

i p(5,22(5), ua(5)) — (5, 2.(5), us(5))
A—0+0 A

o 2a(s) = 2.(s) | ofllza(s) — z.(s)])
- ,\EIOI}ro @x(s,x*(s),u*(s))- - 2\ + A

= @u(s,2(5), us(s)) y(s)-

Dabei beriicksichtigen wir, dass
o) —n D) o) — o))

= =0
A—0+0 A A—0+0 ||z (s) — xu(s)]|

ist, da der Grenzwert
o aa(t) = w(t)
y(t) = AEB&O A

existiert. Damit ist die Beziehung (1.8) gezeigt.
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» Gleichung (1.10): Es existiert eine Losung der Differentialgleichung (1.5) zur Rand-
bedingung (1.6). Mit der Beziehung (1.8) erhalten wir fir ¢t > 7

)y = (00, 9O+ (1) 50

)
= _<§Og(tax*(t)vu*(t))p(t)7 (t)>R" +<f$(tax*(t)7u*(t))ay(t)>R"
)

), ()
= foc (tax*(t)vu*(t))ay(t)>]gn
Daher gilt, da p(t;) = 0 ist,

(OO = = [ (2060, 00(5) 05 ) .

Fiir t = 7 folgt daraus insbesondere (1.10).

» Beweisschluss: Da (z.(-), u.(-)) ein starkes lokales Minimum ist, ist fiir alle hinrei-
chend kleine und positive A

T(@rn() un() = I (@) ual))

A >0,
d. h.
/\h%no J(IA()’UA()) ; J(x*()au*()) >0
Es gilt:
J(xk(‘)aUA(‘)) — J(x*()7u*())
A
_ ;/t— (o), un(®) = (b 2.(0), ua (1)) | e

+ % /T)\ (0.0 (0) = (a0, w.(0) ] dt

5 [ n®) - £t 0.00)] @

Beim Grenziibergang A — 0 + 0 erhalten wir fiir die einzelnen Summanden:
Fiir t € [to, 7 — A] sind uy(t) = u.(t) und z,(t) = z.(t). Daher gilt fiir alle hinreichend
kleine positive A

/TA [f(t,m(t),m(t)) — f(t,x*(t),u*(t))] dt — 0

to

und somit

lim l/T_A [f(t,:z:,\(t),uA(t)) —f(t,x*(t),u*(t))] dt = 0.

A—0+0 )\ to
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Da f stetig in allen Variablen und w,(-) stetig auf [r — A, 7| ist, existiert nach dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung ein & € (7 — A, 7) mit

%/tAU@”“ﬂwy‘ﬂ@%@%%@DL#If@wﬂ@nﬂ—f@wxowgoy

Ferner gilt /\hm x(7) = 2.(7), da der Grenzwert y(7) existiert. Daraus folgt
—040

i 5 [ [ 0,0) — 700, 0)] a

A—=0+0 N oy
= f(T, I*(T),U) — f(T, I*(T),u*(T)).

Fiir t > 7 ist uy(t) = w.(t). Ferner besitzt die Funktion f eine stetige Ableitung nach
2 und es ist

f(tax)\(t)vu*(t)) - f(t7x*(t)au*(t)>
= (fo(t:2u(8), uc(t)), 2A(t) = 24(8)) o + 0(ll2a(5) — 2 ()]]).

Wir nutzen wieder

ool —m@) L olllnals) —w.(s))

=0
AZ0+40 A\ =040 [[zx(s) — @.(s)]

aus und erhalten

[ {00 w-0) ;f(t’x*(t)’"*@)) dt:/tl (Fo(t2a(8), 0a(8)), (1)) .

A—0+40 -

Zusammenfassend haben wir

0 < g 20O 00) = (@) u()

~ A—=040 >\

= f(T, IE*(T),U) — f(T, T (T / <fx t Tu (1), ui(t ) >Rndt

gezeigt.
Bei Anwendung von Gleichung (1.10) ergibt sich hieraus die Ungleichung

(p(7), (7, 2(7 )>Rn = F(m (1), ua(7))
> <p(7') (7’ (T )>Rn — (7’ 2. (7), v).
Daraus folgt aus der Definition (1.6) der Funktion H mit Ao = 1
H(T, o (T), us (1), p(7), )\0) > H(T, Z4(T), v, p(7), )\0).

Nun ist 7 ein beliebiger Stetigkeitspunkt der Steuerung w,(-) und v ein beliebiger Punkt
der Menge U. Demzufolge ist die Beziehung (1.7) in allen Stetigkeitspunkten der Steue-
rung u,(-) wahr und damit ist das Maximumprinzip bewiesen.
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1.1.4 Consumption vs. Investment

Beispiel 1: Ein lineares Investitionsmodell
Wir wollen nun auf das Modell

J(z(-),u(-)) = /0 (1 —u(t)) - z(t) dt — sup, (1.11)
(t) = u(t) - z(t), x(0) ==z >0, (1.12)
u(t) € [0,1], T >1 fest, (1.13)

Satz 1.2 anwenden. Dazu multiplizieren wir den Integranden in (1.11) mit —1, um zu
einem Minimierungsproblem iiberzugehen, und erhalten

Flt (), u®) =—(1—u) -z(t), ot z@),ut)) =ut)- z(t).

Die Menge der zuléssigen Steuerungen ist der Raum PC([0, 77, [0, 1]).
Dann nimmt nach (1.7) fiir u = w,(t) die Pontrjaginsche Funktion (1.6) mit \g = 1,

H(t,x*(t),u*(t),p(t), 1) = £[3§]H(t 2 (1), 1w, p(t), 1)
= max [(p() — u+ 1] - 2. (1), (1.14)

fir fast alle ¢ € [0,7] ihr Maximum an, wobei p(-) Losung der Gleichung (1.4) zur
Transversalitdtsbedingung (1.5), d. h.

P) = —ua(t) - p(t) — (1= w(t)) = 1~ w(B)(p(t) = 1), p(T)=0,  (115)

ist. Aus (1.14) kénnen wir

_J 0 firp(t) <1,
u(t) = { 1 fir p(t) > 1,

ablesen. Daraus folgt unmittelbar

: -1 fir p(t) <1 |

p(t) = { p(t) firp(t)>1 [~ max{1,p(t)}
und ferner ist offensichtlich p(t) < 0 fur alle t € (0, 7).
Zum Losen der Gleichung p(t) = 1 betrachten wir die Funktion ¢ mit

o) =9r) + [ (1yds, gr) =0

T

Dann ist g(t) =T — ¢ und es gibt genau eine Losung ¢, € (0,T), genauer

t=T-1, (1.16)

!Dieses Modell wurde aus Seierstad & Sydsseter [30], S. 82, Exercise 2.3.3, entnommen.
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der Gleichung ¢(t) = 1.
Da die adjungierte Funktion p(-) streng monoton fallend ist, folgt fiir diese

. —p(t), te€ (0,7 —1), eI~ ¢t [0, T — 1),
p(t):{ —21),) teET—l,T), :”’(t):{T—t, te%T—l,T)]. (1.17)

Mit der Steuerung

1 furtef0,7-1),
U(t) = { 0 firtel[l—1,T], (1.18)

erhalten wir aus (1.12) fiir das Kapital

. z(t), t€(0,T—1), zo - € tel0,T—1),
(1) = { 0, te(T—1,7), = z.(t) = { zo-eTt te [T —1,T), (1.19)

und fiir den Wert des Zielfunktionals (1.11)

J(z. (), us(")) = /0 (1= wu(t)) - 2i(t) dt = / zo-el tdt = a9 el (1.20)

T-1

Beispiel 2: Ein Investitionsmodell mit Cobb-Douglas-Produktionsfunktion?
Im Gegensatz zum vorherigen linearen Modell nehmen wir an, dass wir mit einer ein-
prozentigen Erhchung des Kapitals x eine konstante prozentuale Erhéhung des Nutzens
y um « € (0, 1) erreichen:
A A d d
Y o Yo — y=c-x%.

) T ) Zz
Nun schlieen wir uns wieder der Idee des vorherigen Modells an, dass zu jedem Zeit-
punkt ¢ € [0, 7] ein Anteil u(t) des Nutzens investiert und der verbliebene Teil 1 — u(t)
konsumiert wird. Damit erhalten wir folgende Aufgabe

J(2(),ul) = /0 (1= u(t)) - (1) dt — sup, (1.21)
(t) = u(t) - z%(t), x(0) =z >0, (1.22)
u(t) € [0,1], (1.23)
a € (0,1) konstant, T fest mit aT — 25~ > 0. (1.24)

0O.B.d. A. haben wir hierin ¢ = 1 angenommen, was nach einer geeigneten Transforma-
tion der Zeit erreicht werden kann.
Wir multiplizieren den Integranden in (1.21) mit —1 und erhalten

Ftz@),u(®) = —(1—u®) - z*(t), @t z@),ul)) =u(t)  z*(0).

2[30], S. 130, Exercise 2.7.1.
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Die Menge der zuléissigen Steuerungen ist wieder der Raum PC([0, 77, [0,1]).
Dann nimmt nach (1.7) fiir u = u,(t) die Pontrjaginsche Funktion (1.6) mit \g = 1,

H(t,z.(t), u.(t), p(t),1) = g[%’}ﬁ H(t,2.(t),u,p(t), 1)
= max [(p(t) — u+1] - 23(0), (1.25)

fur fast alle ¢ € [0,7] ihr Maximum an, wobei p(-) Losung der Gleichung (1.4) zur
Bedingung (1.5), d.h.

p(t) = —au(t) 227 (1) - p(t) — a(l —u.(t)) - 257 (t)
= —az? ') [1+uw)(p(t) - 1)] (1.26)

und p(T") = 0, ist. Aus (1.25) konnen wir

_J 0 firp(t) <1,
ua(t) = { 1 fir p(t) > 1,

ablesen. Daraus folgt

a—1

| mazdTH (1) fir p(t) <1 | o211 - max
p(t) = { —axf_l(t) p(t)  fiir p(t) > 1 } = L) {1L,p(t)}

und ferner ist offensichtlich p(t) < 0 fiir alle ¢ € (0,7).

Wir untersuchen die Gleichung p(¢) = 1 auf [0,77]. Da p(-) stetig und streng monoton
fallend ist, ist die Losung, falls sie existiert, eindeutig. Ferner gibt es wegen p(7") = 0
und der strengen Monotonie eine Zahl ¢/ € [0, 7] mit

t7 =inf{t € [0,T] | p(t) < 1}.

Fiir ¢t > t! gilt u.(t) = 0 und es ist x.(t) auf [¢/,T] konstant. Daher betrachten wir
zunéchst die Funktion g mit

¢
g(t) =g(T) +/ (—aK* 1 ds, ¢g(T)=0, ac(0,1), K> 0 konstant.
T
Diese erhalten wir, wenn wir x,(t) durch K = z,(t!) in p(t) = —az® (t) fiir t > ¢/
ersetzen. Dann ist g(t) = aK* (T —t).

Nun bestimmen wir ¢. Fir t < ¢/ ist p(t) > 1 und damit u.(t) = 1. Es sei h Losung
der Gleichung, vgl. (1.22) mit u(-) = 1,

h(t) = ho(t), R(0) =20 >0, a € (0,1).

Dann folgt nach der Trennung der Verénderlichen und anschlieBender Integration

h(t) = [(1— a)t + zh=°] 7.
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Wir erhalten nun aus K = h(t]) und g(t!) = 1 fir ¢ die Bestimmungsgleichung

_ a—1 /41 AN " 1—a % mn o O‘(T_tb
1=ah® ' ()T —t)) =a- [(1—a)t] + 5] (T_t*)_(l—a)t;’+:c5‘“'

*

Aus dieser folgt
! =aT — x5~ (1.27)

Wegen der Annahme oT — 257 > 0 in (1.24) ist ¢/ > 0.
Fiir die Analyse der Aufgabe liefert dies die Steuerung

[ 1 firtelo,t)),
ua(t) = { 0 fiirt € [/, T). (1.28)

Mit . (-) erhalten wir in (1.22) fiir die Anderung des Kapitalstocks

) _foa(t) furt e (0,t)),
Tu(t) = { 0 fiir ¢t € (¢, 7T),

und damit fiir das Kapital
- 11—« ﬁ . "
a(t) = [(1—a)t+a57°] N fur t € [0,t)), (1.29)
[a(1 — )T + azy~ ] fiir ¢ € [, 7).
Ferner liefert dies in der adjungierten Gleichung

(1) = —ax® 1 (t) - p(t) fiir t € (0,t7),
PUU= —azet) fiir t € (¢, 7).

Zur Berechnung von p(-) auf [0, ] verwenden wir p(¢/) = 1 und erhalten nach Trennung
der Verdnderlichen und anschliefender Integration

t 1— 1 — 11—«
" (p(zi/) ) _ o« / o - - @ ( ( a)t+x01a> '
p(t") L—a Ju (1—a)s+a; l—a  \(1-a)tf+x

Daraus folgt

(1 —a)t! + a5 =a [a(l=a)T + azy™@ =a
(1—a)t+ x5 @ Sl Q—a)t+aie

p(t) = {

auf [0, ¢7]. Auf [0, T] gilt damit fiir die adjungierte Funktion

1 . T 11—« ﬁ
{a( @) +0<19i(; ] fir t € [0,¢7),
p(t) = O; a)f o o

1ol fiir ¢ € [, T].
0
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Der Wert des Zielfunktionals (1.21) ist in diesem Beispiel gleich

I () u ) = / (1 u.(t)) - 22(t) dt = / [a(l— )T + azh ] ar
= (T'—aT + x5 %) [o(l — )T + azy ] a

= aTa - [(1—a)T + x5 ] =3 (1.31)

1.2 Ein ,,einfaches* hybrides Steuerungsproblem

1.2.1 Formulierung der Aufgabe

Im Gegensatz zur Aufgabe (1.1)—(1.3) nehmen wir nun an, dass wir nicht nur durch
die Wahl der Steuerung das Verhalten des Zustandes beeinflussen kénnen, sondern
auBerdem noch zu jedem Zeitpunkt ¢ € [to, ;] aus einer vorgegeben endlichen Menge
von Dynamiken eine eindeutig auswéhlen diirfen. Die Dynamiken werden beschrieben
durch die Abbildungen

pilt,z,u) : RXxR"xR™ = R", i=1,..k.

Ferner nehmen wir an, dass zu verschiedenen Dynamiken im allgemeinen unterschied-
liche Integranden gehoren. Daher koppeln wir jede Dynamik mit einem Integranden f;,
wobei die Integranden Funktionen iiber dem R x R™ x R™ sind, d.h.

filt,x,u) : RxR"xR™ =R, i=1,..,k.

Zur mathematischen Beschreibung der Auswahl einer Dynamik fithren wir den Begriff
einer stickweisen Zerlequng ein:

Definition 1.3 (k-fache stiickweise Zerlegung) Unter einer k-fachen stiickweisen
Zerlegung eines Intervalls I = [a,b] C R wverstehen wir ein endliches System A =
{A1, ..., A} von Teilmengen von I mit

a) U AZ:I,

1<i<k
b) AiﬂAj:(Z)f’dTZ'?é]‘,

c) firi=1,...,k sind die Mengen A; endliche Vereinung von rechtsseitig halboffenen
und kompakten Intervallen mit positivem Lebesque-Mafs.

Im Weiteren bezeichnet 3§(1) = {A} = {{A}<i<i} die Gesamtheit aller k-fachen

stiickweisen Zerleqgungen des Intervalls 1.
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Wir identifizieren die Elemente A = {A; }1<i<k. aus 3&([to, t1]) durch die Vektorfunktio-
nen

xa(t) = (xa, (t), . xa, (1), € [to, ta],

der charakteristischen Funktionen der Mengen A;. Wegen den Eigenschaften a) und
b) einer k-fachen stiickweisen Zerlegung ist zu jedem Zeitpunkt ¢ genau eine Kompo-
nente des Vektors x4(t) gleich Eins. Auflerdem folgt aus der Eigenschaft c¢), dass die
Funktionen x4, () auf [to,t1] stiickweise und rechtsseitig stetig sind und endlich viele
Sprungstellen mit beschrinkter Sprunghthe besitzen. Damit gehtren sie dem Raum
PC([to, tl], {0, 1}) an.

Mit Hilfe der k-fachen stiickweisen Zerlegungen A € 3%([to, t1]) stellen wir einen Wech-
sel zwischen den Dynamiken ¢;, und damit auch einen Wechsel in den zugehorigen
Integranden f;, auf dem Intervall [ty, ;] auf folgende Weise dar:

Ao p(t,x,u) = xa(t) o p(t, ,u) ZXA @ity ),

bzw.

Ao f(t,x,u) = xa(t)o f(t,z,u) ZX-Az ) - fi(t, z,u),

wobei ¢, f den Abbildungsvektor (1, ..., or) bzw. (fi, ..., fx) bezeichnen.

Mittels dieser Verkniipfung , aktivieren* wir eine Dynamik ¢; und den dazugehorigen
Integranden f;, ndmlich genau diejenige Dynamik bzw. denjenigen Integranden, fiir die
bzw. den t € A; gilt. Ist t € A;, so sagen wir auch kurz die Strategie i oder die i-te
Strategie ist aktiv.

Genauso wie mit den Verkniipfungen A o ¢(¢,z,u) und Ao f(t, z,u) verfahren wir mit
partiellen Ableitungen. Sind die Abbildungen ¢ = (1, ..., ¢x) bzw. f = (f1, ..., fr) nach
t bzw. x differenzierbar, dann setzen wir

Aop(t,m,u) = xalt)opi(t,z,u) = ZXAZ -ty @, u),

Aoft(t7$au) = X4 () fttmu ZXA f”ta:u)

bzw.
AOQOI(t,JI,U) = X.A(t> ngz t x, U ZXAZ (pl$ t x u),

Ao falt,m,u) = xa(t)o folt,z,u) = ZXA - fio(t, @, 0).
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Dieser Setzung nach besitzt die Ableitung nach ¢ bzw. x gerade den Wert der Ableitung
der aktiven Abbildung ¢; bzw. der aktiven Funktion f;.

Mit diesen Vorbetrachtungen formulieren wir ein hybrides Steuerungsproblem — wir sa-
gen auch eine hybride Aufgabe — auf folgende Weise:

J(z(-),u(-), A) = /t 1XA(t) o f(t,z(t),u(t))dt — inf, (1.32)
i(t) = xalt) o p(t x(t), u(t),  x(to) = 7o, (1.33)
u(t) cU CR™, U#0D, Ac3i([to,t1]). (1.34)

Hierin ist [to, t1] C R ein gegebenes beschrianktes Intervall.

In der Formulierung der Aufgabe (1.32)—(1.34) kann in (1.34) wegen der Eigenschaft
b) einer stiickweisen Zerlegung die Forderung A € 3&([to,1]) nicht ohne zusitzliche
Annahmen durch

x4, () € PC([to, t1],{0,1}), i=1,..,k,

ersetzt werden. Eine solche Annahme konnte
k
> xat)y=1 firalle t € [ty,t]
i=1

lauten. Um jedoch den speziellen Charakter der stiickweisen Zerlegungen und der Menge
3&([to, t1]) zu verdeutlichen, verbleiben wir bei der Nebenbedingung A € 3§ ([to, t1])-

Wir nennen ein Tripel (z(-),u(-), A) € PC*([to, t1],R™) x PC([to, t1], U) x 3§ ([to, t1])
einen Steuerprozess. Ein Steuerprozess heifit zuldssig in der Aufgabe (1.32)—(1.34), wenn
x(+) auf dem Intervall [to, 1] der Gleichung

(1) = xa(t) o (t, 2(t), u(t))
zur Anfangsbedingung
I(to) = 29

geniigt. Ein zuléissiger Steuerprozess (z.(-), u.(-), A.) heift ein starkes lokales Minimum
der Aufgabe (1.32)—(1.34). wenn eine Zahl € > 0 derart existiert, dass fiir jeden anderen
zuldssigen Steuerprozess (z(-), u(-), A) mit der Eigenschaft

[2() = 2.()lloo <€

die Ungleichung
J(l‘(), u()> "4) 2 J(ZE*(), u*()a "4*)

erfiillt ist.
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Es seien fiir ¢« = 1,...,k, die Funktionen f; : R x R” x R™ — R und Abbildungen
Y : RxR® x R™ — R"

e stetig in der Gesamtheit der Variablen,
e stetig differenzierbar bzgl. x,
und es seien
e die Abbildungen f; (¢, z,u), ;. (t,,u) stetig in der Gesamtheit der Variablen.

Aufgrund dieser Annahmen {iber die Abbildungen f; und ¢; sind fiir einen Steuer-
prozess (z(-),u(-), A) € PC'([to,t1],R") x PC([to,t1],U) x 3&([to,t1]) die folgenden
Bedingungen erfiillt:

e Die Abbildungen
t— xalt)o f(t,z(t),u)), t— xat)op(t,z(t),ut))
sind auf [t,t;] integrierbar.

e Es existieren eine Zahl ¢ > 0 und auf [to, t;] eine integrierbare reellwertige Funk-
tion o derart, dass fiir fast alle ¢ € [tg, 1]

xa(®) o fo(t 2(t) + & u®))llar < o(t),  IIxa(®) 0 @x(t 2(t) + & u(t)) [l < oft)

ausfallen, sobald [|{||gn < € ist.

1.2.2 Das Pontrjaginsche Maximumprinzip
Fiir + = 1, ..., k definieren wir die partiellen Pontrjaginschen Funktionen
H :RxR"xR"xR"xR—R

gemaf
Hz(ta T, U, P, )\O) - <p7 901@7 Z, u)>R” - )\sz(ta L, U)
Dann heifit fiir die hybride Aufgabe (1.32)—(1.34) die Funktion

k
X.A(t) o H(ta x,u,p, A0) - ZXAl(t) : Hz(tu x,u,p, A0)
=1

= 2_xal) - (et zwhen = dofilt ) (1.35)

mit
H RxR"xR™xR" xR — RF

die Pontrjaginsche Funktion.
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Satz 1.4 (Das Pontrjaginsche Maximumprinzip) Ist (z.(-), u.(-), A.) ein starkes
lokales Minimum der Aufgabe (1.32)-(1.34), dann existiert eine Zahl Ay > 0 und eine
Vektorfunktion p(-), p : [to, t1] — R™, die beide nicht gleichzeitig verschwinden, derart,
dass

a) die Vektorfunktion p(-) der adjungierten Gleichung

p(t) = —XA. (t) © pr(tvx*(t)>u*(t>) p(t) + >‘0 : XA(t) © fx (tvx*<t>>u*<t)) (136)

gentigt und die Randbedingung

p(t1) =0 (1.37)
erfillt;
b) fir die Pontrjaginsche Funktion die Beziehung
1<i<k

fir fast alle t € [to,t1] gilt.
Zusatz: O. B. d. A. diirfen wir A\g = 1 wdhlen.

1.2.3 Der Beweis des Maximumprinzips

Beweis des Zusatzes: Angenommen, es ist Ay = 0. Dann ist p(-) Losung der Gleichung

p(t) = —xa.(t) o f (£, 2.(t), u.(t)) p(t)

zur Randbedingung

Aus den Eigenschaften einer stiickweisen Zerlegung folgt, dass diese Gleichung ein
gewoOhnliches Differentialgleichungssystem mit stiickweise stetiger rechter Seite ist. Da-
her erhalten wir, dass die eindeutige stetige Losung p(+) identisch verschwinden wiirde.
Darum ist der Fall \y = 0 ausgeschlossen.

Der folgende Beweis ist eine nahezu wortwortliche Wiederholung des Beweises von Satz
1.2. Es sei 7 € (to,t1) ein Stetigkeitspunkt der Steuerungen wu.(-) und x4, (:). Daher
wechseln wir fiir hinreichend kleine positive A auf [t — A, 7) die Dynamik nicht. Es sei
i. € {1,...,k} der aktive Index der stiickweisen Zerlegung A, auf [T — A, 7). Wir setzen

un(t) :{ w(t) firte[r— A7),

v firte[r— A1),

mit einem beliebigen aber festen v € U. Weiter bezeichnen wir mit z,(+) die eindeutige
Losung der Gleichung

:t(t)_{ xa.(t) oot x(t),u.(t)) fiirt & [r— A7),

- sﬁi(t,x(t),v) firt € [r — A\, 7), x(to) = zo,
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mit einem beliebigen aber festen i € {1, ..., k}.
Dann gilt offenbar z,(t) = x.(t) fir toc <t <7 — A.
Fir ¢t > 7 untersuchen wir im Weiteren den Grenzwert

o 0 =2
yt) = ,\Eg}ro A ’

und werden zeigen, dass dieser existiert, die Funktion y(-) der Integralgleichung

y0) =9r)+ [ el o en(s,a.(s),w(9)] vls) ds (1.39)
zur Anfangsbedingung

y(1) = ¢ (7’, z.(7), v) — i, (T, T, (7T), u*(T)) (1.40)

geniigt und die Beziehung

(p(7),y(1))rn = — / 1 (xa. (1) © folt, 2(t), usc(t)), y(t) )padt (1.41)

erfillt ist.

» Gleichung (1.40): Nach Voraussetzung sind die Steuerungen u,(-) und x4, (+) in einer
gewissen hinreichend kleinen Umgebung des Punktes 7 stetig und fiir hinreichend kleine
positive A\ gelten

2.(7) = 2(T = X) + Api (T — A2 (T = A), (T = X)) + 0(N),
(1) = @7 = A) + A (T = X, 2. (7 = A),v) 4+ o(N).

Hieraus folgt

o(A)

TA(T) — x4(T) AN
7 7 T

A

D.h., dass der Grenzwert

=i (T =Xz (T = A),v) — i (T — N 2u(T = N),uu(7 — X)) +

@)
y(r) = Jim =

existiert und gleich (1.40) ist.

» Gleichung (1.39): Auf dem Intervall [7,¢;] geniigen sowohl z,(-) als auch z,(-) der
Gleichung

(1) = xa.(t) o p(t, 2(t), us(t))
und es folgt, dass die Vektorfunktionen z,(+) auf [7, ¢;] fiir A — 0+ 0 gleichmé&Big gegen
x.(+) konvergieren und dass der Grenzwert

() —2.(t)
y(t) = Al—lgio R
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fir jedes t € [7,t;] existiert. Fur ¢t > 7 gilt
t
(0 = o)+ [ s op(san(s) ) ds

T (t) = l'*(T)-i-/ XA (8) 0 p(s,2.(5), u(s)) ds,

woraus sich die Beziehung
oa(t) —xu () aa(r) = 2.(7)

A A
+/t XA, (s)o (gp(s,x,\(s),u*(s)) - 90(8,-%*(8),“*(3)))

3 ds

ergibt. Hierin fithren wir den Grenziibergang A — 0 + 0 durch, erhalten

lim —$)‘(t) — () =y(t) und lim —x’\(T) — (1)

A—040 A A—040 A =y(7),

und fiir den Integranden

[XA* (S) O Pg (37 {L‘*(S), U*<S))} y(S)
Damit ist die Beziehung (1.39) gezeigt.

» Gleichung (1.41): Es existiert eine Losung der Differentialgleichung (1.36) zur Rand-
bedingung (1.37). Mit der Beziehung (1.39) erhalten wir fiir ¢ > 7

%wmmmwzwmmmw+wmmmw

= —(Pea () o fF (b2 (0, w ()P, u(0)) + (xa (1) 0 fult,a(0), 1. (0), y(1))
+(p(0), Dea.(8) 0 (b 2, 1. (0) ] w(®))

= <XA* (t> o [y (ta L (t)> u*(t)) ) y(t>>R"'
Daher gilt, da p(t;) = 0 ist,

(), y(t)ar = — / () 0 L (5, 2(5), 12 (5)), y(5)) s,

Fiir ¢ = 7 folgt daraus insbesondere (1.41).

Rn

» Beweisschluss: Da (2.(+), u.(-), A.) ein starkes lokales Minimum ist, ist fiir alle hin-
reichend kleine und positive A

1

0 < x/ s ()0 F (o) un() = xa.(8) 0 £ (1. (1), wa(0) ] at

+§/TTA [fi(t7$>\(t),u>\(t)) — fi (t,x*(t),u*(t))] dt
1

+ X/ | |:X.A>\(t) o f(t,aat), ua(t)) — xa.(t) o f(t, z.(2), u*(t))} dt.
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Beim Grenziibergang A — 0 4 0 erhalten wir fiir die einzelnen Summanden:
Fir ¢ € [to, 7 — A] sind ux(t) = us(t), xa,(t) = xa.(t) und x,(t) = x,(t). Daher gilt fiir
alle hinreichend kleine positive A
T—M\
/ [XAA(t) o f(t,zx(t), un(t)) — xa.(t) o f(L, m(t),u*(t))} dt =0

to
und somit

1 T—M\

lim —/ [Xm(t) o f(t,xa(t), ur(t)) = xa. () © f(t, 2. (1), “*(t))} dt =0.

A—0+0 A

Da f stetig in allen Variablen und u.(-), x4, (-) stetig auf [7 — A, 7] sind, existiert nach
dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein £ € (7 — A, 7) mit

1 T
X/ . [fi(t,m(t),v) - fi. (t,x*(t),u*(t))} dt = fi(& 2x(€),v) — fi. (€ 22(8), us(€)).

Ferner gilt /\lim x\(7) = 2,(7). Daraus folgt

—0+4+0

im, 5 [ [fn0.00) - Ao 0,0.0)]

A—04+0 \
= f; (7', l’*(T),U> — fi (T, I*<T>,u*<7)).

Fiir t > 7 ist uy(f) = u.(t). Ferner besitzt die Funktion f eine stetige Ableitung nach
2 und es ist

xa.(t) o (f(t INORRO) BN ENORO))
= (. (00 Fot. 7). 0 (B)),at) = 2.(0) g, + 0(la(s) = 2.(5)]).

Daher erhalten wir

i 5 [ e (FEn®.u) - Fltn 0.0 )) d

A—0+0 A
= / ! <X,4* (t) o fa (t, x*(t)>u*(t))7y(t)>Rndt.

Damit haben wir
0 < fi(r,2u(7),v) — fi. (T, 2u(7 / (X, (t) 0 fu(t, (1), ua(t)), y(t))gadt
gezeigt. Bei Anwendung von Gleichung (1.41) ergibt sich hieraus die Ungleichung
(P(7), @i, (7, 2(7), 1s(7)) ) — i (7, 24(7), (7))

> (p(7) (7, 24(7),0) ) — (T, 2(7),0).

Es sind 7 ein beliebiger Stetigkeitspunkt der Steuerung w,(-), v ein beliebiger Punkt der
Menge U und ¢ € {1, ..., k}. Demzufolge ist die Beziechung (1.38) in allen Stetigkeits-
punkten der Steuerungen u.(-), x4, (-) wahr und damit der Satz bewiesen.
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1.2.4 Consumption vs. Investment

Beispiel: Ein hybrides Investitionsmodell
Wir verkniipfen die Modelle aus Abschnitt 1.1.4 und betrachten eine Aufgabe, in der wir
uns zu jedem Zeitpunkt fiir eine von diesen Investitionsstrategien entscheiden diirfen:

J(az(-),u(-),A) :/0 xal(t)o (t,:z:(t),u( ))dt — sup, (1.42)
#(t) = xa(t) 0 p(t,a(0),u(t),  2(0) = w0 > 0, (1.4
u(t) € 0,1, A={A;, A} € 33([0,1]), (1.44)

mit

xa(t) o f(t,x(t),u(t)) = { ggjx(tg,u(t)) - 8 :Zg;; :x(t), te A,
)

(2 (t),u(t)) =u(t) - z(t), te A,
xa(t) op(t,x(t),u(t)) = { £2gt,x(t),u(t); = u(t) - 2°(t), te A,
und
€ (0,1) konstant, T fest mit 7" > max {1, x(;a} : (1.45)

Wir wenden Satz 1.4 an. Dazu multiplizieren wir den Integranden in (1.42) mit —1, um
zu einem Minimierungsproblem iiberzugehen, und bezeichnen diesen wieder mit f. Die
Menge der zuléissigen Steuerungen u(+) ist der Raum PC/([0,77,[0,1]).

Dann gilt nach (1.38) fiir fast alle ¢ € [0,7] mit \g =1

Xa.(t) o H(t, 93*( )s (1), p(t),l)
= max {(p(t), @it 2 (1), ) ), = filt, 22(t),u) }

e[o 1]
= max { 52[%,}1(] [(p(t) = D)u+ 1] - z.(t), %%ﬁ [(p(t) = u+1]- xf(t)}
= fel[%f] [(p(t) = 1)u+ 1] - max{z.(t), z(¢)}. (1.46)

Aus (1.46) folgt

wl(t) = { [1) ggg i 1 X, (1) = (X, (£), X, (1)) = { E(l)(B g*g)xj(t;< L.

D.h., dass die Strategie i = 1 bzw. i = 2 aktiv ist, falls z,(t) > 1 bzw. 0 < z,.(t) < 1
ist.
Die Funktion p(-) ist die Losung der Gleichung (1.36)

p(t) = - [XA* (t) © Py (ta X x (t)v u*(t))} p(t) + XA (t) © fx (t> 33*@)7 u*<t))
_ { —[(p(t)—l)u*(t)—i—l}, te A,
—[(p(t) = Dua(t) + 1] - @z~ (t), t € As,
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zur Bedingung p(T') = 0. Da die Strategie i = 1 bzw. i = 2 aktiv ist, falls z,(t) > 1
bzw. 0 < x,(t) < 1 ist, erhalten wir fiir die adjungierte Gleichung

pt) = { [(p(t) = D)u(t) +1], z.(t) > 1,

[(p(t) = Vua(t) +1] - 0z} (t), 0 < m(t) < 1. (1.47)

a) xg > 1: Wegen T' > max {1, xi—%a} in (1.45) folgt aus den Beispielen in Abschnitt
1.1.4, dass u,(-) gleich Eins auf einem gewissen Intervall [0, %) ist. Also gilt offenbar
x1(t) > xo(t) > 1 auf (0,7 fiir die Losungen z1(-) bzw. xo(+) der Gleichungen

T1(t) = u(t) - z1(t)  bazw. Zo(t) = u(t) - 25(t), x1(0) = 29(0) = x¢ > 1,

zur Steuerung u(-) € PC([to,t1],[0,1]), die auf einem gewissen Intervall [0,¢,) gleich
Eins ist. Daraus folgt, dass {iber dem gesamten Zeitraum nur die Strategie i = 1 aktiv
ist. Daher stimmt in diesem Fall unser hybrides Problem mit dem Beispiel 1 in Abschnitt
1.1.4 iiberein und es gelten

v = Lo 1ERTTE w0 -0 aroT

t
B X - €, te0,T—1),
.%*(t) - { xg - GT—I, t e [T _ 1’7"]7

und J(x*(-), u (), A*) = g - 77! fiir den Wert des Zielfunktionals (1.42).

11—«

b) g <1 und T < % Wir priifen die Zuldssigkeit von T'. D.h. wir zeigen, dass
die Menge aller Zahlen T" mit

11—« 11—«
T 1—oax
max{l,o—} <T<—0_
«Q

nicht leer ist. Es gilt fiir alle o € (0, 1)

-«

b= a(l —a)

sa’—a(l+zy ) +1>0
und wegen 0 < g < 1
o —a(l+ay*)+1>a?-2a+1=(a—1)?>0.

Andererseits ist fiir alle a € (0, 1) und alle 2 € (0, 1)

g 1—axy® _ _ .
- a<1_a)@(l—a)xéa<1—améa@xéa<l.

erfiillt.
Also gibt es in diesem Fall zuldssige Planungszeitraume [0, T7.
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Wir bestimmen zunéchst den Zeitpunkt, zu dem der Kapitalstock den Wert Eins errei-
chen wiirde, wenn wir mit der Strategie i = 2 starten. Dazu betrachten wir die Funktion,
vgl. (1.29) auf dem Intervall [0, ),

h(t)=(1—a)t+z5 % ac€(0,1).

Diese Funktion ist linear und streng monoton wachsend. Die eindeutige Losung der
Gleichung h(t) = 1 ist

1— xlfa

to= ——>—

0 11—«
Wegen o € (0,1) und 0 < zg < 1 ist ¢y > 0.
Als néchstes bestimmen wir den Zeitpunkt, zu dem die adjungierte Funktion p(-) den
Wert Eins erreicht, wenn wir den Planungszeitraum in der Strategie i = 2 beenden

wiirden. Dazu betrachten wir die Funktion, vgl. (1.30) auf dem Intervall [¢/, 17,

T—t
(1—a)T + x5’

g(t) = a e (0,1).

Diese ist linear und streng monoton fallend. Die einzige Losung der Gleichung g(t) = 1
lautet
tl =aoTl — xé*a.

Dieses t; stimmt mit dem Umschaltpunkt ¢/ in (1.27) iiberein. Aufgrund der Annahmen

xy cT e 1—ar;™®
a a(l —a)

erhalten wir 0 < ¢ < to, denn t/ > 0 < oT — x5~ * > 0 und

1—gt@ 1 —oax,™
t'<tyesal —ay < —0 T < —0
1—a a(l —a)

Beachten wir zyp < 1 in der Maximumsbedingung (1.46), d.h. wir beginnen den Pla-
nungszeitraum mit der Strategie ¢ = 2, so erhalten wir mit Blick auf die Funktionen
h und g aus obigen Betrachtungen (! < ty), dass wir wegen p(t!) = 1 keine weiteren
Investitionen mehr titigen und zur vollstéindigen Konsumption iibergehen bevor der
Kapitalstock z.(-) den Wert Eins erreicht. Daher folgt x4, (f) = (0,1) auf [0,7]. In
diesem Fall erhalten wir zusammenfassend

B 1, tel0,t)), B
uL(t) = { 0. teln T XA, (t) =(0,1) auf [0, 77,

o 11—« ﬁ "
.T*(t) — [(1 a>t + :L‘O } 7L S [07 t*)a
[a(l —a)T + axé_a} e te [t T,
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sowie

o 1
J(.T*()’u*(),A*) = al-a . [(1 _ Oé)T + x(l)fa} i—a
fiir das Zielfunktional (1.42).

-«
c)rg<1lundT > 1;33?&) : Mit den Resultaten aus b) folgt:
1 _ l—o
!>ty T > &,
a(l —a)

d.h. die optimale Trajektorie z.(-) iibersteigt den Wert Eins bevor der Konsumsektor
erreicht wird und wir wechseln — das folgt aus der Maximumsbedingung (1.46) — in
t =ty die Investitionsstrategie. Daher ist

_ [ 0,1), te0ty), ., l-x"

Eingeschrénkt auf das Intervall [to, T] stellt ¢) eine Aufgabe wie im ersten Beispiel in
Abschnitt 1.1.4 dar. Insbesondere wegen

Tt~ 1—ar;™® B 1— a5 _ 1—axy ™ —a(l — x5 1 o1
a(l —a) -« a(l — a) a
. , 1— 5@ .
Mitt, =T—-1,t,.=T-1> T—a = to, erhalten wir die Steuerungen
-«
[ 1, telo,t)), [ (0,1), te€l0,t),
w={5 1 wo={ G0 <
Das liefert
—ax Y(t) - p(t), te(0,t),
pit) = § —p(), t € (to, 1),
_17 te (tiva)a
x¢(t) fir t € [0,t),
T.(t) = z.(t) fir t € [to, 1),
0 fur t € [t),T7,

mit p(t,) =1, p(T) = 0 und z,(0) = zg, z.(to) = 1.
Daraus erhalten wir

_1
[(1 =)t + a5, t€[0,t),
. (t) = el=to, t € [to, 1)),
6t;7t0’ t 6 [t;’ T]7

eT=00) [(1 — )t + 257] T, t € [0,t),
p(t) = eT—(+t) t € [to, 1),
T—t, te [tin]?
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und fiir den Wert des Zielfunktionals (1.42)

T T
J(ZB*()’ u*(), A*) = / $*<t) dt = / eT_(l‘HO) dt = 6T_(1+t0)~
t/

T-1

*

11—«
d) xg <1l und T = 1;(01‘”:(’&) : Wir vergleichen die Situtation mit b): Fiir
T_ 1—ax;™®
a(l — )
stimmen
1 — x(l)ia " 1—a
ty=—— und ¢ =al —ux
l -«

iiberein und es ist T'— ¢/ = 1. AuBerdem gilt z,()) = 1. Aus obigen Betrachtungen in
b) folgt, dass der Prozess (z.(-), u.(-), A.) mit

(1 firte0,t), B
wi) = { o frel wo -0y
vy~ T—ay RRET fiir ¢ € [0, "),
* - 1
(a1 — )T + a7 fiir t € [¢], T,

die Bedingungen (1.36), (1.37) und (1.38) erfiillt. Fiir das Zielfunktional erhalten wir

I (2 () (), AL) :/t () dt = (T —t") - 22(t") = é

u
*

Andererseits lohnt sich wegen 7' — ! = £ > 1 fiir t = ¢/ ein Wechsel der Investiti-

onsstrategie und es folgt mit den Ergebnissen aus c), dass der Prozess (y.(-), v.(-), Bs)

mit
1 fiwte0,T-1), [ (0,
velt) = { 0 firter-17, X&0 _{ (1,

1
(1 —a)t 4 x5 fiir ¢ € [0,)),
eT—(1+tY) — exp {é — 1} furt € [T —1,T],

1) fir t € [0,1"),
0) fiirte[t!,T],

ebenfalls als Kandidat fiir ein starkes lokales Minimum in Frage kommt. Wir erhalten
fiir den Nutzen

K009 = [ = [ T it —exp {22,

T-1 T-1
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Wir vergleichen die Werte J (2.(-), us(+), A.) und J (y.(-), v.(), B.). Es gilt

11— 1 1- 1
exp{ a}>—(:) a>1n(—)<:)1+oz(lnoz—1)>0.
a o a a

Die Funktion j(a) =1+ a(lna — 1) ist fiir alle a > 0 stetig und stetig differenzierbar.
Ferner existiert der Grenzwert von « - Ina fir « — 0+ 0 und ist gleich Null. Daher
konnen wir die Funktion j stetig in den Nullpunkt fortsetzen. Aus j(0) = 1, j(1) =0
und j'(a) = In(«) < 0 fiir @ € (0, 1) folgt j(a) =1+ a(lna—1) > 0 fiir alle « € (0, 1),
d. h.

1-— 1
exp{ aa} > = fiir alle o € (0, 1).

Demnach ist es in diesem Fall besser, gem#f dem Prozess (y.(-), v.(-), B:) die Strategie
zu wechseln und lédnger zu investieren.



Kapitel 2

Eine Grundaufgabe

2.1 Formulierung der Aufgabe und das PMP

Das folgende Grundproblem ist Pontrjagin et al. [28], S. 19, entnommen:

»Am Phasenraum X sind zwei Punkte x¢ und x1 gegeben. Unter den zuldssigen Steue-
rungen u = u(t), die den Phasenpunkt aus der Lage o in die Lage x1 tberfiihren
(falls solche Steuerungen iiberhaupt existieren,) soll diejenige gefunden werden, fir
die das Funktional .
1
J —/ FO(2(t),u(t)) dt
to

einen moglichst kleinen Wert annimmt. “

Die Bezeichnungen und die Formulierung dieses Grundproblems passen wir der Aufgabe
(1.1)—(1.3) des letzten Kapitels an und betrachten folgende Grundaufgabe:

J(z(-),u(-) = /tlf(t,:c(t),u(t)) dt — inf, (2.1)
i(t) = p(t,z(t), u(t)), (2.2)
x(ty) = xo, x(t1) = 1, (2.3)
u(t) e UCR™, U#0D. (2.4)

Wie wir im Weiteren sehen werden, fiihrt die auf den ersten Blick unscheinbare Modi-
fikation der Aufgabe, ndmlich die Einfiihrung der Randbedingung x(¢;) = x1, zu einer
ganzen Reihe mathematischer Schwierigkeiten, die bereits von Pontrjagin et al. in [28]
bewéltigt wurde.

In der Aufgabe (2.1)—(2.4) verwenden wir fiir die Nebenbedingung (2.2) die gebréuch-
liche Schreibweise als Differentialgleichungssystem. Gemeint ist damit das Integralglei-
chungssystem

x(t) = x(to) +/ o(r, (1), u(r)) dr, tE€ [t t1].

to

33
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Dieses ist im Gegensatz zum Differentialgleichungssystem auch fiir stetige Zustandstra-
jektorien z(-) sinnvoll erklért.

Mit der Wahl des Raumes C ([to, ¢1], R") der stetigen Vektorfunktionen auf [to, ¢] fiir die
Zustandstrajektorien umgehen wir Problematiken bei der Darstellung und der spéteren
Regularisierung der Lagrangeschen Multiplikatoren in Satz 2.15 der abstrakten Opti-
mierungsaufgabe (2.25)-(2.28).

Wir nennen ein Paar (z(:),u(-)) € C([to, t1], R™) x L*([to, 1], U) einen Steuerprozess.
Ein Steuerprozess heifit zuldssig in der Aufgabe (2.1)—(2.4), wenn z(-) auf dem Intervall
[to, 1] fast iiberall der Gleichung

i(t) = o(t,z(t), u(t))

und den Randbedingungen z(ty) = x, x(t1) = x; geniigt. Einen zuldssigen Steuer-
prozess (z.(-),u.(-)) nennen wir ein starkes lokales Minimum, wenn eine Zahl & > 0
derart existiert, dass fiir jeden anderen zuléissigen Steuerprozess (z(-),u(-)) mit der
Eigenschaft

2(-) = 2.()lloo <
die Ungleichung
J(x(-),u() = J(2.(), ua()
erfiillt ist.

Wir treffen folgende Annahmen in der Grundaufgabe:
Die Funktionen f(¢,x,u) und die Abbildung ¢(¢, z,u) besitzen folgende Eigenschaften:

o Stetigkeit in der Gesamtheit der Variablen,
e stetige Differenzierbarkeit bzgl. x,
e Stetigkeit der Abbildungen f,(¢,z,u), p.(t,x,u) in der Gesamtheit der Variablen.

Aufgrund dieser Annahmen iiber die Abbildungen f und ¢ sind fiir einen Steuerprozess
(z(-),u(-)) € C([to, t1], R™) x L>*([to, 1], U) die folgenden Bedingungen erfiillt:

e Die Abbildungen ¢t — f(t,z(t),u(t)) und t — @(t,z(t),u(t)) sind auf [to, ]
integrierbar.

e Es existieren eine Zahl ¢ > 0 und auf [to, ;] integrierbare reellwertige Funktionen
01, 02 derart, dass fiir fast alle ¢ € [to, 1]

1fa(t, 2() + & u®)llre < 01(t), ll@alt, 2(t) + & ul®)) [l < 01(t)

und

1fo (£, 2(t) + & ut) — fo(t, 2(8), u(®)) [rr < 02(t) - I€]lrn,
lpw (£ 2(t) + & u(t)) — @ (t 2(8), ut)) |rexn < 02(t) - [|€]lrn

ausfallen, sobald ||€||gn < € ist.
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Wir definieren die Pontrjaginsche Funktion H : R x R” x R™ x R"™ x R geméf

H(t7 T, u,p, >\0) = <p7 ‘;O(ta xz, u)>R” - )\Of(ta z, U)
und formulieren nun das Maximumprinzip:

Satz 2.1 (Pontrjaginsches Maximumprinzip) Es seien die obigen Annahmen an
die Funktion f und die Abbildung ¢ erfillt. Ist (x*(),u*()) ein starkes lokales Mini-
mum in der Aufgabe (2.1)-(2.4), dann existieren eine Zahl \g > 0, Vektoren ly, l; € R™
und eine Vektorfunktion p(-),p : [to,t1] — R", (wobei diese Grifien nicht gleichzeitig
verschwinden) derart, dass

a) die Vektorfunktion p(-) der adjungierten Gleichung

B(t) = =g (1 2 (t), () p(t) + Ao fu (t, 2 (), ua(?)) (2.5)
und den Transversalititsbedingungen
p(to) =lo, p(t1) = —b, (2.6)
genugt;
b) fir fast alle t aus [to,t1] die Beziehung
H(t,z.(t), u(t), p(t), No) = max H(t,z.(t),u,p(t), Xo) (2.7)

qgilt.

Mit dem Terminus ,,wobei diese Groflen nicht gleichzeitig verschwinden® ist gemeint,
dass nicht gleichzeitig die Zahl Ay = 0, die Vektoren [y, [; gleich dem Nullvektor im R"
sind und die Funktion p(-) auf [to, ;] identisch verschwindet.

Zum Beweis dieses Satzes gehen wir auf folgende Weise vor:
e Wir beginnen mit einer Konstruktion, die die Nadelvariation

Jou(t) furtgr— A1),
w(t) = { v firt e[t — A\ 1),

im Beweis von Satz 1.2 verallgemeinert und zeigen, dass diese fiir den weiteren
Beweis niitzliche Eigenschaften besitzt (Lemma 2.5 und Lemma 2.6).

e Im darauffolgenden Abschnitt diskutieren wir den verallgemeinerten Satz von Lju-
sternik (Satz 2.11). Dieser stellt einen Satz iiber implizite Funktionen dar, den wir
zum Beweis notwendiger Bedingungen der Optimierungsaufgabe in Banachraum-
en bendtigen.

e Anschlieflend formulieren wir die Aufgabe (2.1)—(2.4) als Optimierungsproblem in
Banachrdumen und untersuchen die Eigenschaften der verwendeten Abbildungen

J(z(-),u(-)) und F(z(-),u(-)).
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e Im folgenden Beweisschritt zeigen wir die Giiltigkeit des Lagrangeschen Prinzips
fiir die abstrakte Optimierungsaufgabe, auf die wir die Grundaufgabe zuriick-
gefiithrt haben.

e Abschliefend gewinnen wir aus der im vorhergehenden Abschnitt bewiesenen

Lagrangeschen Multiplikatorenregel das Pontrjaginsche Maximumprinzip fiir die
Aufgabe (2.1)—(2.4).

Die hier verwendete Vorgehensweise geht auf loffe & Tichomirov [25] zuriick. Sie hat
den Vorteil, dass sie auch auf allgemeinere Probleme, z. B. auf Aufgaben mit Phasen-
beschrankungen (vgl. [25], S.200ff) oder die zustandsbeschriankte hybride Aufgabe in
Kapitel 4, angewendet werden kann.

2.2 Die verallgemeinerte Nadelvariation

2.2.1 Motivation

In Analogie zur klassischen Variationsrechnung werden im Beweis von Satz 1.2 zuléssige
Vergleichstrajektorien konstruiert, mit deren Hilfe aus der Variationsungleichung

J(:Ba(-),ua(-)) o J($*(),u*()) >0

die Maximumsbedingung (1.7) gezeigt wird.

Die Konstruktion zulédssiger Trajektorien wird ungleich komplizierter, wenn wir in der
Dynamik (1.2) eine Endbedingung der Form z(t;) = z;, ; € R™, einbeziehen. D.h.,
dass die im Beweis von Satz 1.2 verwendete Technik nur unter grofleren Miithen anwend-
bar ist.

Eine Moglichkeit zur Verallgemeinerung der einfachen Nadelvariationen

Jou(t) furtér—a,7),
uo‘(t)_{v firte[r—a,7), veU,

ist eine mehrfache Nadelvariation der Form

u.(t) firt g |J I,

1<i<n

v; flir t € U I, v, e,

1<i<n

Ua(t) =

mit disjunkten halboffenen Intervallen I; C [to, ;] und Z |I;| = «a.

1<i<n
Mit Hilfe derartiger Variationen wird in Pontrjagin et al. [28] und in Boltjanski [5] das
Pontrjaginsche Maximumprinzip bewiesen.
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Eine weitere Moglichkeit besteht darin, zu einer gegebenen zuléissigen Steuerung ug(-)
die ,,Intervalle aus einer ,Lebesgueschen Konstruktion® zu gewinnen. Und zwar der-
art, dass die zur variierten Steuerung gehorende Zustandstrajektorie ,,benachbart® aus
x(+) hervorgeht. Es sei {M(a)}o<a<a, €ine Mengenfamilie mefibarer Teilmengen des
Intervalls [to, t1] mit

IM(a)| = a(t, —tg), M) C M(a),0<ad <a<ag.
Wir betrachten nun die Steuerung

ta(t) = ua(£) + Xar(o (1) - (o(t) — ua(t)) = { 508 gi i z %Eg;

Dieser Setzung nach ist sie melbar und beschriankt. Daher ist es an dieser Stelle un-
umgénglich, im Weiteren alle Steuerungen als Element des Raumes L*> ([to, t1], U ) auf-
zufassen. Weiter seien die Zustandstrajektorien z.(-), z,(-) Losung der Dynamik

i(t) = o(t,z(t), u(t))

zur Steuerung u,(-) bzw. uy(-) und zum gleichen Anfangswert z(tg) = xo. Nutzen wir
in der Differenz

) =)= [ [l 2al6),0a(5) = (55200 (5)] ds

to

die Eigenschaften der Mengenfamilie {M(«)} und die Setzung von wu,(-) aus, dann
erhalten wir

@) =a0) = [ [oloaulshn) -~ ols.n.(5)0.0)] ds

+ [ Xwm@(s) [@(S,x*(s),uo(s)) - w(s,x*(s),u*(s))} ds
X(a)(S) - [gp(s,xa(s),uo(s)) — gp(s,xa(s),u*(s))

—p(s,3.(s), uo(s)) + cp(s,m*(s),u*(s))] ds.

0
t
J
t
<,
to
Es folgt, die stetige Differenzierbarkeit nach x und die Integrierbarkeit von ¢, (t, x, u(t))

auf [to, 1] in Umgebung von z,(-) fiir alle u(-) € L*([to, t1],U) vorausgesetzt, fiir den
ersten Summanden

/t [@(S,xa(S),u*(S)) - @(s,x*(s),u*(s))] ds

to
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Weiterhin ist das letztere Integral in obiger Gleichung gleich
t
[ i) (e (52051, 10(5)) = 02 (5,2:(5),1009) ) () = .(5)) s+ ofc).
to
Dieser Ausdruck ist insgesamt von der Form o(«a), da sich das Integral gegen
t1
/ X01(@) (8) * |92 (5, 24(5), w0 (5)) = @ (5, 24(5), (5)) | gn d5 - 70 l) = 2()|oo
to
abschétzen ldsst und hierin

t1
| () ds =alts — 1), aal) = 2. = 0 i a = 040,

to

t1 t1
/ Hcpw(s,x*(s),uo(s)) HRW” ds < oo, /t H(px (s,x*(s),u*(s))”Rnxn ds < o0,
0

to

gelten. Der Grenzwert [[24(-) — 2.(+)[loc — 0 folgt aus Lemma A.9. Damit gilt

To(t) —z(t) = / Oz (s, x*(s),u*(s)) (J:a(s) — [L'*(S)) ds

to

+ /t XM (a) () [90(5, .(5),u0(s)) — @(s, 2.(s), u*(s))} ds + o(a).

to

Bis jetzt haben wir lediglich die Eigenschaften
IM(a)| = a(t; —ty), M(a)C M(a),0<a <a<ay,

der Mengenfamilie ausgenutzt. Wir werden zeigen, dass es uns mit Hilfe einer speziellen
Konstruktion der Mengen M («) gelingt nachzuweisen, dass zu beliebigem festen 6 > 0
die Relation

max
te [to ,tl}

[ ) [l 2.05)10(5) = (o205, 1. (5)] s

to

<

_a/t [gp(s,x*(s),uo(s)) - <p(s7x*(s),u*(s))] ds

to

R

erfiillt ist. Der Akzent in dieser Ungleichung liegt auf der Aussage, dass es zu einer
beliebigen festen Zahl § > 0 Mengenfamilien M («) mit dieser Eigenschaft gibt. Dann
existiert fiir alle ¢ € [to, t1] der Grenzwert

o m )
$(t>_al—1>1()I}FOT'
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Dieser ist fiir t = ¢ gleich Null und es folgen mit ¢ > 0 fiir ¢ € [ty, t;] die Relationen

+/t [90(3,13*(5>7U0<5)) - SO(SJ*(S%U*(S))} ds + 0.

to

Neben der Relation fiir die Abbildung ¢ erfolgt die Konstruktion der Mengenfamilie so,
dass gleichzeitig die Beziehung

| e O (0 00) = (80,00

to

_a/“ [f(ax*(t),uo(t)) _ f(t,x*(t),u*(t))] dt‘ < da

to
fiir den Integranden erfiillt ist. Dann folgen fiir

lim J(ZUQ(-),UQ(-)) B J(ﬂf*(),u*())

a—0+40 (6%

im Grenzwert « — 0 + 0 in der gleichen Art und Weise wie eben fiir die Abbildung ¢
die Relationen

i 2 (Za) %(-)) — J(2.(),u()

/<fxtx* L (1)), (1)), dt
+/ (b wet), wo() = F (6w (t),wa(8) | dt = 5,

to

J(2a("), ua<->> — J (@), ()

lim
a—040

/<fxtx* ;s (t ) >R”dt
b [ [0 00) 100, w0)] b4,

to

mit dem frei wiahlbaren positiven Parameter §.
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Diese Ungleichungen, die fiir ein beliebiges § > 0 gelten, fithren zur Setzung der Menge
der Variationen: Unter der Menge der Variationen verstehen wir die Gesamtheit der
Elemente

(1, 9(),v0,01) € R x C([to, 1], R") x R" x R",

zu denen ein z(-) € C([to, 1], R™) und ein u(-) € L>([to, t1], U) existieren derart, dass
gleichzeitig

e die Relation

p> [l 0 0) )t [ 1l 0. 00) = (0,00

to
gilt,

e fiir allet € [to,tl]

y(t) = a(t) - / 02 (5, 2.(5), us())2(s) ds

to

_/t [ap(S,x*(S),u(S)) - @(S,x*(s),u*(s))} ds

to

erfiillt ist und
e die Punkte vy, v, € R" den Bedingungen
Vo :{L‘(to) — Xy, (%1 :I(tl) — T

gentigen.

2.2.2 Die Konstruktion der Mengenfamilie {M (oz)}

Lemma 2.2 (Vgl. [25], Lemma 1, S. 215.) Zu jeder auf [to, t1] definierten Treppenfunk-
tion y(+),y(t) € R"™, und jedem 6 > 0 kann man eine einparametrige Familie

{M(Oé)}ogoél = {M<a7 y(')? 6)}03361

mefbarer Teilmengen des Intervalls [to,t1] derart konstruieren, dass die Beziehungen
IM(a)| = a(ty —tg), M) M),0<d <a<l,
t
[ [(aro® = xarnm)u() - (@ = o)) ar
to

max <dla—d|.

tE(to,t1]

R"

gelten.
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Beweis: ([25], S.2161f.) Da y(-) eine Treppenfunktion auf dem Intervall [to, ;] ist, gibt
es endlich viele yi, ..., ¥, € R™ und disjunkte Teilmengen { Ay, ..., A, } von [to, ;] mit

y(t) = Z Yixa, (t).

Ferner sei C' = max ||y;||gr. Wir zerlegen das Intervall [to, 1] in gleiche Teile Ay, ..., A,
J
deren Liange hochstens §/(2C') ist und setzen

t
/ X(Aiji)(T) dr < o - |.AJ N All}

to

Mij(oz) = {t € (A] N Az)

Dann ist M(«a) =| | M;;(«) die gesuchte Menge. Denn es gilt
j
4,3

M) = 3 M) = a Y714 1 Al = alts 1)
1,] 1,]
Ferner zieht die Ungleichung o > o' die Beziehung M;;(a’) € M;;(«), und damit
M(a') € M(a), nach sich. SchlieBlich gilt

t1
/ = | xonso e de = s 140 8,
M;j(a

to

weil jeweils auf den Mengen A; die Vektorfunktion y(-) konstant und gleich y; ist.
Hieraus folgt in den Endpunkten der Intervalle A;:

/ | (Xar(e) (8) = Xy (£)) y(t) dt

— Z(/Mij(a)y(t)dt_/m

— (a=a) Y [ st = (=) [ yte)a

AV

( )y(t) dt) =(a=a) ) y;- |4 NA
(e j

t
also, dass in den Endpunkten der Intervalle A; die Werte von / (a — a')y(7) dr und

to

t
/ (XM(Q) (1) — XM(O/)(T))y(T) dr ibereinstimmen. Fir A; = [1;, 741] und 7 < t < 7344
to

ergibt sich

/Tt [(XM(Q) (1) — XM(a/)(T))y(T) — (a — a/)y@_)} dr
|/ o)~ xutrutei

< 2C|la—d| |t — 7| <dla— o).

Rn

IN

+ o —
R

/T; y(T)dr

R
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Lemma 2.3 ([25], Lemma 1, S. 215.) Zu jeder auf [to, t1] definierten beschrinkten mef-
baren Vektorfunktion y(-) und jedem § > 0 kann man eine einparametrige Familie

{M(a>}oga§1 - {M<O"y(’)?5)}oga§1

mit den Figenschaften

/t [(XM(Q)(T) - XM(a/)(T))y(T) — (o — O/)y(T)} dr

to

IM ()| = a(ty —ty), M) C M(a),0<ad <a<l,

max < dla— .

te(to,t1]

R"

konstruieren.

Beweis: ([25], S.2151.) Jede beschriankte meBbare Vektorfunktion auf [to, ¢1] ist gleich-
méBiger Grenzwert von Treppenfunktionen (Elstrodt [16], Korollar 4.14, S.108). D. h.,
es gibt ein g(+),

30 = 3y, ()

mit

. )
sup |ly(t) — §(t)[|z- < :
tefto,t1] t1 — 1o

Nach letztem Lemma kann man eine Familie { M (c, §(-), 8) } <<y Mit den entsprechen-
den Eigenschaften fiir §j(-) konstruieren. Ist dann a > o/, so gilt

J

re 1= o

/ (ot (7) = Xt (7)) - (u(r) — (7)) dr

to

|M(a) \ M(a')| < dla — o
und

/ (o — ') (y(r) — (r))dr

to

) <|a-— o/|/t ||(y(T) — yj(T)) HRndT < dla— .

R

Zusammenfassend erhalten wir mit der Aussage des letzten Lemma fiir Treppenfunk-
tionen:

/t [(XM(oo (7) = Xar(an (1)) y(7) = (a — a')y(T)] 0

< [/ G = s - (otr) — ) ar|
| [ o= a)wn - sy
i / | (Xt (7) = xaran (1)) 3(7) = (@ = @)g(7)| dr < 3dla—d,

also M () = M(c,y(-), 30).
q.e.d.
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Lemma 2.4 ([25], Lemma 2, S.217.) Es seien yx(-), yx : [to,t1] — R™, K = 1,..., Ko,
beschrankte mefbare Vektorfunktionen. Dann existieren zu jedem 6 > 0 einparametrige
Mengenfamilien Mi(«), ..., M., («) mefbarer Teilmengen des Intervalls [to,t1], wobei
der Parameter o Werte zwischen 0 und 1/ko annimmt derart, dass fir alle k = 1, ..., Ko,

0<da <a<1/kyundk # K gilt:

IM..()] = a(t; —ty), M.(d)) C M.(a), M(a)NMu(a')=0, (2.8)
nax. /to (X0a(0) (T) = Xty (7)) y(7) dT

<dla—d|. (2.9)
Rrs

=) [ i)

to

Beweis: ([25], S.217.) Es sei n = ny + ... + n,,. Dann ist

t— Z(t) = (y1<t)7 '”7y/€0(t))

eine meBbare beschrankte Abbildung des Intervalls [to, 1] in R™.
Dann lassen sich Treppenfunktion §,(-) derart angeben, dass fiir Z(-) = (31(-), ..., U, (*))
die Beziehung

B )
sup [J2(t) - 50 e <
t€[to,t1] t1 — 1t

gilt. Fur die Treppenfunktion 2(-) = (Ql(-), s gj,m(-)) zerlegen wir die Mengen M,;(«)
(vgl. den Beweis von Lemma 2.2) abermals in ky Teile der Lange 0 < o < 1/kg

-1 t
Mf(a) = {te (A;NA) ‘ ('1 ) [ A; N A S/ X(aynan(7) dT

Ro to
—1
< ('{ +a) '|Aiji|}
Ro

M. (a) = UM{;(&), k=1,.., Ko
1,

und setzen

Offensichtlich sind fiir k # &/, 0 < o < a < 1/ky die Mengen M, («) und M,/ (o)
disjunkt, es ist | M, (a)| = a(t; —tp) und fir 0 < o < o < 1/kp gilt My (/) C My ().
Genau wie im Beweis des letzten Lemma konnen wir schlieflen:

‘ /t [(XM&(Q)(T) - XMH(Q/)(T))z(T) — (o — O/)z(T)] dr

to
Die letzte Behauptung des Lemma folgt aus der Tatsache, dass fiir jeden Vektor z =
(Y1, -y Uno) € R™, y,. € R™ die Ungleichung

<3dla—d|, k=1,..,ko.

Rn

lzllgn > |lygllgne, & =1,..., ko,

erfillt ist.
q.e.d.
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2.2.3 Die Definition der verallgemeinerten Nadelvariation

Es geniige 2. (-) der Gleichung (2.2) zur Steuerung u,(-) € L>([to, 1], U):

(1) = @(t, . (t), uu(t)).

Weiter seien u,(-) € L ([to, t1],U), k =1, ..., Ko. Dann sind die Vektorfunktionen y,(-),

balt) = (P(8 (), usl8)) = (L2 (8), wa(0),
£t 2. (), un(t)) — f(t,x*(t),u*(t))), k=1,..., Ko,

auf [tg,t1] meBbar und beschriankt, weil die Steuerungen w.(+), ui(+), ..., ux, () meBbar,
beschrinkt und die Abbildungen f, ¢ stetig sind. Daher existieren nach Lemma 2.4
einparametrige Mengenfamilien {M,(a)} 0<o<t /ML

M. ()| = a(t; —ty), Mi(a') C M.(a), M.(a)NMus()=0

und

max !

)
< —la—«
te(to,t] 2

/t [(XMH(Q)(T) — Xt (7)) () = (@ — )y (7)] .

to

Rn+1

firalle k =1,...,kp, 0 < o/ < < 1/Kg und K # K'.
Dann ist auf dem Quader

Q™ = {a = (a1, vy Q) € R

0<a,<1/ky, k=1, ...,/10}

die Abbildung v — ua(-) € L ([to, t1], U),

Ua(t) = wa(t) + > Xatu(an) () (uelt) — ua(t)),

wohldefiniert und u, (-) heift verallgemeinerte Nadelvariation von u,(-) € L*([to, 1], U)
in Richtung der Elemente u;(+), ..., ug, (-) € L= ([to, t1], U).

2.2.4 Eigenschaften der verallgemeinerten Nadelvariation

Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind den Ausfithrungen in [25], S. 217 ff, entnommen.

Aus den Eigenschaften (2.8) der Mengenfamilien in der Setzung der verallgemeinerten
Nadelvariation

Ua(t) = welt) + D Xata(an) (1) - (un(t) — ua(D))
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folgt unmittelbar fiir jede auf R xR"™ x R™ definierte Vektorfunktion h und jedes o € (Q*°
die Beziehung

h(t x ua(t)) — h(t x u*(t))
ZXM (@) ( (t, 2, up(t)) — h(t,x,u*(t))). (2.10)

Ferner gilt fiir a, o/ € Q"°

h(t, z,ua(t)) — h(t, 2, uq(t))

KO

= Z (XMN(%)(t) — XMN(a’N)(ﬂ) . (h(t,m,un(t)) — h(t,x,u*(t))>, (2.11)

k=1

denn aus (2.10) folgt

h(t, @, ua(t)) — h(t, 2, ux(t))

— t T, U, (t +ZXMK () ( t x,un(t)) — h(t,x,m(t)))
t T, U (t ZXMK(Cy < t x,un(t)) — h(t,x,m(t)))

= > (Ot ® = Xarapy @) - (AL, un(®)) = h(t,2,0.(0)) ).

Weil alle Steuerungen . (-), u1(-), ..., Uy, (-) beschrankt sind, sind ihre Werte in einer
kompakten Menge U; C R™ enthalten. Nutzen wir dariiber hinaus die Stetigkeit von
f, pund f,, @, aus, so konnen wir ein ¢ > 0 derart angeben, dass

ng(t,x,u) — (L, x.(t ||Rn < ﬁ (2.12)
[.0) = ft,.0.0)] < s (2.13)
H(p(t,x,u) —p(t, ', u) — pu(t, 24 (t), u)(z — x’)”Rn < Ollz = 'z (2.14)

2(t; —tg)

fir alle t, z, ', u mit ||z — 2,(t)||rr < o, ||2' — 2.()||gn < 0 und u € U; erfiillt sind. Wir
setzen

V= {z() € C(lto, .}, R") | [|2() = 2. ()l|c < 0}
und wéhlen ¢ € (0,1/kq] mit

< (2.15)

IR

e(ty — tp) max H%; (t, x4(t) u)”RnX

tE(to,t1]
uEUl
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Wir definieren die Menge €370 geméf

X0 = {a = (Q, ..., Q) € R™

KO
Oy eeey Qg > 0, E oy < €.
k=1

Offenbar gilt die Relation eX" C Q" fiir ¢ € (0, 1/ko]. Daher ist die verallgemeinerte
Nadelvariation u,/(+) fir e € (0,1/k¢] auf dem gesamten Simplex X% definiert.

Lemma 2.5 (Vgl. [25], S.218.) Es geniige € € (0,1/kg] der Bedingung (2.15). Dann
gilt fir alle o, o/ € €¥ und alle x(-),2'(-) € V:

max
tElto,t1]

/t |:g0(7’,l’(7’),ua<7'>) — 90(7, :U’(T),ua/(T))
—pu (7, 2(7), ua (7)) (2(7) = /(7))
_ Z(aﬂ —al)- (gp(T, I,k(T),UH(T)) — go(T, LL’*(T),U*(T))):| dr

gaOu( —2/( +§:MW_%0‘ (2.16)

Beweis: ([25], S.220f.) Die linke Seite von (2.16) kénnen wir nach oben gegen

/ tl
to

/
A

R‘IL

go(t, x(t), ua(t)) — go(t, x'(t), ua(t))
—%@xﬁ%%@ﬂdﬂ—f@)wﬁ
(2. (1), ua(t)) — 0ot 2.(2), u*(t))> (x(t) — 2'(t))

dt

Rn

) ua(t)) = @(t, @' (t), uw ()

—gD(t,LL'*( )7uoz(t)) + @(t,x*(t)jua/(t» dt

Rn

+ max, /to (7, 2.:(7), ua(7)) — (7, 2:(7), s (7))
=@ =) (o) ualr) = (7)) Jar|
abschétzen.

Der erste Summand ist nach (2.14) kleiner oder gleich

5 ,
Sla() = 26l
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Aus (2.10) folgt, dass der zweite Summand gleich

[12

ist. Mit (2.15) und der Wahl von 30 lisst sich das nach oben gegen

dt

R”

@ ®) (220 (0), 0al0)) = (b (8), (1)) ) (2(0) — (1)

t1 KO
2 [ vttt e ot 8,0 -2 = 2O
o k=1 i[éUtl]

— (Z a,.@) ty — to) tn&ax |0 (t, 24 (t ’u)”an () - ;p/()HOO

uelU;

< 2-e(ti—t) - max et 2 (8), W) [ - [|2() = 'O o = Sl() =2l
ueU;

abschitzen. Wegen (2.11) ist der dritte Summand gleich

/ tl
to

)

Z (XMK(QH)(t> - XMm(a;)(t)) ’ (@(u x/(t>7 un<t)) - go(t, l’/(t), Us (t))>

k=1

dt.

]Rn

- Z (XMN(aN)@) - XMK(OZL)({;)) : <90<t7 x*(t)> um(t)) - ga(t, Ty (t)a Us (t))>

GeméB (2.12) ist dieses Integral nicht grofer als

5 KO t1 - 6 Ko /
2 i 2o st = st = 5 3 o =

SchlieBlich 148t sich der vierte Summand mittels (2.11) in die Form

/MU

to =1

max
t€[t0,t1]

{ XM () (T) = X(ag) (7)) - (SO(T, (7)), s (7))

—QO(T, z.(7), u*(T))>
—(a — al,) <¢(7, (1), u(7)) = (7, 2.(7), m(ﬂ))] dr

R’!’L

bringen. Die Differenz (gp(T, z:(7), ue (7)) — (T, I*(T),u*(T))> enthélt die ersten n

Koordinaten der Vektorfunktion y,.(-) aus Abschnitt 2.2.3 im Punkt 7. Daher ist der
obenstehende Ausdruck nicht grofer als

KO

> / ! [(XMn(an)@') — (o) (7)) Y (T) = (s — 02y (T)] "

k=1 v to

max
te [to ,tﬂ

Rn+1



48 KAPITEL 2. EINE GRUNDAUFGABE

Mit (2.9) ist dieser Ausdruck nicht groBer als
5
3 Z |, —al].
k=1

Damit ist die Beziehung (2.16) bewiesen.
q.e.d.

Lemma 2.6 (Vgl. [25], S.218.) Es sei e € (0,1/ko] und geniige der Bedingung (2.15).
Dann gilt

_Zaﬁ. (f(t,x(t),uﬁ(t)) - f(t,x(t),u*(t)))}dt < 52% (2.17)

k=1

fir alle a € €¥7° und alle z(-) € V.

Beweis: ([25], S.2211.) Beachten wir (2.10), so ist die linke Seite in (2.17) gleich

KO

5 [ [tien® (4t 0006) = sttt 0.00)

k=1

—y, - (f(t,x(t),un(t)) — f(t,a:(t),u*(t))>]dt

und ist kleiner oder gleich

KO

<3

k=1

[ bt @ (200, 00) — (020, 0.9))

to

o (£t 200, 00(0) = £ (120, 0.0) )

| o ®- [l (a0, 00) = 16200 0 0)
(1w 8),ua(0) = F(t2(0), w (b)) dt
ran [ 170, 0(0) = £t 0. 0,00)

(20, 0.0) 1 (12.0,.0) dt] |
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Fiir den ersten Summanden gilt die Relation (2.9), d.h.

KO

D

k=1

/ e 8) (£t 2 (0), ual8)) = F(t2a(0), wa(1)))

to

KO

—a, - (f(t,x*(t),un(t)) - f(t,x*(t),u*(t)))dt’ < gzaﬁ.

r=1
Mit (2.13) folgt, dass die zweite Summe kleiner gleich
K0 t1 t 5 5 Ko
2/ X M..(an (t)dt—l—Zog,{/ dt) v 7 a,
”2:; ( to o) to 8(t1 — to) 2 ;

ist. Damit ist das Lemma bewiesen.
q.e.d.

2.3 Der verallgemeinerte Satz von Ljusternik

2.3.1 Das Prinzip der kontrahierenden mengenwertigen Ab-
bildung

Satz 2.7 (Prinzip der kontrahierenden mengenwertigen Abbildung) (Vgl.
[25], Lemma 1, S.43f.) Es sei Z ein Banachraum und L ein abgeschlossener linearer
Teilraum von Z. In einer Kugel U(zy,r) = {2z € Z|||z—20||z < r} sei die mengenwertige
Abbildung ® definiert, die jedem z € U(zo,7) einen zu L parallelen Teilraum zuordnet.
Genauer gilt mit einem gewissen ( € Z:

@(z):C—l—L:{yEZ‘y:C—H,lEL}.
Wir setzen fiir den Abstand zwischen zwei Teilrdumen
d(®(z1), P(22)) =inf {[[¢]lz [ ¢ =G — Gy G € P(21), G € P(22) }
und fiir den Abstand eines Punktes zu einem Teilraum
d(@(z),(o) = inf {||C||Z } (=2 —C(y 2 € @(z)}.

Es soll ferner gelten, dass eine Zahl 6 € (0,1) existiert mit
a) d(®(z1), P(22)) < 0|21 — 22|z fiir alle z1, 20 € U(z0,7),
b) d(®(20),20) < (1 —O)r.

Dann existiert zu jeder Zahl ri, die der Ungleichung

d(q)(Z(]),Zo) <r < (1 — 9)7’
geniigt, ein Element z € U (zo, 1’%0) mat

z € O(z). (2.18)
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Dariiber hinaus gibt es unter den Punkten, die dieser Bedingung geniigen, einen Punkt
z mit 5
|z = 20l|2z < 19 Qd(cb(zo),zo). (2.19)

Beweis: ([25], S.44f.) Wir beginnen mit der Konstruktion einer Folge zg, 21, ... mit den
Eigenschaften

zn € U(20,7), n=01,..,
Zn € (I)(Zn—l)7 n = 172a'--7
|Zns1 — znllz < 0"r1,  n=0,1,...
Diese Folge wird induktiv konstruiert.
Das Element zj ist dasselbe, das in der Voraussetzung des Lemmas auftritt, und z; ein

beliebiges Element aus ®(zy), fiir das ||z — z1|| < 71 gilt. Nun nehmen wir an, dass wir
bereits die ersten (n + 1) Folgenglieder z, ..., z, ausgewéhlt haben. Dann gilt

d(P(2n), P(2n-1)) < Oz — 2p1llz < 0™r1.

Hieraus folgt die Existenz eines Elementes z,11 € ®(z,) mit ||z,11 — 2u||z < 0™r1.
Ferner gilt nach der Dreiecksungleichung (wenn k& +m < n + 1 ist)

2k = 2himllz < |2k — zegallz + o+ | 2ogm—1 = Zhimllz

91@
< (0F 4. F oY < -

r. (2.20)
Daraus folgt fir k=0und k+m=n+1

r
|20 = 2nt1llz < ﬁ <7,

also 2,41 € U(zp, 7). Damit ist die Induktion beendet.

Aus der Ungleichung (2.20) folgt, dass {zo, 21, ...} eine Cauchyfolge ist. Da der Raum
Z vollstandig ist, konvergiert sie gegen ein gewisses Element z € Z. Fiihren wir in

(A1

1-0

120 = 2nllz <

den Grenziibergang n — oo aus, so erhalten wir z € U (zo, ﬁ) C Ul(zp,r). Andererseits
gilt

d(P(2), zp41) = d(®(2), ®(2,)) < ]|z, — 2]|z — 0.
Hieraus folgt die Existenz einer Folge {w;} von Elementen der Menge ®(z), die gegen z

konvergiert. Daher gilt z € ®(z), weil nach Voraussetzung die Menge ®(z) abgeschlossen
ist. Damit ist (2.18) gezeigt.
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Wenn d(®(20), z0) = 0 ist, so gilt zg € ®(2), und (2.19) ist offensichtlich erfiillt.
Ist aber d(q)(zo), zo) > 0, dann wihlen wir r; so, dass
™

3 < d(®(z0),20) <11 < (1—0)r

ist. Fiir dieses r; finden wir einen Punkt z € U (Z(], 17;10), welcher der Beziehung (2.18)
2

geniigt. Dann gilt

1
< =
1—-606 —1—-46

|20 — 2|z < d(®(20), 20).

q.e.d.

2.3.2 Der Satz von Ljusternik

Definition 2.8 (lokaler Tangentialkegel) (Vgl. [25], S.42.) Es sei X ein Banach-
raum und xo € M C X. Mit C(M,xy) bezeichnen wir die Menge aller Elemente x € X,
zu denen ein g9 > 0 und eine Abbildung r(e) : [0,e0] — X mit den Eigenschaften

L Il

e—040 £

=0
und

zo+ex+r(e)e M  fir alle e € [0,
existiert. C(M, xq) heifst der lokale Tangentialkegel an die Menge M im Punkt xg.
Satz 2.9 (Satz von Ljusternik) (Vgl. [25], S.42.) Es seien X und Y Banachrdume,
V' eine Umgebung des Punktes x, € X und F eine Fréchet-differenzierbare Abbildung
der Menge V in Y. Wir setzen voraus, die Abbildung F' sei reguldr im Punkt x., d. h.,

es gelte
Im F'(z.) =Y,

auferdem sei thre Ableitung in diesem Punkt in der gleichmdafigen Operatorentopologie
des Raumes L(X,Y) stetig. Dann stimmt der lokale Tangentialkegel an die Menge

M={zeV|F(z)=F(x.)}
im Punkt x, mit dem Kern des Operators F'(x,) tberein:
C(M,x,) = Ker F'(z,).

Offenbar gehort jedes Element des lokalen Tangentialkegels an die Menge M im Punkt
x4 dem Kern des Operators F’(zx,) an, denn es ist definitionsgemé&s

re€C(M,x,) & xz,+ex+r(e)e M fur alle e € [0, &
& F(z.+ex+r(e)) = F(a,) fir alle € € [0, &)

= F'(z,) <x—|— T(E—g)) = 0 fiir alle € € (0, g].
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Daraus folgt F'(x,)z =0 fir e — 0+ 0, d.h. C(M, z,) C Ker F'(x,.).
Umgekehrt ist Ker F'(x,) C C(M,z,), falls zu jedem z € Ker F'(x,) eine Auflésung
y = r(e) der Gleichung

F(x, +ez+y) = F(z,)

existiert. Das zeigen wir mit Satz 2.11, dem verallgemeinerten Satz von Ljusternik.
Wir nehmen in beiden Versionen des Satzes von Ljusternik zwar an, dass wir einen
surjektiven stetigen linearen Operator betrachten, aber dessen Kern muss nicht einzig
aus dem Nullelement bestehen. Demnach ist der inverse Operator mengenwertig.

Da der Kern eines stetigen linearen Operators ein abgeschlossener Unterraum ist, wird
beim Beweis des Satzes von Ljusternik die Idee des Quotientenraumes zwar aufgegriffen,
aber der Ubergang zum diesem nicht vollzogen (vgl. Lemma 2.10). Dies ist dadurch be-
griindet, dass wir bei Anwendung eines Fixpunktsatzes fiir mengenwertige Abbildungen
auf einer gewissen Menge mit der Einfiihrung des Faktorraumes und der Aquivalenzklas-
senbildung zu Représentanten iibergehen, die mit dem betrachteten Fixpunktproblem
nichts mehr gemein haben miissen.

Lemma 2.10 ([25], Lemma 3, S.45.) Es seien X und Y Banachrdiume und A : X —Y
ein stetiger linearer Operator. Wir setzen

<inf{|\m\|x |z e X, Az = y})

lylly

C(A) :=sup
y#0

Wenn ImA =Y gilt, so ist C(A) < oo.

Beweis: ([25], S.45.) Ist Im A =Y, so enthélt nach dem Satz iiber die offene Abbildung
das Bild der Einheitskugel des Raumes X bei der Abbildung A eine Umgebung des
Nullpunktes in Y, d.h., es ldasst sich ein 6 > 0 derart angeben, dass zu jedem y €
Y, |lylly <9, ein Punkt x € X existiert, fiir den ||z]|x <1 und Az = y gilt.

Deshalb ist fiir beliebiges y € Y, y # 0,

J J
inf{||z||x |z € X,Ae =y} = inf{||x||X reX,—— Av= y}

lylly lylly

‘ )
5 ylly
lylly . { 0 } ylly
= 2 .inf T .CEGX,A.T: . S )
; Il ly “f =6

also

inf{||z||x |z € X, Ax = y})
lylly

C(A) = sup (

y#0
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Zur Motivation der Zahl C(A) betrachten wir den Operator L : Y — X/KerA, der
jedem y € Y die Aquivalenzklasse [z] € X/Ker A aller Elemente z € X zuordnet, fiir
die Ax = y gilt.

Der Setzung nach konnen wir L als den inversen Operator A~ von A auffassen, der von
Y nach X = X/Ker A abbildet. Fiir die Klasse [z] = Ly gilt in der Quotientenraumnorm

2]l = [[Lyllx = inf{]|z]lx [z € X, Az = y}.

Die Zahl C(A) gibt also die Operatornorm von L = A~" an:

L ~
O(A) = |1L] = sup 12¥Ls.
P Tl

Satz 2.11 (Der verallgemeinerte Satz von Ljusternik) ([25],S.45f.) Es seien X
und Y Banachriume, A : X — Y ein stetiger linearer Operator und F' eine Abbildung
einer gewissen Umgebung V' des Punktes x, € X in Y. Wir setzen voraus, es sei
ImA =Y und es gebe eine Zahl 6 > 0 derart, dass erstens

0C(A) <

N —

und zweitens
[1F(z) = F(2') = Az — 2')[ly < d]lz —2'|[x (2.21)
fiir alle x,x" aus V' gilt.

Dann ezistieren eine Umgebung V' C V' des Punktes x,, eine Zahl K > 0 und eine
Abbildung & — x(&) der Umgebung V' in X derart, dass die Beziehungen

F(§+2(8) =F(z) und [2(§)]x < K[F(€) - F(z.)]y

fiir alle £ € V' erfillt sind.

Satz 2.11 verallgemeinert tatséchlich den Satz von Ljusternik ([25], S.47):

Wir setzen A = F”(x,). Da nach Voraussetzung von Satz 2.9 die Abbildung z — F'(x)
in x, stetig ist, existiert eine konvexe Umgebung U; C U des Punktes x, derart, dass
fiir alle x € U; die Beziehung

|F'(x)z — Az||ly 1
21l x 2-C(A)

[£"(z) = All = sup
z7#£0

gilt. Dann ist nach dem Mittelwertsatz ([25], S. 40) fir alle z, 2" € U;
|F(@) = F(2) =A@ —2lly < sup. (I1F' (2" + alz —a")) = All - 2 — 2'||x)

1

m”m — ' x.
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Damit gilt
IF(z) = F(2') = Mz — 2)[ly < dllz —2||x

fir 0 > 0 mit JC(A) < 1/2 und es sind alle Voraussetzungen des verallgemeinerten
Satzes von Ljusternik erfiillt.

Die Inklusion C(M,z,) C Ker F'(z,) im Satz von Ljusternik folgt wie bereits gezeigt
direkt aus der Definition des lokalen Tangentialkegels. Ist andererseits z € Ker F'(z,)
und die Behauptung des verallgemeinerten Satzes von Ljusternik richtig, so gilt fiir
hinreichend kleine € > 0 offenbar ([25], S.42f)

E=a,+ezeV
und es existiert eine Abbildung £ — x(&) mit
F(E+2(6) =F(z.),  llz@)lx < K[F(€) — F(a.)lly.
Da z € Ker F'(z,) ist, lasst sich ||z(£)||x weiter abschéitzen gegen
K|IF(§) = F(x.)lly = K[[F(z, +e2) = Fz.)|ly = K|[F'(z.)(e2)]ly + o(e) = o(e).
Setzen wir r(e) = x(z. + €2), so gelten
Ir(e)ll < K[| F(z. +e2) — F(z.)|ly = ofe)

und £+2(€) = x.tez+r(e) € M fiir alle hinreichend kleine . Daraus folgt z € C(M, x..).
Beweis von Satz 2.11: ([25], S.46f.) Wir wihlen r > 0 so, dass U(z,,2r) C V gilt. Aus
(2.21) folgt wegen

|F(x) = F(2)ly = Az = 2'lx < |[F(2) - F(2') = Az = 2/)[ly < 0]z — 2||x,
dass die Abbildung F' im Punkt x, stetig ist. Daher kann man eine Umgebung V' C
U(z,r) des Punktes z, angeben, in der
-

C(A) - sup [|[F(§) = Fz.)lly <

%

(2.22)

\)

gilt. (Nach Lemma 2.10 ist C'(A) < o0.)

Wegen der Wahl von 7 und V' ist £ + x € V fiir alle £ € V', 2z € U(0, 7).

Nun wihlen wir ein festes Element £ € V' und betrachten die mengenwertige Abbildung
x — We(x) der Kugel U(0,r), die durch

Ue(x) =2 — A_I(F(f + ) — F(x*))

definiert wird. A™(y) bezeichnet dabei vollstéindige Urbild. Wegen Im A = Y ist diese
Setzung fiir alle z, £ moglich. Fiir jedes y € Y ist A~!(y) eine lineare Mannigfaltigkeit,
die dem Teilraum Ker A parallel ist. Die Mengen W () haben dieselbe Eigenschaft. Sie
sind insbesondere abgeschlossen.
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Wir zeigen: Es existiert ein 6 € (0,1) mit
a) d(Ve(z1), Ve(x2)) < 0|21 — 25| x filr alle a1, 5 € U(0,7),
b) d(we(0).0) < (1 B)r.

Aufgrund der Definition der Zahl C'(A) in Lemma 2.10 gilt

d(Ve(z1), Ve(z2)) = inf{||z1 — 20|lx | 2 € We(ay), i =1,2}

inf {||z1 — 22||x | Az = Awy — F(§ 4 3;) + F(x,), i = 1,2}
= inf {|lz]lx [ Az = Az — 22) — F(§+31) + F(§ + 22) }

< CA) - [|[F(E+21) — F(E+ 22) — Al — m2)]] -

Beriicksichtigen wir die Ungleichung (2.21) und setzen 6 = 6C(A) (nach Voraussetzung
des Satzes ist # < 1/2), so erhalten wir hieraus

d(@g(l‘l), qjg(l’g)) S QHIl — I‘QHX. (223)
Ferner gilt wegen (2.22)
d(Ve(0),0) = inf{[|z —0l|x |z € V¢(0)} = inf {||z]|x | Az = —=F(&) + F(z,)}
< C)-[[F(E) = F(z)lly < %7‘ <1 =0)r (2.24)

Die Beziehungen (2.23), (2.24) zeigen, dass die Abbildung W¢(x) allen Voraussetzungen
des Satzes 2.7 geniigt. Daher existiert ein Vektor z = x(&) derart, dass

() € We((¢)),

d.h.
0€ AT (F(§+2(¢) — F(x.))

und demzufolge
FE+2(8)) = F(x.)

gilt. Ferner ist nach (2.19) und der mittleren Ungleichung in (2.24) die Beziehung

Je(©)llx < —pd(w(0),0) < 20

1£(§) — Fz)lly = K|IF(§) — F(z.)lly
erfiillt.

Damit ist der verallgemeinerte Satz von Ljusternik bewiesen.

q.e.d.
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2.4 Die abstrakte Optimierungsaufgabe

2.4.1 Die Definitionen der Abbildungen

Im Weiteren ist es niitzlich, eine dquivalente Schreibweise der Ausdriicke (2.1)—(2.3) zu
verwenden. Dazu betrachten wir die Abbildungen

J o C([to, t1], R™) x L=([to, ta],
F o C([to, t2],R™) x L ([to,
HL . C([to,tl],Rn) —>Rn, L:O, N

die geméf

Hathut) = [ F(ta)um)de

to

F(x(),u()) = z2(-), z(t)=xz(t) — xz(ty) —/ gp(T,x(T),u(T))dT, t € [to, t1],

to

H(z(1) = z(t) -z, =01,

definiert sind. Mit diesen Schreibweisen lautet die Aufgabe (2.1)-(2.4) als abstraktes
Optimierungsproblem

J(z(-),u(-)) — inf, (2.25)

F(z(-),u(-)) =0, (2.26)

Ho(z(-)) =0, Hy(z(-) =0, (2.27)

(z(-),u()) € C([to, t2], R™) x L>([to, t1], U). (2.28)
Sind fiir (z(-),u(+)) € C([to, t1],R™) x L>=([to, t1],U) die Bedingungen
F(z(-),u(-)) =0, Hy(z(-)) =0 und H(z(-)) =0

erfiillt, dann heiBt (z(-),u(-)) zuldssig in der Aufgabe (2.25)-(2.28). Ein zuléissiges
Paar (z.(-),u.(-)) nennen wir ein starkes lokales Minimum, wenn eine Umgebung V C
C([to, t1],R™) von z,(-) existiert mit

T(2(),u()) = J(2.(), ua())

fiir alle zuléssigen Paare (z(-),u(-)) mit z(-) € V.

2.4.2 Eigenschaften der Abbildung F(z(-), u(-))

Lemma 2.12 (Vgl. [25], Beispiel 9, S.52f.) Unter den Voraussetzungen an die Abbil-
dung @ in Abschnitt 2.1 ist die Abbildung

() = F(2(), uo("))
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mat
F(x(),uo())(t) =z(t) — x(ty) — /t go(T,x(T),uo(T)) dr, t € [to,t1],

fiir jedes ug(-) € L= ([to, t1],U) stetig Fréchet-differenzierbar und es gilt

[Fgc(xo(),uo())x()] (t) = x(t) — x(to) — / ©u (T, o (7), w0 (7)) () dT, t € [tg, t1].

to

Beweis: (Vgl. [25], S.52f.) Fiir ein festes 0() €L ([ t1], ) setzen wir f(x()) —
F(2(-),uo(-)). Fiir ein beliebiges festes z(-) € C([to, t1], R™) und A > 0 gilt

F (o) + Az () (1) = F(wo(-)) (1)
A
= z(t) — z(t) — / o (7, mo(T) + )\x(T)7u0(/7\')) — (7, 20(7), uo (7))

dr

to

_ x(t)—x(to)—/t: [/Olgoz(T,xo(T)—I—)\sx(T),uo(T))x(T)ds i

Letztere Umformung folgt mit g(s) = ¢ (7, 2o(7) 4+ Asz(7), u(7)) aus der Beziehung

1 1
o) = 90) = [ g(s)ds = [ pulrian(r) + Asa(r).uo(r)) A (r) ds
0 0
Fiir hinreichend kleine A > 0 ist || Asz(+)||o < € und es ist

2 (7, 20(7) + Asz(7), uo(7)) 2(7) |5 < 01(7) - [J2(7) ||z

Betrachten wir im Quotienten

F(2o() + Ax()) (1) = F(zo(-)) (1)
A

den Grenziibergang A — 0+ 0, so erhalten wir nach Satz B.17 iiber die , Differentation
unter dem Integral® fiir die erste Variation

[0F (wo())=(-)] (¢)
_ gy Flm0) £ A0) () = Flao) )
A—0+0 \
=xz(t) — x(to) — /t 0o (T, 20(7), uo (7)) () dr, T € [to, 1]

Wir zeigen nun, dass die Gateaux-Ableitung A (zo(-)) mit A(zo(-))z(-) = 6F (zo(-)) (")
in zo(+) stetig, also die Abbildung z(-) — F(z(-)) = F(z(-),uo(-)) in diesem Punkt
Fréchet-differenzierbar ist.
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In der Operatornorm erhalten wir fiir die Gateaux-Ableitung in z(-):

[AGo() +2() = AlwoO)l = swp | [A(mol) +2()) = Alwo())] 0|
5(')60([t07t1]7Rn) o0
_§(~)GC?;£t1],R"){tes[ggl] /t [%(7, 2o(7) + (1), uo(7))

() llo=1

e (. 20(7), (7)) |€(7)dr

8

s/l 02 (£, 20(t) + 2(t), uo(t)) — @u (t. 20(t), wo(t)) || guradt

to

< / oa(t) - [|r(®)[medt < C - [J2()]e

to

fir alle z(-) € C([to,t1),R") mit ||2(-)||c < e. Dies bedeutet, dass die Géteaux-
Ableitung in o(-) stetig ist. Da zo(-) ein beliebiges Element des Raumes C'([to, ¢1], R")
war, folgt daraus die Fréchet-Differenzierbarkeit der Abbildung z(-) — F(z(-), uo("))
fiir jedes uo(-) € L ([to, t1], U).

Mit den obigen Abschétzungen folgt die Stetigkeit der Fréchet-Ableitung. Es sei zq(-) €
C([to, t1], R™). Dann folgt in der Operatornorm

| Fe(z0() + (), uo()) — Fu(o(-), uo(-)) |
= swp[Fleol) + 2, u() = Fa(wo(). uo() |60 <€ el
E(~)ﬁ£0(f)[ﬁ2;t£iR") 00

fir alle z(-) € C([to,tﬂ,Rn) mit [|2(-)[[e <&
q. e.d.

Lemma 2.13 (Vgl. [25], Lemma 1, S.60.) Fiir jeden Steuerprozess (zo(-),uo(+)) €
C([to, t1], R™) x L>([to, t1], U) ist der stetige lineare Operator Fy(zo(-), uo(+)),

¢
[£2 (a0, w0)e0] (6 = 20~ 2t) ~ [ ou(r (o), wal)alrydr, €l
to
aus Lemma 2.12 bijektiv.
Beweis: ([25], S.60.) Wir haben zu zeigen, dass zu jedem z(-) € C([to, 1], R") genau
ein z(-) € C([to, t1],R™) existiert mit

2(t) = x(t) — x(to) — / O (7', zo(T), uo(T)):c(T) dr

to
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fir alle ¢ € [to,t1]. Da wir F,(zo(-),uo(-)) als Abbildung auf den gesamten Raum
C ([to,tl],R”) betrachten, diirfen wir z(¢y) auf die linke Seite bringen und diese an-

schliefend wieder mit z(t) bezeichnen.
Der durch

z() — Tx(-), [T:r;()] (t) = 2(t) —|—/t gox(T, xo(T),uo(T))x(T) dr, t € [to,t1],

gegebene Operator T bildet den Raum C ([to, t1], R”) in sich ab.
Wir setzen

M) = @ (£, 70l i / JAG) s

Im Weiteren schreiben wir |A(7)|| statt ||A(7)||gnxn.
Dann gilt bei mehrfacher Anwendung des Operators T' die Beziehung

[T7z())](t) = 2(t) +/ AT [T ()] () dr

to
und es gelten

[ a@lcmar = se / A —ohar = <0,

1)! m!

Fiir 21(-), z2(-) € C([to, t1],R™) folgt damit:

sup H [Txl()} (s) — [ng(-)](s)HRn = sup

Se[to,t] SE[to,t]

S/t A dr - [la1 () = 22 ()lloo = C() - l22(-) = 22(-) oo

/ts A(T) (1‘1(7') — xQ(T)) dr

RTL

525(?1?] H [ )] (8) N |:T2x2()} (S>HRn - siﬁgﬂ /t A(T> [Tx1(> N Tx2()} (T) o Rn
A(7T)]| - su z1(4)|(s) = |Tz2() | (8) || pndT
< [N s [[7200]6) = [7r20] )t

< [ IM@ICE) - ar() = 220} = 56O fr() = 20 e

sup [|[T™1(4)] (s) = [T722()] () g

s€([to,t]

! C™ (1) c™(t)
< /to ||A(T)||md7' Hl‘l() - $2()Hoo = m) : ||$1() - $2()||oo
Die Zahlen a,, = Cnf sind fiir alle ¢ € [to, t1] groBer oder gleich <~ ( und liefern eine
Folge, deren Reihe konvergiert. Nach dem Fixpunktsatz von Welssmger (Satz B.22)
existiert daher genau ein x(-) mit z(-) = Tx(-).

q.e.d.
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2.4.3 Differenzierbarkeit des Zielfunktionals J(z(-), u(-))

Lemma 2.14 (Vgl. [25], Beispiel 10, S.53.) Unter den Voraussetzungen an die Funk-
tion f in Abschnitt 2.1 ist die Abbildung

2(-) = J(2(-),uo(+)) = /t 1 f(t,2(t), uo(t))dt
fir jedes ug(-) € L”([to,tl], U) stetig Fréchet-differenzierbar, und es gilt
T (20(-), uo())z(-) = /t 1 (fa(t,zo(t), uo(t)), (1)), dt.

Beweis: (Vgl. [25], S.521.) Fiir ein festes ug(-) € L ([to, 1], U) setzen wir J(z(-)) =
J(2(), uo(+)). Ahnlich wie im Beweis von Lemma 2.12 erhalten wir

J (o(-) + ”"&'” —J{ml)) _ /t [/o (fo(t, wo(t) + Asz(t), uo(t)), #(t) )g. ds| dt

und
57 /<ﬁt% ), wo()), 2(6)),. d.

Fiir die Gateaux-Ableitung A (zo(-)) mit A(zo(+))z(-) = 67 (zo(+))x(-) erhalten wir in
der Operatornorm

1A (o) +2()) = Azo()]

< / If. (t,xoof) ¥ x<t>,uo<t>) — ot w0 (8), wo(t))

to

dt

R'Il

s(/ﬁﬂ»h@hmﬁOWMNM

to

Dies liefert die Fréchet-Differenzierbarkeit von z(-) — J(z(-), uo(+)).

Wiederholen wir die letzte Ungleichungskette mit der Fréchet- statt der Gateaux-
Ableitung, so erhalten wir noch die stetige Fréchet-Differenzierbarkeit.

q.e.d.

2.5 Die Lagrangesche Multiplikatorenregel

2.5.1 Die Formulierung des Satzes

Im letzten Abschnitt haben wir gezeigt, dass die Abbildungen

2() = J(2(),u(-))  wnd  z() = F(z(),u(")
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fiir jedes u(-) € L*([to,t1],U) stetig Fréchet-differenzierbar sind und die Fréchet-
Ableitung F, (z(-),u(-)) fir jedes Paar (z(-),u(-)) € C([to,t1],R") x L*°([to, 1], U)
bijektiv ist (vgl. Lemmata 2.12-2.14). Ferner sind die linearen Abbildungen

H,:C([to,t:],R") = R", H,(z(-)) =x(t,) —z, ¢=0,1,

offenbar auf C' ([to, t1], R") stetig Fréchet-differenzierbar und die stetigen linearen Ope-
ratoren

HZ(‘%()) . C(HO)MLRH) — R", HLI(:E())g() = g(tJ: t=0,1,
sind fiir jedes z(-) € C(([to, t1], R™) surjektiv.
Wir definieren die zur Aufgabe (2.25)—(2.28) gehérende Lagrange-Funktion:
L: C([to,tl],Rn> X Lm([to,tl],U) x R x C([to,tl],Rn)* x R" x R" — R.

Diese lautet

L(l’(), u()7 Ao, ¥, lo, ll) = )\()J(:L’(), u()) + <y*7 F(l‘()7 u())>
+(lo, Ho(2()) ) + (i, Hi(2()) ) (2.29)

Satz 2.15 (Lagrangesche Multiplikatorenregel) Es sei (z.(-),u.(-)) € C([to, ],
R") x L*=([to,t1],U) ein starkes lokales Minimum der Aufgabe (2.25)—(2.28). Dann
existieren nicht gleichzeitig verschwindende Lagrangesche Multiplikatoren Ao > 0, y* €
O([to,tl],Rn)* und lo, ll e R™ mit

0= Lo(2.0),ue(-), M0, ¥ 1oy 1) = Ao (2 (), ua(4)) + F (2 (), ua(4))
FHY (20())lo + H (2.() (2.30)

’C *\")» *.7A7 *7lal - I £ *\ ") ',)\, *,l,l . 23]_
(@0 u0d0 v b) = min | L@ 00Xy bik). - (231)

2.5.2 Der Beweis der Lagrangeschen Multiplikatorenregel

Es sei (2.(+), u.(+)) ein starkes lokales Minimum in der Aufgabe (2.25)—(2.28).
Wir bezeichnen mit C' die Menge der Variationen. Diese ist (vgl. [25], S. 203 bzw. Ab-
schnitt 2.2.1) die Menge derjenigen Vektoren

(1, 9(),v0,01) € R x C([to, 1], R") x R" x R",
zu denen es ein z(-) € C([to, t1], R") und ein u(-) € L*([to, t1],U) gibt mit
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O.B.d. A. diirfen wir annehmen, dass J(z.(-), u.(-)) = 0 ist.
» Behauptung 1: Die Menge C' besitzt ein nichtleeres Inneres.

Begriindung: (Vgl. [25], S.88.) Es sind J,(x.(-),u.(")), H/(z.(-)),¢ = 0,1, stetig und
linear. Daher existieren eine Nullumgebung U, C C ([to,tl],R”) und eine Zahl a > 0

mit
R~ } °

R CACHORDIEON ACHOMED

|H' (ac* ))x()

R" Y

Wir setzen
R, ={aeR|a>a}, R!={(ay,..,a,) € R"|a; > a}.

Wegen der Regularitét von Fj(z.(-), u.(-)) folgt aus dem Satz iiber die offene Abbil-
dung, dass Fj(z.(-), u.(-))Up offen in C([tg, t1], R™) ist. Offenbar gilt

Ry X Fy(z.(-), u(-))Up x R} x R} C C.

Daher besitzt die Menge C' ein nichtleeres Inneres. B
» Behauptung 2: Ist 0 & conv C, dann gelten (2.30) und (2.31).

Begriindung: (Vgl. [25], S.87.) Da die Menge conv C' konvex ist und C' ein nichtleeres
Inneres besitzt, existiert nach dem Satz von Hahn-Banach und Folgerung B.19 ein
nichttriviales Funktional

(A07y*7 lo, ll) € R x C([to,tﬂ,R”)* x R™ x R"™,

das die Menge conv C' vom Ursprung trennt.
Fiir die Menge C' C conv C bedeutet dies, dass

Mo+ (y*,y() + 1o -vo + 17 -1 >0

fiir alle (u,y(-),vo,vl) € C gilt.

Damit haben wir \y > 0. Denn angenommen, es ist Ay < 0. Dann fiithrt der Grenzwert
1 — 400 zu einem Widerspruch in dieser Ungleichung.

Aus obiger Relation folgt, dass fiir alle z(-) € C([to, t1], R") und u(-) € L*([to, 1], U)
die Beziehung

0 < Ao[Je(ma(), ua ()2 () + T (2 () () = T (), ua ()]
+ (", Fa (), *()) () + F(@.(),ul) = F(.(),us()))
+(lo, Ho (. (-)) () + (l, Hi ()2 (-))

erfiillt ist. Fiir z(-) = 0 liefert dies (2.31); betrachten wir u(-) = w. (), dann erhalten
wir (2.30). W
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Zum Beweis des Satzes 2.15 haben wir zu zeigen, dass 0 ¢ conv C' gilt. Das folgt aus

diesen beiden Behauptungen.

Wir nehmen an, es sei 0 € convC. Dann existieren dem Begriff einer konvexen Hiille
nach gewisse Z(-) € C([to, t1],R"), Wu(-) € L>®([to,t1],U), & = 1, ..., Ko, und positive

KO
Zahlen @, Z@H =1, mit

k=1

0 = DB, u()Te() o F (), () = F (), ()]
0 = ZaH-HZ(x*())fH(), t=0,1

in der Form

0 = Aol w()T0) + 3 @ [F(.(), () = F(2.()u() |,
0 = H/(z.(1)z(-), ¢=0,1.

Fiir jede Zahl a € R setzen wir
at = max{a,0}, a = min{a,0},

fiir jeden Vektor v = (o, ..., ) € R

und aulerdem sei fiir v € R*0

Ferner betrachten wir die verallgemeinerte Nadelvariation u,(-) € L™ ([to, t1], U ),

ta(t) = unt) + Y Xatu(a () - (@(t) —unlt)), T € [to,ta],
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in Richtung der Steuerungen @ (-), ..., Uy, (-) € L>([to, t1], U) (vgl. Abschnitt 2.2.3), mit
denen die obige konvexe Kombination gebildet wird.

Wir untersuchen nun die Abbildungen

Do (z(-), ) = Ho(z(-)), @1(z(-),a) = Hi(z(:)),
und die stetigen linearen Operatoren

KO

A(2(),0) = Fo(@a(), (1) 2() + 3 an(F(0(),() = F (2.0, w.()) ).
No(2(),0) = Hy(w() (), Ai(a(),0) = H (2.())a(:)

Fiir diese gilt :
» Behauptung 3: Die Abbildung

® = (@, Dy, 1) : O([to, t1], R") x R — O([to, t:],R") x R" x R",
und der stetige lineare Operator
/~\ = (A,Ao,Al) : C([to,tl],Rn) x R — C([to,tl],Rn) x R" x R"

geniigen auf einer Umgebung des Punktes (x*(), 0) den Voraussetzungen des verallge-
meinerten Satzes von Ljusternik (Satz 2.11).

Begriindung: (Vgl. [25], S.203f.) Es sei € € (0,1/ko] und wir definieren die Menge £

gemaf
zo:a: < 5} :
Dann gilt fiir alle (z(-), ) und (2/(-), ') aus C([to, t1], R™) x eXHo:
|@(z(-), @) = @(2'(-),0') = Az(-), @) + A(/(-), ') ||
= |PEO ) = @010 0) = Fale 0. 0) ol = 1)

gxno = {a = (1, ..., () € R

- iw: — ) (F (), ) = F(a), () H

o0

= max
t€to,t1]

/t |:<,0(T,$(T),ua+ (7')) — 90(7', a:’(T),ua,+(7'))
— (7, 2(7), u (7)) (2(7) = /(7))
_ Z(a: —al ") <gp(7’, (1), U (7)) — (7, 2 (7), u*(T))ﬂ dr

R”
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Nach Lemma 2.5 kénnen wir eine Umgebung V' von z.(-) und ein € € (0, 1/kq] derart
wihlen, dass dieser Ausdruck kleiner oder gleich

0 /
3 (Hx( —2/( —1—2\04,{—0%])

fiir alle z(-),2/(-) € V und alle a, o/ € eX ist.
Ferner kann diese Umgebung V' von z,(-) so gewihlt werden, dass ebenfalls

[ H(() = Ho(2' () = H/(2.(-)) (2() = 2 () | < 3\\ ‘Ol =01,
fir alle z(-),2'(-) € V gilt.

Daraus folgt, dass eine Umgebung V' C C’([to, t1], R”) von z,(+) und eine Nullumgebung
eX% des Raumes R existieren mit

H&)(ﬂ?(), O‘) - &)(zl(‘)a O/) - A<95(')> O‘) + A($,(')> O/) HC([tO,tlLR”)XR”XR”
< 4 (Hx( —2'()|| .+ Z |, — ) . (2.35)
Wir setzen fiir (z(-), a) € C([to, 1], R™) x R™, (y(-),lo,11) € C([to, t1],R") x R™ x R™

o(h) w (inf{l\x(.)|!oo + ol [ A(z(), ) = (y(.mo’ll)}) |

(w(),lo,l1)#0 | (y(), lo, 11) HC([to,tl],R")xR"XR"

Aus der Definition des Operators A folgt Im A = C([to, t1], R”) x R" x R™. AuBerdem ist
der Operator A offenbar linear und stetig. GeméB Lemma 2.10 gilt deshalb C (A) < 00.
Wir wihlen ¢ > 0 mit der Eigenschaft § - C(A) < 1/2, dann geniigen die Abbildung ®
und der Operator A den Bedingungen des verallgemeinerten Satzes von Ljusternik. l

» Behauptung 4: Es existieren zu (f(-),&), a = (qy, ..., 0, ), aus (2.32)-(2.34), Zahlen
¥9 >0, 6 > 0 und eine Abbildung

0 — (£7(-), ")
des Intervalls [0,9,] in C([to, t1],R™) x R mit
(€(),a”) = 0 fir 9 — 0,  da+a’ >0 fir alle 9 € [0,9)

und
D (2.(-) +9T(-) + £(), 9@ + a”) = 0. (2.36)

In dieser Behauptung findet ein Satz iiber implizite Funktionen, ndmlich der verallge-
meinerte Satz von Ljusternik (Satz 2.11), Anwendung. Der spezielle Charakter dieses
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Satzes ist notwendig, da der lineare Operator A zwar reguliir, aber i.a. nicht bijektiv
ist, also eine mengenwertige Inverse besitzt. Ferner gilt es die Abbildung

I8+ 0° = tiggyar ()
und die Setzung von ® zu beachten. Denn dies bedeutet, dass wir zulissige Prozesse
(27(-),u” () = (2(-) +0T() + (), uparar (-)), 0 € [0,90], (2.37)

fur die Aufgabe (2.25)—(2.28) konstruieren.

Begrindung: (Vgl. [25], S.204f.) Nach Behauptung 3 darf Satz 2.11 auf den Punkt
(z.(-),0) des Raumes C([ty, 1], R") x R™ angewendet werden. Daher existieren fiir
d-C(A) < 1/2 Zahlen ¥ > 0, K > 0 und eine Abbildung

90— (£7(),a")
des Intervalls [0, 7] in C([to, 1], R") x R derart, dass
D (2.(-) +9T(-) + (), 9@ + ) = &(2.(+),0) =0
fiir alle ¥ € [0, 9] und

1€7()loe + Z || < K”‘i)(l’*() +UZ(-), va@) — @(x*(-), 0) Hc([to,tl],Rn)xR"an

k=1

gilt. Da YA (Z(:),@) = 0, vgl. (2.33) und (2.34), und ®(x.(-),0) = 0 sind, folgt mit
(2.35) aus dieser Ungleichung die Beziehung

1€ Olloe + D lell < K[| @(a() +92(), 0a) — & (.(),0)

—A(z.(-) + 97(-), 9@) + A(2.(-),0)

HC([to,tl],R")XRnXR"

< UKo (Hf(-)l\oo + Zm) = VKO (|Z()lle + 1) (2.38)

k=1

Hieraus ergibt sich £?(+) — 0 und o — 0 fiir ¥ — 0.
Die Zahl 6 > 0 sei so gewahlt, dass neben § - C(A) < 1/2 noch

K6([[Z(-)]|s + [@]) < min{a, ..., a0} (2.39)

erfiillt ist. Dann erhalten wir Ja, + a? > 0 aus (2.38) und (2.39), und es gilt fiir ein
hinreichend kleines § > 0

0= ®(2.(-) +97(-) + (), 9@ + ")
fir alle ¥ € [0,,]. A
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Wegen (2.32) existiert eine Zahl ¢ > 0 mit
—de > T () u()TC) + > an [J(x*(.),m(q) - J(x*(-),u*(-))] (2.40)

Da im Punkt z.(-) die Funktion z(-) — J(z(-),u.(-)) stetig differenzierbar ist, lisst
sich eine Zahl ¢ > 0 derart angeben, dass fiir 0 < ¥ < o und ||z(-) — Z(-)||ec < o die
Ungleichung

T(@. () +02(),us(-)) < T (@ ()s w-) + O [To (2 (-), wi()T(-) + ] (2.41)
gilt.
» Behauptung 5: Fir alle 0 <9 < min{dg, 0}, ¥¢ aus letzter Behauptung, gilt
J(2°(),u” (1)) < J(@e(), ual’)) — I+ o), (2.42)

it (27, 07()) = (2(-) + 9TC) + €°(), iy (1)) aus (2.97).
Begrindung: (Vgl. [25], S.205f.) Wir nehmen an, § > 0 sei so gewahlt, dass neben
d - C(A) < 1/2 noch folgende Bedingungen erfiillt sind:

Ko(|Z()| + a]) < min{ay, ..., @, 0} (2.43)
Ko([7()lloe + [al) - max [J(2.(), () = T (2() ()| e, (244)
0+ K&*)(IZ() |l + |a]) < c (2.45)

Aus (2.17) ergibt sich fir 0 < 9 < min{vy, 0}
J(:ﬂﬂ(-),uﬂ(-)) = J(fﬂﬂ(')7uﬁa+aﬁ('))
< J(Jiﬂ(), U*<)) + Z(ﬁan + az> [‘](xﬁ()vﬂﬁ()) - ‘](xﬂ<)7 u*())}

+0 i (Va, + o). (2.46)

k=1

Wir schitzen die einzelnen Summanden der rechten Seite ab:
Wegen (2.38) und (2.43) hat man

(SOl I
<o, - Z la,| < o.
vV (Ut
Daher ist nach (2.41) fiir den ersten Summanden fiir 0 < ¥ < min{dy, o} die Unglei-

chung
J(2"(), () < I (@), un() + 9 [Jo (2 (), ua () T() + ] (2.47)
erfiillt.
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Wir betrachten den zweiten Summanden. Wegen (2.38) und (2.44) gilt

D[ (@), u()) = I (), u ()]

< IKI([T() oo + [a]) - max [J(2.(),Tu(-)) = J(2:(), u())| < e

1<k<ko

Beachten wir 2V(-) — () fiir ¥ — 0 und beriicksichtigen ferner, dass die Abbildung
z(-) = J(z(-),u(-)) fiir jedes u(-) € L>=([to, t1],U) stetig differenzierbar ist, d. h.

J(2" (), u(-)) = J(2a(-), u(-)) = Dx (), ul(-)) () + o),
so erhalten wir fiir 0 < ¢ < min{dy, o}

KO

YW+ a) [T (")) = (@), Tl)) = I (27 () () + T (22(), ()]

k=1
RO

< 0@ +0) D [0(1 (-, 7 )T + (220, w ()T ) + 0(0)] = o(w).

k=1
Daher gilt fiir den zweiten Summanden die Beziehung

KO

YW+ al)[J (2" () () = I (2" (), ul))]

I CHORAC) ERICHONME))

3 @[T (@), () = I (@) ()]

ACHORMO)EPICNOR™ME)]
< O @[T (2(), () = T (2 (), 1 ()] + e+ o(0). (2.48)

Schlieflich gilt gem&f (2.38) und (2.45)
KO 1 KO 1 KO
— 9 — 9 = — 9
5 (U +al) < 08 (|a| P> m) <9 (H:c(-)Hoo HAFDY m)

98 (117 oo + [l + KO(I7(-) oo + [
9(8 + K6%) (|Z(-) oo + [a]) < V. (2.49)
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Aus (2.47)-(2.49) folgt fir alle 0 < < min{dy, o} die Ungleichung

J(2(),u°() < T(@a(), () + O (22 (), ua()T()

KO

0 W [T (2 (), T () = T (), ()] + B + o).

k=1

Mit (2.40) erhalten wir
J(2°(),u’(")) < J(24(-), us(-)) — I+ o()

fir alle 0 <9 < min{dy,c}. A
In Behauptung 4 haben wir gezeigt, dass fiir hinreichend kleine ¥ > 0 die Punkte

(@7(),u" () = (2() +97() + €7(), upmrar ()

zuléssig in der Aufgabe (2.25)—(2.28) sind. Ferner folgt aus Behauptung 5 fiir hinrei-
chend kleine ¥ > 0, dass die Relation

J(xﬁ(-), u19<.)) < J(2(), us(4))

gilt. Wegen 2”(-) — z.() fir ¥ — 0 bedeutet dies, dass der Punkt (z.(-),u.(:)) im
Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes kein starkes lokales Minimum sein kann.
Damit ist die Langrangesche Multiplikatorenregel (Satz 2.15) bewiesen.

2.6 Beweisschluss

(Vgl. [25], S.222f.) Die Lagrange-Funktion (2.29) der Aufgabe (2.25)—(2.28) lautet
L= )\OJ(I('>, u()) + <y*, F(x(),u())> + <lg, H, (a:(to))>Rn + <ll, H, (m(tl))>Rn,

mit A € R, y* € C([to, t],R")", lo, [ € R™.

Da (z.(-),u.(:)) € C([to,t1],R™) x L*=([to,t1],U) ein starkes lokales Minimum der
Aufgabe (2.25)—(2.28) ist, existieren nach Satz 2.15 nicht gleichzeitig verschwindende
Lagrangesche Multiplikatoren A\g > 0, y* € C’([to, t1], R”)* und [y, [; € R™ mit

0= Ao (2. (), e () + F (2 (), ua () y* + Hy (2.())lo + Hy (2.())y - (2.50)
E*’?*'7>\7*7l7l = . £*', ‘,)\,*,l,l. 2.51

(55 (), ua (), Ao, ¥, Lo 1) u(.)eLg(l[%tl],U) (i’f (-),u(-); Mo, y*, lo 1) ( )

Nach dem Darstellungssatz von Riesz (Satz B.10) existiert ein signiertes regulires Vek-

tormall v mit

T

<y*,F(:U(),u())> = /t 1 [x(t) — x(to) —/ (p(T,:L‘(T),U(T))dT - dv(t).

to
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Ferner verwenden wir die Fréchet-Ableitungen der Abbildungen J und F' im Punkt
(z.(-),us(")) (vgl. Lemma 2.12, Lemma 2.14) und

Hy(z.(-)x() = x(to),  Hi(2.())a (") = x(t).

Dann lautet die Beziechung (2.50):

0 — Ao/l<fx(t,x*(t),u*(t)),:v(t»wdt

4—/151 {m —x(ty) — /t 0o (T, 2 (7), ws (7)) (T)dT | - du(2)
o, #(to) ) + (o, (1) (252)

Nach partieller Integration bzgl. dem signierten Borelschen Vektormafl im zweiten Sum-
manden (vgl. Satz B.13), d.h.

/t:l [/t (T, $*(7)7U*(7))$(7)d7:|T du(t)

= /ttl <¢f(tfﬂ* (t)) / )>Rndt7

0

bringen wir (2.52) auf die Gestalt

t1

0 — /“ <>\Ofx(t,x*(t),u*(t))—gof(t,x*(t),u*(t))/ dI/(T),:E(t)>Rndt

to t

[ et e + (o~ [ ,200)) + a0

to to

Die rechte Seite dieser Gleichung stellt die Anwendung eines linearen Funktionals
T C([to,tl],Rn) — R

dar. Da alle vorkommenden Ableitungen in allen Variablen als stetig vorausgesetzt
wurden und v ein signiertes regulédres Borelsches Vektormaf ist, ist dieser Operator
beschriankt, also auch stetig.
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Nach dem Darstellungssatz von Riesz existiert genau ein reguléres Borelsches Vektor-
mafl p mit

t1

T(a() = / £(O)du(t) i alle 2(-) € C([to, 1], R").
to

Aus der Eigenschaft T'(z(-)) = 0 fiir alle z(-) € C([to, t1], R") folgt daher, dass p das

Nullmaf ist. Insbesondere gilt damit fiir die Einschrénkung von 7" € C* ([to, t1], ]R”) auf

Teilabschnitte:

/bx(t)du(t) fiir alle z(-) € C([a,b],R"), to < a <b<t.

Es sei s € (to, t1] beliebig und wir definieren

1]Rn, s<t< tl,
T t) = t—1t
Q O gn, to<t<s.
S — t(]
t1
Setzen wir p(t) = dv(7), so erhalten wir aus der Einschrinkung von 7' auf das

t
Intervall [t,¢1], s <t < ty, und aus T(xs()) = 0 in Vektorform die Beziehung

p(t) = /ttl (905 (7-, 2o (T), Use (T))p(T) — Mo fe (7’, z.(7), u*(T))>dT —

fur alle ¢ € (to,t1], und damit ferner p(ty) = lp. Damit sind (2.5) und (2.6) gezeigt.
Die Beziehung (2.51) ist mit der folgenden dquivalent:

/t :1 Nof (2. (t), u.(t)) dt — /: { /t: o (7, 2.(7), u*(r))dr] " du(t)
= min {/tl Xof (. w.(t), u(t))dt

u(-)€L>([to,t1],U) | J4,
t1 t r
_/ {/ gp(T, x*(T),u(T))dT:| -dV(t) .
to to
Es gilt aber

INTRG o) )] ) - [ (#aoaiey: [ am)a

= /l<p(t),@(t,x*(t),u(t)»Rndt.

to
Aus diesen beiden Beziehungen folgt

/t [)\of(t z(t),us(t)) — (p(t), o(t, z. )U*(t))>Rn]dt

to

— i / o (ta0). u(t) — (p0) (1.2 (0), u0))), . (259)

u(-)€L>([to,t1],U) to
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Wir werden zeigen, dass diese Gleichung zur Maximumsbedingung (2.7) fiihrt. Die fol-
gende Argumentation mit Hilfe Lebesguescher Punkte (Natanson [26], S. 283) orientiert
sich an dem Beweis in Wagner [34], S. 553 1.

Es bezeichnen T}, T, bzw. T, die Menge aller Punkte ¢ € (¢, 1), in denen die Funktion
t — f(t,z(t),us(t)) und die Vektorfunktionen t — ¢(t, 2. (t), us(t)) bzw. t — p(t)
keine Lebesgueschen Punkte besitzen. Da die Funktion ¢ — f (¢, 2.(t), u.(t)) integrier-
bar und die Vektorfunktionen ¢ — (¢, .(t),u.(t)) und ¢ — p(t) komponentenweise
integrierbar auf [to,t;] sind, sind die Mengen T}, T, und T, abzdhlbar ([26], Satz 5,
S.284). Ferner, da f und ¢ stetige Abbildungen sind und z,(-) eine stetige Funktion
auf [to, 1] ist, sind fiir jedes v € U alle t € (ty,t1) Lebesguesche Punkte der Abbildungen
t— f(t,z.(t),v), t — p(t,2.(t),v) ([26], Satz 6, S.285).

EsseiT e T = (to,t1) \ (T UT,UT,) und v € U. Dann gehort fiir jedes 0 < A < t; —7
die Abbildung

un(t) = w(t) + Xrran () (v — ()

dem Raum Loo([to, t1], U) an und 7 ist Lebesguescher Punkt von ¢ — f(t, x4 (1), u,\(t))
und ¢ — (¢, z.(t), ux(t)). Letzteres folgt aus der Definition eines Lebesgueschen Punk-
tes, denn es gilt fiir alle n > ng, 0 < nio <A,

1

_/T+n f(t,x*(t),u,\(t)) dt = !

L[ ) de = (i ),0) firn— o,

n n

da 7 Lebesguescher Punkt von ¢ — f(¢,z.(t),v) ist. Ebenso folgt dies fiir ¢.
Wegen (2.53), diese Bedingung verwenden wir nun mit der Pontrjagin-Funktion H, gilt
fiir .

un(t) = us(t) + X[WJF%)(t)(v —u (1)), 0< - <t —r,

die Relation

/tl [H (£, 2. (1), . (), p(t), Ao) — H (£, 2.(£), un(£), p(t), Ao)] dt

[ 000,00, 20) — H (120,000, ) 2

fiir alle n mit % < t; — 7. Daraus folgt, da 7 auch Lebesguescher Punkt der Funktionen
t — H(t, 2. (t), u.(t), p(t), Xo) und t — H(t,z.(t),v,p(t), Ao) ist, die Beziehung

’H‘%
lim CH (2. (8), 1w (1), p(£), Ao) — H (£ 2.(£), v, plt), Ao) ] d

n—oo M J_

= H(T, o (T), us (1), p(7), )\0) — H(T, 2o (T), v, p(7), )\0) > 0.

Fiir jedes 7 € T ist diese Ungleichung fiir alle v € U erfiillt und daher die Maximums-
bedingung (2.7) gezeigt.
Damit ist das Maximumprinzip bewiesen.



Kapitel 3

Zum Subdifferential der
Zustandsbeschrinkungen

Aufgaben der Optimalen Steuerung mit Zustandsbeschrénkungen beinhalten Nebenbe-
dingungen der Form
o(t,z(t) <0, tE€ [ty t].

Um die Aufgabe mit Zustandsbeschriankungen als abstrakte Optimierungsaufgabe zu
formulieren, verkniipfen wir die Nebenbedingung mit der Maximumfunktion

g: C(lto, 1], R") = R, g(y(")) = max y(t)

t€la,b]

und betrachten die Abbildung

fC(to, i, R") = R, f(a(-) = max w(t,z(1)).
Diese Abbildung ist i. a. nicht differenzierbar.
Aus diesem Grund stellen wir nun ein allgemeineres Kalkiil, namlich die Subdifferenti-
alrechnung, vor. Bei der Untersuchung konvexer Funktionen und der klassischen Rich-
tungsableitung folgen wir Ioffe & Tichomirov [25]. Den Zusammenhang zwischen der
klassischen und der Clarke’schen Richtungsableitung konvexer Funktionen haben wir
Clarke [11] entnommen.
Die in diesem Kapitel abschlielende Berechnung des Subdifferentials der Abbildung

f(2(-)) = max o(t, x(t))

te(a,b]

erfolgt nach [25].

Es seien X, Y Banachraume. Eine Funktion f auf X ist eine Abbildung in die erweiterte
reelle Zahlengerade, d. h. -
f: X —>R=[-00,00].

Die Menge
dom f = {z € X | f(z) < 00}

73
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heiflt effektiver Definitionsbereich der Abbildung f.
Unter dem Epigraphen von f verstehen wir die Menge

epif={(a,2) ERx X |a> f(z)}.

Die Funktion f heifit eigentlich, falls dom f # () und f(x) > —oo fiir alle z € X ([25],
S.55).

Definition 3.1 (klassische Richtungsableitung) ([25], S.176.) Es sei f eine Funk-
tion auf X. Fzistiert fiir alle z € X der eigentliche oder uneigentliche Grenzwert

s — i LX) 1)

A040 A ’

dann heifst f'(x;-), d. h. die Funktion z — f'(z;z), die (klassische) Richtungsableitung
der Funktion f im Punkt x.
Ist |f(z)| = oo, dann ezistiert die Richtungsableitung nicht.

Definition 3.2 (Clarke’sche Richtungsableitung) ([11], S.25.) Es sei f : X — R
und x € X mit |f(x)| < oco. Der Grenzwert

fo(l'; Z) _ limsup f(y + )‘Z) — f(y)

y—T A
A—04+0

heifit Clarke’scher Gradient in x und die Funktion z — f°(x;z) die Clarke’sche Rich-
tungsableitung.

In dieser Definition wird die Existenz des Clarke’schen Gradienten nicht explizit gefor-
dert, da lediglich der Limes superior (vgl. Abschnitt B.4) betrachtet wird ([11], S. 25).

Definition 3.3 (reguléire Funktion) ([11], Definition 2.3.4, 5.39.) Es ezistiere fiir
die Funktion f : X — R im Punkt x die klassische Richtungsableitung f'(x;-) und es
sei f'(x;+) = f°(x;-). Dann heifit die Funktion f im Punkt x regulér.

3.1 Subdifferential konvexer Funktionen

3.1.1 Konvexe, homogene und konjugierte Funktionen

Es sei f eine eigentliche Funktion auf X. f heifit konvex, wenn die Menge epi f konvex
im Raum R x X ist ([25], S.55). Eine eigentliche Funktion f ist genau dann konvex,
wenn fiir alle x1, 29 € X, 0 < a <1 die Jensensche Ungleichung

flazy + (1= a)zs) < af(z) + (1 —a)f(z2)

gilt ([25], S.155).
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Die Funktion f heifit homogen, falls f(0) = 0 und f(Ax) = \f(x) fir allex € X, A >0
ist. Aufgrund der Bedingung fiir die Konvexitét eines Kegels ergibt sich sofort, dass
eine homogene Funktion f genau dann konvex ist, wenn

f@)+fy) = fz+y)
fur alle z,y € X gilt ([25], S. 175).

Als die Young-Fenchel-Transformierte oder auch als die zu f konjugierte Funktion be-
zeichnet man die durch

fr(@") = sup ((2", ) — f(2))

zeX

auf X* definierte Funktion. Fiir eigentliche Funktionen haben wir dabei das Supremum
lediglich iiber dom f zu bilden.
Aus der Definition der konjugierten Funktion folgt die Young-Fenchel-Ungleichung

f@) + (@) = (a7, 2),

die fiir alle x € X, x* € X* gilt, falls der Ausdruck auf der linken Seite definiert ist. Ist f
eine eigentliche Funktion und zg € dom f, dann folgt f*(z*) > (z*, z0) — f(zg) > —00.
D.h., dass fiir eigentliche Funktionen die linke Seite der Young-Fenchel-Ungleichung
stets — gegebenfalls mit +oo — definiert ist ([25], S. 159).

Satz 3.4 (Stetigkeit konvexer Funktionen) (Vgl. [25], Satz 1, S.159.) Es sei f ei-
ne eigentliche konvere Funktion auf X .

a) Die Funktion [ ist genau dann in dem Punkt xq stetig, wenn sie auf einer Umgebung
dieses Punktes nach oben beschrinkt ist.

b) Ist f in einem Punkt stetig, dann gilt int(dom f) # (). Ist umgekehrt int(dom f) # (),
dann ist f auf int(dom f) stetig.

Lemma 3.5 (Stetigkeit homogener Funktionen) ([25], Hilfssatz 2, S.176.) Es sei
f eine homogene Funktion auf X. Ist f auf einer Umgebung des Nullpunktes stetig, so
ist fauch auf X stetig.

3.1.2 Das Subdifferential der konvexen Analysis

Definition 3.6 (Subdifferential der konvexen Analysis) ([25], S.56.) Es sei f ei-
ne eigentliche konvere Funktion. Fin Funktional x* € X* heifit Subgradient der Funk-
tion f im Punkt x, wenn fir alle z € X die Ungleichung

f(z) = f(z) =2 (&%, 2 — @)

erfillt ist. Die Menge aller Subgradienten der Funktion f im Punkt x wird Subdifferen-
tial der Funktion f im Punkt x genannt und mit Of bezeichnet, d. h.

Of(z) = {z* € X~ ‘ f(2) = f(z) > (2*,z — a) fir alle z € X}.
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Lemma 3.7 ([25], Hilfssatz 1, S.179.) Es sei f eine eigentliche konvexe Funktion auf
X. Dann gilt

vt € df(x) & f(x) + [7(27) = (2%, x)

fiir alle x € dom f.

Beweis: (Vgl. [25], S.180.) ”=": Ist z* Subgradient von f in x, dann gilt nach Definition
f(z) = f(x) > (z*,z — x) fir alle z € X. Aus dieser Beziechung folgt die Relation
(x*,z) — f(x) > (x%,z) — f(2) fur alle z € X und zusammen mit der Young-Fenchel-
Ungleichung die Behauptung.

7<": Es sei z € X beliebig. Wir subtrahieren auf beiden Seiten (z*, z) und erhalten

f(:[) + f*(IL’*> - <$*, Z> = <IL’*,$ - Z>
Nach Definition gilt f*(z*) — (z*,z) > —f(2), d.h.
f@) = f(z) < (@% 0 —2) = f(2) = f(2) =2 (2", 2 — )

fiir alle z € X. Also ist x* Subgradient von f
q. e.d.

Lemma 3.8 ([25], Beispiel 3, S. 180.) Es sei f eine eigentliche homogene konvexe Funk-
tion und x # 0. Dann ist

of (z {x € df(0 ‘ f(z (x* x)}
Beweis: Es sei x* Subgradlent von f in x # 0. Dann gilt f(0) =0, da f homogen, und

f(@) = f(x) = f(0) = (2", 2 = 0) = (z", 2) = 0 = (27, 2) — f(x).
Weiterhin gilt nach letztem Lemma, da f konvex ist:
fr(a?) = (%, x) = f(x).
Aus beiden Beziehungen ergibt sich f*(z*) = 0, denn
02 (% 2) = flz) = F1(2") = sup ({2, 2) = f(2)) = (z",0) — f(0) = 0.

Auflerdem folgt aus f*(z*) = 0, dass (z*,2) — f(2) < 0= (z*,0) — f(0) fur alle z € X
gilt und daher z* € 9f(0) ist. Insgesamt erhalten wir damit
df(x) = {x*EX*}f <:1: z) und f(z) > (z*, z) fiir alle z € X}
{:1: € df(0 } f(x) = (z* :1:}}
q.e.d.

Satz 3.9 (Satz von Moreau-Rockafellar) ([25], S.57.) Es seien fi, fo eigentliche
konvexe Funktionen auf X. Ist eine der Funktionen stetig in einem Punkt, der dem
effektiven Definitionsbereich der anderen Funktion angehdrt, so gilt fir alle x € X

O(f1 + f2)(x) = 0f1(x) + O fa(x)

im Sinne einer Minkowski-Addition.
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3.1.3 Die klassische Richtungsableitung konvexer Funktionen

Satz 3.10 (Existenz der Richtungsableitung) ([25], Hilfssatz 3, S.177.) Es sei f
eine eigentliche konvexe Funktion auf X. Dann existiert in jedem Punkt der Menge
dom f die Richtungsableitung von f. Dabei gilt

o fla+Az) — f(x)

/ . —_—

o) = g I

Auferdem nimmt der Quotient bzgl. X nicht ab, d. h. (vgl. [25], S.177)
flx+\iz) — f(z) < [z + Aoz) — f(z)

)\1 o )\2
Folgerung 3.11 ([25], S.176, S.178.) f'(z;-) ist eine homogene Funktion, denn es ist
f'(x;0) = 0 und fir alle « > 0 gilt

Aaz) — Az) —
f'w;az) = lim flot a/\z) @) _ . Jim flot aoj\) o) _ af'(z;2).

fUTO < /\1 < /\2.

Ist f eine konvexe Funktion, so folgt aus

flz+3W+2)— f(z)

floy+2) = AEIOEO X
2
S )\E{ﬂo f(l’ + )\y) B f(l’) —)i\_ f(l’ + )‘Z) - f(ZE) _ f’(:c;y) + f/<£C; Z),

dass die Richtungsableitung von f ebenfalls konvex ist.

Satz 3.12 (Stetigkeit der Richtungsableitung) (Vgl. [25], Hilfssatz 4, S.178.) Es
sei f eine eigentliche konvexe Funktion auf X, die tm Punkt x stetig ist. Dann ist die
Richtungsableitung f'(x;-) eine eigentliche stetige Funktion, d.h. f'(x;z) > —oo fiir
alle z € X und die Funktion z — f'(x; z) ist auf X stetig.

Satz 3.13 (Gleichmiflige Konvergenz bzgl. einer Richtung) FEs sei f eine ei-
gentliche konvexe Funktion, die im Punkt xq stetig ist. Dann existiert zu jedem festen
x € X und zu jedem € > 0 eine Umgebung U C X des Punktes x und eine Zahl \g > 0

mit
flzo + Az) — f(z0)
A

fiir alle z € U und alle 0 < X < )Ag.

— f(wo; )| < e

Beweis: (Vgl. [25], S.189f.) Da die Funktion f im Punkt z, stetig ist, ist sie nach dem
Satz iiber die Stetigkeit konvexer Funktionen auch auf einer gewissen Umgebung U
stetig. Wir wahlen die Zahl \g in der Weise, dass erstens xy + Agx € Uy erfiillt ist und

zweitens
f(xo+ Ax) — f(20)

3 — f(wo; ) <

DO ™
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fiir alle 0 < A < A gilt. Das ist nach Satz 3.10 méglich.
Wegen zy + Aox € Up ist die Funktion f im Punkt xy + Aoz stetig. Daher kann man
eine Umgebung U des Punktes x angeben mit
f(mo + Aoz) = fwo+ Xoz) €
< —_
Ao 2
fiir alle z € U. O.B.d. A. kénnen wir annehmen, dass die Menge U symmetrisch bzgl.

des Punktes z ist. Andernfalls betrachten wir statt U die Menge (U — {z}) N (=U +
{z}) 4+ {z}. Fiir z € U,0 < A < Ao, gilt (Satz 3.10)

flzo +Az) = fwo) _ flxo+ Ao2) — f(o)
A - Ao '

Daher ist fiir z € U,0 < A < Ag:
f(xo + A2) — f(x0)

\ — f'(xo; ) A — f(woi )
0
f(@o + >\0/\$0) — f(zo) [ (2o ) + % <e.

Andererseits enthélt die symmetrische Menge U mit jedem Punkt z auch einen Punkt
y mit x = %(y + z). Dann gilt fiir diese Punkte x,y und z:

1 1

Aus der Konvexitit von f folgt daraus

1 1
flxo+Az) < §f<x0 + \y) + éf(xo + \z2).
Da der Quotient bzgl. A nicht abnimmt gilt

f($0+5\x) — f(20) < f(xo + Ax) — f(20)
2 - A

f'(zo; z) = inf , 0< A< A,
3>0

und wir erhalten

F(wo;z) — flxo+Az) = f(wo) _ flwo+ Ax) — f(wo)  f(xo+ A2) — f(20)

S —

A A A
flao+Az)  2f(xo+ Ax) — flzo+Ay) _ flao+Ay)  flxo+ Ax)
- A A N A A
< f(l"o;)\y) . (f/(ZEo;l’) + (f0)> < f(xo_‘_)‘?i) — f(xo) —f/($0;17> < e

Damit haben wir gezeigt, dass fiir alle z € U und 0 < A < )¢ und die Beziehung

fxo + Az) — f(x0)
A

<e€

— f(wo; )

erfullt ist.
q.e.d.
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Lemma 3.14 (Vgl. [25], S.179f.) Es sei f eine eigentliche konvexe Funktion auf X.
Dann gilt

df (z) = 0f'(x;0)

fiir alle x € dom f.

3.1.4 Clarke’sches Subdifferential konvexer Funktionen

Essei f: X — R und M eine Teilmenge des Banachraumes X. Die Funktion f geniigt
auf M einer Lipschitz-Bedingung, falls es eine positive Konstante K gibt, so dass fiir
alle z,y € M gilt:

[f(z) = fy)l < Kllz —yl[x.

Wir nennen f im Punkt x lokal Lipschitz-stetig, falls es eine Umgebung des Punktes x
gibt, auf der f einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

Definition 3.15 (Clarke’sches Subdifferential) ([11], S.27.) Es sei die Funktion
f: X — R im Punkt x lokal Lipschitz-stetig. Dann heifit die Menge

Of(x) = {a* € X*| f°(w;2) > (a*,2) fiir alle z € X}
das Clarke’sche Subdifferential von f im Punkt x.

Satz 3.16 a) ([11], Proposition 2.2.6, S.34.) Es sei f eine konvexe Funktion, die auf
einer offenen konvexen Teilmenge U C X nach oben beschrinkt ist. Dann ist f in jedem
Punkt x € U lokal Lipschitz-stetig.

b) ([11], Proposition 2.2.7, S.36.) Es sei f eine konvexe Funktion und im Punkt x lokal
Lipschitz-stetig. Dann ist f requldr und es stimmen das Subdifferential der konvexen
Analysis und das Clarke’sche Subdifferential tiberein.

Mit dem Satz iiber die Stetigkeit konvexer Funktionen folgt aus dem letzten Satz und
den Ergebnissen des letzten Abschnitts:

Folgerung 3.17 Es sei f eine konvexe Funktion auf dem Banachraum X, die im Punkt
x stetig ist. Dann ist f im Punkt x reguldr, die klassische und die Clarke’sche Rich-
tungsableitung sind tm Punkt x homogen, konver und auf X stetig, und konvergieren
in diesem Punkt nach Satz 3.13 gleichmaf$ig bzgl. einer Richtung. Ferner stimmen das
Subdifferential der konvexen Analysis und das Clarke’sche Subdifferential iberein. Aus
diesem Grund haben wir bisher fir die konvexen Funktionen zwischen beiden Subdiffe-
rentialbegriffen in der Symbolik nicht streng unterschieden.

Die Clarke’schen Richtungsableitungen f;(z;-), fs(x;-) von konvexen und im Punkt
x stetiger Funktionen fi, fo sind stetige konvexe Funktionen. Auf diese Funktionen
2z — f{(x; z) baw. z — f5(x; 2) 1aBt sich der Satz von Moreau-Rockafellar der konvexen
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Analysis auf den Punkt z = 0 anwenden. Daher gilt fiir das Subdifferential der konvexen
Analysis
Of1 (;0) + 0f; (2;0) = O(f1 + f2)° (2 0).

Nach obiger Definition des Clarke’schen Subdifferentials konvexer Funktionen folgt da-
mit unmittelbar fiir die Funktionen f; und fs:

df1(x) + dfa2(x) = 9(f1 + fa) ().

Diese Beziehung bleibt richtig, wenn wir lediglich fordern, dass die Clarke’schen Rich-
tungsableitungen der lokal Lipschitz-stetigen Funktionen fi, fo stetige konvexe Funk-
tionen sind.

Satz 3.18 Es seien im Punkt x die Clarke’schen Richtungsableitungen f{(x;-), fs(xz;-)
der in x lokal Lipschitz-stetigen Funktionen f, und fo konvexre und stetige Funktionen.
Dann qilt fiir das Clarke’sche Subdifferential in diesem Punkt

df1(x) + 0fa2(x) = 9(f1 + fa) ().

3.1.5 Das Subdifferential der Funktion g(z(-)) = m[a)bc] x(t)
te|a,

Bei der Berechnung dieses Subdifferentials halten wir uns an [25], S. 197f.

Es sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Im Raum C(I,R) betrachten wir die

Funktion
g(x () = maxa(t).

Diese Funktion ist offenbar eigentlich, konvex, homogen und wegen |g(z(-))| = [|z(-)[|s
stetig. Das Subdifferential dg(0) besteht nach Definition aus denjenigen signierten re-
guldren Borelschen Maflen y auf der Borelschen o-Algebra {iber I, die der Bedingung

max z(t) > /a:(t) du(t)

tel I

fir alle z(-) € C(I,R) geniigen.

Hieraus folgt, dass das Mafl p nichtnegativ ist und / du(t) =1 gilt.
I

Denn es gilt fiir —z(t) nach obiger Ungleichung

/Im(t) dp(t) > —max (— z(t)) = minz(t).

tel tel

Ist daher x(t) > 0 fiir alle ¢ € I, so ist auch /x(t) du(t) > 0. Aus der Folgerung B.11

I
des Darstellungssatzes von Riesz erhalten wir daraus, dass das Maf} nichtnegativ ist.
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Weiterhin gehoren alle nichtnegative p mit / du(t) =1 zu 9g(0), denn fir diese ist die
I
Relation

max a(t) = max () - /[ n(t) = [ maveatt) du(t) = / (1) dp(t)

tel tel tel I

fur alle z(-) € C(I,R) erfillt. Offenbar ist auch umgekehrt, wenn g nichtnegativ ist
und Norm Eins hat, die Ungleichung

max z(t) > /:E(t) du(t)

tel I

richtig. Somit haben wir das Subdifferential der Funktion g im Nullpunkt berechnet.
Fiir z(-) # 0 gilt nach Lemma 3.8

00(c)) = {1 € 29(0) | maxatt) = [t

1

mit dem eben berechneten Subdifferential
0g(0) = {,u € (C(I,R))*‘u >0 und /d,u(t) = 1}.
I
Wir zeigen, dass die Mafe yu € dg(z(-)) auf den Mengen

T:{TEI

w(r) = maxx(t)}

tel

konzentriert sind. Der Kiirze halber bezeichne M das Maximum von z(-) auf I. I\ T'
ist offen, da T abgeschlossen ist. Angenommen, es existiert eine melbare Menge B C [
mit BNT = () und p(B) > 0. Dann gilt

/B 2(t) du(t) < / V) > [ i < [ i)

und damit folgt der Widerspruch

max z(t) = /I Mdu(t) — /T M) + ot auto

tel
> / M du(t) +/ x(t) du(t) = /w(t) du(t).
T T I
Ist umgekehrt p nichtnegativ und besitzt Norm Eins, dann gehort p der Menge 0g(0)
an. Wenn p zusétzlich auf der Menge T" konzentriert ist, dann gilt

max z(t) = /Ix(t) dpu(t).

tel

Zusammenfassend besteht das Subdifferential der Funktion ¢ in einem vom Nullpunkt
verschiedenen Punkt z(-) aus den nichtnegativen reguldren Borelschen Mafien auf der
Borelschen o-Algebra iiber I, deren Norm gleich Eins ist und die auf der Menge T
konzentriert sind.
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3.2 Eine spezielle Verkettung von Funktionen

3.2.1 Eine Kettenregel

In diesem gesamten Abschnitt treffen wir folgende Annahmen:

— X und Y sind Banachraume,

— G : X — Y ist im Punkt o € X Fréchet-differenzierbar,

— ¢ :Y — R ist eigentlich, konvex und im Punkt G(x) stetig.
Wegen der Stetigkeit der Abbildung G im Punkt xq existiert zu jeder Umgebung V C Y
des Punktes G(z¢) eine Umgebung U C X des Punktes zo mit G(z) € V fir alle z € U.
Ferner folgt aus Satz 3.16, dass die Funktion g auf einer Umgebung des Punktes G ()
einer Lipschitz-Bedingung geniigt, also in diesem Punkt lokal Lipschitz-stetig ist. Daher
ist unter den eben getroffenen Annahmen die Abbildung f : X — Rmit f(z) = g(G(z))
im Punkt z lokal Lipschitz-stetig.

Lemma 3.19 (Vgl. [25], Satz 2, S.191.) Unter obigen Voraussetzungen ist g’(G(xo); )
eine eigentliche stetige Funktion auf Y. Ferner existiert unter diesen Voraussetzungen
im Punkt o die klassische Richtungsableitung der Funktion f(z) = g(G(z)). Die Funk-
tion f'(xo;-) ist stetig und konvex, die Richtungsableitung konvergiert gleichmdfig bzgl.
einer Richtung und es gilt im Punkt xy:

f'(wo; ) = g (G (0); G'(w0)).

Beweis: (Vgl. [25], S.191f.) Aus dem Satz 3.12 iiber die Stetigkeit der Richtungsablei-
tung konvexer Funktionen folgt unmittelbar, dass ¢ (G (x0); ) eigentlich und stetig auf
Y ist.

Nach Satz 3.13 148t sich zu jedem e > 0 eine Umgebung V' C Y des Punktes G'(x¢)x
und eine Zahl A\; > 0 angeben mit

9(G<x0) + /\y) — Q(G(mo))
A

— ¢ (G(x0); G'(z0)x) | < €

firalley € V und 0 < A < Aq.
Weiterhin existieren wegen der Fréchet-Differenzierbarkeit der Abbildung G in xz( eine
Umgebung U C X von x und eine Zahl Ag > 0 mit

G(zo + Az) — G(xp)
A

eV

fir alle z € U und 0 < A < Ag. Daher hat man fiir z € U und 0 < A < min{\o, A\ }

G(zo + Az) — G(xp)

\ eV
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und folglich

f({L’o + )\i\) - f(xO) . g/ (G(JfO)a G/(:L’O).l’)

_|9(Glao + AZ))\) —9(Gl) 9 (G(x0); G'(wo))

_ ! <G<x°) A (G(:EOHE\)_G(IO))) —9(G0) 9'(G(20); G'(wo)) | < e.

Damit haben wir gezeigt, dass f/(zo;z) = ¢'(G(z0); G'(z0)z) ist und die Richtungs-
ableitung bzgl. einer beliebig gewéhlten Richtung x € X gleichméfig konvergiert.
Noch zu zeigen haben wir die Stetigkeit und Konvexitat von f'(zo;-).

Da ¢ (G(wo); ) stetig ist, ist offenbar auch f’(x¢;-) stetig. Ferner folgt aus der Linea-
ritéit des Operators G’ (z0) und der Konvexitéit der Richtungsableitung ¢ (G(o); ), dass
f'(xq; ) eine konvexe Funktion ist.

q.e.d.

Lemma 3.20 FEs seien obige Annahmen fiir g und G erfullt. Ist die Funktion g requldr,
dann ist auch f(z) = g(G(x)) regulir.

Beweis: Nach Satz B.23 existieren Folgen {z,}, {\,} mit x, — z¢, A, — 0+ 0 und

n—00 )\n

= [*(wo; @).
Mit diesen Folgen erhalten wir mit letztem Lemma und aus der Regularitiat von g:

f(xn + Anx) - f(xn)

fxo;z) = llm )
gy 9(G G+ Ani)) —9(GE) g YOG M)A) —9(Gy)
e g 2200
= §'(G(x0); G'(wo)x) = [ (0; 2).
Andererseits gilt:
f/(xo;x) _ )\l_i)ge_o f(xﬂ + )\l’)\) — f(l’o) < hgiil;p f(y + )\QZ’)\) — f(y) _ fo(l'();ﬂf)-

A—040

Aus diesen beiden Ungleichungen folgt die Regularitit von f.
q.e.d.
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Satz 3.21 (Kettenregel) (Vgl. [25], Satz 2, S.191.) Es seien X undY Banachrdume.
Die Abbildung G : X — Y sei im Punkt xo € X Fréchet-differenzierbar; g sei eine

eigentliche konveze Funktion aufY , die im Punkt G(xq) stetig ist. Ferner sei g requldr.
Dann gilt fir das Clarke’sche Subdifferential der Funktion f(z) = g(G(x)) in To:

Beweis: (Vgl. [25], S.167f.) Wir bemerken zunéchst, dass nach letztem Lemma mit der
Funktion ¢ auch die Funktion f regulér ist.
Ist y* € 0g(G(x0)), dann gilt nach Definition

(v, y) < g°(Glxo);y) fiiralley €Y.
Daraus folgt nach Lemma 3.19 fiir y € Im G'(z) C Y~
(W' y) = (y*, G'(xo)x) < ¢°(G(0); G' (o)) = f°(0; ).
Wegen (y*, G'(zo)x) = (G™*(z0)y*, x) bedeutet dies, dass
G"(0)g (G (x0)) C Of (o)

gilt. Die Relation G"(10)0g(G(z0)) C Of(x0) haben wir damit gezeigt.

Wir zeigen, dass man die Inklusion durch ”=" ersetzen kann. Dazu haben wir zu zeigen,
dass es zu jedem z* € Of (x0) ein yi € Y* mit z* = G™(20)y; und yg; € 9g(G (o)) gibt.
Im Weiteren folgen wir dem Beweis nach [25], S. 167f.

Die Funktion v : X — R, die jedem x den Wert ¢°(G(zo); G'(w9)z) zuordnet, ist
eigentlich, stetig, homogen und konvex. Denn ¢° (G(xg); ) ist homogen, konvex und
nach Lemma 3.19 eigentlich und stetig, was unter der in xy Fréchet-differenzierbaren
Abbildung G offenbar erhalten bleibt.

Dann folgt aus z* € 0f(xg), dass y*(2*) = 0 fir die Young-Fenchel-Transformierte

7" (@) = sup ((a”.@) = (x)

gilt. Es ist ndmlich

1" € 0f(wo) = 0f(10:0) & (a",2) < f*(w0i2) = ¢°(G(x0): G (wo)r) = ()
&zt e 0v(0).

Das ist nach Lemma 3.7 fiir eigentliche konvexe Funktionen genau dann der Fall, falls
Y(0) +77(2") = (z7,0)

gilt. Daraus erhalten wir v*(z*) = 0.
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Im Raum R x Y betrachten wir die lineare Mannigfaltigkeit
M = {(o,y) € Rx Y |3z € X mit o = (z*,z), y = G'(wp)z }.

Diese hat mit dem Inneren von epig® (G(xo); ) einen leeren Durchschnitt, weil sonst
fiir ein gewisses x € X

9°(G(x0); G' (o)) = y(2) < (2", )
gelten wiirde, d. h.
0 < (2% 2) —y(z) <7 (") = 0.
Nach dem Satz von Hahn-Banach (Satz B.18) kann man die Mengen epi g° (G(azo); )

und M durch ein nichttriviales lineares Funktional (3, y*) € R x Y* trennen:

+ *7 < inf + *’ )
(oeenis® (Ba+{yy) < it (Ba+{y"y)

Im Fall 3 = 0 ist y* von Null verschieden und trennt die Mengen dom ¢°(G(zo); -) und
Im G’ (xy). Das widerspricht der Stetigkeit von ¢°(G(zo);-) auf Y.

Ferner kann (3 nicht positiv sein, weil sonst die obere Grenze auf der linken Seite gleich
+oo wire. Also gilt g < 0.

Wir dividieren obige Ungleichung durch |3|, setzen y = y*/|5] und erhalten

sup ({5 0)—a) = sup ({5 9) — 9" (Glao)i) )

(a,y)€epig° yeY

inf (<y87y> - a) = ;g)f( (<y(>)k’ G/(:EO):E> - <JJ*,ZL‘>)

(a,y)eM

Da sup ((y*, y) —g° (G (o); y)) > —oo fiir alle y* ist, ergibt sich hieraus z* = G"™(x¢)y;,
yey

denn sonst wére in der Ungleichung

inf (45, G'(wo)w) — (2%, 2)) = Inf(G" (z0)yy — 27, w) = —o0.

Somit gilt z* = G™*(zo)yg;. Weiter folgt damit in der Ungleichung

sup <<y61 y) — 9°(G(xo0); y)) <0,

yey

und dass daher fiir alle y € Y die Beziehung

(W, ) < 9°(G(x0); )

erfiillt ist. Also gilt y5 € 0g(G(x0)).
q.e.d.
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3.2.2 Das Subdifferential der Funktion f(z(:)) = m[a%ﬁ o(t,z(t))
tela,

I = [a,b] C R sei ein kompaktes Intervall und (¢, z) eine Funktion auf I x R", die
beziiglich beider Verdnderlicher stetig und fiir jedes t € I nach x stetig differenzierbar
ist. Ferner sei die Abbildung ¢, (t, x) in der Gesamtheit der Variablen stetig.

Wir betrachten auf C'(I,R™) die Funktion
f () = maxo(t, x(1))

und zeigen (vgl. [25], S.198f), dass das Subdifferential der Funktion f im Punkt z(-)
genau diejenigen linearen Funktionale x* enthélt, die sich darstellen lassen geméf

(", 2() = / (pa(t,2(8)), 2(8)),. dia(2),

wobei p ein nichtnegatives reguléres Borelsches Mafl auf der Borelschen o-Algebra iiber
I ist, das auf der Menge T = {7 € I| (7, 2(7)) = f(x(-))} konzentriert ist und fiir

das /du(t) =1 gilt.
I
In Abschnitt 4.3.4 werden wir zeigen, dass unter obigen Annahmen an ¢ die Abbildung
G:C(LR") — C(ILR),  [G(z()](t) = ¢(t,2(t)),
Fréchet-differenzierbar ist und

(G (2())2()] (1) = (ea (t, 2(1)), 2(1))

gilt (vgl. Lemma 4.9). Weiterhin ist die Funktion

g(z() = mex z(t)

auf C'(I,R) konvex und stetig. Daher ist sie nach Folgerung 3.17 regulér.
Somit kénnen wir zur Berechnung des Subdifferentials der Funktion f,

F(@() = maxo(t (1)) = g(G(x())
die Kettenregel (Satz 3.21) anwenden. Demnach gilt

0f (z(-)) = G"(2(-))09(G(x(")).
Das Subdifferential der Funktion ¢ haben wir bereits berechnet. Es besteht aus allen
nichtnegativen regulédren Borelschen Maflen p auf der Borelschen o-Algebra iiber I, fiir

die / du(t) =1 ist und die auf der Menge T" konzentriert sind.
I
Fiir 2* € G™(2(+))9g(G(x(+))) und 2(-) € C(I,R") gilt dann:

(@7, 2(:)) = (G"(2() . 2(-)) = (1. G"(2()) 2()) = /I<s0x(t,x(t)),2(t)>Rn dp(t).



Kapitel 4

Die zustandsbeschrinkte hybride
Aufgabe

4.1 Formulierung der Aufgabe und das PMP

In diesem Kapitel untersuchen wir die hybride Aufgabe mit Zustandsbeschrankun-
gen. Diese verallgemeinert die Grundaufgabe (2.1)—(2.4) in Kapitel 2 und das ,ein-
fache* hybride Steuerungsproblem (1.32)—(1.34) in Kapitel 1.

Erstens geschieht dies in der Weise, dass die Phasentrajektorie x(-) eines zuldssigen
Prozesses (siehe unten) zusétzlich die Phasenbeschréankungen

g](tvx(t)) S 07 te [t(]?tl]J .] = 17 S l7
und die Randbedingungen
ho(x(t0)) =0, hai(z(tr)) =0,

erfiillen muss. Die Zeitpunkte ty,t; € R sind weiterhin fest vorgegeben.
Zweitens nehmen wir an, dass zu verschiedenen Dynamiken moglicherweise verschiedene
nichtleere Steuerbereiche U; € R™i i =1, ..., k, gehoren. Wir setzen

U=U; x..xU, CR™ x ... x R"™
und betrachten Steuervariablen
u=(u',.,u*) e U, ' eR™.

Drittens macht es die Beweismethode, die bereits in der Grundaufgabe verwendet wur-
de, unumgénglich, die k-fache stiickweise Zerlegung (Definition 1.3) von [to, ;] durch
die Zerlegung in mefibare Intervalle zu ersetzen:

Definition 4.1 (k-fache Zerlegung) Unter einer k-fachen Zerlegung eines Intervalls
I C R wverstehen wir ein endliches System A = { Ay, ..., Ay} von Lebesque-mefbaren
Teilmengen von I mit

87
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a) Ulgigk Ai =1,
b) AlﬂA]:(bf’lLTZ#j
Im Weiteren bezeichnet 3*(I) = {A} = {{Ai}1<i<x} die Gesamtheit aller k-fachen

Zerlegungen des Intervalls 1.

Wir identifizieren die Elemente A = {A;}1<;<x aus 3%(/) durch die Vektorfunktion

XA(t) = (XA1(t)7 "'aXAk(t))a tel,

der charakteristischen Funktionen der Mengen A;.

Bemerkung 4.2 Streng genommen bezeichnen A; bzw. x4,(-), i = 1,..., k, Aquiva-
lenzklassen von Mengen bzw. Funktionen, die bzgl. des Lebesque-Majfles fast iiberall
tbereinstimmen. Aufgrund dessen, dass wir zu jedem Zeitpunkt genau eine Strategie
i € {1,...,k} auswdhlen, seien die Reprdisentanten immer so gewdhlt, dass die Bedin-
gungen in Definition 4.1 erfillt sind bzw. die charakteristischen Vektorfunktionen der

Mengen A; die Eigenschaft
k
i=1

fir alle t € [to, 1] besitzen.

Analog zum , einfachen® hybriden Steuerungsproblem erklaren wir die Verkniipfung mit

einer Zerlegung A = { Ay, ..., Ay} € 3%([to,t1]) und beachten dabei, dass die , Aktivie-

rung“ eines Index i € {1,...,k} zusitzlich auch auf den Vektor u = (ul,...,u*) € U

angewendet wird.
Wie in Kapitel 1.2 verwenden wir fiir die Verkniipfungen mit den Vektorfunktionen

o= (o1,..s0), f = (f1,..., fx) auf [to, 1] die Schreibweisen
Aog(t,zu) = xalt)op(t,z,u) = ZXAZ ) it

Ao f(t,x,u) = xua(t)o f(t,z,u) ZX“‘V - filt, muh).

Dabei sind f;(t, z,u’), @;(t, r,u’) auf R x R* x R™ 4 =1,...,k, und f(¢,z,u), ¢(t,x,u)
auf R x R x R™*+m% definiert.
Fiir die partiellen Ableitungen, insofern diese existieren, erkldren wir analog

Aot m,u) = xalt)opu(t,z,u) = ZXAZ u(t, ),

Aoft(t7$au) = X4 () fttxu ZXA fzttmu)
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bzw.

Aopy(t,m,u) = xalt)opult,x,u) = ZXA ity ul),

Ao folt,m,u) = xalt)o fult,z,u) = §}ml ) - fio(t,z,0).

Mit diesen Vorbetrachtungen formulieren wir die hybride Aufgabe mit Zustandsbe-
schrankungen auf folgende Weise:

J(z(-),u(-), A) —/tl ) o f(t,2(t), u(t))dt — inf, (4.1)
2(t) = xa(t) o o(t, z(t), u(t)), (4.2)
g;(t,z(t)) <0, telto,ts], j=1,..1, (4.3)
ho(z(to)) =0, hi(z(t1)) =0, (4.4)
u(t) ceU=U; x..xU, U 7’é @, Ae Bk([to,tl]). (45)

In der Aufgabe (4.1)—(4.5) sind ¢; > ty fest und

fitt,z,u’) : RxR*"xR™ =R, i=1,..,k,
pilt,z,u) : RxR"xR™ R i=1,..,k,
gj(t,z) : RxR"—=R, j=1,..,1,

)

h,(x R" - R*, .=0,1.

Der Index der dritten Variablen soll verdeutlichen, dass sich fiir verschiedene i, €
{1,...,k} die Steuerbereiche U;, Uy — und damit insbesondere auch die Dimensionen
m;, my — dieser Variablen unterscheiden koénnen.

Wir nennen ein Tripel (z(),u(-),A) mit z(-) € C([to,t1],R"), u(:) € L>®([to, t1],U)
und A € 3*([to, t1]) einen Steuerprozess. Ein Prozess (z(-), u(-), A) heiit zulissig in der
Aufgabe (4.1)-(4.5), wenn auf dem Intervall [ty,?;] die Funktion z(-) fast tiberall der
Gleichung

(1) = xalt) o p(t, x(t) }:xA it x(t), ' (1))

geniigt, die Phasenbeschrinkungen

g;(t.x(t)) <0, j=1,..1,

fiir alle ¢ € [to, t1] erfiillt sind, und in den Endpunkten ¢y,t; die Randbedingungen

ho(l’(to)) = 0, hl ((L’(tl)) =0
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gelten. Einen zuléissigen Steuerprozess (z.(-),u.(-),A.) nennen wir ein starkes lokales
Minimum, wenn eine Zahl ¢ > 0 derart existiert, dass fiir jeden anderen zuldssigen
Steuerprozess (z(-), u(-),.4) mit

[2() = z.()lleo <€

die Ungleichung
erfiillt ist.

Wir treffen folgende Annahmen fiir die zustandsbeschriankte hybride Aufgabe:
Fiir ¢ = 1,...,k besitzen die Funktionen f;(¢,x,u’) und die Abbildungen ;(t,z,u’)
folgende Eigenschaften:

o Stetigkeit in der Gesamtheit der Variablen,
e stetige Differenzierbarkeit bzgl. x,

e Stetigkeit der Abbildungen f;, (¢, x,u%), p;,(t, 2, u’) in der Gesamtheit der Vari-
ablen.

Ferner seien die Funktionen g;(t,z),j = 1,...,1,

e stetig, stetig nach x differenzierbar und es seien die Abbildungen g; (t,z) stetig
in der Gesamtheit der Variablen,

und die Abbildungen hg(z), hi(z) seien
o stetig differenzierbar.

Aufgrund dieser Annahmen iiber die Abbildungen f; und ¢; sind fiir einen Steuerprozess
(z(-),u(-), A) € C([to, t1], R™) x L>=([to, 1], U) x 3*([to, 1]) die folgenden Bedingungen
erfiillt:

e Die Abbildungen

t— xalt)o f(t,z(t),u)), t— xat)op(t z(t),ut))
sind auf [tg,t;] integrierbar.

e Es existieren eine Zahl ¢ > 0 und auf [ty, t;] integrierbare reellwertige Funktionen
01, 02 derart, dass fiir fast alle t € [to, t1]

Ixa(t)o folt, (t)+& u®)) e < 01(t),  [Ixa(t)ows(t, z(t)+& ut)) [rnxn < 01(t)
und

Ixa(t) o folt, 2(t) + & ult) — xa(t) o fo (£, 2(t), u(®)) [rr < 02(t) - [€]lre,
Ixa(t) 0 o (t,2(t) + & ut) — xa(t) © @a(t, 2(t), ult)) lrnsn < 02(t) - [|€]lrn

ausfallen, sobald ||€||g» < € ist.
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Fiir ©+ = 1, ..., k definieren wir die partiellen Pontrjaginschen Funktionen
H RxR"xR™xR"xR—R
geméf . A '
Hi(t,x,u',p, Ao) = (p, pi(t, z,u"))ge — Ao fi(t, z,u’).
Dann heifit fiir die hybride Aufgabe die Funktion

k
XA(t) © H(tv T,u,p, /\0) = ZXAz(t) ) Hz(ta xauinpy >‘0)
=1

= 3wl (e — Dofilh )

mit
H:RxR" x R™H-Fm x R™ x R — R*
die Pontrjaginsche Funktion.

Satz 4.3 (Pontrjaginsches Maximumprinzip) Wir nehmen an, dass die Funktio-
nen und Abbildungen f;, i, gj, h,,t =1,...k,j=1,...,1,0 = 0,1, die Annahmen fiir die
zustandsbeschrdnkte hybride Aufgabe erfillen.

Ist (z.(-),us("), A) ein starkes lokales Minimum in der Aufgabe (4.1)-(4.5), dann
existieren eine Zahl Ao > 0, Vektoren ly € R, [} € R*, eine Vektorfunktion p(-),
p: [to,t1] — R™, und auf den Mengen T; = {t € [to, t1] ‘gj (t,x*(t)) = 0} konzentrierte
nichtnegative regulire Borelsche MafSe p;, j = 1,...,1, (wobei diese Griflen nicht gleich-
zeitig verschwinden) derart, dass gilt:

a) Die Vektorfunktion p(-) ist Losung der Integralgleichung

p(t) = —hy' (e.(h)) ll"‘/thA*(T)OHx(Tyx*(T)aU*(T)ap(T)a)\o)dT

- Z/t 1 9y (T, (7)) dpi (7) (4.6)

mat
plto) = o' (w-(t0)) lo- (4.7)
b) Fiir fast alle t aus [to,t1] ist die Beziehung
o 8) 0 H (1 (1), 0.0, (0), %) = mas B (1. (0), 00,00, %) (49
1<i<k
erfillt.

In den Aufgaben ohne Zustandsbeschriankungen ist p(-) eine absolutstetige Funktion.
Liegen aber Phasenbeschriankungen vor, so kann die adjungierte Funktion p(-) Unste-
tigkeiten aufweisen, da in Gleichung (4.6) Integrale bzgl. der Mafle yi; vorkommen. Sie
ist jedoch stets eine Funktion beschriankter Variation, die linksseitig stetig ist (vgl. [25],
S.209 und Lemma B.16).
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4.2 Die verallgemeinerte Nadelvariation

4.2.1 Die Definition der verallgemeinerten Nadelvariation

In Abschnitt 2.2.2 haben wir das nachstehende Lemma bewiesen:

Lemma 2.4 FEs seien y,(+) : [to,t1] — R™, k = 1, ..., ko, beschrinkte mefbare Vektor-
funktionen. Dann ezistieren zu jedem § > 0 einparametrige Mengenfamilien M (), ...,
M., () mefsbarer Teilmengen des Intervalls [to,t1], wobei der Parameter o Werte zwi-
schen 0 und 1/ky derart annimmt, dass fir alle k = 1,...,k9, 0 < o < o < 1/kgy und

k #£ K gilt:
IM,.()] = a(t; —ty), M.(a)) C My(a), My(a) N My(a') =0, (4.9)
‘ / X (T) = X (7)) Y (7) dr

max
t€lto,t1]

<dla—da'|. (4.10)

Rnx

=) [ i)

to

Es geniige z,(-) der Gleichung (4.2) zur Steuerung u,(-) € L*([to,t1],U) und der Zer-
legung A, € 3*([to, t1]):
u(t) = Xa.(t) 0 p(t, 2 (1), us(t)).

Fiir £ = 1,..., ko seien u,(-) € L®([to,t1],U) und A, € 3*([to,t1]) gewisse k-fache
Zerlegungen des Intervalls [to, t1].
Dann sind die (n + 1)-dimensionalen Vektorfunktionen y,(-),

yu(t) = (XAN (t) o p(t, 24 (t), uu(t)) — xa.(t) 0 p(t, 24 (1), us(t)),

X (1) 0 (b (t), ue(0) = (1) 0 F (a0 wa(D) )y 4= Ly,

meBbar und beschrinkt, weil die Steuerungen w,(-), u1(+), ..., Uy, (-) meBbar, beschriankt
und die Abbildungen f;, ¢; stetig sind. Daher existieren nach Lemma 2.4 einparametrige
Mengenfamilien {M’i(a)}ogagl/no mit

M. ()| = a(t; —ty), M(a') C M.(a), M(a)N Mu(a')=10
und

0
S —
Rn+1 2

max la — o

te [to ,tl]

fiir alle k =1, ... /<¢0,0<og<a§H—Ound/£7é/i
Dann ist auf dem Quader

Q™ = {a = (a1, vy Q) € R

0<a,<1/ky, k=1, ...,/10}
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die Abbildung v — (ua(+), As) € L= ([to, t1],U) x 3*([to, t1]), wobei

KO
Ua(t) = () + Y Xatotan (£) - (un(t) — ua(t))
k=1
ist und wir A, durch die charakteristische Vektorfunktion
Ko
Xt (B) = X () + D Xt () - (X () = xa. (1))
k=1

identifizieren, wohldefiniert und (ua(~),.,4a) heiBt verallgemeinerte Nadelvariation von
(us(+),A.) in Richtung der Elemente (u,(-), Ay).

4.2.2 Eigenschaften der verallgemeinerten Nadelvariation

Wir wollen in diesem Abschnitt fiir die zustandsbeschrénkte hybride Aufgabe analoge
Resultate fiir die verallgemeinerten Nadelvariationen wie in Abschnitt 2.2.4 zeigen.
Dazu beginnen wir mit einfachen Eigenschaften der Verkniipfung von Zerlegungen des
Intervalls [to, t1] mit Vektorfunktionen, die wir im Weiteren bendtigen:

Es seien g = (g1, ..., gx), h = (ha, ..., hg) auf [to, t1] wohldefinierte Vektorfunktionen und
A1, Ay € 3%([to, t1]). Dann gelten fiir alle t € [t, ;] folgende Eigenschaften:

o xa(t)o(a-h)=a-(xalt)oh), a€cR,
e xa(t)o(g+h)=xa(t)og+xalt)oh,
hd (XAl (t) + X.Az(ﬂ) oh = XA (t) oh+ XA2(t) oh.

Wenden wir diese Rechenregeln auf x 4(t) o f(¢,x,u) bzw. x4(t) o ¢(t,z,u) an, dann
miissen wir beachten, dass die Verkniipfung auch mit den Steuerbereichen U; erfolgen
muss. Der Ubersichtlichkeit halber wurde das an dieser Stelle nicht explizit aufgefiihrt.

Aus den Eigenschaften (4.9) der Mengenfamilien in der Setzung der verallgemeinerten
Nadelvariation

(talt) (1) = (u*<t>+ZxMﬁ<am><t>-<uﬁ<t>—u*<t>),

X () + ) Xty () - (i (1) = X, (t))>

folgt fiir jede wohldefinierte Vektorfunktion h = (hy, ..., hx) und jedes o € Q"°
Yoo (8) 0 At 2, 0a(8)) — ot () 0 Bt 7,0, (1)

= ZXMN(%)(t) . (XAK (t)o h(t, x,un(t)) — xa.(t)o h(t,x,m(t))). (4.11)
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Verwenden wir zuerst die Setzung von u,(+), um dies zu tiberpriifen, erhalten wir

Xaa (t) 0 h(t, z,ua(t)) = xa.(t) 0 (t (1 +ZXMK<% ux(t) — *(t)))
= ya.(t)o ( (t, 2, u.(t +ZXMH (an) (t ( (t,a:,u,i(t))—h(t,:n,m(t))))

= v () o h(t,z,u (1)) + xa.(t ZXM o (®) - (At 2, () = Bt 2,0 (1)) ),

Nutzen wir nun die Gestalt von y4,(-) aus und verwenden im zweiten Summanden,
dass die Mengenfamilien { M, («,)} nach Konstruktion die Eigenschaft

KO 2 KO KO
(Z XMn(an)(t)> = Z X () () = Z XMy (o) ()
k=1 k=1 k=1

besitzen, dann erhalten wir
X () 0 h(t, @, ua(t)) + xa.(t ZXM“ () ( (t, 2, uq(t)) — h(t,x,u*(t))>
= xa.(t) o h(t, 2, u(t +ZXMH (o) () + (X (1) = XL (1)) © 1 (2, 2, u(t))
" immm )0 (ltz,u(0) = bt o, 0.())

+ Z Wit () (0 (0) = xa.(0) © (At 2, ue(t)) = h(t,2,.(1)) ).

Daraus folgt

Xa,(t)o h(t, X, ua(t)) = xa,(t)o h(t, :E,u*(t))

+ ZXMN(%)@) : (XAK(??) o h(t,z,un(t)) — xa,(t) o h(t, x,u*(t))>,

und nach Subtraktion von x4, (t) o h(f, z, u.(t)) die Beziehung (4.11).
Betrachten wir die Verkniipfung der Vektorfunktion h = (hy, ..., hy) mit den Zerlegungen
Aa, Ao € 35 ([to, t1]), o,/ € @0, dann erhalten wir mit (4.11)

Xa,(t)o h(t, x, ua(t)) — X4, (t)o h(t, x, ua/(t))

KO

= Z (XM,@(a,i)(t) - XMn(a%)@)) ' (X.An (t> © h(ta xz, un(t))

k=1

—xa.(t) o h(t, x,u*(t))). (4.12)
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Weil alle Steuerungen u,(-), u1(+), ..., g, (-) beschriankt sind, sind ihre Werte in einer
kompakten Menge U = Uy X ... x U}, € R™ 4™k enthalten. Nutzen wir dariiber hinaus
die Stetigkeit von f;, ¢; und f;,, @i, aus, so kénnen wir ein o > 0 derart angeben, dass

J

Hgo,;(t,x,u) ilt, z.(t HRn < m (4.13)
o
it ) = it ) = (b)) o = ) g < e (g5

Q(tl — to)

fiir alle i = 1, ..., k und alle ¢, 2,2/ mit ||z — 2, (t)||gr < 0, |2/ — 2.(t)||pr < 0, u' € U;
erfiillt sind. Wir setzen

V={z() € C([to. .}, R") | l2(") = 2..(-) | < o}
und wihlen ¢ € (0, 1/ko| mit

g. (4.16)

e(ty — tg) max Hcp,m (t,z.(t),u HRnX

t€(to,t1]

ulel;
1<i<k

Lemma 4.4 Es geniige ¢ € (0,1/ko| der Bedingung (4.16). Dann gilt fir alle a, o/ €
eXo wober

exro = {a = (1, .oy Q) € R

ooy 20,3 1, < a} C Q. ee(0,1/kd),
wund alle (), 2'(-) € V: -
/ (7 0 (7)) = X (1) (7o) (1)
(7)), () o) = ()
- Z @) (. () 0 (.. (7), un(7))

max
tE[to,tl]

—xa. (1) 0 (T, %(T),m(ﬂ))] dr

R

§5(Hx( —2/( —I—Z|a,{ a|> (4.17)

Beweis: Die linke Seite von (4.17) konnen wir nach oben abschétzen gegen die Summe
folgender Integrale: 1. Summand:

/t heas (8) 0 0(t, 2(8), wal®)) — xa, (£) 0 0 (6,2 (1), ua(t)

X l8) 0 i (1. (0), uaD)) (2(8) — 2'(1))]

dt,

R
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2. Summand:

/ tl
to

3. Summand:

/ tl
to

4. Summand:

<XAa (t) C Pz (t, .%’*(t), uoc(t)) — XA. (t) O P (t7 .CE*(t), u*(t))> (.I(t) - x/(t))

dt,

]Rn

X Aa (t) © (,O(t, x/(t)v Uq (t)) — XAy (t> © W<t7 x/(t)v ua’(t))

—Xa (1) 0 @ (t, 4 (1), ua(t)) + xa, (t) 0 p(t, 2 (t), uw () HRndt,

max
telto,t1]

= (e = o) (xan (1) 0 07, 24 (1), () = () 0 (7,4 (), (7)) )

/t 3w (7) 0 9(7, 2(7), 1a(T)) — X, (7) © (7, 24 (), e (7))

R
Der erste Summand ist nach (4.15) kleiner oder gleich

5 ,
Sl2() = 26l

Mit (4.11) folgt, dass der zweite Summand gleich

/ tl
to

> Xonan (®) - (Xan®) 0 0 (1 2.(1), un(t))

dt
R™

—xa.(t) 0 (b (1), a(8) ) (2(8) — /()

ist. Wegen (4.16) und der Wahl von £330 lisst sich das nach oben abschétzen gegen

/ S oo () dt - max (s (b 2080 e - 17() — 7)o

fo k=1 tlegzgk]
U EU,'
= <Z ali) 1 tO max ||901:r t .T*(t 7ui) HR”X" ’ H.T() - lJ()Hoo
te(to,t1]
1<z<k:
u EUZ'
)
< 2-e(ti—ty) - max 10, 22 () 1) || g - 12() = 2" Cllse < S l12() = 2/ (oo
1<i<k

uteU;
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Wegen (4.12) ist der dritte Summand gleich

/ tl
to

RO

D (Xt () = Xarap) (1) - (XAK (t) o p(t,2'(t), un(t))

k=1

—xa () o (b2 (1), ua(1))

=3 (et (®) = e ®) - (xanlt) 0 o (t,24(8), unl(1))

k=1

dt.

]Rn

—xa. () 0 (b2 (t), wal0))

Dies ist kleiner oder gleich

KO

L125 Gomten® = v ) - (a0, )

() 0 ol wlt), ua(0)) |
32 o ) = s ) (a0 0070,

X () 0 9t wlt), wa(0)) |

und geméaf (4.13) ist der Ausdruck nicht grofler als
KO 6 KO
(a dt = - X —all.
i 2o Donioo® =i Ol = 5 o=,
SchlieBlich ldsst sich der vierte Summand mittels (4.12) in die Form

max
te(to,t1]

/ | K_O [(XMK(%)(T) — XM (7)) - (XAH (7) 0 (7, 2u(7), un(7))
—xA.(7) 0 (7, (7, a(7)))
—(o, — ) (XAH(T) o go(T, x*(T),u,Q(T)) — xa. (7)o gp(T, x. (1), u*(T))ﬂ dr

bringen. Die Differenz

R”

XA, (7)o gO(T, m*(T),uK(T)) — xa, (7)o gp(T, z.(7), u*(T))

enthilt die ersten n Koordinaten der Vektorfunktion y,(-) aus Abschnitt 4.2.1 im Punkt
7. Daher ist der obenstehende Ausdruck nicht grofler als

KO t
e Z/ |i(XMH(Om)(T> N XM"(O‘;)(TD ’ y'f(T) - (O% - O‘;) ’ yn(T)] dr .
t€lto.tu] k=110 Rn+1
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Mit (4.10) ist dieser Ausdruck nicht grofer als
5
2 Z |, — .
k=1

Damit ist die Beziehung (4.17) bewiesen.
q.e.d.

Lemma 4.5 FEs seie € (0,1/ko] und geniige der Bedingung (4.16). Dann gilt
[ [eae #1600, 000) = xa 0 7 e.0t0)0.00)
=3 o (a0 F(L ), unl®) = xa(t) o f (1 2(0), u*(t)))] dt

< Y o (4.18)
k=1

fiir alle o € eX%0 und alle z(-) € V.

Beweis: Beachten wir (4.11), so ist die linke Seite in (4.18) gleich
Ko t
Z/ [XMN(aN)<t> : (X.An (t) © f(t7 I(t), un(t)) — XA. (t) © f(tv l’(t), U (t))>
k=1 v to

o (a0 F (L), unlt)) = xa.(8) 0 f(t,x(t),u*(t))>]dt.
Dieser Ausdruck ist kleiner oder gleich der Summe der Integrale

Ko /t1
k=1 “to

XM,.@(a,ﬁ)(w : <XAn (t) © f(t, .T*(t>, un(t)) — XA. (t) © f(t, T (t)v u*(t)))

—a, - (XAK(t) o f(t,z.(t), ue(t)) — xa.(t) of(t,x*(t),u*(t))>’dt

und

RO

Z [/t 1 XMK(aH)(t) ’ [‘XAn(t) © f(ta x(ﬂ?“f@(t)) — XA (t) © f(t, :L‘*(t), un@))‘

v (1) o £t za(), ua() — xa. () f(t,x(t),u*(t))”dt

—l—om/tl “XAH(t) o F(t,x(8), ux(D)) = xan(t) o £ (1 24(8), ux(1))|

+xa. () o f(t (), un(t) — xa. () o f(t, (1), us(t)) ”dt] .
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Fiir den ersten Summanden gilt die Relation (4.10). D. h., dass dieser kleiner oder gleich
5
320
k=1
ist. Mit (4.14) folgt, dass wir die zweite Summe nach oben gegen

>

k=1

RO

g f 5 5
2 t)dt + 2 dt | - —mm—— = —
/ Xty () (B) a”/ ) 8t —to) 2 Do

t(] tO k=1

abschétzen konnen. Damit ist das Lemma bewiesen.
q.e.d.

4.3 Die abstrakte Optimierungsaufgabe

4.3.1 Die Definitionen der Abbildungen

Wir verwenden im Weiteren eine dquivalente Schreibweise der Ausdriicke (4.1)-(4.4).
Dazu betrachten wir die Abbildungen

F(a(),u(-),A) = 2(), Z(t)ZJS(t)—a:(to)—/ xXa(7) 0 (7, (7)), u(7))dr,

to

Gj(x()) = max gj(t,x(t)), ji=1,..1,

te[to,tl]

H(z(") = h(zt)), ¢=0,1,

definiert sind. Mit diesen Schreibweisen lautet die Aufgabe (4.1)—(4.5) als abstraktes
Optimierungsproblem:

J(z(-),u(-), A) — inf, (4.19)
F(z(-),u(-),A) =0, (4.20)
Gi(z(1) <0, 5=1,...,1, (4.21)
H,(z(-)) =0, . =0,1, (4.22)
(z(),u(-), A) € C([to, t1], R™) x L>([to, t1],U) x 3*([to, t1]). (4.23)
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Sind fiir (z(-),u(:), A) € C([to, t1],R™) x L*([to, t1],U) x 3*([to,t1]) die Bedingungen
F(z(-),u(-),A) =0, G;(x())<0,j=1,..,,  H/(z())=0,0=01,

erfiillt, dann heift (z(-),u(-),A) zuldssig in der Aufgabe (4.19)~(4.23). Ein zuléissiges
Tripel (2.(-), u.(-), A.) nennen wir ein starkes lokales Minimum, wenn eine Umgebung
V C C([to, t1], R™) von z,(-) existiert mit

fiir alle zuléssigen Tripel (z(-),u(-), A) mit z(-) € V.

4.3.2 Eigenschaften der Abbildung F(z(-),u(-), A)

Lemma 4.6 Unter den Voraussetzungen an die Abbildungen ;, i = 1,....k, ist die
Abbildung

ZE() - F($(')’u0('>7A0)7
die fiir jedes t € [to, t1] wie folgt definiert ist

F(x(),uo(-), Ao) (t) = x(t) — x(to) — /t X, (7) © (7, 2(7), uo(7)) dr,

fiir jedes Paar (uo(-), Ao) € L*=([to,t1],U) x 3*([to, t1]) stetig Fréchet-differenzierbar
und es gilt

[Fu(0(),u0(), Ao)2()] ()

= z(t) — x(to) — / Xoto (T) © @0 (T, 20(7), uo(7)) () d, T € [to, t1].

to

Beweis: (Vgl. Lemma 2.12.) Fiir (uo(-),Ao) € L ([to, t1],U) x 3*([to, t1]) setzen wir
F(x(-)) = F(z(-),uo(-)Ao). Fiir ein beliebiges festes z(-) € C([to,t1],R") und X > 0
gilt

F(wo(-) + Az () (£) = F (o)) (1)
A

= () — 2(to) — /t: [ /D al7) 0 a7y 0(r) 4+ Asa(r), uo(r))a() ds | dr.

Fiir hinreichend kleine A > 0 ist ||[Asz(-)]|c < € und es ist

X0 (7) © @2 (7, 20(7) + As(7), uo(7)) 2(7) || g < 1(7) - [l2(7)[lgen-

Betrachten wir im Quotienten

F(o(-) + M) (1) = F (o)) (1)
A
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den Grenziibergang A — 0+ 0, so erhalten wir nach Satz B.17 iiber die , Differentation
unter dem Integral® fiir die erste Variation

[6F (o(-)) ()] ()

t

= z(t) — z(ty) — / X4,(T) 0 @y (7’, ZEO(T),UO(T))ZE(T) dr, t € [to,t1].
to

Wir zeigen nun, dass die Gateaux-Ableitung A(zo(+)), A(zo(-))z(-) = 6F (zo(+))z(-), in

xo(+) stetig, also die Abbildung F' in diesem Punkt bzgl. der ersten Variablen Fréchet-

differenzierbar ist. Bzgl. der Operatornorm erhalten wir fiir die Gateaux-Ableitung:

[A(zo() +2() = Ao()) |

< / 1 x40 () © 0 (t, 2o (£) + 2(t), uo(£)) — X0 (t) © 0 (£, 20(t), o(£)) || e @t

to

t1

< / 02(t) - [|lz(t)lrndi < C - [J2(-) |l
to

fiir alle z(-) € C([to,t1],R") mit ||z(-)|loc < €. Da xo(-) ein beliebiges Element des

Raumes C([to, t1], R”) war, folgt daraus die Fréchet-Differenzierbarkeit der Abbildung

z(-) — F(2(-), uo(-), Ao) fiir jedes Paar (uo(-),Ao) € L>([to, t1], U) x 3*([to, t1]).

Mit den gleichen Abschétzungen wie eben erhalten wir ferner fiir die Fréchet-Ableitung
F, bzgl. der Operatornorm

|7 (wo(-) +2(), uo(-), Ao) = Fa(wo (), to(-), Ao) || < /t “oo(t)- () lrndt < C- ()
fiir alle z(-) € C([to, t1], R") mit [|z(-)] < e.
q.e.d.

Lemma 4.7 Der stetige lineare Operator F, (x(), u(-), A) aus Lemma 4.6 ist fir jeden
Steuerprozess (zo(+), uo(),Ao) € C([to, t1], R™) x L= ([to, t1],U) x 3*([to, t1]) bijektiv.

Beweis: (Vgl. Lemma 2.13.) Wir haben zum Beweis des Lemmas zu zeigen, dass zu
jedem z(-) € C([to, t1], R™) genau ein z(-) € C([to, t1], R") existiert mit

t

2(t) = z(t) — x(ty) — / Xao(T) © 0 (T, 20(T), uo (7)) 2(7) dT
to

fiir alle ¢ € [to, 1]. Da wir F,(zo(-), uo(+), Ao) als Abbildung auf den gesamten Raum

C([to, t1],R") betrachten, diirfen wir x(ty) auf die linke Seite bringen und diese an-

schliefend wieder mit z(t) bezeichnen.
Der durch

() = [T2()](t) = 2(1) +/ X0 () © @2 (7, 20(7), uo (7)) 2(7) d7

to
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gegebene Operator T bildet den Raum C([t, 1], R") in sich ab.
Wir setzen

A(E) = xao(®) 0 (0 (8), ot / A fgoendlr

Im Weiteren schreiben wir ||A(7)]| statt ||A(7)||gnxn.
Dann gilt bei mehrfacher Anwendung des Operators T’

[T7z(1)] () = 2(t) +/ AT [T ()] () dr

to

und es ist
f cm i(r),  Cm()
_ L
[ e =jc0. . [ e —ha - <10,

Fiir z1(-), z2(+) € C([to, t1], R") folgt damit bei Anwendung des Operators T

sup || [Tx1()](s) — [Taa()] (5)

<O) -l () = 220)]) .

s€[to,t] R™
sup, [T221(-)] (s) = [Txa(-)] () S %02(75) () = 20| s

eill)

R !

sup || [T™21()](s) — [T™22(-)] (s)

s€[to,t]

: Hml(') - 352(')}}00-

Die Zahlen a,, = Cm( sind fiir alle ¢ € [to, t1] groBer oder gleich <~ ( und liefern eine

Folge, deren Reihe konvergiert. Nach dem Fixpunktsatz von Welssmger (Satz B.22)
existiert daher genau ein z(-) mit z(-) = Tx(-).
q.e.d.

4.3.3 Differenzierbarkeit des Zielfunktionals J(z(-), u(-), A)

Lemma 4.8 Unter den Voraussetzungen an die Funktionen f;, 1 =1, ..., k, ist die Ab-
bildung

2(-) = J(z(-),uo(-), Ao) = / 1 Xoao(t) o f(t,x(t), uo(t))dt

to

fiir jedes Paar (uo(-), Ao) € L ([to,t1],U) x 3*([to,t1]) stetig Fréchet-differenzierbar,
und es gilt

T, (o(-), o /<on o fu(t 2o(t), un(t)) (1)), .
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Beweis: (Vgl. Lemma 2.14.) Fiir (uo(), Ao) € L>([to, t1],U) x 3*([to, t1]) setzen wir
J(z(:)) = J(2(-),uo(-), Ag). Dann erhalten wir fiir die erste Variation

5T (w(Na() = tim LEOFATO) = T (w0))

A—040 )\

= [ Gl fultanlt) wl) al0) ., .

Wir zeigen nun, dass die Gateaux-Ableitung A (zo(-)),

Awo(4))x(-) = 0T (zo()) (),

bzgl. der Operatornorm in zo(-) stetig ist:
[A(zo(-) +2() = Alzo()) |
< / [0 (t) © fu (t, 20(t) + 2(t), u0(t)) — X0 (1) © f (£ 0(8), uo(t)) || it

to

< / "oo(t) - [2(®)llzedt < C - ()]l

to

Wiederholen wir diese Ungleichungskette mit der Fréchet- statt der Gateaux-Ableitung,
so erhalten wir die stetige Fréchet-Differenzierbarkeit.
q.e.d.

4.3.4 Eigenschaften der Funktionen G;(xz(-))

Wir zeigen nun die Fréchet-Differenzierbarkeit der Abbildungen I'; : C’([to, t1], R") —
C([to, t1], R),

F](x())(t) = gj(t,x(t)), j=1,..,1L
Dieses Resultat haben wir bei der Anwendung der Kettenregel 3.21 zur Berechnung des
Subdifferentials in Abschnitt 3.2.2 verwendet und reichen dieses nun in dieser zusam-
menhédngenden Untersuchung der Abbildungen der abstrakten Optimierungsaufgabe
nach.

Lemma 4.9 Unter den Voraussetzungen an die Funktionen g;, 7 = 1,...,1, sind die

Abbildungen T'; C’([to, tﬂ,R”) — C’([to,tl],R), die durch die Beziehungen

Li(z(1) () = g;(t,z(t)), t€to,t], j=1,...1

definiert sind, Fréchet-differenzierbar, und es gilt fir die Fréchet-Ableitungen

[T (2())2()](6) = (g3, (£ 2(0). 20 5= 1.l
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Beuweis: Es sei zo(-) € C([to,t1], R"). Dann folgt fiir die erste Variation in Richtung
2(+) € C([to, t1], R™):

(07 (0())=()] (1) = Tim Ly (o) + A=() A<t> =T (20()) (1)
—  lim 9j (t, xo(t) + )\z(t)) —g; (t, xo(t))
A—0+4+0 by

= (95, (t, 20(t)), 2( >1R"’ J=1.1

Wir zeigen nun, dass die Gateaux-Ableitungen A; (zo(+)), A;(zo(+)) 2(-) = 0T (zo()) 2(+),
in zo(-) stetig sind. Dann sind die Abbildungen I';, j =1, ..., 1, in 2(-) Fréchet-differen-
zierbar. Bzgl. der Operatornorm erhalten wir fiir die Gateaux-Ableitung in zo(-):

14 (o) + () ||

=  sup ”[ ( ))_AJ(‘TO())}Z()HOO

z(-)eC

12()[o=1
= s {sw g, (o) + 20) = g5, (1 20(8). 2(0)g, |

z(-)eC t€lto,t1]
lz()lloc=1

< sup ||g;, (txo(t) + x(t)) — gjm(t,xo(t))HRn, j=1,..,L
tE[tO tl]
Dies lsst sich fiir jedes j € {1, ...,1} und beliebiges z(-) € C([to, t1], R") weiterhin nach
oben gegen C' - ||#(-)|| abschétzen, da die Abbildungen (¢,z) — g;_(t,x) stetig sind.
Dies bedeutet die Stetigkeit der Gateaux-Ableitungen A;, j = 1,...,1, in zo(+).
q.e.d.

Mit Lemma 4.9 sind die Funktionen G,
Gi(z(")) = max _g;(t,z(t)), j=1,..1,

t€[to,t1]

jeweils eine Verkettung von einer Fréchet-differenzierbaren Abbildung und einer stetigen
und konvexen Funktion, wie wir sie im Abschnitt 3.2 untersucht haben. Die Ergebnisse
in 3.2 zeigen, dass die klassische und die Clarke’sche Richtungsableitung der Funk-
tion Gj,j = 1,...,1, ibereinstimmen und diese im Sinne der Aussage von Satz 3.13
gleichméfig bzgl. einer Richtung konvergieren. In 3.2.2 haben wir mit Hilfe der Ket-
tenregel 3.21 die Subdifferentiale der Funktionen G, (ZL'()) bestimmt. Diese bestehen
demnach aus denjenigen linearen Funktionalen z7 € C([to, tl},R)*, die sich geméif

(z*,2(-)) = / (g5, (t,z(t)) >Rnduj t), j=1,...,1,

darstellen lassen. Darin sind p; nichtnegative reguldre Borelsche Mafle auf der Borel-
schen o-Algebra iiber [to, 1], die jeweils auf der zugehorigen Menge

T; = {t € [to,t] | 9; (£, 2(t)) = G (z(")) }

t1
konzentriert sind und fiir die / dp;(t) =1 gilt.

to
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4.3.5 Differenzierbarkeit der Randbedingungen H,(z(-))
Lemma 4.10 Unter den Voraussetzungen an hg, hy sind die Abbildungen

H, (z()) : C([to, 1], R") = R>,  +=0,1,
mat

Ho(x() = ho(z(to)),  Hi(2() = h(z(t1)),

stetig Fréchet-differenzierbar, und es gilt in zo(-) € C([to, t1],R"):

H! (20())2(-) = K (wo(t))a(t), ¢ =0,1.
Beweis: Wir bestimmen zunéchst die erste Variation:

H,(z0(-) + Az(-)) — H, (z0(-))

O, (x0())2() = lim )
g POl A D))y )ate), =01

Daraus folgt
6H, (zo(+))z(-) = Rl (2o(t,))z(t,), ¢=0,1.
Bzgl. der Operatornorm erhalten wir fiir die Gateaux-Ableitungen A,:

1A (0() + () = Au(wo()) || < [ (o(t) + (t)) = b (wo(t.)

Da die Abbildungen h, stetig differenzierbar sind, existiert eine positive Konstante C'
mit

Rse”

Hhi ($O<tb) + x(tb)) - h; (930(75L))‘

Wiederholen wir fiir die Fréchet-Ableitungen diese Abschétzungen, erhalten wir aufler-
dem die stetige Fréchet-Differenzierbarkeit.
q.e.d.

<Ozl < C-flz()llee; ¢ =0,1.

Rse

4.4 Die Lagrangesche Multiplikatorenregel

4.4.1 Die Formulierung des Satzes
Wir definieren auf
C([to,ta], R™) x L®([to, t1], U) x 3*([to, t1]) x R x C([to, t1], R")" x R' x R® x R*!
die zur Aufgabe (4.19)—(4.23) gehorende Lagrange-Funktion £. Diese lautet
L(z(),u(), A, X0, ¥ Aty ooy A Loy 1)

= NoJ(2(),u(-), A) + (y*, F(a(- >+Z/\G

+lo, Ho(2()) g + (s Hi (2()) Do, (4.24)
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Zur weiteren Begriffsbildung, die wir speziell fiir die Lagrange-Funktion £ in (4.24)
bendtigen, betrachten wir fiir fest gewéhlte u(-), A, y* und Ao, ..., A, lp, [1 die Abbildung
A C([to, t1], R") — R mit

J)() - E(iL’(),U(),A, )\079*7 Al) sy )‘lvl(bll)-

Dann nennen wir die Clarke’sche Richtungsableitung (Definition 3.2) der Funktion A
die partielle Clarke’sche Richtungsableitung bzgl. z(-) der Lagrange-Funktion £ und
bezeichnen diese mit

’C:cl)t (‘T()v U(), Aa )\07 y*a )‘la ceey Ala lOa ll; )

Entsprechend heifit das Clarke’sche Subdifferential (Definition 3.15) der Funktion A
das partielle Clarke’sche Subdifferential der Lagrange-Funktion £ bzgl. () und stellen
dieses symbolisch mit

amﬁ(l'<), U(), A7 AO? y*7 Ah ceey )‘17 l07 ll)
dar.

Satz 4.11 (Lagrangesche Multiplikatorenregel) In der Aufgabe (4.19)-(4.23) sei
(2 (), ua(-), AL) € C([to, ta], R™) x L= ([to, t1], U) x 3*([to, t1]) ein starkes lokales Mini-
mum. Dann existieren nicht gleichzeitig verschwindende Lagrangesche Multiplikatoren
Ao > 0,0 >0,...,0 >0, y* € C([to, 1], R")” und ly € R®,1; € R mit

0€ DL(mu(-), usl(-), Asy Ao, ™ A1y oo Ay loy 1) (4.25)

E(I*(')Ju*('>7-’4*7A07y*7A17--'7)‘l7l07l1)
— min L) u(), A N U A e A Lo 1), 4.26
u(-)EL>([to,t1],U) (x () ul) 08 b 1) ( )
Ae 3" ([to,t1])

und
NGi(ze(1) =0, j=1,.,L (4.27)

4.4.2 Bemerkungen zum Beweis

Da die Abbildungen z(-) — J(z(:),u(-), A), z(-) — F(z(-),u(-), A), z(-) — H,(z(-)),
v = 0,1, stetig Fréchet-differenzierbar sind und die Funktionen Gj,7 = 1,...,(, stetige
und konvexe Richtungsableitungen besitzen (vgl. Lemma 3.19 und Lemma 3.20), gilt
nach Satz 3.18

ax‘c(x*()au*<>7"4*7 )‘Ovy*a )\17 "'7)\l’l0’l1)

j=1

FHY (2.())lo + Hy (2.() 1.
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Nach Definition 3.15 des Clarke’schen Subdifferentials ist
oL (o (-), us(+), Aus Mo,y Aty o) = 0L (2 (4), ua (), As, Moy U, At -5 0)
mit der partiellen Clarke’schen Richtungsableitung
2(+) — L3 (m*(-),u*(-),A*, Aos 'S AL, z())
Daraus folgt, dass (4.25) genau dann erfiillt ist, falls
0 < Ao (@a (), ua(-), A2 () + (0, Fu(2(), ua (), A (1)

+ Z NG5 (@ () 2() + los Ho (2()) () oy + (l Hi (2()) () ) gy

fiir alle z(-) € C([to, t1],R") ist. Daher beweisen wir die Beziehung (4.25), indem wir
die letzte Ungleichung zeigen.

Zu Beginn des Beweises der Lagrangeschen Multiplikatorenregel verwenden wir das
folgende Resultat iiber konvexe Funktionen:

Lemma 4.12 (Vgl. [29], Theorem 4.3, S.25.) Es seien f;,i = 1,...,n, konvexe Funktio-
nen auf dem Banachraum X. Dann gilt fir jede konvere Kombination T von Punkten
X1,y Ty aus X die Beziehung

fz(f) S Zajfi(l‘j), Z: 1,...,n.
j=1
Im Beweis von Satz 4.11 beschranken wir uns auf den reguldren Fall. Mit diesem Fall
ist die Situation gemeint, in der
Im F (2, (), ui(), As) x Im H (2.(-)) x Im Hy (2.(-)) = C([to, t2], R") x R® x R*

ist. Da der stetige lineare Operator Fj(z.(-), u.(-),A,) bijektiv ist (Lemma 4.7), tritt
der regulédre Fall nur dann nicht ein, falls

Im Hy(z.(-)) x Im Hi (z.(-)) #R® x R"
gilt.

Bemerkung 4.13 (Entarteter Fall) Es sei Im H{(x.(-)) xIm Hj (z.(-)) # R xR*".
Dann existieren Vektoren ly € R*0, [; € R, wobei nicht beide gleichzeitig der Nullvektor
m R% bzw. R sind, mit

lo ~vo+1] ~v1 =0 fir alle vy € Im Hy(z.(+)), vi € Im Hi (2.(-)).

Setzen wir noch \g =0, \y =0, ..., \; =0 und y* =0, so sind die Beziehungen (4.25)-
(4.27) erfillt.
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4.4.3 Der Beweis der Lagrangeschen Multiplikatorenregel

Es sei (z.(+), u.(-), A.) ein starkes lokales Minimum in der Aufgabe (4.19)—(4.23).
O.B.d. A. seien J(.(+), u.(-), A.) =0 und

Gi(z.(1)=0,j=1,...I', Gj(z()) <0, j=U+1,..,L

Wir bezeichnen mit C' die Menge der Variationen. Diese ist die Menge derjenigen Vek-
toren

(MO) y(>7 K1y -5 K5 Vo, Ul)

aus
R x C([to,t:], R") x R x R® x R*,

zu denen es ein z(-) € C([to, 1], R™), ein u(-) € L*([to, t1],U) und ein A € 3*([to, t1])
gibt mit

po > Jo(wa(), ua()s Ad) () + T (2 (), u(), A) = T (), (), A,
y() = Fo(2.(),u(), A)a() + F(z.(),ul), A) = Fa.(), u(), A,
pi > Gi(e();2(), J=1,..1,

v, = Hi(z.())z(), ¢=0,1

» Behauptung 1: Die Menge C besitzt ein nichtleeres Inneres.
Begriindung: (Vgl. [25], S.88.) Die stetigen und konvexen Funktionen

z— GY(z.(-);2),...,x — Gy (2.(-); )

sind auf einer gemeinsamen Nullumgebung Uy C C([tg, t1], R") nach oben beschréinks
(Satz 3.4). Ferner sind J, (z.(-), u.(-), As), H, (z.(+)),¢ = 0,1, stetig und linear. Daher
existiert eine Zahl @ > 0 mit

e )

0> sup {Lo(en (0.0 A2, G w0 0), [[H () ()

x(~)€U()

und wir setzen
R, ={a€eR|a>a}, RE+so+s1 — {(a1, ..., risgrs,) € RIFS+51 | o > a}.

Wegen der Regularitit von Fj (z.(-), u.(-), A,) folgt aus dem Satz {iber die offene Ab-
bildung, dass F, (z.(-), u.(-), A.)Up offen in C([to, t1],R™) ist. Daraus folgt, dass die
offene Menge R, X Fj (. (+), us(+), A,) Uy x RE 5071 in der Menge C' enthalten ist. H

» Behauptung 2: Ist 0 ¢ conv C, dann gelten (4.25)-(4.27).
Begrindung: (Vgl. [25], S.87.) Da die Menge conv C' konvex ist und wegen C' C conv C
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ein nichtleeres Inneres besitzt, existiert nach dem Satz von Hahn-Banach und Folgerung
B.19 ein nichttriviales Funktional

(/\07y*,>\1, ...,)\l/,lo,ll) € R x C([to,tl],Rn)* X Rl/ X R* x ]Rsl,

das die Menge conv C' vom Ursprung trennt.
Fiir die Menge C' C conv C' bedeutet dies, dass

l/
Notto + (U y () + D Ny +15 -vo+ 1 -0 20

Jj=1

fiir alle (o, y(+), pa..., i, vo, v1) € C gilt.
Damit haben wir Ay > 0, Ay > 0,...,\y > 0. Denn angenommen, es ist eine dieser

Zahlen \; negativ, dann liefert die Betrachtung p; — oo einen Widerspruch in der
Ungleichung.

Aus obiger Relation folgt, dass fiir alle
(x(),u(), A) € C([to, ta],R") x L¥([to, ta], U) x 3*([to, t1])
die Beziehung
0 < No[Le(a() () AN () + T (. (), u(), A) — (1), 1), AL)]
+ <y,*, Fy(2o(),u(4), A x(-) + F(22(),u(-), A) = F(:(-), ua(-), Ay))
- SNGHO) + o B 0)o0) + . a0}
erfiillt ist. ]
Setzen wir Apy1 = ... = A = 0, so gilt offenbar (4.27) wegen
Gi(z.(1) =0, =1, Gjz()) <0, j=U+1,.,L

Fiir z(-) = 0 folgt unmittelbar (4.26).
Betrachten wir (u(-), A) = (u.(+), A.), dann erhalten wir

+ Z NG (2 (); () + (Lo, Hy (2(-) () + (I, Hy (2(-))z(+))

fiir alle z(-) € C([to, t1], R™).
Also ist nach Definition des Subdifferentials auch (4.25) erfiillt. B

Zum Beweis des Satzes 4.11 haben wir zu zeigen, dass 0 ¢ conv C' gilt. Das folgt aus
diesen beiden gezeigten Behauptungen.
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Wir nehmen an, es sei 0 € convC. Dann existieren dem Begrig einer konvexen Hiille
nach gewisse T.(-) € C’([tg,tl],]R”), U(-) € Lw([to,tl],U), A. € 3*(to, t1]), K =

Ko
1, ..., ko und positive Zahlen @, Zan =1, mit

k=1

0 > Zan [Jgg(x*(),U*(),A*)fn() + J(ZL‘*(‘),H,{(‘),ZH> - J(g:*(),u*(),A*)},

0 = 3 E[E (0 (AT + F (0T, AL) = F ), 4]
0 > ZO&K-G;(QU*()EK()),

0 = ZaR-H:(x*())f,i(), t=0,1

Wir setzen

Dann folgt aus Lemma 4.12
G5 (2. (-):Z() DA G5 (2.(); () <0

und wir erhalten

0 > Jo(wa() ua(), A)E()

IS S ALICROR AN S B TCRO RO WS | NPT
0 = E(r(u() A

+ian [F(x*(q,m(.),zﬁ) - F(x*(~),u*(~),A*)}, (4.29)
0 > G;(x*(-;;:fl(-)), (4.30)

0 = H/(z.()z(-), ¢=0,1. (4.31)

Statt die konvexe Kombination der Abbildungen bzgl. Z,(-) zu betrachten, beschrinken
wir uns auf Z(-) und vereinfachen damit die weiteren Darstellungen. Dass ein solches
Z(-) € C([to,t1],R") mit den Eigenschaften (4.28)—(4.31) wirklich existiert, falls 0 €
conv C' gilt, haben wir eben mit Hilfe von Lemma 4.12 gezeigt.

Fiir jede Zahl a € R setzen wir

a’ =max{a,0}, a = min{a,0},



4.4. DIE LAGRANGESCHE MULTIPLIKATORENREGEL 111

fiir jeden Vektor v = (v, ..., v, ) € R™

und auBlerdem sei fiir v € R*0
Ko
o == ],
k=1

Im Folgenden bezeichne (uq(-), Aa) € L ([to, t1], U) x 3*([to, t1]) die verallgemeinerte
Nadelvariation von (u.(-),A.) in Richtung der Elemente (u;(-), A1), ..., (T (), Axy )
mit denen die konvexe Kombination gebildet wird (vgl. Abschnitt 4.2.1).

Wir untersuchen nun die Abbildungen
O(z(-), ) = F(2(-), tat (), Aat)
+30 ar (P10, ) - P .0, A)).
Bo(e).0) = Hola()), Ba(s().0) = Hy(x().
und die stetigen linearen Operatoren
A2(),0) = Fuo.(), (), Al
£3 an (P10 ) = (0. AL,
Mo(x(),0) = By )0, Aa(o0)a) = Hi (. (0)a()

Fiir diese gilt :
» Behauptung 3: Die Abbildung

(i = (CI), (I)(), (I)l) . C([to,tl],Rn) x R — C([to,tl],Rn) x R% x Rsl,
und der stetige lineare Operator
/N\ = (A, AQ, Al) : C([to, tﬂ,Rn) x R® — C([to, tl],Rn) x R% x R*

gentigen auf einer Umgebung des Punktes (x*(), 0) den Voraussetzungen des verallge-
meinerten Satzes von Ljusternik (Satz 2.11).

Begriindung: (Vgl. [25], S.203f.) Es sei ¢ € (0, 1/k¢], und wir definieren die Menge £

gemaf
)
Z al < 5} )

k=1

gxno = {oz = (1, .oy Q) € R
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Dann gilt fiir alle (z(-), &) und (2/(-), ') aus C([to, 1], R™) x exro;
|@(2(-), @) = @(2'(-),0') = Az(-), @) + A(2/(-),0') ||
= HF(m(~),ua+(-),Aa+) — F(2'(-), ugr+ (-), Agrt ) = Fo (i (), ua (), A (2(-) — 2/(4))
-t = o) (000 A) P00 4)) |
/t {XAQJr (1) o0 90(7, x(T), ua+(7)) — XA, (1) o0 cp(T, 2/ (7), up+ (T))
—xX. (7) 0 90 (7, 2.(7), wu(7)) (2(7) — 2'(7))
=Y (e — i) (xa () 0w (ra(r) Tu(7))

= max
tE[to,t1]

—xa. (1) 0 p(T, x*(T)yu*(T)))}dT

Rn
Nach Lemma 4.4 konnen wir eine Umgebung V' von z,(-) und ein € € (0,1/kq] derart
wahlen, dass dieser Ausdruck kleiner oder gleich

’ (me O+ o —a;|)

fiir alle 2(-),2'(-) € V und alle a, o/ € eX ist.
Ferner kann diese Umgebung V' von z,(-) so gewihlt werden, dass ebenfalls

1H.(2()) = Ho(2'() = Hl(2.() (2() = 2'())

fir alle z(+),2'(-) € V gilt.
Daraus folgt, dass eine Umgebung V' C C ([to, t1], R”) von z,(-) und eine Nullumgebung

<y -0l =01

R —

ex" des Raumes R*° existieren mit

1@ (2(), ) = @(2'(),0) = A(2(), @) + A () ) |1, ) emoo s
< 6 (W ')l + Z v, — a;|> (4.32)
Wir setzen fiir (z(-), o) € C([to, 1], R™) x R*, (y(-),lo, 1) € C([to, t1], R™) x R® x R*:

C([\) —  sup (inf {||$()||oo + |of }]\ Qj’ . ,oz) = (y('),lo,ll)}> |

(y(-),lo,11)#0 H( () lO’ )HC’([to,tl},R”)xRSOstl

Aus der Definition des Operators A folgt Tm A = C/([to, t1], R™) x R*0 x R*!, AuBerdem ist
der Operator A offenbar linear und stetig. Geméfl Lemma 2.10 gilt deshalb C'(A) < oc.
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Wir wihlen § > 0 mit der Eigenschaft ¢ - C(A) < 1/2, dann geniigen die Abbildungen
® und A den Voraussetzungen des verallgemeinerten Satzes von Ljusternik. ll

» Behauptung 4: Es existieren zu (Z(-), @), @ = (@, ..., Qw,), aus (4.28)~(4.31) Zahlen
P9 >0, 6 > 0 und Abbildungen
9= (€().a)
des Intervalls [0,9,] in C([to, t1],R™) x R mit
(€°(-),a”) — 0 fiir9 — 0, Ja+ o’ >0 fir alle 9 € [0,7,)

und )

O (z,() +92(-) + £(-),Ja + a”) = 0. (4.33)
In dieser Behauptung findet ein Satz iiber implizite Funktionen, ndmlich der verallge-
meinerte Satz von Ljusternik (Satz 2.11), Anwendung. Der spezielle Charakter dieses
Satzes ist notwendig, da der lineare Operator A zwar regulédr, aber i.a. nicht bijektiv
ist, also eine mengenwertige Inverse besitzt. Genauer bestimmen wir mit der Abbildung

o+ o’ — (uﬁa-i-a” ()7 Aﬂa—i-aﬁ)
verallgemeinerte Nadelvariationen der Form

Ugarar(t) = () + D Xt ety (1) - (@(t) — (1)),

k=1
KO

XAy, o) = xa.(t) + Z Xy an+a) () - (X, (8) = XL (1))

k=1
Beachten wir die Setzung von ®, so bedeutet dies, dass wir Prozesse
(xﬁ(-),uﬂ(-),/lﬁ) = (x*() +9T(-) + §ﬁ(-),uﬂa+aﬁ(-),./4w+aﬁ), v € 0,%)], (4.34)

fiir die Aufgabe (4.19)—(4.22) konstruieren, die die Gleichungsbedingungen (4.20) und
(4.22) erfiillen.

Begriindung: (Vgl. [25], S.204f.) Nach Behauptung 3 darf Satz 2.11 auf den Punkt
(z+(),0) des Raumes C([to, ¢1],R") x R angewendet werden. Daher existieren fiir
d-C(A) < 1/2 Zahlen 95 > 0, K > 0 und Abbildungen

9= (£°(0).a")
des Intervalls [0, o] in C'([to, ¢1],R™) x R* derart, dass
D (2,(-) +9Z(-) + (), 9@ + ) = ®(2.(+),0) =0 fiir alle ¥ € [0, 7]

und

167 (Vloe + D la] < K[| (2() +97(-),90) = D(@(-), 0) | g 0] 20

k=1
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gilt. Da ®(z,,0) = 0 und YA(Z,a@) = 0, vgl. (4.29) und (4.31), folgt mit (4.32) aus
dieser Ungleichung die Beziehung

1€ Olloe + DLl < K[| @(x.() +92(-), 0a) — &(x.(),0)

—A(x.() + 9F(),98) + A(2.(+), 0)

HC([to,tl],R")XRSO xR*1

VKo (||f(-)||OO + ZEH> = IK§(||Z(-) || + |a])- (4.35)

IA

Hieraus ergibt sich £7(-) — 0 und o’ — 0 fiir ¥ — 0.
Die Zahl § > 0 sei so gewihlt, dass neben ¢ - C'(A) < 1/2 noch

Ko6([[Z(-) ]| + [@]) < min{a, ..., aQ } (4.36)

erfiillt ist. Dann erhalten wir Ja, + a? > 0 aus (4.35) und (4.36) und es gilt fiir ein
hinreichend kleines § > 0

0=&(z.(-) +97(-) + £°(-), va + ")
fiir alle ¥ € [0, 9] W
Wegen (4.28) und (4.30) existiert eine Zahl ¢ > 0 mit
—de = Jo(w(),u(), A)T()
w00 A — I OO A @
—c > G;(x*(~;;—fl(~)), j=1,..10. (4.38)

Im Punkt z.(-) ist die Funktion z(-) — J(z(-),u.(:), A.) stetig differenzierbar und
die Funktionen G (m()) geniigen den Voraussetzungen der Lemmata 3.19, 3.20 des
Abschnitts 3.2. Daher ldsst sich eine Zahl 0 > 0 derart angeben, dass fiir 0 < v < o
und [[z(-) — Z(+)||ec < o die Ungleichungen

J(x*() + ﬂx()vu*()v 'A*) < J(x*(),u*(),A*)
+I[ e (2 (), ua (), AN T() + €], (4.39)

Gj(x*(-) +19x(-)) < G;j (x*()) +19[G§(:E*(),f()) + c}, j=1,...1 (4.40)

gelten.

» Behauptung 5: Fiir den Prozess (z°(-),u’(-), A”) aus (4.34) gilt fir alle 0 < ¥ <
min{dJy, o}, g aus letzter Behauptung:

J(2°(),u” (1), A”) < J(2(+), us(+), AL) — Fe + o(9). (4.41)
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Begriindung: (Vgl. [25], S.205f.) Wir nehmen an, § > 0 sei so gew&hlt, dass neben
d - C(A) < 1/2 noch folgende Bedingungen erfiillt sind:

Ké(|Z()|loo + [@]) < min{ay, ..., 0, 0} (4.42)
KO(EC) e + @) - max (), (), Ax) = I (2.0), (), A < e (4.43)
0+ K&*)(IZ() || + [a]) < e (4.44)

Aus der Beziehung (4.18) in Lemma 4.5 folgt fiir 0 < J < min{dy, o}

J(mﬁ(')v uﬁ(')a Aﬁ) = J<x19<)7 uﬂa—i-aﬂ(')? Aﬂa—l-aﬂ)
J(27(), (), As)

+ Z(ﬁan + Of:) [J(Iﬁ(-),ﬂm(-),zﬁ) - J("Eﬁ()v u*()v -A*)}

IN

+6 Z (07, + o). (4.45)

k=1

Wir schétzen die einzelnen Summanden der rechten Seite ab:
Wegen (4.35) und (4.42) hat man

||£ﬂ()||oo 1 jﬁo: 9
g, 2 |OZH| g

Daher ist nach (4.39) fiir den ersten Summanden fiir 0 < ¥ < min{dy, o} die Unglei-
chung

erfiillt.
Wir betrachten den zweiten Summanden. Wegen (4.35) und (4.43) erhalten wir

Z ol [T (2 (), (), Ar) — T (@), us(+), AL) ]

< ﬁK&(HE()“OO + |a’) - mnax |J(x*(-),ﬂ,{(-),7\,{) o J(ﬂf*(),u*()7¢4*)| <4e.

1<k<kg

Beachten wir 27(-) — x,(+) fiir ¥ — 0 und beriicksichtigen ferner, dass die Abbildung
z() — J(z(-),u(-),A) fir jedes Paar (u(),A) € L*=([to,t1],U) x 3*([to,t1]) stetig
differenzierbar ist, d. h.
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so erhalten wir fiir 0 < ¢ < min{dy, 0}

RO

D0+ ) [J (2" (), Tu(), A) = T (), (), AL
—J(xﬁ( ), (+), As) + J (2 (), wa (), AL) |
< o(lal +0) Y [P ( [ (), ), A ()|

k=1

= o(").

Daher gilt fiir den zweiten Summanden die Beziehung

Ko

> a, + al) [T (2" (), (), Ax) = T (27(), ua (), AL

k=1

—J (27 (), u (), AL) + T (22 (), ui(), AL
< ﬁzaﬁ U(-), Ax) — J (2, u(), A) ] + e+ 0(9).  (4.47)

SchlieBlich gilt gemaf (4.35) und (4.44)
RO 1 aY0] 1 aY0]
_ 9 — ) — — Y
0 ;_1: (Vo + o) < 90 <|04| +3 ;—1 |%|) < 90 <||17(')||oo +fal+ ;—1 |%|)

95 (7)o + [ + Ko (70 o + [a)

<
< 05+ K (7)o + [ai) < ve (4.48)

Aus (4.46)—(4.48) folgt fiir alle 0 < < min{¥y, o} die Ungleichung

J(2"(-),u’(-), A”) < J(x () *()A)Jrﬁj (2.(-), (), A E()
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Mit (4.37) erhalten wir
J(2”(),u? (1), A”) < J(2(-), ua(+), AL) — e+ o(9)

fir alle 0 <9 < min{dy,c}. A
Fiir 1 < j < folgt wegen G (z.(-)) = 0 aus (4.38) und (4.40)

G (2" () < Gj(a.()) + 9[G5 (2 (-);Z(-)) +¢] <0

fir alle 0 < 9 < min{dy,c}. Fir I’ +1 < j <[ hat man

1192% G;(2°(1)) = Gj(2.()) < 0.

Auflerdem haben wir in Behauptung 4 gezeigt, dass fiir hinreichend kleine ¥ > 0 die
Prozesse

(") u”(-), A%)
die Nebenbedingungen (4.20) und (4.22) erfiillen.

Daher sind (z”(-), u”(-), .A”) fiir hinreichend kleine ¢ > 0 zuléissig in der Aufgabe (4.19)—
(4.23). Ferner folgt aus Behauptung 5 fiir hinreichend kleine 9 > 0, dass die Relation

J(xﬁ(-), u’ (), A’g) < J (@), ua(v), AL)

gilt. Wegen z”(+) — z.(-) fiir ¥ — 0 bedeutet dies, dass der Punkt (z.(-), u.(-),A.) im
Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes kein starkes lokales Minimum sein kann.
Damit ist die Langrangesche Multiplikatorenregel (Satz 4.11) bewiesen.

4.5 Beweisschluss
(Vgl. [25], S.222f.) Die Lagrange-Funktion (4.24) der Aufgabe (4.19)—(4.23) lautet

»C(ZU(),U(),A, )‘Ouy*a/\b sy )\la l07l1)
l

= /\0J<l‘<)>u()v -A) + <y*7 F(‘T(): u()’ A)> + Z /\jGj (1’())

(lo, Ho(2(-)) g + (o Hi (2()) g

mit \g € R, y* € O([to,tl],Rn>*, (/\1, ...,)\1) € R! und lp € R% [} € R,

Da (z.(-),u.("), A) € C([to,t1], R™) x L>®([to, t1],U) x 3*([to, t1]) ein starkes loka-
les Minimum der Aufgabe (4.19)—(4.23) ist, existieren nach Satz 4.11 nicht gleich-

zeitig verschwindende Lagrangesche Multiplikatoren Ay > 0, y* € C ([to,tl],R") ,
)\1 > 0, ...,)\l > 0 und lo € RSO, ll € R® mit:

0e 8w£(m*(), U*<), A*, )\0, y*, )\1, ceey /\l, l(), ll), (449)
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die Lagrange-Funktion nimmt in (u.(-), A.) € L*°([to, t1], U) X 3*([to, ¢1]) ihr Minimum
an, d. h.

;C(Zlf*(), U*('),A*, )\an*v >\17 ceey )\la lOa ll)
= min Lz (), ul-), A Ao y™, Aty o, A Loy 1), (4.50)

u(-)€L>®([to,t1],U)
A3 ([to,t1])

und es sind die Bedingungen
ANGj(ze(1) =0, j=1,..1, (4.51)

erfullt.

Nach dem Darstellungssatz von Riesz (Satz B.10) existiert ein signiertes regulires Bo-
relsches Vektormafl v mit
T

t1 t
<y*,F(x(-),u(-),A)> = / [;E(t) —z(ty) — / XA(T) 0 gp(T,:U(T),u(T))dT - dv(t).
to to
Ferner verwenden wir die Fréchet-Ableitungen der Abbildungen J und F' im Punkt
(z:+(-), us(+), As) bzw. von Hy und H; in z.(-) (vgl. Lemma 4.6, Lemma 4.8 und Lemma
4.10) und die Darstellung der Subdifferentiale dG;(z.(-)) (vgl. Abschnitt 4.3.4).
Dann folgt aus (4.49), dass fiir alle z(-) € C([to, 1], R")

t1

0 = 30 [ (ualt) o o000, 0). (0t
+ / )=t~ [ (7)o (), (7)) aldr |- vl
+ZA / (93, (2. (0), (1)) ity (1)
+(lo, ho (2. (t0)) 2 () ) goy + (I By (2 (t1)) 2(t1) ) o, (4.52)

gilt. Darin sind f;, 7 =1, ..., [, auf den Mengen

Ty = {t € [to,t1] | g; (t, 2.(1)) = Gy (2.()) }

konzentrierte nichtnegative regulére Borelsche Mafle der Totalvariation Eins.

Wir schreiben p; = A;- fi;. Mit Blick auf (4.51) folgt, dass A; = 0 ist, falls G; (2.(-)) < 0.
Damit kénnen nur diejenigen Mafle x; von Null verschieden sein, die solchen Indizes
entsprechen, fiir die G (z.(+)) = 0 gilt. In diesem Fall hat man

Ty =T; = {t € [to,ts] | g; (t, z.(t)) = 0}.

Daher kann man o.B.d. A. annehmen, alle Mafle p; seien auf den Mengen 7; konzen-
triert.
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Dann folgt mit partieller Integration (Satz B.13) des zweiten Summanden in (4.52)

0 = [ (o a0 feltn(®).u.0)]

to

—[xa (1) 0 G (t, 2a(8), ua(1))] /t 1dy(r),x(t)> dt

R

to

l t1 t1
D> / (g5, (6 22(6)) 2(8) )y dpiy () + / (a(t), dv(t))ze

(B (o) b= [ dvlt)atte)), o+ (57 (o (00) bt g

to

Diese Gleichung stellt die Anwendung eines linearen Funktionals 7" auf die Elemente
() des Raumes C([to, ¢1],R") dar. Da alle vorkommenden Ableitungen stetig in allen
Variablen und die Mafle y; und das signierte Vektormafl v von beschrénkter Totalva-
riation sind, ist dieser Operator beschrinkt, also auch stetig.

t1
Setzen wir p(t) = / dv(t), so erhalten wir aus der eindeutigen Darstellung eines

t
stetigen linearen Funktionals im Raum C'([to, t1], R") die Bezichungen (vgl. Abschnitt
2.6)

p) = [ (beatod (reanr) ) oo
o [ea (7)o folrw(r), un(7))] ) dr

-3 [ o)) = 1 (@)

j=1

und
pto) = hy" (2.(t0)) o.

Damit sind (4.6) und (4.7) gezeigt.
Die Beziehung (4.50) ist mit der folgenden dquivalent:

/ "o Do) o £ (b . (8), ua(8)] dt

to

[ wreptrnam]

to

ot e s 0.000)a

u(-)EL>®([to,ta],U) S,

Ae 3k ([to,t1])
—/t:l {/t:XA(T)ogo(T,x*(T),u(T))dT} ~du(t)}.
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Es gilt aber

/: l /t: a(T) 0 o(r.(7), W))mr - du(t)
- lljl([XA<w<»w<uaa<w,u<w)}T-]{“ch4f>)(ﬁ
_ :wmm@wwmwmmmﬁ

Aus diesen beiden Beziehungen folgt

[ o lea®o 1m0 0.0)] = 00 () plt (0 . (0) ) |t

to

_ min ],U)/l [)\0‘ [xalt) o f(t, (1), u(t))]

u(~)€L°°([t0,t1 to
A3k ([to,t1])

—<p(t), xal(t)o go(t, x.(t), u(t)) >R"} dt. (4.53)

Diese Gleichung fithrt zur Maximumsbedingung (4.8): Es bezeichnen Ty, T, bzw. T, die
Menge aller Punkte ¢ € (fo,t;), in denen die Funktion ¢ — x4, (¢)o f (¢, 2.(t), u.(t)) und
die Vektorfunktionen ¢ — x.4. () o ¢(t, z.(t), u.(t)) bzw. t — p(t) keine Lebesgueschen
Punkte besitzen. Diese Mengen sind abzéhlbar.

Fiir Ty und T,, folgt dies aus Natanson [26], Satz 5, S.284, da x4, () o f integrierbar
und x4, (t) o ¢ komponentenweise integrierbar auf [ty, 1] sind.

Unstetigkeiten der adjungierten Funktion p(-) kénnen nur durch den Term

S [ (0o,

darin sind p; nichtnegative regulére Borelsche Mafie und g;  stetige Abbildungen, her-
vorgerufen werden. Um die folgende Argumentation iibersichtlicher zu fithren, streichen
wir in diesem Ausdruck das Summenzeichen und den Index j, und ersetzen g; durch
die stetige Vektorfunktion ¢. Da p ein nichtnegatives regulédres Borelsches Maf ist, ist
die Funktion
t
V() = [ dutr). teltonl,

to
monoton und beschriankt, und besitzt nur abzéhlbar viele Unstetigkeiten ([26], Satz 1,
S.229). Dann folgt fiir die Funktion

W@:[wﬂwm
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aus der Ungleichung

W Oller < max (9l [ dutr) = max ()] Vi)

to se[to,tl

dass diese ebenso hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeiten besitzt. Damit ist auch die
Menge T}, hochstens abzéhlbar, da jeder Stetigkeitspunkt einer integrierbaren Funktion
ein Lebesguescher Punkt ist ([26], Satz 6, S. 285) und p(+) in héchstens abzihlbar vielen
Punkten unstetig ist.

Fiir jedes v = (v!,...,v%) € U = Uy x ... x Uy und i = 1,..., k sind ferner alle t € (¢o,t;)
Lebesguesche Punkte der Funktionen ¢ — f; (t,x*(t),vi) und der Vektorfunktionen
t — @;(t,z.(t),v"), da diese und z,(-) stetig sind.

Fiir j € {1, ..., k} bezeichnet A7 = (A{, ey Afc) den Mengenvektor, dessen Komponenten
Al = fiir j # i und .Ag = [to, t1] sind. Dann gehort A7 offenbar zu 3*([to, t1]).
EsseiT € T = (to, t1)\(T{UTL,UT,), j € {1,....,k} und v = (v',...,v%) € U = Uy x...xUj.
Dann gehort fiir jedes 0 < A < t; — 7 die Abbildung u,(+),

ux(t) = wet) + Xprren (8) (v —us(t)), T € [to, ta],

dem Raum Lw([tg,tl], U ) und die Zerlegung .Ai, die wir iiber die charakteristische
Funktion

Xag (1) = X () + Xirran) () (xai (t) = xa.(t)), t € [to,ta],

erkldren, der Menge 3%([to, ]) an. Diese Zerlegung A% aktiviert auf dem Intervall [7, 7+
A) den j-ten Index.
Ferner ist 7 Lebesguescher Punkt von ¢ — XA (t) o f(t, .(t),ur(t)) und t — XAi(t) o

gp(t,x*(t),uk(t)), denn es gilt fiir alle n > ng, 0 < nio <A,

r+1 T+1 ‘
l/ XAi(t)of(t,x*(t),uA(t))dt = l/ fi(t, @ (t),v7) dt

n n

— fj(r, x*(T),vj) fiir n — oo,

da 7 Lebesguescher Punkt von ¢ — f; (t, z,(t), v ) ist. Ebenso folgt dies fiir ¢.
Wegen (4.53), diese Bedingung verwenden wir nun mit der Pontrjagin-Funktion y 40 H,
gilt fiir u,(-), A7,

Un(t) = 1 (8) + Xy ()0 — .(0). S

- 1— T,

X5, (1) = X () + X 1) (1) (v () = xa. (1)), n

die Relation

/ 1 [xa. (t) 0 H(t, (1), ua(t), p(t), Xo) — X 49 () © H (£, 24 (t), un(t), p(t), Ao) ] dt

to

i |
= [ e H (b 6), (0 p(0). M) = Hy (6.(6), 7, p(2) M) e = 0
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fiir alle n mit % < t; — 7. Daraus folgt, da 7 auch Lebesguescher Punkt der Funk-
tionen t — x.a,(7) 0 H (¢, z.(t), u(t), p(t), Xo) und t — H;(t,z.(t),v7, p(t), Xo) ist, die
Beziehung

1 [T

n

lim — [xa.(t) o H(t, 2. (t), us(t),p(t), No) — Hj(t, . (t), 07, p(t), Ao)] dt

n—oo 1 J._

= XA. (T) © H(Ta J]*(T), U*(T),p(T), )‘0) - Hj (7-7 SC*<7'>, Ujap(T)a )\0) Z 0.
Fiir jedes 7 € T ist diese Ungleichung fiir alle v € U und alle j € {1, ..., k} erfiillt und
daher die Maximumsbedingung (4.8) gezeigt und das Maximumprinzip bewiesen.

4.6 Eine hybride Grundaufgabe

Ein wichtiger Spezialfall der Aufgabe (4.1)—(4.5) ist die hybride Grundaufgabe:

J(z(-), u(-), A) = /t 1 xa(t) o f(t, z(t),u(t))dt — inf, (4.54)
i(t) = xalt) o o(t, z(t),u(t)), (4.55)
ho(z(to)) =0, hi(z(t1)) =0, (4.56)
u(t) ceU=U; x..xU, U ?é @, Ae Bk([to,tl]). (457)

Fiir diese Aufgabe erhalten wir unmittelbar aus Satz 4.3:

Satz 4.14 (Pontrjaginsches Maximumprinzip) Wir nehmen an, dass die Funktio-
nen und Abbildungen f;, i h,t =1,k 7 =1,...,1,0 = 0,1, die Annahmen fir die
zustandsbeschrinkte hybride Aufgabe erfillen. Ist (z.(-),u.(-), Ay) ein starkes lokales
Minimum in der Aufgabe (4.54)-(4.57), dann existieren eine Zahl Ao > 0, Vektoren
lo € R [} € R** und eine Vektorfunktion p(-),p : [to,t1] — R", (wobei diese Grifien
nicht gleichzeitig verschwinden) derart, dass

a) die Vektorfunktion p(-) der adjungierten Gleichung

P(t) = —xa.(t) 0 g (t: 2(t), ue(8)) () + Ao - X (B) © fu(t, 2 (), ua(t))  (4.58)
und den Transversalititsbedingungen
p(to) = kY (z.(to)) lo,  p(t1) = =" (z.(t1)) I, (4.59)

genugt;
b) fiir die Pontrjaginsche Funktion

X.A(t> © H(t,x,u,p, >‘0 ZXAz p7 Soz(t T, u >> n )‘Ofi(tax7ui)) (460)

die Beziehung
xa. () o H(t, z.(t), u.(t),p(t), \o) = max H;(t, z.(t),u’, p(t), Xo) (4.61)

u'elU;
1<i<k

fir fast alle t aus [to, t1] gilt.
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4.7 Freier Anfangs- und Endzeitpunkt

Wir betrachten in diesem Abschnitt die zustandsbeschrinkte hybride Aufgabe mit frei-
em Anfangs- und Endzeitpunkt (oder kurz mit freier Zeit). Im Gegensatz zur zustands-
beschrinkten hybriden Aufgabe (4.1)—(4.5) bedeutet dies, dass die Abbildungen hg bzw.
hi, die die Start- und Zielmannigfaltigkeit definieren, zeitabhéngig sind:

h(t,z) : RxR" - R* (=0,]1.

Zur Behandlung dieser Aufgaben gehen wir analog zu loffe & Tichomirov [25], S. 210 ff,
vor und iiberfithren das Problem mit freier Zeit mittels einer Substitution der Zeit in
eine Aufgabe auf festem Zeitintervall.

Diese Substitution der Zeit macht es unumginglich, dass die eingehenden Funktionen
und Abbildungen bzgl. der Zeitvariablen ¢ differenzierbar sind.

Wir iibernehmen alle in Kapitel 4 getroffenen Bezeichnungen und Festlegungen und
betrachten im folgenden die hybride Aufgabe mit freier Zeit:

J(z(-), u(-), A) = /t 1 xa(t) o f(t, z(t),u(t))dt — inf, (4.62)
(t) = xa(t) o @(t,x(t),u(t)), (4.63)
g;i(t,z(t)) <0, teltota], j=1,..,1 (4.64)
ho (to,flf(to)) = O, hl (tl, l’(tl)) = 0, (465)
u(t) eU=Uy x ... x Uy, U; #0, Aec3[to,t1]). (4.66)

In dieser Aufgabe sind t; > t; frei und

) RxR"xR™ =R, i=1,..k,
u) o RxR"xR™ - R" i=1,..,k,
(t,x) + RxR"—=R, j=1,..,1,

t,x) RxR'"—R* +=0,1.

Wir nennen ein Quadrupel ([to, t1], (-), u(-),A) mit [to,¢1] C R, z(-) € C([to, t:],R"),
u(-) € L>([to, t1],U) und A € 3¥([to, 1]) einen Steuerprozess. Ein Steuerprozess heifit
zulissig in der Aufgabe (4.62)—(4.66), wenn auf dem Intervall [to, ¢;] die Funktion z(-)
fast iiberall der Gleichung

() = xa(t) o o(t, 2(t), u(t))

geniigt, die Phasenbeschrinkungen

g;(t,z(t) <0, j=1,.,1,

fir alle t € [t, t1] erfiillt sind, und in den Endpunkten ¢y, ¢; die Randbedingungen

ho(to,l’(to)) = 0, hl (tl,ZE(tl)) =0
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gelten. Einen zuléssigen Steuerprozess ([tO*,tl*],x*(-),u*(-),A*) nennen wir ein star-
kes lokales Minimum, wenn eine Zahl ¢ > 0 derart existiert, dass fiir jeden anderen
zuléissigen Steuerprozess ([to, t1], z(+), u(-), A) mit den Eigenschaften

[to —to.] <&, [t —tw] <&, [lz() —z.( )] <€

fiir jedes t € [to«, t1] N [to, t1] die Ungleichung

t

/ xa(T) 0 f(T,x(T), u(T)) dr > / XA, (7)o f(T, :C*(T),’U,*(T)) dr

tO tO*
erfiillt ist.

Wir treffen die folgenden Annahmen fiir hybride Aufgaben mit freier Zeit:
Die Funktionen f;(¢,z,u’), i =1,...,k, g;(t,x), j = 1,...,1, und die Abbildungen
oi(t,z,ut), i =1,....k, ho(t,z), hi(t, z) besitzen folgende Eigenschaften:

o Stetigkeit in der Gesamtheit der Variablen,
o stetige Differenzierbarkeit bzgl. ¢ und z,
e Stetigkeit aller partiellen Ableitungen in der Gesamtheit der Variablen.

Wir werden nun zeigen, wie man mit Hilfe des Pontrjaginschen Maximumprinzips fiir
Aufgaben mit fester Zeit (Satz 4.3) unter Verwendung der Substitution der Zeit das
Maximumprinzip fiir hybride Aufgaben mit freier Zeit erhalt:

Es sei ([tos, t14), 7.(-), us(+), A,) ein starkes lokales Minimum der Aufgabe (4.62)—(4.66).
Wir fiihren eine neue unabhéngige Veréinderliche s ein, die das Intervall [0, 1] durchlauft,
und betrachten folgendes Gleichungssystem

{(s)=v(s), /() =(s) - (xu(s) o (t(5), u(s), w(s)). (467)

Es sei v(s) > 0 fiir alle s € [0,1]. Ist (¢(-),y(-)) eine Losung dieses Systems, die der
Steuerung (v(-),w(-)) und der k-fachen Zerlegung B € 3*([0,1]) entspricht, so ist s —
t(s) eine streng wachsende stetige Funktion. Die zu ihr inverse Funktion ¢t — s(t) ist
ebenfalls stetig und streng wachsend. In diesem Fall ist z(-) mit z(t) = y(s(t)) fiir
t € [t(0),£(1)] Losung der Gleichung (4.63) zur Steuerung u(-) mit u(t) = w(s(t))
fiir ¢ € [t(0),¢(1)] und zur k-fachen Zerlegung A € 3*([t(0),¢(1)]), die durch x4(t) =
x5(s(t)) identifiziert wird, wobei

#(1) 1
/t xa(t) o £ (t,x(t), u(t)) dt = /0 v(s)-(xg(s)o f(t(s),y(s),w(s)))ds (4.68)

(0)

gilt. Weil v(+) auf [0, 1] stets positiv ist, sind diese Behauptungen klar.
Ist umgekehrt z(-) eine auf dem Intervall [ty, ;] definierte Losung der Gleichung (4.63),
die der Steuerung u(-) und der k-fachen Zerlegung A € 3*([t,t1]) entspricht, so ist
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(t(-),y(-)) mit t(s) = to + (t1 — to)s, y(s) = x(t(s)) eine Losung des Systems (4.67),
die den Steuerungen (v(-),w(-)) mit v(s) = t; — to, w(s) = u(t(s)) und der k-fachen
Zerlegung B € 3*([0,1]), die durch xp(s) = xa(t(s)) erklért ist, zugeordnet ist. Dabei
gilt die Beziehung (4.68). Daher ist

() 9 (), we(), v (0), Ba),

wobei fiir s € [0, 1]

t.(s)

ot (te —to)s, yal(s) = 2. (t(s)),
V4(8) = vy = 114

— tox, Wi (8) = uy (s s)),

sind und B, durch
x8.(s) = xa. (t:(s))

bestimmt ist, ein starkes lokales Minimum der Aufgabe:

/0 v <XB<S) o f(t(s),y(s), w(s))) ds — inf, (4.69)
t(s) = v, o) = v (xsls) 0 p(tls), yls), u(s)) ). (4.70)
g;(t(s),y(s)) <0, se[0,1], j=1,..,1, (4.71)
ho(t(0),5(0)) =0,  hi(t(1),y(1)) =0, (4.72)
v>0, w(s)eU, Be3*]0,1)). (4.73)

Dies ist bereits eine Aufgabe mit fester Zeit, auf die wir Satz 4.3 anwenden konnen.

Die Pontrjaginsche Funktion der Aufgabe (4.69)—(4.73) lautet

XA(t> o H<t7x7 u,v,p,dq, )\0>
= <p, v xalt) op(t, x,u)>Rn + qu — A\ - (XA(t) o f(t,x, u))

= v- (xa(t)o H(t,z,u,p,\o) +q), (4.74)

wobel

XA(t) oH(t,:U,u,p, )\0> = ZX.A t z, u’ >P, )\0)

- ZXAi(t) ‘ <<p, pilt, @, '), — Aﬂfi(t’x’“io

die Pontrjagin-Funktion der Aufgabe (4.62)—(4.66) ist. Weiterhin setzen wir
Aj={s€[0,1]]g;(tu(s),pu(s)) =0}, j=1.

Dann existieren nach Satz 4.3 eine Zahl \y > 0, Vektoren [y € R%, [, € R*', eine Vek-
torfunktion p(-), eine Funktion §(-) und nichtnegative, reguldre, auf den Mengen A;
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konzentrierte Borelsche Mafle fi;,j = 1,...,, (diese Gréflen verschwinden nicht gleich-
zeitig) derart, dass die Beziehungen

B(s) = u/“,XB*<T><>zyé(t*<r>,y*<r>,uu<7>,v*,ﬁ<7>,q<7>,Ao)dT

_hlz<t*(1)7y*(1))l1 - Z/ gjx(t*(T)vy*(T))dﬂj(T)7

q(s) = /XB*(7'>OF]t(t*(T),y*(T)vw*(T)aU*7]5(7')7q~(7)7AO)dT

(a0, (1) ), — Z/% (7)),
(j(()) = <h0t(t*(0)7 *(O))’ZO>RSO

gelten und die Maximumsbedingung

X5, (5) © H (£.(5), 1 (5), w2 (5), v, 5(5), 4(5), Do)
= max v [Hi(t(s),y.(5),u", B(5), Ao) +(5)]

uteU;,v>0
1<i<k

fiir fast alle s € [0, 1] erfiillt ist.

Es sei s,(-) die zu t.(-) inverse Funktion, d. h.

t_tO*
() = 1€ [ton tial-
() Tis — tox € lfor,t1e
Wenn wir jetzt die Bezeichnungen
p(t) = p(s.(1),  a(t) = a(s.(1)),
T;={te tO*,tl*] gi(t, (b)) =0} =t.(d;), j=1,..,1,

einfithren und die Bildmafie p; des Mafie fi; bei der Abbildung ¢.(-) verwenden, dann
gilt (vgl. Lemma B.14)

[ v = [ o)) i ale o) € O 7)

und die Mafle 1; sind offensichtlich auf T; konzentriert, so lassen sich die obigen Bezie-
hungen unter Berticksichtigung von (4.74) auf folgende Form bringen:
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q(tox)

—hlf(tl*, Ty (tie))lh + /t - XA (7) 0 Hy (7, 2.(7), u(7), p(T), Ao ) dT

-2 /t gy (o () diay (1), (4.75)
hof (to*, Ty (to*)) lo, (4.76)

t1x
—<h1t(751*>$* 114 ) 51>R51 / XA, (T) 0 Ht(ﬂ x*(T)ﬂu*(T)ap(T)a)\O)dT
t

—Z / gm0 duy (), (4.77)

<h0t<t0*,l’* t()* ) l0>]R50 (478)

und wir erhalten die Maximumsbedingung

v, - <XA*(t)oH(t,x*( ), us(t),p(t), No) + q(t ))

Aus (4.79) folgt

=  max v [H;(t,z.(t),u,p(t),No) + q(t)]. (4.79)
u'eU;, v>0
1<i<k
XA, (t) © H<t> ,T*(t), U*(t),p(t), )‘0) = Iglea[,)f( H; (ta .T*(t), uiap(t)’ )‘0) : (480)
1<i<k

Ferner erhalten wir wegen 0 < v, < oo aus (4.79) die Beziehung

max H; (t,x*(t),ui,p(t)7 /\0) = —q(t).
15eh

Im Folgenden verwenden wir die Funktion

H(t,l’*(t),p(t),/\o) - ma[i( Hi(t,a:*(t),ui7p(t),/\0),
u'elU;

1<i<k

Diese heifit Hamilton-Funktion.
Durch Vergleich mit (4.77) und (4.78) erhalten wir weiter

H(t o (0),p(t). %) = (hua(tre 2(t) e

_/tl X (7) © Hy(7, 2.(7), ua(7), p(7), Ao ) dT

+ Z/ " g () dpy (7). (4.81)

H(tow 2 (tos), Do), Ao) = —(hoy (tows Tu(tor) ) lo) ey - (4.82)
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Nach Lemma B.16 ist die Funktion H (¢, z.(t), p(t), Ao) von beschrénkter Variation und
linksseitig stetig.

Zusammenfassend lautet damit das Maximumprinzip fiir Aufgaben mit freier Zeit:

Satz 4.15 (Pontrjaginsches Maximumprinzip, freie Endzeit) Es seien fir die
Funktionen und Abbildungen f;, i, gj,h,t = 1,..,k,j = 1,..,0,0 = 1,2, die Annah-
men fiir Aufgaben mit freien Endzeiten erfillt. Ist ([toe, t1.], ©.(-), u(+), As) ein starkes
lokales Minimum in der Aufgabe (4.62)—(4.66), dann existieren eine Zahl Ao > 0, Vek-
toren lg € R% [} € R*, eine Vektorfunktion p(-),p : [to, t1] — R"™, und auf den Mengen
T; = {t € [to,t1] | 9; (t, z.(t)) = 0} konzentrierte nichtnegative requliire Borelsche Mafe

Wi, j=1,...,1, (wobei diese Grifien nicht gleichzeitig verschwinden) derart, dass gilt:
a) Die Vektorfunktion p(-) ist Losung der Integralgleichung (4.75) und es gilt (4.76):

p(t) = —hlf(tl*,x*(tl*))ll + /t ) X, (7)o H, (7', 2, (T), us (7), p(T), /\o)dT

! t1x
-3 [ na ) (o),

p(t0*> - hog (to*, x*(tO*)) lO-

b) Fir fast alle t aus [to,t1] ist die Beziehung (4.80)

XA, () 0 H(t,z.(t), u.(t), p(t), No) = max (t, 2. (L), u', p(t), M)
1<i<k

erfiillt.
¢) Die Hamilton-Funktion ist eine Funktion beschrinkter Variation, die linksseitig stetig
ist, und es gelten (4.81) und (4.82):

H(t7 x*@)a p(t)a )‘0) = <h1t (tl*: 33*(151*)) ) ll>R51
t1x ! t1x
_ /t XA, (T) 0 Hy (7', 2. (7), ue (1), p(7), )\O)dT + Z/t gjt(T, T (T))duj(T),

H(t0*7 l’*(to*),p(to*), )\0) = _<h0t (tO*’ x*(tO*)) ) l0>Rso'

Ebenso wie in Aufgaben mit fester Zeit ist die adjungierte Funktion p(-) von beschriank-
ter Variation und linksseitig stetig.



Kapitel 5

Analyse eines Modells privater
Altersvorsorge

Zur Anwendung der in dieser Arbeit dargelegten mathematischen Theorie folgen wir
dem Vorschlag von G. Feichtinger und betrachten ein mehrstufiges Problem der Theorie
der Optimalen Steuerungen. Im Folgenden wollen wir mit Hilfe des Maximumprinzips
— speziell Satz 4.14, das Maximumprinzip fiir die hybride Grundaufgabe — ein Modell
privater Altersvorsorge diskutieren.

In der Modellierung beriicksichtigen wir nur die Finanzierung durch Privatkapital. Die
Auswirkungen der gesetzlichen Rente aus dem Umlageverfahren und die daraus resul-
tierenen Konflikte zwischen verschiedenen Altersgruppen beziehen wir nicht ein.

5.1 Das Modell

In diesem Modell betrachten wir die Entwicklung einer (grofien) Gruppe gleichaltri-
ger Menschen. Diese Altersgruppe S(-) bestehe zum Zeitpunkt ¢ = 0 aus Sy Individuen.
GemiB einer Uberlebensfunktion, z. B. der Gompertzschen Uberlebensfunktion der Ver-
sicherungsmathematik, vgl. Heuser [23], S. 70f, geniige S(-) der Differentialgleichung

$(6) = —n(t) S(2)

mit der Sterbeintensitét u(t) > 0. Wir nehmen an, fiir diese Altersgruppe bestehe ein
biologisches Maximum 7' > 0 fiir die Lebenszeit!.

Es bezeichne [(t) - L(t) das durchschnittliche Gehalt, mit der die Altersgruppe S zum
Zeitpunkt t fiir ihre Arbeit entlohnt werden wiirde, falls diese mit der relativen Arbeits-
zeit I(t) € [0,1] zum durchschnittlichen Lohn L(t) arbeiten geht. Wir nehmen implizit
an, dass [(t)- L(t) bereits um gesetzliche und sonstige Abgaben, sowie um den minimalen
Lebensunterhalt bereinigt ist.

Dies kann mit der verwendeten Uberlebensfunktion nicht exakt beschrieben werden, da die Losung
S(+) der Differentialgleichung fiir alle ¢ > 0 positiv ist. Allerdings sei diese Funktion eine ausreichend
gute Ndherung.
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Die Altersgruppe kann sich zu jedem Zeitpunkt ¢ entscheiden, einen Teil v(t) - I(t) - L(t)
vom Gehalt mit der Vorsorgerate v(t) € [0,1] in einen privaten Vorsorgepool A(-) zu
investieren und den verbliebenen Rest (1 — v(t)) - I(t) - L(¢) zu konsumieren. Entschei-
det sich die Altersgruppe Vorsorge zu schaffen, so wird nach Eintritt in die Rente zum
Zeitpunkt 7 € (0,7) ab diesem Zeitpunkt das angesparte Kapital mit einem zu be-
stimmenden konstanten Betrag @ = a(7, A(7)) iiber das restliche Zeitintervall [r, T] an
jedes noch lebende Individuum der Altersgruppe ausgezahlt. Aulerdem beriicksichtigen
wir die Verzinsung des Kapitalstocks A. Die Altersgruppe erhélt zum Zeipunkt t die
effektive Zinsrate 7 - (1 + p(t)). Diese wurde um die variable Rate r - p(t) erhoht, um
Ausfallrisiken auszugleichen?. Fiir die private Altersvorsorge A(-) liefert dieser Ansatz
die Dynamik

Alt) :{ v(t) - 1(t) - L(t) - S(t) + 7 (1 +p(t)) - A(t), te(0,7),
—a(r, A(T)) - S(t) +r- (14 p(t)) - A(¢), te(r,T).

Die Funktion A(-) muss den Randbedingungen A(0) = 0 und A(7) = 0 geniigen, da
der Vorsorgepool erst aufgebaut werden muss und von dieser Vorsorge alles an die
Altersgruppe wieder ausgezahlt werden soll.

Die Altersgruppe ist nun bestrebt, ihren Nutzen

/oT [U<(1 —o(t) - U(t) L(t)) - V(t, z(t))} CS(t) - e di
' / [U(a(r Am)) = V(t0)] - S(0) - e dr

tiber alle zulédssigen Steuerungen v(+), I(+) und das Pensionsalter 7 € (0,7) zu maximie-
ren. Hierin beschreibt U = U(C) eine vom Konsum C = (1 —v) - [ - L abhéngige Nut-
zenfunktion und V' = V/(¢,1) eine vom Alter und der geleisteten Arbeit abhéngiges ,, Al-
tersleid“. In diesen Begriff ,, Altersleid* flielen z. B. gesundheitliche Schiaden korperlich
schwer arbeitender Menschen, die finanziellen Aufwendungen fiir die Gesundheitsfiirsor-
ge oder — wie es der Begriff schon sagt — altersbedingte Leiden ein.

5.2 Anwendung des PMP

Die Aufgabe der Altersvorsorge des letzten Abschnitts formulieren wir als ein hybrides
Steuerungsproblem und wollen diese Situation daraufhin untersuchen, ob sich unter
gewissen Voraussetzungen private Vorsorge lohnt und ob ein optimaler Zeitpunkt 7 fiir
den Austritt aus dem Arbeitsleben existiert.

Das Modell, das wir untersuchen werden, lautet

/T U((=vm) - 10) L) =V (5,10)] - S(0) e, e A,

[U (5(7’, A(T))) - V(t, 0)} L S(t) e, fe Ay dt — sup, (5.1)

2Ni#her gehen wir darauf im Abschnitt 5.6 ein.
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unter den Nebenbedingungen

. t r- (1 t)) - A(t), t 1
ao={% 58 ey e e
A(0)=0, A(T)=0, a=a(r,A(r)), (5.3)

S(t) = —u(t) - S(t), S( )=S0, plt) >0, (5.4)

o(t),1(t) € [0,1],  {Ai, Az} € 3%([0,T]). (5.5)

Zuléssige Steuerungen v(-),((-) gehoren in dieser Aufgabe dem Raum L*([0, 77, [0,1])
an.

Die Aufgabe (5.1)—(5.5) gibt die Modellbeschreibung in Abschnitt 5.1 nicht exakt wie-
der. Die Auszahlung @ héngt ndmlich nicht nur vom Wert A(t) des Vorsorgepools,
sondern auch vom Wechselzeitpunkt ab. Daher ist @ durch die Wahl von A = {A;, Az}
beeinflubar und eine steuerbare Zustandsgrofle. Trotzdessen fassen wir in unseren Be-
trachtungen diese Grofle als einen Parameter auf, denn die Bedeutung dieses Kapitels
ist die Untersuchung eines mathematischen Modells mit Hilfe der theoretischen Resul-
tate dieser Arbeit.

Fiir die Abbildungen nehmen wir an, dass diese folgende Eigenschaften besitzen:
o [(t) sei stetig differenzierbar, streng monoton wachsend, positiv und beschrénkt;
e 4(t) sei positiv und auf [0, T] integrierbar;
e U(C) sei stetig differenzierbar, streng monton wachsend und streng konkav;

e V(t,1) sei in der Gesamtheit der Variablen stetig differenzierbar und streng kon-
Vex.

Ferner sei 0.B.d. A. V(¢,0) = 0 auf [0,7] und wir vernachldssigen diesen Term im
Integranden der zweiten Strategie.

Wir wenden Satz 4.14 an: Die adjungierte Funktion p(-) geniigt in beiden Strategien
der adjungierten Gleichung

p(t) = =+ (L+p(t) - p(t) (5.6)

zur Randbedingung p(T) € R. Die Maximumsbedingung, die fiir fast alle ¢ € [0, 7]
erfiillt ist, lautet

{p(t)-[v-l L(t)-S@t) +7r- (14 pd) - At)]
p(t)- [—a-S{t)+r- (1+u(t)) A(t)]

max
v,l€[0,1]

i=1,2
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Aus der adjungierten Gleichung (5.6) folgt

p(t) = p(T) - exp {— /tr- (1+ u(f))df} :

T

M(t) = exp {r-/tTu@) df}.

Diese Funktion ist nichtnegativ, wegen der Integrierbarkeit von pu(-) beschrankt, streng
monoton fallend und es gilt M (7T) = 1. Mit dieser Funktion schreiben wir die Adjun-
gierte in der Form

Wir setzen

p(t) =p(T) - 7“1 M(t). (5.8)
Aus der Untersuchung im Anhang C.1 folgt, dass sich die Altersgruppe nur dann ent-

scheidet Vorsorge zu treffen, wenn 0. B.d. A. Ay = 1 und p(7T") > 0 gilt.
In der Maximumsbedingung (5.7) haben beide Strategien den Term

p(t) - (1+p(t)) - At)

gemein und den positiven Faktor S(t) - e konnen wir vor die Maximierung ziehen.
Somit ist (5.7) fiir fast alle ¢ € [0, 7] dquivalent zu

v,l€[0,1]

max{ max [p(T)erT M@)ol L)+ U((1—wv)-1- L(t)) = V(2 1)],

U@) —a-p(T)eT- M(t)}. (5.9)

Die Aufgabe (5.1)-(5.5) wollen wir auf Vorsorge untersuchen. D.h., dass wir nur den
Fall diskutieren, wo A(-) # 0 gilt und ein Wechselpunkt 7 € (0,7") von der Strategie
1 = 1 in die zweite Strategie existiert. Daher fassen wir nur die Situation als sinnvoll
auf, in der ein Vorsorgepool aufgebaut wird und von diesem auch (nadmlich fiir ¢t > 7)
Gebrauch gemacht wird.

Abschlielend geben wir in diesem Abschnitt eine Interpretation der Zahl p(7') an. Wir
beziehen uns dabei auf die 6konomische Deutung des Maximumprinzips in Feichtinger &
Hartl [17], S. 28 ff; insbesondere auf die Ausfithrungen auf S. 29: Die Pontrjagin-Funktion

H(t,x,u,p, )\0) = <pa 90<t7$au)>R" - )\0f<t,ili',u>

Lbeschreibt die totale Auswirkung der Entscheidung u zum Zeitpunkt t, die in einen
direkten und indirekten Effekt zerlegt werden kann:

— der unmittelbare Effekt der Entscheidung u besteht in Verbindung mit dem
herrschenden Zustand x darin, dass die Profitrate f(t,x,u) erzielt wird,

— die indirekte Wirkung von u manifestiert sich im Wert der Anderung der
Kapitalbestdnde.

Somit mifit H die Profitrate erginzt um den indirekten Gewinn, der aus der
Wertdnderung des Kapitalstocks resultiert. “



5.3. OPTIMALE STEUERUNGSRATEN IN EINEM ZEITPUNKT 133

Betrachten wir in unserem Beispiel die Abbildung
(Lv) = p(T)e™ - M(t)-v-1- L)+ U((1 —v) - 1- L(t)) = V(t,1),

diese resultiert aus den obigen Umformungen in der Maximumsbedingung (5.9) bzgl.
der Strategie i = 1, so bemisst U ((1—v)-l-L(t)) den direkten und p(T)e™- M (¢)-v-1-L(t)
den indirekten Effekt von v, d.h. der Entscheidung fiir das Alter zu sparen. Wéhlen
wir v = 0, so maximieren wir den momentanen Nutzen zum Zeitpunkt ¢ und sparen
nicht fiir das Alter. Wéhlen wir v = 1, so ist der momentane Nutzen minimal, aber
die Anderung des Kapitalpools zum Zeitpunkt ¢ wird maximiert. Die Entscheidung fiirs
Alter zu sparen fillt in unserem Modell umso leichter, je gréfler der positive Faktor
p(T) ist. Daher stellt diese Zahl einen Anreiz privat vorzusorgen dar. Die Funktion
t — p(T)e™ - M(t) nennen wir in diesem Zusammenhang die Anreizfunktion.

5.3 Optimale Steuerungsraten in einem Zeitpunkt

Das Modell (5.1)-(5.5) wurde in einem recht allgemeinen Rahmen aufgestellt. Diese
Allgemeinheit hat den Nachteil, dass wir nur sehr wenige konkrete Aussagen treffen
konnen. Daher beschrénken wir uns in diesem Abschnitt auf die Diskussion der Maxi-
mumsbedingung (5.9) in einem Zeitpunkt ¢ € [0, 7). Dies wird uns Informationen iiber
die Wahl der optimalen Steuerungen L,(-), v.(:) zu diesem Zeitpunkt liefern.

Wir lenken nun den Fokus auf die Untersuchung der Strategie ¢« = 1 in der Maximums-
bedingung (5.9), d. h. auf

max [p(T)eTT M) o1 L)+ U((1—v) - 1- L(t)) — V(£ 1)]. (5.10)

v,l€[0,1]

In dieser Strategie legt die Altersgruppe ihre Vorsorge- v(-) und ihre Arbeitspolitik /(-)
fest. Diese haben wir im Anhang C.2 mit Hilfe der Funktion

F(l,v)=p(T)e™" - M(t)-v-1-L{t)+ U((L —v)-1- L(t)) = V(t,1)

untersucht und in C.3 die Resultate zusammengefasst.
Wir teffen die grundlegende Annahme, dass
e U’(0) ,hinreichend grof“® und endlich ist; insbesondere sei U’(0) > p(T)e™ - M (0).

Wegen U'(0) > p(T)e"™™ - M(0) — deswegen ist F,(l,,1) < 0 und es entfillt v,(t) =1 —
sind zum Zeitpunkt ¢ € [0, 7] eine der folgenden Situationen moglich?:

3Eine drastische mathematische Formulierung von ,hinreichend gro“ist die zu den Inada-
Bedingungen gehérende Annahme U’(0) = oo (vgl. Barro [2], S.16). Diese Bedingung wiirde aber
der Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit der Abbildungen in der Formulierung des Satzes
4.14 widersprechen.

4Die Unterscheidung der verschiedenen Fille ist nur in den Situationen ,teilweise Vorsorge* mit
v (t) = 0 oder v, (t) = 1 bzw. , Teilzeit arbeiten® mit 1. (t) = 0 oder I, (¢t) = 1 nicht eindeutig. Allerdings
héngen in diesen nicht eindeutig festgelegten Situation die Berechnungen nicht von dem gewihlten Fall
ab.
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— , Vollzeit arbeiten und keine Vorsorge“, d. h. 1,.(t) = 1, v.(t) = 0;
— , Vollzeit arbeiten und teilweise Vorsorge®, d.h. L.(t) = 1,v.(t) € [0, 1];
— ,Teilzeit arbeiten und keine Vorsorge“, d.h. I, € [0, 1], v, = 0;
— ,Teilzeit arbeiten und teilweise Vorsorge“, d.h. I, € [0,1],v, € [0, 1];
— ,nicht arbeiten”, d.h. [, = 0,v, = 0.
Im Anhang C.3 sind Bedingungen angegeben, mit deren Hilfe sich die einzelnen Fille

voneinander abgrenzen lassen.

Zum Abschluss dieser allgemein gehaltenen Betrachtungen kommen wir zur Berechnung
der optimalen Steuerungen in den Féllen, in denen [.(t) oder bzw. und v.(t) Werte
aus dem Inneren des Intervalls [0, 1] annehmen kann bzw. kénnen. Diese Fille konnen
eintreten, wenn zum Zeitpunkt ¢ € [0,7] fiir eine Maximalstelle (I, v.) der Funktion
F(l,v) eine der beiden oder beide Ableitungen

Fl(l*vv*) = U/((l - U*) s L(t)) ) L(t> - ‘/l<t7l*>7
Fy(l,,v.) = [p(T)e" - M(t) = U'((1 —v)- L L(t))] - L - L(t),

gleich Null ist bzw. sind.
Wir definieren die Funktion A = A(t) implizit iiber die Bedingung

U'(A(t)) = p(T)e™ - M(t).

Diese Funktion ist eindeutig festgelegt, positiv und streng monoton wachsend, da U’(0)
> p(T)e™ - M(0), C — U'(C) streng monoton fallend und ¢t — p(T)e™ - M(t) streng
monoton fallend ist.

Dann kénnen wir v, (t) im Fall , Vollzeit arbeiten und teilweise Vorsorge®, d.h. wegen
Fy(Lv,) =0< p(T)e™ - M(t) = U'((1 — v.(t)) - L(t)), durch

A(t)
1—wv.(t)) - L(t) = At () =1——=
(1= v0) - L) = A0 = 0.() =1 - 75
bestimmen. Im Fall , Teilzeit arbeiten und keine Vorsorge® ist v.(t) = 0 und die Steue-
rung L, (t) konnen wir aus der Gleichung

Fi(l,,0) = U' (L. - L(t)) - L(t) = Vi(t,1.) = 0

eindeutig berechnen, da | — U’(I - L(t)) streng konkav und [ — V/(¢,1) streng konvex
ist.

Im Fall , Teilzeit arbeiten und teilweise Vorsorge“ suchen wir Nullstellen der Ableitun-
gen Fi(l,v) und F,(I,v). Aus zweiterer erhalten wir wegen

(1= v.(t) - L(t) - L(t) = A(1),
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At
dass das Produkt (1 — v.(t)) - L.(t) gleich # ist. Setzen wir dies in die Ableitung F;
ein, so ergibt sich die eindeutig l6sbare Gleichung
U'(A(t)) - L(t) = Vi(t, 1.(¢)) =0
A(t)
L(t) - L(t)
Abschlielend sei noch erwéihnt, dass die Existenz des Umschaltpunktes 7 von der ersten

in die zweite Strategie nicht gegeben sein muss. Die Altersgruppe entscheidet sich evtl.
zu wechseln, falls es in der Maximumsbedingung (5.9) einen Zeitpunkt 7 mit

p(T)e™ - M(7) - v, (1) - () - L(1) + U((l — U*(T)> L(T) - L(T)) — V(T, l*(T))
= Ul@) —a-p(T)e™" - M(7)

fiir [,(¢); und damit ferner v,(t) =1 —

gibt. Da U streng konkav ist, gilt
lim U(z) — 2 - p(T)e™" - M(1) = —o0.

D.h., dass auch nach der Entscheidung nicht mehr zu arbeiten, der Nutzen bemessen
mit der Funktion U als zu gering aufgefasst werden kann und deswegen die Altersgruppe
nicht in die zweite Strategie wechseln wird.

5.4 Spezifikation der Abbildungen

Als erstes nehmen wir an, der Lohn steigt exponentiell und angepasst an die Zinsrate,
d.h. L(t) = r- L(t) mit L(0) = Ly > 0. Daraus folgt

L(t) = LO . €Tt.

Fiir die Nutzenfunktion U verwenden wir den Zugang U(C') = In C. Allerdings existert
der Logarithmus im Nullpunkt nicht. Deswegen setzen wir die Nutzenfunktion fiir C'
nahe bei Null stetig, stetig differenzierbar und streng konkav mit einer Parabel fort:

In O, O Z CO?

U(C) = 1 C?
= - <(C<L
C (CO+1) 200+Co, O_C_C(),

1
mit der Konstanten ¢y = InCy — <1 + §CO> . Dies liefert fiir die Ableitung die stetige
und streng monoton wachsende Funktion

1

57 C’ZC'(M
v = 1+ 1 ¢ 0<C <

Co C,) ="
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Fir die Zahl Cj sei
1

p(T)er™ - M(0)
erfiillt. Damit ist die Annahme U’(0) > p(T)e™ - M(0) gesichert.

In der Abbildung V'(t,1) des Arbeitsleides, so nehmen wir an, lassen sich die Variablen
t und [ separieren:

0<Cy<

V(t,1) = Vi(t) - Va(D).
Wir setzen V(1) = (- (14 1). Dann gilt V'(¢,0) = 0 fiir alle ¢t und Vj(¢,1) = Vi(t)- (1 +20)

steigt umso schneller, je mehr die Arbeitsgruppe arbeitet.
Fiir die Funktion V; machen wir mit einer positiven und streng monton wachsenden
Funktion o den Ansatz

Vi(t) = a(t) - Va(t).

Dann wéchst Vi umso schneller, je grofler ¢ ist. Dies liefert fiir den linearen Ansatz
a(t) = % -t und mit dem Anfangswert V;(0) = o;:

Vit) =01 - e2" = V(t,1) = 01 - 1(l +1) - e

In den Beispielen betrachten wir eine Altersgruppe, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 ihre
Ausbildung beendet hat und in das Arbeitsleben wecheln kénnte, und untersuchen die
Entwicklung in den n&chsten 7" = 100 Jahren. Zu Beginn der Planung seien nach allen
Abgaben noch Ly = 1 Geldeinheit iibrig. Fiir die Zinsrate nehmen wir » = 0,02 an.
Ferner wéahlen wir die Parameter

01 =0,05, 0o =2-1073,Cy = 1072

In der folgenden Abbildung ist links die Fliche V (¢,1) fiir t € [0, 50] dargestellt und der
rechte Graph verdeutlicht, wie stark V(¢,1) mit der Zeit wichst.
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In der néchsten Abbildung sind die partiellen Ableitungen Vj(¢,0) (rot) und Vi(t,1)
(griin) auf [0,50] bzw. [0,100] zu sehen.
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0] [ 10

Die nachstehenden Graphen stellen die Nutzenfunktion U und die stetige Fortsetzung
von U bzw. U’ in Cy = 0,01 mit der streng konkaven Parabel dar.
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Die Entwicklung der Altersgruppe beschreiben wir angenéhert durch eine Gompertzsche
Uberlebensfunktion

S(t) = —p(t) - S(t) mit pu(t) = At
Daraus folgt fiir .S:
S(t) = Sy - e Dt e0,100].

Zur Bestimmung der Parameter A\, u nehmen wir an, dass die Altersgruppe zu Beginn
aus Sy = 10° Individuen besteht und zum Zeitpunkt ¢t = T' eine gute Niherung fiir die
Anzahl iiberlebender Individuen liefert. Mit A = 5- 1073 und p = 5 - 1072 erhalten wir

5

_ 0,05t _ 106 . ,—0,1(e%05 1)
= . t) = 10° - 1 1.
oog € S =10°¢ ,S(100) <

1(t)

Das Schaubild von S ist in der nachstehenden Abbildung zu sehen.
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0%

1004
75
50

251

Ferner erhalten wir aus diesen Annahmen fiir die Funktion M:

100
M(t) = exp {7“ : /t w(€) dﬁ} = exp {%(65 — 60’05't)} ., M(0) ~1,34.

5.5 Beispiele mit fester Zinsrate

In den folgenden Beispielen nehmen wir an, dass in der Dynamik (5.2) der Term r -
w(t) - A(t) entféllt. Ferner verwenden wir aus dem letzten Abschnitt die Abbildungen

1 = 5t
L(t) = 002t Vit 1) = 5 I(1+1)- o210 S.tz, S(t) = 106 . o= 0:1(e”° *1)’

sowie die stiickweise definierte Nutzenfunktion

InC, ¢ =>0,01,

U0) = C? 0,01
101-C — | 1— (14 2= <0< 1
01-C 2‘0’01+n0,0 (+ 5 ) 0<C<0,01,

und untersuchen die Aufgabe

/T{ (1= v) 10) - L) = V(510)] - S, e A, } & > sup, (5.10)
o | U@) - S(t)e, L€ A, ’

unter den Nebenbedingungen

: o(t) - 1(t) - L(t) - S(t) +r-At), te A,
Al) = { —a-S(t)+r- At), t e A, (5.12)
A(0)=0, A(T)=0, a=a(r,A1)), (5.13)

v(t),l(t) € [0,1], {A;, A} € 3%([0,7)). (5.14)
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Zur Berechnung der optimalen Steuerungen benutzen wir die Funktion A = A(¢), die
implizit {iber die Bedingung (ohne die variable Zinsrate r-u(t) ist die Funktion M (t) = 1
auf [0,77)

U'(A(t)) =p(T)e"™

definiert ist (vgl. Abschnitt 5.3). Aus den Setzungen folgt A(t) > Cj und es gilt

1 1
am M T mer
Wir bestimmen nun, wie sich die Altersgruppe auf dem Zeitintervall [0, T'] verhélt. Dazu

verwenden wir die schematische Ubersicht im Anhang C.3 {iber die verschiedenen Fille,
die sich aus dem Verhalten der Funktion (mit M(t) = 1)

F(l,v)=p(T)e™ v-1- L)+ U((L —v) -1~ L(t)) — V(t,1)

(vgl. die Maximumsbedingung (5.9) bzgl. der Strategie ¢ = 1) zu einem festen Zeitpunkt
t € [0,T] ergeben. In diesen Kriterien taucht die Ableitung Vj(¢,1) auf. Diese lautet

Vi(t,1) = 0,05 (1+21) - p2 107342

1
» Der Anreiz nach Vorsorge p(T') sei gleich 17

Phase I: ,Vollzeit arbeiten und keine Vorsorge*
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 gelten F}(1,0) > 0 und F,(1,0) < 0 wegen

2

U'(Lo) - Lo — Vi(0,1) =1—0,15>0 und p(T)e'" = % < U'(Ly) = 1.

Daher beginnt die Altersgruppe den Planungszeitraum mit ,, Vollzeit arbeiten und keine
Vorsorge “. Dieses Verhalten dndert sich, falls eine dieser Ungleichungen aktiv wird. Dies
ist erstmals zum Zeitpunkt ¢; mit (vgl. F;,(1,0) = 0)

1 e?

12

0,02t
= — .M =1<=t; =50-In| — | =~ 24,25

L)~ 12°° ! n(e?) ’

p(T)e'™" =U'(L(t1)) =

der Fall, da fiir alle 0 < ¢ < ¢; die Relation
F(1,0) = U'(L(t)) - L(t) = Vi(t,1) = 1= 0,15 - > > 0

gilt.
Phase 1I: ,Vollzeit arbeiten und teilweise Vorsorge“
Fiir gewisse t > t; gelten die Relationen F,(1,0) > 0 und F,(1,1) < 0. Daher &ndert
die Altersgruppe in t; ihr Verhalten in , Volizeit arbeiten und teilweise Vorsorge“. Die
optimalen Vorsorgeraten berechnen sich in dieser Phase geméf

A(t) 12 o002t

U*(t):1_m:1_62
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Ferner gilt in dieser Phase F,(1,v.(t)) = 0, d.h. U'((1 — v.(t)) - L(t)) = p(T)e’”, da
v.(t) aus dem Inneren des Intervalls [0, 1] stammt. Ersetzen wir dies in Fj(1,v.(t)
dann erhalten wir
F(1,0.(t) = p(T)e™ - L(t) — Vi(t, 1).
An dem Verhalten , Vollzeit arbeiten und teilweise Vorsorge“ hilt die Altersgruppe fest,
solange ,
p(T)eT - L) = Vi(t,1) = 5 - 2 = 0,15 €210 > 0

ist. Aus der Gleichung
2

e _
3 . 002t 0,15 210 343 _ 0

folgt
ty &= 32,04.

Wir erhalten damit 19
O () =1~ — - e~ 002 auf [ty,t,].
e

In der folgenden Abbildung sind die Steuerungen [, (-) in griiner und v,(+) in roter Farbe
auf [0, t5] dargestellt.

0.75
054
0.25

oo

Phase III: ,Teilzeit arbeiten und teilweise Vorsorge*

Fiir ¢ > ¢, gilt

2
FZ(L v*(t)) =p(T)e'™ - L(t) = Vi(t,1) = f—2 %02 0,15 - e2107°8%

und die Altersgruppe wechselt in , Teilzeit arbeiten und teilweise Vorsorge“. Die opti-
malen relativen Arbeitszeiten [, () berechnen sich in dieser Phase anhand der Gleichung

F (L (2),v.(t)) = U'((1 = va(t)) - L(2) - L(2)) - L(t) — Vi(t, () = 0.
W}ilr lverwenden U((1 =) L) L) = p(T)e'" aus F,(l.(t),v.(t)) = 0 und
erhalten

Vi(t,1.(8)) = p(T)e'™™ - L(t) <= 0,05 (14 2L.(t)) - 10" = f—.eo»”t

= L)==-[20-— —— 0 —1|.
e
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Die optimalen Vorsorgeraten v,(t) kénnen wir anschlieend aus der Beziehung

12
1(t) - 2 - 002

(1 —v.(t)) - Lu(t) - L(t) = A(t) => va(t) =1 —

bestimmen. Aus den Graphen der Funktionen

2 0,02t
t—’% 20'%'%*}7 b= 1= ; 003
e 5,[20_%_@%—73¢2_1],62,60,02t

N L e o e e
] 25 33;\5, 340

folgt, dass zuerst die optimale Vorsorgepolitik v,(:) gleich Null wird. Dies geschieht
zum Zeitpunkt t3 ~ 33,08. Auf [0, ¢3] erhalten wir fiir die optimalen Steuerungen die
folgenden Schaubilder (I.(-) in griiner und v.(-) in roter Farbe).

10+
0.76+
054

0.25-

Fiir t > t3 édndert die Altersgruppe wieder ihr Verhalten.

Phase 1V: ,Teilzeit arbeiten und keine Vorsorge*

Fiir ¢ > t3 bestimmen wir [,(¢) aus der Beziehung
EF(1.(t),0) = U'(L.(t) - L(t)) - L(t) — Vi(¢,1.(t)) = 0.
Dabei miissen wir beachten, dass sich U’ fiir Argumente kleiner Cy = 102 #ndert. Fiir
l«(t) - L(t) > Cy erhalten wir
1

= 0,05 (14 21,(t)) - 2107
Ly =005 (14 2L@) -0
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und damit die quadratische Gleichung

1 . 1 1
0= lz(t) + él*(t) —10-e 210 3.42 _ l*(t) = _ZL + 1_6 410 e21073¢2,

Von diesen Losungen sind wir nur an den positiven interessiert. Daher erhalten wir fiir
die optimale Arbeitspolitik fiir ¢ > t3

1 1
l.(t) = —= 410 2107342
() =7+ t10e

Aus der Gleichung [, (ty) - L(t4) = Cp folgt t4 ~ 66,83. Fiir t > t4 betrachten wir den
Parabelabschnitt von U und kénnen [, (t) aus

0 = U0 L) - (1) ~ Vi(1,1.(0)

1 L(¢) - L(t) 2:107 3¢

= [(=—+1- 2222 L) - (14 21.(1)) - :

(Co+ e (t) — 0,05 (L+2L(t)) -e
101 - L(t) — 0,05 - 2107

L) = 100 - L2(t) + 0,1 - €210

bestimmen. Aus dem Grund, dass I, (t,) kleiner als 3-1073 ist, vernachliissigen wir einfach
den Parabelabschnitt und setzen [, (t) = 0 fiir ¢ > ¢4 und die Altersgruppe wechselt in
den letzten Abschnitt ihres Arbeitslebens, namlich in Phase V: ,nicht arbeiten®.

Fiir die Steuerungen [, (-) und v,(-) erhalten wir aus der Maximumsbedingung bzgl. der
Strategie ¢ = 1 zusammenfassend das Schaubild:

0.75

0549

, Wechsel in den Ruhestand?*:

Wir untersuchen nun, ob es einen Umschaltpunkt in die zweite Strategie gibt. Aus der
Dynamik

oo u@) - L(@) - L(t) - S®) + - AD), te A,
A _{ —a-S(t)+r- At), te A,

mit A(0) =0, A(T) =0,
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erhalten wir
t
At) = et / 0u(s) - L(s) - L(s) - S(s) - e~ dis,
0

solange sich die Altersgruppe fiir die Strategie ¢ = 1 entscheidet. Mit der Kenntnis der
Steuerungen [, (-) und v, (-) lasst sich A(-) stiickweise in den einzelnen Phasen durch die
folgenden Funktionen berechnen:

te0,t1): Ai(t) =0,
t € [ty,ty): As(t) =e€"- / Ui(s) - Li(s) - L(s) - S(s) - e " ds,

t
t E [t27 tS) . A?)(t) = A2<t2) . er(t—tQ) —|— 67"t . / /U*<8) . l*(s) . L(S) . S(S) . e_rs d87
to
te [t?n T] : A4(t) = A3<t3) . er(t—t3)'

Mit den ermittelten Steuerungen [, (-) und v,(-) erhalten wir fiir die Funktion A(-) ohne
Wechsel in die Strategie ¢ = 2 auf [20,40] bzw. auf [0, 7] das Schaubild:

1004
75
50

254

[ 8 L L
25 30 35 40 1} 25 50 75 100

Entschliefit sich die Altersgruppe zum Zeitpunkt 7 in die zweite Strategie zu wechseln,
dann berechnet sich die Auszahlung geméfl

T A LT
Alr) =D . / —a-S@t) e Ndt = a=— (7) e .
r S(t)-e " dt

T

Um eine Vorstellung von der Entwicklung der Auszahlung zu bekommen, betrachten
wir die Funktion

A(t)-e ™ ‘
/t " S(s) - s

Diese Funktion ist fiir ¢t < ¢; gleich Null. Auf dem Intervall [¢;, t3] erhalten wir fiir deren
Graph:

a(t) =



144 KAPITEL 5. ANALYSE EINES MODELLS PRIVATER ALTERSVORSORGE

0.076—
0.05

0026+

0.0
TT T T

LIS I e
% 28 30 a2

Fiir ¢t > t3 wird die Entwicklung von a(-) durch den Nenner dominiert, was durch die
folgenden beiden Graphen verdeutlicht wird.

0.4 159
1 125
03 1
] 1.0
024 0.75]
] 05
01 ]
] 0.254
00 00

L B | TTTT T T T T T[T T T[T I T [T T TTTT TT7T]
25 i) 3 40 45 50 25 30 3 40 45 50 85 ®O
1 t

Wir werten nun die Maximumsbedingung (5.9) mit M (¢) = 1 auf [0,77], d. h.

v,l€[0,1]

max { max [p(T)eTT ol L)+ U((1—=v)-1- L(t) = V(¢, 1)] JU(a) —a- p(T)eTT},

aus. In der zweiten Strategie berechnet sich das Maximum geméfl
U@) —a-p(T)e™".

Die Entwicklung dieses Wertes in Abhéngigkeit vom Umschaltzeitpunkt wird durch die
Abbildung

t—Ula(t)) —a(t) - p(T)e™
beschrieben. Der Graph dieser Funktion zeigt, wie stark der in a(t) lineare Term a(t) -

p(T)e™ den in a(t) konkaven Term U (a(t)) am Ende des Zeitraumes dominiert, falls
Vorsorge geschaffen wurde:
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P R I P A
257
50

-7.59

-10.0-

Wir vergleichen die Funktionen

t—p(T)e™ v (t) - L(t) - L(t) + U((1 — vi(t)) - L(2) - L(2)) — V (¢, Lu(t)),
t— Ula(t)) —a(t) - p(T)e",

die die Entwicklung des Maximums in der Strategie ¢ = 1 bzw. ¢ = 2 beschreiben:

Zum Zeitpunkt 7 & 45,66 schneiden sich die beiden Funktionen. Fiir ¢ > 7 ist das
Maximum der zweiten Strategie vorerst besser. Ab diesem Zeitpunkt gibt es wegen
dem Wechsel in ¢ = 2 auf jeden Fall keine Einzahlungen und — dies ist vorallem zu
beachten — zu diesem Zeitpunkt berechnet sich @ = a(7) und ist rund 0,27. D.h. fiir
t > 7 éndert sich die Funktion, die das Maximum in (5.9) fiir ¢ = 2 beschreibt, gemaf

t—Ula(r)) —a(r) - p(T)e" =U@) —a-p(T)e'".

Wir erhalten fiir die Maximumsbedingungen mit der Auszahlung @ fiir ¢ > 7 in der
Strategie ¢ = 2 das Schaubild:
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Aus diesem folgt, dass zum Zeitpunkt 7 die Altersgruppe in die Strategie i = 2 wechselt
und nicht wieder verlasst. Das Schaubild

104

1004
75
504

269

zeigt die Entwicklung des Vorsorgepools. Aus diesem Graph kénnen wir entnehmen,
dass der Pool vollstéindig ausgezahlt wird.

» Wir wollen nun untersuchen, wie sich das Modell bei Abénderung vom Anreiz p(T)

nach Vorsorge entwickelt. Dazu betrachten wir den Parameter p(T") = —. Mit einer vollig

analogen Argumentation wie eben erhalten wir fiir diesen Anreiz die Schaltpunkte
t1 =0, ty=~39,19, t3=~43,65, t,~ 66,83,
und fiir die optimalen Steuerungen [,(+) in griiner und v,(-) in roter Farbe die Graphen:

0.25

004
LB B B |

758 100
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In den nachstehenden Abbildungen ist links der Vorsorgepool A(-) graphisch dargestellt

und im rechten Bild ist die Entwicklung der Auszahlung a(-) auf dem Intervall [t;,50]
zu sehen:

- 15.0—2
125 12-55
100 mn—f
759 ?.5—5
i sn—f
2 25—5
UiuHHzlal‘Hs‘n‘lurlalu‘wﬁn U'UE‘"""”‘”'""”"”"

0 10 20 30 40 a0
t

Vergleichen wir die Werte in der Maximumsbedingung fiir die Strategien ¢ = 1 und
i =2

so erhalten wir, dass kein Umschaltpunkt 7 existiert.

1
» Nun betrachten wir den Anreiz p(T') = 368 Die Schaltpunkte lauten

1~ 7,88, to2~34,91, t3~37,76, t,~066,83.
Fiir die optimalen Steuerungen l.(-),v.(-) erhalten wir die Schaubilder

0.25

00+
L I B B B |

75 100
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fiir die Entwicklung des Kapitalstocks A(-) und der Auszahlung a(-):

Die Untersuchung nach einem Wechselzeitpunkt 7 € (0, T) liefert die Grafik:

Zum Wechselzeitpunkt 7 ~ 43, 22 betrégt die Auszahlung @ = a(7) ~ 2, 36. Vergleichen
wir abschlieBend noch die Werte in den Maximumsbedingungen und die Entwicklung
des Kapitalpools unter Beachtung des Strategiewechsels zum Zeitpunkt ¢ = 7, dann
erhalten wir die Graphen:

10°

1004
757

50

5.6 Ein Beispiel mit variabler Zinsrate

Private Anlagen sind dem Risiko unterworfen, dass der Anleger verstirbt, bevor dieser
das angesparte Kapital entnommen hat. Andererseits wird mit einer erhdhten Zinsrate
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im Finanzsektor der Ausfall von Kreditriickzahlungen, falls die Kreditnehmer zu friih
versterben, kompensiert. In Bloom et al. [4] wird diesem Umstand mit einer erhthten
variablen Zinsrate Rechnung getragen.

» We asume that there is a family of possible survival schedules indexed by a single
variable A. There is a survival schedule s(t,\) that gives the probality of survival to
age t. The mortality rate at time t is

and life expectancy is given by

20 = /OTtm(t, ) st ) dt.

[...] Agents are paid an effective interest rate m(t,z) + r on their savings, which is
larger than r, to compensate them for the fact that may die before withdrawing their
savings. Similarly, agents who borrow pay the rate m(t, z)+r to compensate the bank
for the fact that may die before repaying their borrowings.“[4], S. 6f, S. 10.

In unseren Beispielen lauten die Sterberate y(-) und die Uberlebensfunktion S(-)

p(t) = _10500 205 §(4) =105 - o0 1(e"% 1)

Fithren wir in unserem Modell (5.1)-(5.5) die Zinsrate ebenso wie in [4] mit r + u(t)
statt r- (1 + p(t)) ein, dann erhalten wir fiir die adjungierte Funktion

) =p(0)-exp {= [ (r+ i)} = w0 - { [ utcrae].

T

Wir setzen

10 - o { [ ) - o - 09}

Dann erhalten wir fiir die Anreizfunktion, diese bezieht sich auf die Maximumsbedin-
gung (5.9) nach den entsprechenden Umformungen,

1

t — p(T)e™ - M(t) = p(T)e? - exp {1—0(65 — 60’05’t)} .

Der Faktor e? ~ 7,4 steht fiir den Anreiz durch die Zinsrate » und der Faktor M(t)
gibt den Anreiz unter Beachtung der Sterberaten wieder. Zum Vergleich dieser Faktoren
geben wir den Graphen von M(-) an:
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108

0 25 50 75 100

Daraus wird ersichtlich, dass die Raten r und p(¢) in keinem verniinftigen Verhéltnis
zueinander stehen. Das ist auch nicht iiberraschend, da sich diese Kenngriéfen auf vollig
verschiedene Grundgesamtheiten beziehen. Aus diesem Grund beriicksichten wir das
Ausfallrisiko durch den Term 7 - (1 + x(¢)) und erhalten fiir

M(t) = exp { - / e ds} — exp {102%( - )}

auf [0, 7] den Graphen

14—5
13—3
12—?
11—3
10—5

0.9

LI s s e s
0 2% 50 75 100

Wir betrachten die Situation wie im ersten Beispiel des letzten Abschnitts. Es seien

1 — 5t
L(t) — 60’02t, V(t,l) — % . l(l + 1) . 62.10 3.1527 S(t) _ 106 . 670,1(60,0 71)’

die Nutzenfunktion ist stiickweise definiert

InC, C > 0,01,

Uu)= C? 0,01
(©) 101-C’—2 OOl—i—an,Ol—(l—l—’T), 0<C<0,01,

1
und der Anreiz p(T') nach Vorsorge sei E
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Wir untersuchen nun die Aufgabe

/T{ [U((l —u(t)) - U(t) - L(t)) — V(4 l(t))] -S(t)e ™, t e Ay,

dt — sup, (5.15)
Ua) - S(t)e ™, t € A,

unter den Nebenbedingungen

o [olt) 1) - L) - S(t) +r- (T4 put) - AL), te A,
Al) = { —a-S(t)+r- (14 p(t) - At), t € As, (5.16)
A(0)=0, A(T)=0, a=a(r,A(r)), (5.17)
v(t),1(t) € 0,1], {Ai, A} € 3%([0,T)). (5.18)

Die Funktion A, die wir zur Berechnung der optimalen Steuerungen benutzen, ist im-
plizit iiber die Bedingung

U’ (A(t)) =p(T)e™™ - M(t)
definiert (vgl. Abschnitt 5.3). Aus den Setzungen folgt A(t) > Cj fiir alle ¢ € [0,7T] und
es gilt

U'(A@)) = ﬁ — A(t) = p(T)e’; IO}

Bei der Losung dieser Aufgabe gehen wir genauso wie im letzten Abschnitt vor:
Phase I: ,Vollzeit arbeiten und keine Vorsorge“

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 gelten Fj(1,0) > 0 und F,(1,0) < 0 wegen
U'(Ly)- Lo —Vi(0,1) =1—-0,15>0 und p(T)e™” - M(0) =~ 0,83 < U'(Ly) = 1.

Daher beginnt die Altersgruppe den Planungszeitraum mit , Vollzeit arbeiten und keine
Vorsorge“. Dieses Verhalten éndert sich, falls eine dieser Ungleichungen aktiv wird. Dies
ist erstmals zum Zeitpunkt ¢; mit (vgl. F,(1,0) = 0)

p(T)e™ - M(t1) = U'(L(t1)) = t; = 9,57
der Fall.

Phase II: ,Vollzeit arbeiten und teilweise Vorsorge“
Fiir gewisse t > t; gelten die Relationen F,(1,0) > 0 und F,(1,1) < 0. Daher &ndert
die Altersgruppe in t; ihr Verhalten in , Vollzeit arbeiten und teilweise Vorsorge“. Die
optimalen Vorsorgeraten berechnen sich in dieser Phase geméaf3

At 12

v*(t)zl—ﬁzl— :

L(t) e M(t)- L(t)
Ferner gilt in dieser Phase F,(1,v.(¢)) = 0, d.h. U'((1 —v.(t)) - L(t)) = p(T)e"" - M (¢)
da v,(t) aus dem Inneren des Intervalls [0, 1] stammt. Ersetzen wir dies in F;(1,v.(t))
dann erhalten wir

Y
Y

F(L,0.(t)) =p(T)e™ - M(t) - L(t) — Vi(t, 1).



152 KAPITEL 5. ANALYSE EINES MODELLS PRIVATER ALTERSVORSORGE

An dem Verhalten , Vollzeit arbeiten und teilweise Vorsorge“ hélt die Altersgruppe fest,
solange
p(T)e™ - M(1) - L(t) = Vi(t,1) > 0

ist. Aus dieser Bedingung folgt
to & 34, 56.

Phase III: | Teilzeit arbeiten und teilweise Vorsorge“
Fir ¢ > t, gilt

F(1,v.(t) =p(T)e™ - M(t) - L(t) — Vi(t,1) < 0

und die Altersgruppe wechselt in , Teilzeit arbeiten und teilweise Vorsorge“. Die opti-
malen relativen Arbeitszeiten [, (t) berechnen sich in dieser Phase anhand der Gleichung

F(L(t),v.(t) = U'((1 = v(t)) - L) - L(t)) - L(t) — Vi(¢,1.(2)) = 0.

Wﬁr lverwenden U'((1=vu(t)) - L(t)- L(t)) = p(T)e'™ - M(t) aus F,(L(t),v.(t)) = 0 und
erhalten

VL (D) = (@)™ () - L1) = L(1) = 5 - [20- & AL

Die optimalen Vorsorgeraten v,(t) kénnen wir anschlieend aus der Beziehung

12
1.(t)-e2- M) - L(?)

(1—v.(t)) - Lu(t) - L(t) = A(t) = va(t) =1 —

bestimmen. Aus den Graphen der Funktionen

12
%.[Qo.ﬁ.w_l e M(t) - L(t)

12 2107342

folgt, dass zuerst die optimale Vorsorgepolitik v, (-) gleich Null wird. Dies geschieht zum
Zeitpunkt t3 ~ 37, 20.
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Phase IV: ,Teilzeit arbeiten und keine Vorsorge*

Fiir t > t3 bestimmen wir [, (¢) aus der Beziehung

Fi(1(1),0) = U'(1(t) - L(1)) - L{t) = Vi(t,L.(1)) = 0.

Dabei miissen wir beachten, dass sich U’ fiir Argumente kleiner Cy = 1072 dndert. Fiir
l«(t) - L(t) > Cy erhalten wir

1 1
=0,05- (1+20(t) - ¥ = I, (t) = —~ + 4/ —= + 10 ¢72107°¢

L(t) 4 16

da wir nur an den positiven Losungen dieser Gleichung interessiert sind. Wir ver-
nachldssigen wieder den Parabelabschnitt und setzen . (t) = 0 fir t > t4 ~ 66, 83.
Den Zeitpunkt t4 erhalten wir aus der Bedingung [.(t4) - L(t4) = Cp. D.h., dass fiir
t > t4 die Altersgruppe in Phase V: ,nicht arbeiten® wechselt.

Fiir die Steuerungen [, (-) und v,(-) erhalten wir aus der Maximumsbedingung bzgl. der
Strategie ¢ = 1 zusammenfassend die Graphen:

10+
0.75

054

T
75 100

, Wechsel in den Ruhestand?
Wir untersuchen nun, ob es einen Umschaltpunkt in die zweite Strategie gibt. Aus der
Dynamik

o Vi (t) - Lu(t) - L(t) - S(t) +r - (1+M( )) A(t), te A,
A(t)_{ S e (T4 p(t)) - At t e A,

mit A(0) = 0, A(T) = 0, erhalten wir
At) = exp {/Otr- (1+ u(s)) ds} : (A(O) +
1)) exp{ = [r- (L) deas).

L(s)-S(s)-e ™ - M(s)ds,

ert

M(t)

/0 C0u(s) 1(s)
JRECRACE
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solange sich die Altersgruppe fiir die Strategie ¢ = 1 entscheidet. In den verschiedenen
Phasen berechnen wir diese Funktion stiickweise iiber die Funktionen

Fe0t): Ai(t) =0,
telnt): A = 5o / 0u(5) - 1u(5) - L(s) - S(s) - e~ - M{(s) ds,

M(tz) . €T(t_t2)
M(t)

t c [tz,tg) : A3<t> = Ag(tg) .

ert

M(t) / U*<S) : l*(S) : L(S) . S(S) e TS M(S) dS,

to

M(ts) - ert=t9)
M(t)

t e [tg,T] : A4<t> == Ag(tg) .

Entschlie3t sich die Altersgruppe zum Zeitpunkt 7 in die zweite Strategie zu wechseln,
dann gilt fir t > 7:

A(t) = exp {/t (14 () ds} - (A(T) 4

T [ s -en{- [0 rue)ac)as).

= m-/—E-S(s)f_”s-]\4(8)d5.

T

Fiir t = 7 erhalten wir daraus fiir die Berechnung der Auszahlung @

A(T) _ erT ) /T —q- S(t) Lot M(t) dl — 7 — ;4(7-) . M(T) LeTTT |
' S(t)-e " M(t)dt

T

Mit den ermittelten Steuerungen [, (-) und v,(-) erhalten wir fiir die Funktion A(-) ohne
Wechsel in die Strategie ¢ = 2 auf [10,50] bzw. auf [0, 7] das Schaubild:

1004
759
50

25 M
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Die Wertentwicklung der Auszahlung @ wird durch die Funktion
A(t) - M(t)-e ™

a(t) = —
/t S(s)-e - M(s)ds

beschrieben. Diese Funktion ist fiir ¢ < ¢; gleich Null. Auf dem Intervall [t1,t3] wird
der Wert a(t) im Wesentlichen durch die Einzahlungen erhoht, fiir ¢ > t3 dominiert der
Nennerterm die Entwicklung von a(t).
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Wir werten nun die Maximumsbedingung (5.9), d. h.

max{ max [p(T)eTT M) v-l- L)+ U((1—v)-1- L(t)) = V(t, l)],

v,1€]0,1]
U@ - a et e
aus. Wir vergleichen dazu die Funktionen

t—p(T)e™ - M(t)-ve(t) - L(t) - L) + U((L = va(t)) - Lu(t) - L(t)) — V (£, 1.(1)),
t—Ula(t)) —a(t) - p(T)e™ - M(2),

die die Entwicklung des Maximums in der Strategie ¢ = 1 bzw. ¢ = 2 beschreiben:
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Zum Zeitpunkt 7 ~ 40, 35 schneiden sich die beiden Funktionen. Zu diesem Zeitpunkt
berechnet sich @ = a(7) und betragt rund 1,59. Wir erhalten fiir die Maximumsbedin-
gungen mit der Auszahlung @ fiir t > 7 in der Strategie ¢ = 2 das linke Schaubild:

10°

754
&0+

254

T T LI L o e |
1} 25 50 75 100

Aus diesem folgt, dass zum Zeitpunkt 7 die Altersgruppe in die Strategie i = 2 wechselt
und nicht wieder verldsst. Der rechte Graph zeigt die Entwicklung des Vorsorgepools.
Dieser zeigt, dass der Pool vollstédndig ausgezahlt wird.

5.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir das Modell einer privaten Altersvorsorge aufgestellt und
als eine hybride Aufgabe formuliert. Diese Aufgabe (5.1)—(5.5) untersuchten wir mit der
in dieser Arbeit zur Verfiigung gestellten Theorie, speziell Satz 4.14. Mit Hilfe dieses
Pontrjaginschen Maximumprinzips war es uns unter der Voraussetzung, dass Alters-
vorsorge getroffen wird und davon auch Gebrauch gemacht wird, d.h. A(-) # 0 und
7 € (0,7), moglich, die Wahl der Multiplikatoren Ag > 0 und p(7) € R auf den Fall
Ao = 1 und p(T) > 0 zu reduzieren (vgl. Anhang C.1).

Trotz des sehr allgemeinen Rahmens der Aufgabe konnten wir im Abschnitt 5.3 mit
Hilfe der Ergebnisse im Anhang C.2 und C.3 notwendige und gleichzeitig hinreichende
Bedingungen fiir die Wahl der optimalen Steuerungen L.(-),v.(+) zu einem festen Zeit-
punkt angeben. Insbesondere war es uns moglich eindeutig losbare Gleichungen — wenn
auch teilweise nur implizite — fiir die Situationen anzugeben, in denen die Werte der
optimalen Steuerungen innere Punkte des Intervalls [0, 1] sind.

Unter der speziellen Wahl der Abbildungen (vgl. Abschnitt 5.4) konnten wir in den
untersuchten Beispielen, in denen Vorsorge getroffen und in den Ruhestand gewechselt
wird, auf [0, 7] das optimale Verhalten

— zu Beginn fiir ¢t € [0,t1) , Vollzeit arbeiten und keine Vorsorge*,
— dann fiir t € [t1,ta) ,, Vollzeit arbeiten und teilweise Vorsorge*,
— dann fiir t € [to, t3) , Teilzeit arbeiten und teilweise Vorsorge,

— dann fiir t € [t3,7) , Teilzeit arbeiten und keine Vorsorge“ und
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— abschlieflend fiir ¢ € [1,T] ,Ruhestand“

bestimmen.
In den Beispielen mit fester bzw. erhohter variabler Zinsrate in den Abschnitten 5.5

1
und 5.6 zum Anreiz p(T) = P erhielten wir fiir die Zeitpunkte i, ts,t3, 7, zu denen

sich das Verhalten jeweils dndert, und fiir die Auszahlung a:

’ Zinsrate \ t1 \ ts \ ts \ T \ a ‘
fest 24,25 (32,04 | 33,08 | 45,66 | 0,27
variabel | 9,57 | 34,56 | 37,20 | 40,35 | 1,59

Die Graphen der optimalen Vorsorgepolitiken v,(-), mit fester Zinsrate in roter bzw.
mit variabler Zinsrate in griiner Farbe,

1EI:
D?SE
USE
D25;

: :./". /\__
00 == =

L B IR ) B |
0 1 20 30 40

unterstreichen das deutlich frither beginnende Sparen iiber einen vergleichsweise langen
Zeitraum und die hoheren Sparraten im Modell mit erhchter Zinsrate.

Weitere Untersuchungen des Modells mit variabler Zinsrate fithrten zu folgenden Re-
sultaten:

(PO [t | B | & | 7 [ @ |
% 9,57 | 34,56 | 37,20 | 40,35 | 1,59
1
S 2| 34 421 41,09 | 1
TS 8,72 | 34,70 | 37, ,09 | 1,83
1
— | 7.86|34,85 | 37,63 | 42,61 | 2,25
11,6
1
—— 434 4 2,4
5 7,64 | 34,88 | 37,69 | 43,50 | 2,48
1
| 7,42 | 34,92 4 - | =
T 7,42 (34,92 37,7

Auffallend in dieser Tabelle sind die Verdnderungen des Zeitpunktes ¢; fiir den Beginn
der Einzahlungen, des Pensionsalters 7 und der Hohe der Auszahlung @, und heben
die Bedeutung des Anreizes p(7T') hervor. Das Verhalten des Pensionsalters, d.h. des
Umschaltpunktes 7 von der ersten in die zweite Strategie, in Abhéngigkeit vom Anreiz
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p(T) kénnen wir den folgenden Bildern entnehmen, in denen auf dem Intervall [0, 70] die

Entwicklung der Werte in der Maximumsbedingung (5.9) bzgl. der ersten und zweiten

1 1
trategie (in roter bzw. griiner Farb Anreiz p(T) gleich —, —— bzw. ——
Strategie (in roter bzw. griiner Farbe) zum Anreiz p(T') gleic ' 118 A .55

dargestellt sind:

Diesen Graphen ist fiir A(-) # 0 ein iiberraschendes Verhalten zu entnehmen: Unsere
Erwartung wurde widerlegt, dass mit steigendem Alter die rasch anwachsende Auszah-
lung @ in jedem Fall bevorzugt wird und damit die Existenz des Pensionsalters 7 € (0, 7T)
gesichert ist. Die Graphen, die die Entwicklung des Wertes der Maximumsbedingung
(5.9) bzgl. der Strategie i = 2 wiedergeben, zeigen, dass am Ende des Planungszeit-
raumes ein extrem starkes Abfallen charakteristisch ist. Dieses starke Abfallen wird
dadurch erklért, dass sich die Altersgruppe nicht einfach mit einer hoheren Auszahlung
im Alter zufrieden gibt, sondern private Vorsorge in drastisch zunehmendem Mafle fiir
nicht erstrebenswert auffasst, umso weniger die Gesamtheit zukiinftig von diesem Pool
profitieren wiirde.

Dieses Verhalten fiihrt in unserem Modell (5.1)—(5.5) unter den gewéhlten Abbildungen
und Parametern dazu, dass wir die Diskussion nicht auf die optimalen Steuerungen /. (-)
und v, (+) und auf die Auswirkungen erhéhter Vorsorgeraten und eines erhthten Anreizes
beschrénken diirfen, sondern dass wir unbedingt die Existenz eines Wechselzeitpunktes
7 € (0,T) sicherstellen miissen.



Anhang A

Differentialgleichungen

A.1 Existenz- und Abhingigkeitssitze
Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

y’(x) = f(%!/@?)), y(zo) = Yo,
mit x € R, y(z),5 € R" und f: R x R" — R".

Fir y = (y1, ..., yn) € R™ bezeichne ||y|| die folgende Norm:

77777

Weiter sei () der kompakte, achsenparallele Quader
Q={(z,y) eRxR"||z — x| <a, |ly —wol <b}, a,b>0.

Satz A.1 (Satz von Picard-Lindelof) ([23], Satz 60.2, S.516.) Die Funktion f(x,y)
sei stetig auf QQ und gentige dort einer Lipschitz-Bedingung beziiglich vy, d. h. es existiert
ein K mit

1f(@,y) = flz, 9l < Klly — gl fir alle (z,y), (z,7) € Q.
Dann besitzt die Anfangswertaufgabe
y(2) = f(z.y(@), (@) =10

genau eine auf
J = xg— a,z9+ q]

definierte Losung y(x); hierbei ist

b
M := max z,y)||, a:=min|a,— ].
max 7z (a7

159
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Satz A.2 (Stetige Abhingigkeit von den Anfangsdaten) Fs geniige f(x,y) den
Voraussetzungen des Satzes von Picard-Lindeldf, f(x,y) hingegen sei lediglich stetig auf
dem oben beschriebenen Quader Q). Ferner bedeute y(x) die eindeutig bestimmte Lisung
der Anfangswertaufgabe

y’(x) = f(x,y(x)), y(a:o) = Yo

auf dem Intervall J := [zo—a, zo+0a] und §(x) sei irgendeine, auf einem abgeschlossenen
Intervall J C J ezistierende und ganz in Q) verlaufende Losung von

y/(l’) = f($7y(x))7 y($0) = 'g0~
Schliefllich sollen mit festen Zahlen o,w die Abschdtzungen
lyo — %ol <o

und

Hf(x7y) - f<x7y)H <w

auf Q) gelten. Dann ist — mit einer Lipschitz-Konstanten K von f —

ly(z) — §(z)|| < o=l 4 %(6““’30‘ — 1) fiir allex € J.

Die Integrale y(x) und §j(z) unterscheiden sich also beliebig wenig auf .J, sofern o und
w nur hinreichend klein sind.

Satz A.3 (Differenzierbarkeit nach Parametern) Fir alle (z,y,)\) € Q= Q x
le,d], [c,d] C R, sei f(x,y,\) erklirt. Auf Q sei f stetig und besitze dort iberdies
stetige partielle Ableitungen f,, fr nach y und X. Schlieflich sei M eine obere Schranke

fiir f auf Q:
1f(z,y, M| < M fir alle (z,y,)) € Q,

= min i
o= a, 7

Dann besitzt die Anfangswertaufgabe (nach Satz A.1)

und o werde erklart durch

y'(x) = f(z,y(x),N), ylxo) =0

fir jedes \ € [c,d] genau eine auf J := [xg — o, xo + | existierende Losung y(z, \).
Diese Liosung y(x, \) ist auf ganz [c,d] partiell nach \ differenzierbar.

Die Sitze A.2, A.3 und die Beweise sind in Heuser [23], S. 143 ff, S. 517, zu finden.
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Folgerung A.4 Es sei f(x,y) fir alle (z,y) € Q erklart. Auf Q sei sie stetig und

besitze dort diberdies eine stetige partielle Ableitung f, nach y. Schliefilich sei M eine
obere Schranke fir f auf Q:

If (@ y)l| <M fir alle (z,y) € Q,

und o werde erklart durch ;
o 1= min <a, M) )

Ferner sei yo(X) fir X € [0, No] definiert und stetig, und es ezistiere der Grenzwert
lim Yo(A) — yg(O).
A—040 A

Auf Q) mégen die Anfangswertaufgaben

y(2) = (z,9(x)), y(zo, ) =1(N),

fir alle A € [0, \o] den Voraussetzungen des Satzes von Picard-Lindeldf gentigen. Mit
y(x, \) bezeichnen wir die eindeutige Lisung des AWPs zum Anfangswert yo(X).
Fiir diese existiert dann auf J der Grenzwert

lim .
A—04-0 A

Beweis: Wir wenden den Beweises von Satz A.3 in [23], S. 145 f, auf y(z, ) und y(z, 0)
mit

y(@N) = )+ / " F(E (e N) de,

o

y(@,0) = 0) + / " F(E (e, 0)) de,

o
an. Fir diese folgt (mit z € J)

i(y(x, A —y(z, 0)) = f(x,y(x, )\)) — f(x,y(x, 0))

dx
= fy (:r;, y(x,0) + ﬁ(y(x, A) —y(x, O))) (y(x, A) —y(z, 0)),
mit einem ¢ € (0, 1). Somit haben wir

(Ao g p00) + 0 (a0 — pte0)) ) LR AED),

Die Funktion g(x) = f, <x, y(z,0) + 9 (y(z, \) — y(z, 0))) ist auf J stetig und

y(l‘, )‘) — y(l‘, 0)
A

z =
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16st dort dank der letzten Gleichung die lineare Anfangswertaufgabe

dw A) —yo(0
Auch die Funktion g(z) := f,(z,y(z,0)) ist auf J stetig. Infolgedessen besitzt die

Anfangswertaufgabe

du ) A) —4o(0
W gy, ulag) = tim P00
dort genau eine Losung z. Eine erste Anwendung von Satz A.2 auf ¢'(x) = f(x,y)

zum Anfangswert y(zg,\) = yo(A\) zeigt, dass sich y(z, A) auf J beliebig wenig von

y(x,0) unterscheidet, wenn nur A hinreichend klein ist. Eine zweite Anwendung auf

d
" _ g(x)w und o _ g(x)u zu den Anfangswerten w(xo) bzw. u(zg) lehrt nun, dass

Entsprechendes fiir Z und z gilt. Das aber bedeutet, dass der Grenzwert

L ) — y(@,0)
A—0+0 A

fiir jedes x € J existiert (und gleich z(z) ist).
q.e.d.

A.2 Stiickweise stetige rechte Seiten

Definition A.5 (Unstetigkeit 1. Art) Fine Abbildung ¢(x), ¢ : D — R™, besitzt
eine Unstetigkeit 1. Art im inneren Punkt & des Definitionsbereiches D, wenn

I = I —b
Jm o) =a,  lim o)

mit festen Werten a # b gilt.

Definition A.6 (GDI-System mit stiickweise stetiger rechter Seite) Ist die
Abbildung f : QQ — R™ stetig auf Q) bis auf endliche viele Unstetigkeiten 1. Art, dann
nennen wir das Anfangswertproblem

y'(z) = f(z,y(2)), y(x0) = o
ein gewOhnliches Differentialgleichungssystem mit stiickweise stetiger rechter Seite.

Satz A.7 Auf dem kompakten Quader QQ = [a,b] X [c,d] geniige f(z,y) : Q@ — R™ den

Voraussetzungen des Satzes von Picard-Lindeléf. Wir setzen

7 _ | flzyy) fira <z <,
fz.y) _{ Mo fir x =b,
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mit einem beliebig, aber fest gewdhlten ng € R™.
Dann ist die nach dem Satz von Picard-Lindeldf eindeutig bestimmte stetige Losung
y(z) des Anfangswertproblems

y'(z) = f(z,y(x)), yla)=wyo

auf ganz [a,b] auch die einzige stetige Losung auf |a,b] fir
y'() = f(w,y(@),  yla)=yo.

Beweis: Wir iiberfithren fiir z € [a,b] die Anfangswertprobleme in die dquivalenten
Integralgleichungen

y() = o + / FEy©) de, @) = o+ / " F (e (0)) de.

Wegen der Definition von f ist y(z) = §(z) fiir alle = € [a,b— €], > 0 und hinreichend
klein. Da f eine stetige Funktion auf dem betrachteten Quader @) ist, existiert ein
Maximum von

max z,Y) — =: M.
max () = ml

Damit folgt

o) =501 = | [ [1te.t6) - Fe.ate)) e

— i |/ [ nt) - Feve)] e+ / [£(e0(9) - Flent)]
= lm /bbs (&) - FEw©)] dsH

b
< lim Md¢é= lm e-M =0.
e—04+0

e—0+0 b—e
D.h. y(z) = g(x) fiir alle x € [a, b].
q.e.d.

Wegen Satz A.7 vereinbaren wir auch fiir Differentialgleichungssysteme mit stiickweise
stetiger rechter Seite die Sprechweise y(z) geniige der Gleichung y' = f(z,y(z)).

Losungsverfahren fir DGI-Systeme mit stiickweise stetigen rechten Seiten:
Wir betrachten auf dem Quader @ = [a,b] X [¢, d] wieder das Anfangswertproblem

y’(x) = f(-%, y(m))v y(l’o) = Yo.

Im Gegensatz zur Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungssysteme sei nun
f(z,y) lediglich stiickweise stetig auf () mit endlichen vielen Unstetigkeitsstellen 1. Art



164 ANHANG A. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

&1, ..., & im Inneren von (). Weiter sei f in den Punkten &, ..., §, rechtsseitig stetig. Um
solche Differentialgleichungssysteme zu l6sen, konnen wir nun folgendermaflen vorgehen:
Wir setzen f stetig auf das Intervall [a, &;] fort.

Wie im Satz A.7 gezeigt, andert sich durch diese Anderung fiir z = & die Losung nicht.
Auf diesem kompakten Intervall kénnen wir die Theorien fiir gewohnliche Differenti-
algleichungssysteme anwenden und es existiert eine eindeutig bestimmte Lisung y'(x)
zur Anfangsbedingung y'(a) = yo.

Dann setzen wir f stetig auf das Intervall [£;, &) fort und bestimmen die Losung y?(x)
zur Anfangsbedingung y*(&;) = y*(&1).

Fiihren wir das Verfahren so fort, dann erhalten wir sukzessive die eindeutige und stetige
Losung auf ganz [a, b].

A.3 MeBlbare rechte Seiten

(Vgl. Ioffe & Tichomirov [25], S.63.) Es sei f eine Abbildung eines Gebietes V' des
Raumes R x R" in den Raum R". Wir sagen die Abbildung f sei auf der Menge Q2 C V'
durch die Funktion r(x) beschrdnkt, wenn

1 (2, )l < r(z)  fir (z,y) € Q

gilt. Wenn fiir jeden Punkt (£,y) € V ein Intervall I existiert derart, dass I x {y} C V
gilt und die Abbildung x — f(z,y) auf I meBbar ist, so nennen wir die Abbildung
f mefbar bzgl. . Man sagt, die Abbildung f geniige auf der Menge 2 C V einer
Lipschitz-Bedingung in y, wenn fiir alle z,y, 3y’ mit (z,y), (x,y) € Q die Ungleichung

1f(z,y) = fla, )| < Klly—=¢ll, K >0,

erfiillt ist. Die Abbildung f heifit lokal vom Lipschitz- Typ beziiglich y, wenn jeder Punkt
des Gebietes V in eine Umgebung eingebettet werden kann, in der die Abbildung f
durch eine summierbare Funktion beschriankt ist und einer Lipschitz-Bedingung bzgl.
y genligt.

Speziell gilt: Ist die Vektorfunktion y(z) stetig und liegt ihre Bildkurve im Gebiet V/,
so ist die Vektorfunktion z — f(z,y(x)) meBbar.

Satz A.8 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz, stetige Abhéingigkeit vom An-
fangswert) ([25], Satz 3, S.63.) In einem Gebiet V. C R x R™ sei die Abbildung
f(z,y) : V — R™ definiert, bzgl. x meflbar und bzgl. y lokal vom Lipschitz-Typ. Dann
lassen sich zu jedem Punkt (xo,y0) € V ein den Punkt xy als inneren Punkt enthalten-
des Intervall Iy und eine Umgebung Uy des Punktes yo derart angeben, dass Iox Uy C 'V
gilt und zu jedem z € Uy genau eine Lisung y,(x) der Gleichung

y(z) = f(z,y(2))

im Intervall 1y existiert, welche die Anfangsbedinung y,(xo) = =z erfillt.
Ist dabei z € Uy und ist {z} eine fir k — oo gegen z konvergierende Folge von Punkten
aus Uy, so konvergiert {yzk (x)} auf Iy gleichmdafig gegen y,(x).
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Wir betrachten nun eine Situation, wie sie bei der Motivation der verallgemeinerten
Nadelvariationen in Abschnitt 2.2.1 entstanden ist.

Auf dem Gebiet V C R x R” seien die Abbildungen f(z,v), f(x,y) meBbar und fiir fast
alle (x,y) € V beschriankt, stetig nach y differenzierbar und es seien die Abbildungen
fy(z.y), fy(:)s,y) auf V' mef3bar.

Wir betrachten das Anfangswertproblem

y'(x) = f(z,y(x), y(zo) = yo.

Dieses moge auf [xg, z1] X [a,b] CV, yo € (a,b), den Voraussetungen des letzten Satzes
geniigen und wir bezeichnen mit y(z) dessen eindeutige Losung.
Ferner sei { M () }o<a<a, €ine Mengenfamilie meBbarer Teilmengen des Intervalls [z, 2]
mit

IM(a)| = a|zy — x|, M(a') C M(a), 0<a <a<ay,

und wir betrachten das AWP (auf [z, 21] X [a,b] geniige auch f(z,y) den Vorausset-
zungen des letzten Satzes)

y,(l’) = f(ff,y(l')) + XM(oa)(x) : [f(x)y(x)) - f(l',y(l’))], y(IO> = Yo,
dessen Losung wir mit y,(x) bezeichnen. Dann gilt:

Lemma A.9 Fuast iberall auf [xg, 1] X [a,b] sei mit der festen Zahl w die Abschditzung

||f(x,y) - f(x,y)H <w

erfillt. Dann ist — mit einer Lipschitz-Konstanten K von f —
w —z ..
ly(x) — yo(2)|| < alxy — 0] - g(emx ol — 1) fir alle x € [z, 21).

Dieses Lemma ist eng verkniipft mit dem Satz A.2 iiber die stetige Abhéngigkeit von
den Anfangsdaten. Daher beziehen wir uns auch auf dessen Beweis in Heuser [23], S. 144.

Beweis: Wir fithren den Beweis nicht komplett aus, sondern zeigen, dass wir genauso
wie in [23] schlieflen kénnen.
Fiir [xg, z1] seil po(z) = ya(z), d. h.

polr) = yo + / T F (6 ya(©) de+ / et@©) - [FEual©)) — F(E,uale))] de.

X0 o

und
X

o1(7) = 10 + / T F (€ ool€)) de = o + / £ (€ yal6) de.

xo Zo
Dann gilt
le1(z) — @o(@)]| < aley — x| -w  auf [xo, 21].
Da f und f auf [zo, 1] X [a,b] meBbar und beschriinkt sind, sind ¢, und ¢; stetige

Funktionen. Der Rest des Beweises folgt nun wortwortlich [23], S. 144.
q.e.d.






Anhang B

Wichtige mathematische Sitze

B.1 Mafitheoretische Grundlagen

Definition B.1 (0-Algebra) (Werner [35], Definition A.1.1, S.457.) Sei T' eine Men-
ge, und sei 3 ein System von Teilmengen von T mit den Figenschaften

a) D e,
b) EeX=T\EeX,
¢) E1,E € ¥ = E;UFEy; € X,
Dann heifit 32 eine Algebra. Gilt statt c)

C*) El,EQ,... €EX = U EZ € E,

=1

dann heifst 2 eine o-Algebra.

Definition B.2 (Ma#8}, signiertes Maf}) ([35], Definition A.2.1, S.457, Definition
A4.1,S.467.) Sei X eine o-Algebra auf einer Menge T'. Fine Abbildung p : 3 — [0, 00]
heif§t ein Maf, wenn

a) p(0) =0,
b) u o-additiv ist, d. h., wenn fir paarweise disjunkte Ey, Fs, ... € X

M(GE) - gu(ﬂ)-

Fine Abbildung 1 : X — R heif$t ein signiertes Ma8, falls u o-additiv ist.

Ein Mafl ist demnach im Unterschied zu signierten Maflen eine Abbildung mit aus-
schlieBlich nichtnegativen Werten.

167
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Definition B.3 (Variation eines Mafles) ([35], Definition A.4.2, S.467.) Sei p ein
signiertes Mafl auf 3 und A € X. Setze

|l(A) = supz (A,

wobei das Supremum tber alle endlichen Zerlegungen A = Ay U ... U A,, mit paarweise
disjunkten Ay € ¥ zu bilden ist. |u|(A) heifst Variation von p auf A.

Satz B.4 ([35], Satz A.4.3, S.467.) Ist u ein signiertes Mafs, so definiert A — |p|(A)
ein endliches Maf.

Satz B.5 (Hahn-Jordan-Zerlegung) ([35], Satz A4.4, S.467.) Sei X eine o-Algebra
auf einer Menge T und p : X — R ein signiertes Mafs.

a) Es existiert ein bis auf eine |u|-Nullmenge eindeutig bestimmtes AT € ¥ mit
o 0 < u(A) < u(A") fir alle Ae X, AC AT,
o 0> pu(A) > p(A™) firalle Aec X, ACA =T\ A",

b) ut = xa+p und p= = xa-p sind endliche Mafle mit = pt — ™.

¢) [ul(A) = p™(A) + = (A).
Die Zerlegung A = AT U A~ heifst Hahn-Zerlegung, und die Zerleqgung p = pu* — u~
heifst Jordan-Zerlegung.

B.2 Integration bzgl. Borelscher Mafle

Es sei pu ein Maf iiber der o-Algebra der Borelmengen auf R.

Eine nichtnegative Funktion f : [a,b] — R ist genau dann auf [a, b] meBbar, wenn es
eine monoton wachsende Folge {f,.(x)}, d.h. f,,(x) < f.(x) auf [a, b] fiir alle m > n, von
nichtnegativen Treppenfunktionen gibt, die punktweise gegen f konvergiert (Elstrodt
[16], Satz 4.13, S. 108). Ist die nichtnegative Funktion f auf [a, b] meBbar, so ist die Zahl

b
lim fn() ()

n—oo

nur von f und nicht von der zur Darstellung von f verwendeten monoton wachsenden
Folge { f.} nichtnegativer Treppenfunktionen abhéngig (Bauer [3], Korollar 11.2, S. 66).
Wir nennen eine nichtnegative Funktion f : [a,b] — R p—integrierbar, falls eine mo-
noton wachsende Folge {f,} nichtnegativer Treppenfunktionen auf [a,b] existiert, die
punktweise gegen f konvergiert. Die Zahl

/fdu /f )du(x) = lim fn<> (),
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welche unabhéngig von der speziellen Darstellung mittels { f,,} ist, heiit das p-Integral

von f iiber [a,b] ([3], Definition 11.3, S.67).

Eine mefibare Funktion f : [a,b] — R heiit p-integrierbar, falls ihr Positivteil f* :

la,b] — [0,00) und ihr Negativteil f* : [a,b] — (—o0,0] p-integrierbar sind und die
b

b
p-Integrale / ftdp, / f~ dp reelle Zahlen sind. Dann heif3t

/abfduz/abﬁdu—/abfdu

das p-Integral von f iiber [a,b] ([3], Definition 12.1, S.74).
Es sei p ein signiertes MaB, u = p* — p~ seine Jordan-Zerlegung und f : T — R
mefibar. Dann heifit f p-integrierbar, falls f |u|-integrierbar ist. Wir setzen

[tan= [ raw [ ran

([35], Definition A.4.5, S.468).

Definition B.6 (Borelsches Maf3) ([35], Definition 1.2.13, S.32). Sei T' ein metri-
scher (oder auch topologischer) Raum, ¥ die o-Algebra der Borelmengen (also die von
den offenen Mengen erzeugte o-Algebra). Ein Maf$ i auf X2 heifft Borelsches Mafl. Fin
Borelsches Maf p heifit regulér, falls

a) u(C) < oo fir alle kompakten C,

b) fir alle A € X gilt

p(A) = sup{u(C)|C C A,C kompakt} = inf{u(O)| A C O,0 offen}.

Ein signiertes Borelmafl heifit regulér, wenn seine Variation requldr ist.
M (T) bezeichnet die Gesamtheit der signierten reguliren Borelmafe.

Folgerung B.7 ([16], Folgerung 2.22, S.342.) Fin signiertes requldres Maf ist genau
dann requlir, wenn der positive und negative Anteil u* und p~ der Jordan-Zerlegung
requldre Mafle sind.

Lemma B.8 ([35], Beispiel 1.1(j), S.21f.) M(T), versehen mit der Variationsnorm, ist
ein Banachraum.

Definition B.9 (isometrischer Isomorphismus) ([35], Definition I1.1.9, S. 55.) Ein
linearer stetiger Operator zwischen normierten Riumen L : X — Y heifst Isomorphis-
mus, falls L bijektiv und L=1 stetig ist.

Gilt ||Lz|| = ||z|| fir alle v € X, so heifit L isometrisch. Normierte Rdume, zwischen

denen ein (isometrischer) Isomorphismus existiert, heiffen (isometrisch) isomorph, in
Zeichen X ~Y (bzw. X 2Y ).
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Satz B.10 (Rieszscher Darstellungssatz) [35], Theorem 11.2.5, S.62.) Sei K ein
kompakter metrischer (oder topologischer) Raum. Dann ist C(K)* = M(K) unter der
Abbildung

L:M(K)— C(K)", (Lu)(x):/deu.

Dieser Satz wurde von F. Riesz fiir positive Linearformen auf der Menge stetiger Funk-
tionen mit kompaktem Trager formuliert ([16], Satz 2.5, S.331f). Aus dieser Version
des Darstellungssatzes von Riesz fiir positive Linearformen folgt

Folgerung B.11 Es sei I C R ein kompaktes Intervall und es sei p ein signiertes
requldres Borelsches Maf tiber I mat

/x(t) du(t) >0

I

fir alle nichtnegative Funktionen z(-) € C(I,R).
Dann ist p ein nichtnegatives requlires Borelsches Mafs.

Beweis: Wir geben einen Beweis an, der sich aus Alt [1], U 4.9, S.138f, ergibt. Wir
miissen zeigen, dass u(E) > 0 fiir alle offenen Teilmengen E C [ gilt. Da p regular —
dies ist nach Folgerung B.7 genau dann der Fall, wenn der positive und negative Anteil
™ und g~ der Jordan-Zerlegung regulér sind — ist, muss dazu p(K) > 0 fiir kompakte
Mengen K C E gezeigt werden.

Essei E C I offen und K eine kompakte Teilmenge von E. Dann sei d(t, K') der Abstand
des Punktes ¢ von Menge K, d.h.

d(t, K) =inf {|t — k| |k € K}.

Wir definieren fiir € > 0 die Funktion
1
z.(t) := max {O, 1-— gd(t, K)} :

Auf I ist diese Funktion stetig und es gilt 0 < z.(¢) < 1, und es ist z.(¢t) = 1 auf K.
Fiir € — 0 erhalten wir

0< / 2o (8) dp(t) — p(K).
q.e.d.

Satz B.12 (Zweiter Mittelwertsatz der Integralrechnung) ([16], Satz 6.7, S.
154.) Es seien f : [a,b] — R Lebesgue-integrierbar und g : [a,b] — R monoton. Dann
gibt es ein & € [a,b], so dass

/abf(x)g(:c) dz = g(a) /j f(x)dx + g(b) /: f(z) da.
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Wir formulieren nun eine Version der Regel der partiellen Integration, die wir in den
Abschnitten 2.6 und 4.5 verwenden.

Satz B.13 (Partielle Integration) Auf [a,b] C R seien F' eine absolutstetige Funk-
tion und v ein signiertes requldres Borelsches Majf§ mit seiner Jordan-Zerlequng v =
vt —v~. Wir setzen firt € [a,b]:

VE(E) = /at dvt(r), V (t)= /at dv™ (1)

und

Dann gilt:

/ Bt dv(t) + / b ( / t du(r)) Py dt = [P V(0]

Wir verwenden in den Abschnitten 2.6 und 4.5 diese Regel zur Berechnung des Integrals
bzgl. des Borelschen Mafles geméfl

/abF(t) dv(t) = [F(t)-V(1)]’ - /ab (/t du(f)) F'(t) dt.

Daher liegt der Akzent des Satzes in der Integration bzgl. des Borelschen Mafes.

Beweis: 1. Schritt: Es sei v ein reguldres Borelsches Mafl auf [a,b]. Die Funktion F
ist absolutstetig, also auch stetig und insbesondere auf [a, b] gleichméBig stetig. Damit
existiert zu jedem £ > 0 eine Zahl § > 0 mit

3
F(h) = F(2) < v

fir alle ¢1,t € [a,b] mit |t — t3] < §. Ferner gibt es Folgen {¢,}, {f.} von Treppen-
funktionen auf [a, b] mit

b

lim gn(t)dy(t):/abF(t)dy(t), lim abfn(t)dtz/ab (/ath(T)) F'(t) dt.

n—oo a n—oo

Da v ein reguldres Borelsches Ma#f ist, ist die Funktion V' auf [a, b] monoton, nichtnega-
tiv, beschrinkt und ist hochstens in abzéihlbar vielen Punkten unstetig (Natanson [26],
Satz 1, S.229). Es seien nun a = zp < z1 < ... < z,, = b Punkte des Intervalls [a, b], die
eine Zerlegung des Intervalls [a, b] mit der maximalen Schrittweite ¢ definieren und fiir
7 =1,...,m — 1 Stetigkeitspunkte der Funktion V' darstellen. Dann gilt

V([mi_l,xi] N [ﬂji,l‘i_ﬁrl]) =0 firi=1,..m—1,
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und wir diirfen zu Integralen auf den Teilintervallen iibergehen ([16], Korollar 5.5,
S. 145):

/a ’ ( / t du(7)> F'(t)dt + / bF(t) dv(t) — (F(b) - V(b) — F(a) V(a))‘

S ([ ([ we)row [ s

=1

~(F0)-V0) - F@) - Via)|

Diese spezielle endliche Zerlegung des Intervalls hat keinen Einfluss auf die Integrale

/abF(t) dv(t), /ab (/: du(7’)> F'(t) dt,

weil diese unabhéngig von der zur Darstellung verwendeten Folgen sind. Denn es seien

F®) = > wxa (), galt) = Y i xm ().

1<j<n 1<j<n

Dann gilt fiir alle m,n € N

fmn(t) = Z Yi - XA;N[wi—1,24] (t) = Z Yji - XA; (t) = fn(t)a

1<i<m 1<j<n
1<5<n

gmn(t) = Z N5 * XBjN[wi—1,%4] (t) = Z N XBy (t) = gn(t)v
1<i<m 1<j<n
1<j<n

und unabhéngig von der Zahl m € N

i [ fan(®)dt = lim ab falt) dt = / ’ ( /atdl/(T)) F'(t) dt,

b b b
lim [ gnn(t)dt = lim gn(t)dtz/ F(t)dv(t).

V' ist auf [a,b] monoton und ¢ — F’(t) ist Lebesgue-integrierbar. Daher kénnen wir
auf jedes Teilintervall [z;, x; 1] den Mittelwertsatz B.12 anwenden. Demnach existieren
Punkte &; € [z;_1,x;] mit

/ </t dl/(T)) F'(t)dt = wx“)/:: Pty di 4 V(a) /g o

- i— %

= V(wi) F(x;) = V(i) - Flaim) = F(&) (Vi) = V(i)
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Damit setzen wir in obiger Rechnung fort und es folgt

_ Z F(&)(V(mz) V(xz_l)) + Z /IZ F(t)dv(t)
- Z/mz ‘F(t) - F(fl)‘ dy(t) < V(b) i v(a> Z/xl dy(t) <e

2. Schritt: Es sei v ein signiertes regulires Borelsches Maf} auf [a, b].
Mit der Jordan-Zerlegung v = v — v~ gilt

/a " B du(t) + / b ( / t Mﬂ) F(t) dt
_ /:F(t) dz/+(t)+/ab (/atdlﬁ(f)) F/(t) dt
_ [/abF(t) dv(t) + /ab </t dym) F1) dt} .

Da V* und V'~ monotone Funktionen sind, konnen wir die Argumentation des ersten
Schrittes auf diese Integrale anwenden und erhalten, dass diese Integrale gleich [F (t) -

VH(t)]) baw. [F(t) - V=(t)]" sind. Daher folgt

[ rowws [([wo)roa = movor-ro-ve)

q.e.d.

In Kapitel 4.7 fithren wir die Aufgabe mit freier Zeit mit Hilfe einer Substitution der
Zeit auf eine Aufgabe mit festem Anfangs-und Endzeitpunkt zuriick. Bei der anschlie-
Benden Riicktransformation gilt es zu klaren, was mit den regulidren Borelschen Maflen
geschieht.

Es sei 2 bzw. 9B die Borelsche o-Algebra iiber dem kompakten Intervall [0, 1] bzw. [a, b].
Ferner sei T': ([0, 1],4) — ([a, b],B) eine meBbare Abbildung. Dann wird fiir jedes Maf}
v auf A durch

B — Iu(Tfl(B))

ein Mafl o auf B definiert ([3], Satz 7.5, S. 43).
Lemma B.14 FEs sei v ein Maf auf A und T : ([0,1],2A) — ([a, b],B) definiert gemdf

T(s)=a+ (b—a)s, s€][0,1].
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Dann ist T : ([0,1],24) — ([a,b],B) eine mefibare bijektive Abbildung und es gilt mit
dem Bildmaf$ u bzgl. T die Beziehung

1
0

b
/ D(t) du(t) = / (T (s))dv(s)  fir alle ¢(-) € C([a,b],R).
Ferner ist mit v auch das Bildmaf$ @ ein regulires Borelsches Mafs.

Beweis: Die Abbildung T ist stetig, also auch mefibar. Nach Definition des Bildmafes
und aus der Bijektivitat von T folgt aulerdem

/ () dpu(t) = / () dv (T (1)) = / B (T(5)) dv(s)

fiir alle ¢(-) € C([a,b],R). Ferner bleiben unter der Abbildung T die Eigenschaften
eines reguldren Borelschen Mafles, d.h. die Endlichkeit bzgl. kompakter Mengen und
die Stetigkeit von innen und auflen, erhalten.

q.e.d.

In Aufgaben mit Zustandsbeschrankungen kann die adjungierte Funktion Unstetigkei-
ten aufweisen. Wir werden nun zeigen, dass sie jedoch stets von beschréankter Variation
und linksseitig stetig ist (Lemma B.16).

Ein Ma8 p auf einer o-Algebra der Menge Q wird Wahrscheinlichkeitsmafl (kurz: W-
Maf) genannt, wenn u(€2) = 1 gilt. Wir betrachten nun speziell ein W-Maf auf der
Borelschen o-Algebra iiber R. Dieser gehort das offene Intervall (—oo,x) an. Somit
wird durch

Fu(w) = pl(—o0,2)
eine reelle Funktion F}, auf R mit Werten in [0, 1] definiert. Man nennt F,, die Vertei-
lungsfunktion von u ([3], S.38).
Wir présentieren nun ein Resultat iiber den Zusammenhang von Maflen und Vertei-
lungsfunktionen, das nicht nur bzgl. Borelscher Mafle Giiltigkeit besitzt. Da wir dieses
im Zuge der Integrationen in den Abschnitten 2.6 und 4.5 verwenden, ordnen wir fol-
genden Satz in diesen Abschnitt iiber die Integration bzgl. Borelscher Mafe ein:

Satz B.15 ([3], Satz 6.6, S. 38.) Eine reelle Verteilungsfunktion F' auf R ist genau dann
die Verteilungsfunktion eines — notwendigerweise eindeutig bestimmten — W-Mafles
auf der Borelschen o-Algebra auf R, wenn F' maflerzeugend (also isoton und linksseitig
stetig) ist und wenn auferdem gilt:

lim F(x)=0 sowie 11111 F(z) =1.
Durch p +— F), wird somit die Menge der W-Mafe auf der Borelschen o-Algebra bijektiv
auf die Menge der maflerzeugenden Funktionen F' auf R mit der Eigenschaft

lim F(x) =0 sowie 1115{1 F(z)=1

T——00

abgebildet. Hierin liegt die Bedeutung des Satzes ([3], S. 39).
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Lemma B.16 FEs sei p ein requldres Borelsches Maf auf dem kompakten Intervall
[a,b] C R mit positiver Totalvariation. Dann ist fir beliebiges f(-) € C([a,b],R) die

Funktion ,
- / () du(r), 1€ [a,b],

von beschrinkter Variation und linksseitig stetig.

Beweis: Die Aussage iiber die beschrankte Variation ist offensichtlich. Zur Begriindung
der linksseitigen Stetigkeit fithren wir das Lemma auf Satz B.15 zuriick:

Wir setzen das Mafl p1 auf R derart fort, dass R\ [a, b] eine p-Nullmenge bildet. O. B. d. A.
besitze p Totalvariation Eins. Dann ist p eindeutig bestimmt ([3], Satz 5.4, S.26) und
ein W-MafB. Ferner ist die Funktion

F(t) = p(—o00,t) = 1 - / " du(r)

nach Satz B.15 linksseitig stetig.
Angenommen, ® ist in ¢ € (a, b] nicht linksseitig stetig. D.h., es existiert eine monoton
wachsende Folge {t,,}, t, € [a,b], t,, — t, mit

0 < lim |®(t,) — ()| = hm

n—oo

) du(T

< max [F(0)]- tim [ du(r) = max |F(0)] - Tim |F(t,) — F(5)] = 0.

t€la,b] n—oo Jy t€(a,b] n—o0

Dies ist ein Widerspruch! Also ist ® linksseitig stetig.
q.e.d.

B.3 Sitze der Funktionalanalysis

Satz B.17 ([22], Satz 128.2, S.102.) Fiir jedes feste y € I sei die Funktion f(x,y)
partiell nach x differenzierbar, und es gebe eine Lebesque-integrierbare Funktion g mit

‘ of(w.y)

pe ‘gg(y) fir alle x € [a,b], y € 1.

Dann ist die Funktion Of(x,y)/0z fir jedes feste x € |a,b] Lebesque-integrierbar auf I,
die Funktion

:/If(x,y)dy, x € |a, b,

ist differenzierbar auf [a,b] und ihre Ableitung kann ,durch Differentation unter dem
Integral® gewonnen werden, kurz: es ist

d [ Of(x,y)
%/If(%y)dy—/ley-
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Satz B.18 (Satz von Hahn-Banach; Trennungsversion I) ([35], Theorem II1.2.4,
S.103, Theorem VIII.2.11, S.379.) Sei X ein normierter linearer (oder lokalkonve-
zer) Raum, Vi, Vo C X seien konvexr und Vi zusdtzlich noch offen. Weiterhin gelte
ViNVy = 0. Dann ezistiert ein nichttriviales x* € X* mit

¥ (v1) < x*(ve)  fiir alle vy € Vi, vy € Vi

Es sei V eine konvexe Teilmenge des normierten linearen oder lokalkonvexen Raumes
X. Dann sind auch ihr Inneres int V' und ihr Abschluss V konvex. Ist insbesondere
intV # (), so gilt V = intV und intV = intV ([25], Hilfssatz 4, S.151). Mit diesen
Eigenschaften konvexer Mengen folgt unmittelbar aus dem Satz von Hahn-Banach:

Folgerung B.19 ([25], Trennungssatz, S.30.) Es seien Vi und Vy disjunkte konveze
Mengen in einem linearen topologischen Raum X. Uberdies sei intVy, # (0. Dann exi-
stiert auf X ein nichttriviales stetiges lineares Funktional x* mit

() < x*(vg)  fir alle vy € Vi, vy € Vs,

Definition B.20 (Offene Abbildung) ([35], Definition 1V.3.1, S.151.) Eine Abbil-
dung zwischen metrischen Raumen heifit offen, wenn sie offen Mengen auf offene Men-
gen abbildet.

Satz B.21 (Satz von der offenen Abbildung) ([35], Theorem IV.3.3, S.152.) Sei-
en X und Y Banachriume und T' € L(X,Y") surjektiv. Dann ist T offen.

Satz B.22 (Fixpunktsatz von Weissinger) ([23], Satz 12.1, S.138.) Es sei V ei-
ne nichtleere abgeschlossene Teilmenge eines Banachraumes X mit Norm || - ||, ferner

Zan eine konvergente Reihe positiver Zahlen und A :' V. — V' eine Selbstabbildung

n=1
von V. mit

|A"vy — A"vs|| < ap|lvg — vl fir alle v1,v9 € V und n € N.

Dann besitzt A genau einen Fixpunkt, d. h., es gibt genau ein v € V. mit Av = v. Dieser
Fizpunkt ist Grenzwert der Iterationsfolge {A"vo} bei villig beliebigem Startelement
vo € V, also derjenigen Folge {v,}, die rekursiv durch die nachstehenden Festsetzungen
definiert wird:

vo € V willkirlich, v, := Av,_1 firn > 1.

Und schliefSlich gilt noch die Fehlerabschdtzung

oo
[o = vl < <Z ak) o1 = woll.
k=n
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B.4 Zum Limes superior im Clarke-Kalkiil

Es sei X ein Banachraum und f : A C X — R. Dann bildet fiir jede feste Teilmenge
B C A das Bild f(B) C R eine Zahlenmenge, deren obere Grenze die obere Grenze der
Funktion f auf B heifit (Carathéodory [10], S. 121). Diese Zahl — wobei wir dabei auch
+o0o zulassen — bezeichnen wir mit

G(f;B).

Es sei nun zy ein Haufungspunkt des Definitionsbereiches A der Funktion f. Dann
ist der Durchschnitt von A mit einer Umgebung U(x) des Punktes z( nie leer. Wir
betrachten nun die Menge der Zahlen G( fANU (xo)) fiir alle moglichen Umgebungen
U(zg) von zg; die untere Grenze ®(z() dieser Zahlenmenge heiflt der obere Limes der
Funktion f im Punkt xy ([10], S.122). Diesen oberen Limes ®(z() bezeichnen wir auch
mit

lim sup f(z).
T—T0
Um ®(zy) zu berechnen, betrachten wir eine streng monoton fallende Nullfolge {0, }
und offene Kugeln U, (z¢) mit Mittelpunkt zo und Radius g,,. Wegen U, 1(x¢) C U, ()
erhalten wir, wenn wir

D, (z9) = G(f; AN Un(mo))

setzen, die monoton fallende Folge {®,,(x¢)}. Fiir diese gilt, da ®(x() die untere Grenze
der Zahlenmenge G (f; ANU (o)) fiir alle méglichen Umgebungen U(zg) von x ist, die
Relation

d(xy) < nhngo D, (o).

Andererseits existiert zu einer beliebigen vorgegebenen Umgebung U(zg) von g min-
destens ein Uy (xg), das in U(xzg) enthalten ist. Daher gibt es ein ®,,(x), dass nicht
groBer ist als G(f; AN U(xo)); und damit auch die untere Grenze der ®, (o). Diese
Betrachtungen zeigen ([10], S. 123)

lim ®,(zo) < G(f; ANU(x0)).

n—oo

Da dies fiir jede willkiirliche Umgebung U(zg) von zq gilt, ist

nlingo D, (x0) < D(xp).
Es sei nun {z,} eine Folge von Punkten aus A, die gegen 2y € A konvergiert. Ist
®(zp) < 400 und ist die Zahl p > ®(zy), so gibt es nach Voraussetzung eine Umgebung
U(zo), fiir die G(f; AN U(zo)) < p gilt. Es liegen aber nur endlich viele Punkte der
Folge {x,} auflerhalb von U(x() und es gibt folglich nur héchstens endlich viele x,, fiir
die f(z,) > p sein kann. Hieraus folgt fiir den oberen Limes der Zahlenfolge

limsup f(z,) < p.

n—oo
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Da p eine beliebige reelle Zahl ist, die der Ungleichung G( f1ANU (xo)) < p geniigen
soll, so ist auch
limsup f (7,) < B(zo)

eine Bedingung, die offenbar auch dann erfiillt ist, wenn ®(xy) = +oo ist. Wir halten
damit fest ([10], Satz 3, S.123):

Ist vy Hdaufungspunkt des Definitionsbereichs der Funktion f, so gilt fiir jede gegen xg
konvergierende Folge von Punkten x1,xs, ... aus dem Definitionsbereich die Relation
limsup £(z,) < (o).
Ist nun ®(zy) = —oo, so konvergiert jede Folge von Zahlen f(z), f(z2), ... gegen ®(x).
Ist aber ®(xy) > —o0, dann sei p; < py < p3 < ... eine monoton wachsende Folge von
Zahlen, die gegen ®(z() konvergiert. Aus G(f;A N Un(:vo)) > ®(zg) > p, folgt, dass
man innerhalb einer jeden offenen Kugel U, (z¢) einen Punkt x,, € A auswéhlen kann,
fur den f(x,) > p, ist.
Gibt es erstens nur endlich viele z,,, die vom Punkt x( verschieden sind, so ist f(z¢) > p,
fiir alle n > ny mit einem gewissen ny und daher f(xy) > ®(zy). Dieser Fall kann nur
eintreten, wenn zo € A gilt; andererseits ist aber dann stets fiir jede Umgebung U (z)
die Ungleichung f(z0) < G(f; AN U(xg)) erfiillt und folglich f(xzo) < ®(xo) ([10],
S.125).
Im zweiten Fall, in welchem es unendlich viele x,, gibt, die von x, verschieden sind,
konnen wir eine Teilfolge {x,,} auswéhlen, in der es hochstens endlich viele Elemente
gibt, fiir die f(z,,) < p, ist. Hieraus folgt aber

lim inf f(2,0) > po
und, da diese Ungleichung fiir alle n gilt,
liminf f(x,,) > ®(zo).

m—00

Da aber obige Beziehung
limsup f(z,) < ®(z0)

n—oo

auch fiir diese spezielle Folge gilt, kénnen wir ”>" durch ”=" ersetzen ([10], S. 126).

Satz B.23 ([10], Satz 4, S.126) Ist o ein Hdufungspunkt des Definitionsbereichs A
einer Funktion f, so gibt es stets eine gegen xo konvergierende Folge von Punkten
1, %, ... aus A, so dass

lim f(z,) = ®(z0)

n—oo

ist, oder xo ist ein Punkt von A, in dem

f(z0) = ®(z0)

ist. Diese beiden Moglichkeiten schlieflen sich aber nicht aus.



Anhang C

Erginzungen zum Vorsorgemodell

C.1 Untersuchung der Multiplikatoren \; und p(7T)

Das Modell (5.1)-(5.5) untersuchen wir auf Vorsorge. Dabei interessiert uns nur die
Situation, in der Vorsorge getroffen wird, also A(-) # 0 gilt, und ein Wechselzeitpunkt
7 € (0,7) von der ersten in die zweite Strategie existiert.
Wir wollen nun zeigen, dass dies nur moglich ist, wenn 0. B.d. A. \g = 1 und p(7T") > 0
gilt.
Im Fall \g = 0 darf p(T") nicht gleich Null sein, da sonst im Widerspruch zu Satz 4.14
p(-) =0 und Ao = 0 sind.
Ist nun p(7") < 0, so folgt aus (5.6) und der Maximumsbedingung (5.7) bzgl. der Stra-
tegie 1 = 1,

max p(t)- [v-1- L(t) - S(t) +7r- (14 pt)) - A®)],

v,l€[0,1]

dass p(t) < 0 fiir alle ¢ ist und die optimalen Steuerungen v,(-), l.(-) so gewéahlt werden,
dass v, (t) - I,(t) - L(t) - S(t) = 0 fiir fast alle ¢ gilt. Daher gibt es kein Bestreben einen
Vorsorgepool aufzubauen.

Ist p(T") > 0, so folgt p(t) fiir alle ¢ aus (5.6) und wir erhalten aus der Maximumsbedin-
gung v, (t) = 1und [,(t) = 1 fiir fast alle ¢. Daraus folgt aber in der Maximumsbedingung
(5.7), dass die Strategie i = 2 genau dann bevorzugt wird, wenn

p(t) - L(t) - S(t) < p(t) - (=a) - S(t)
gilt. Damit erhalten wir wegen
p(t) - L(t) - S(t) > 0> p(t) - (—a)-S(t) fiir fast alle t € (0,7

einen Widerspruch zur Forderung eines Wechselzeitpunktes 7 € (0, 7).

Es sei nun )\ # 0. Dann diirfen wir o. B.d. A. den Fall A\ = 1 betrachten.
Ist p(T") = 0, so folgt aus der Maximumsbedingung (5.7) bzgl. der Strategie i = 1,

max [U((1—v)-1-L(t)) = V(t,1)] - S(t) - e,

v,l€[0,1]
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dass [, () - v.(t) = 0 gilt. Denn entweder ist [.(t) = 0 oder es ist v, (t) = 0 fiir [,(¢) > 0.
Dies bedeutet wiederum, dass die Altersgruppe keine Vorsorge schafft.

Ist p(T") < 0, so ist die Maximumsbedingung (5.7) bzgl. der Strategie i = 1 dquivalent
zur Bedingung

max, { — [pM)e ™ M| -v-1- L)+ U((1—v) - 1- L()) = V(£ l)}.

v,l€[0,1

Dies folgt, indem wir die Darstellung (5.8) fiir die adjungierte Funktion p verwenden,
sowie p(t) -7+ (1 + p(t)) - A(t) aus der Maximierung und anschlieBend den positiven
Faktor S(t) - e vor die Maximierung ziehen. Es folgt wieder, dass l,(t) = 0 oder
v.(t) = 0 fiir 1.(t) > 0 gilt; also kein Bestreben vorhanden ist, Vorsorge zu schaffen.

C.2 Diskussion der Maximumsbedingung (5.10)
Fiir ein festes ¢ € [0, 7] untersuchen wir die stetig differenzierbare Funktion
F(lv)=pT)e™ M(t)-v-1-Lt)+U((1—v)-1- L(t)) = V(t,1)

auf dem Quadrat [0, 1] x [0, 1] auf Maximalstellen (L., v,).
Die Abbildung [ — Fj(l,v) mit

Fi(l,v) = p(T)e'™ - M(t)-v- L)+ U'((1 = v) - 1- L(®)) - (1 —v) - L(t) — Vi(t, 1)

ist streng monoton fallend, da sie (im Wesentlichen) Differenz der monoton fallenden’
Funktion { — U’((1 —v) -1+ L(¢))(1 — v) - L(t) und der streng monoton wachsenden
Funktion [ — V(t,1) ist.

Daraus folgt, dass die Abbildung | — F(l,v,) ihr Maximum fiir

e [, =0 annimmt, falls F;(0,v,) <0,
e [, =1 annimmt, falls F;(1,v,) > 0,

e [, € (0,1) annimmt, falls F;(0,v,) > 0 und Fj(1,v,) < 0.

Die Abbildung v — F(l,v) ist fiir [ = 0 identisch Null und wir erhalten vorerst keine
Informationen iiber v,. Fiir [ > 0 ist v — F,(I,v) mit

F,(l,v) = [p(T)e™™ - M(t) = U (1 —v)-1- L(t))] - 1- L(t)

eine streng monoton fallende Funktion, da v — U’((1 —v) -1+ L(t)) streng monoton
wachsend ist. Daher nimmt die Abbildung v — F'(l,,v) ihr Maximum fiir

e v, =0 an, falls F,(l,,0) <0,

!Diese Monotonie ist nur fiir v = 1 nicht streng.
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e v, =1 an, falls F,(l,,1) >0,
e v, €(0,1) an, falls F,,(l,,0) > 0 und F,(l.,1) <0.

Fiir [, = 0 legen wir v, iiber den Grenzwert [, — 0 fest. Wir erhalten unter der Annahme
U'(0) > p(T)e™ - M(0), p(T)e™ - M(0) > p(T)e™™ - M(t) fiir t € [0,T], dass F,(l,,0) <0
fiir hinreichend kleine Werte fiir [, gilt. Daher setzen wir v, = 0 im Fall [, = 0.

Aus den Beziehungen fiir v — F,(l.,v) folgt, dass das Produkt

[p(T)e”T - M(t) — U’((l —0,) - Ly - L(t))} Uy
verschwindet, falls das Maximum in v, < 1 angenommen wird. Daher folgt insbesondere

U((1—wv)-1-L(t)) - L(t) = Vi(t,1) fiir v, < 1,

Fi(l,v,) = { p(T)e™™ - M(t) - L(t) — Vi(t,1) fir v, = 1.

Da die einflieBenden Abbildungen Konkavitit der Funktion F'(I, v) liefern (sogar strenge
Konkavitat fiir [ # 0), sind die eben aufgestellten notwendigen Bedingungen gleichzeitig
hinreichend.

C.3 Schematische Ubersicht

Wir fassen nun die vorhergehende Diskussion der Maximumsbedingung fiir die erste
Strategie zusammen. Die nachstehende Ubersicht umfafit alle moglichen Situation.

Ay) ,Vollzeit arbeiten und keine Vorsorge®, d.h. I, = 1,v, = 0, falls

F(1,0) = U'(L(1)) - L{t) = Vi(t,1) > 0,
Fy(1,0) = [p(T)e™ - M(t) — U'(L(1))] - L(t) < 0

Ay) , Vollzeit arbeiten und teilweise Vorsorge®, d.h. [, = 1,v, € [0, 1], falls
F(1,v.) =U"((1 —v.) - L(t)) - L(t) — Vi(t,1) > 0,
Fv(la U*) - [p(T)erT : M(t) - U/(<1 - U*) : L(t))} : L<t> = O;

A3) , Vollzeit arbeiten und komplette Vorsorge®, d. h. I, = 1,v, = 1, falls
Fi(1,1) = p(T)e™ - M(t) - L(t) — Vi(t, 1) > 0,
F,(1,1) = [p(T)e™™ - M(t) — U'(0)] - L(t) > 0;

By) ,Teilzeit arbeiten und keine Vorsorge“, d.h. I, € [0, 1], v, = 0, falls
E(LHO) = U/<l* : L(t)) ’ L(t) - %(t7l*) =0,
Fo(1.,0) = [p(T)e'™ - M(t) — U'(L. - L(t))] - L. - L(t) < 0;
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By) |, Teilzeit arbeiten und teilweise Vorsorge®, d.h. I, € [0,1],v, € [0, 1], falls

F(l,v) =U"((1—v.)-L-L(t)) - L(t) — V(t l ) =0,
Fy(le,ve) = [p(T)e™ - M(t) = U'((1 —v,) - L - L(t))] - =0;

Bs) |, Teilzeit arbeiten und komplette Vorsorge“, d.h. I, € [0,1],v, = 1, falls

Fy(l.,1) = p(T)e™ - M(t) - L(t) = Vi(t, 1) =0,
F,(l.,1) = [p(T)e'™ - M(t) = U'(0)] - L. - L(t) > 0;

C) ,micht arbeiten®, d.h. [, = 0,v, = 0, falls

Ist die Relation U'(0) > p(T)e"™ - M (t) fiir alle t € [0, 7] erfiillt, dann entfallen in der
Ubersicht die Punkte As) und Bj).



Symbolverzeichnis

reA xgA
AUB, ANB
A\ B
ACB
ACB
Ax B
A+ B

R

Rn
inf A, sup A

min A, max A
int A

conv A

4]
F:X—-Y
f: X—=R
F(A)
Fi(A)

Im F

Ker F

epi f

dom f

|z

]| x
<x7y>X

das Element x gehort bzw. gehort nicht der Menge A an,
Vereinigung bzw. Schnitt der Mengen A und B,
Differenz der Mengen A und B,

die Menge A ist Teilmenge der Menge B,

die Menge A ist echte Teilmenge der Menge B,
kartesisches Produkt der Mengen A und B,
Minkowski-Summe der Mengen A und B,

Menge der reellen Zahlen,

n-dimensionaler euklidischer Raum,

untere bzw. obere Grenze der zur Menge A C R gehorenden
Zahlen,

kleinste bzw. grofite zur Menge A C R gehorende Zahl,
Inneres der Menge A,

konvexe Hiille der Menge A,

Lebesgue-Maf3 der mefibaren Menge A C R,

Abbildung F' der Menge X in die Menge Y,

Funktion auf X,

die Abbildung F' ordnet dem Element z das Element F(x) zu,
Bild der Menge A bei der Abbildung F',

Urbild der Menge A bei der Abbildung F,

Wertemenge der Abbildung F,

Kern der Abbildung F',

Epigraph der Funktion f,

effektiver Definitionsbereich der Funktion f,

absoluter Betrag der Zahl z € R,

Norm des Elementes x im normierten Raum X,
Skalarprodukt der Elemente z,y im Hilbertraum X,
Dualraum zum Raum X,

stetiges lineares Funktional auf X,

Wert des linearen Funktionals z* im Punkt x,

erste bzw. Fréchet-Ableitung der Abbildung F',
Ableitung der Abbildung = — F(z,y),

erste Variation der Abbildung F,

Richtungsableitung der Funktion f im Punkt z in Richtung z,
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fo(x; 2) — Clarke’sche Richtungsableitung der Funktion f im Punkt x in
Richtung z,

oz, y; 2) —  Clarke’sche Richtungsableitung der Funktion x — f(z,y)
in Richtung z,

Of(x) — Clarke’sches Subdifferential der Funktion f im Punkt z,

O f(z,y) — Clarke’sches Subdifferential der Funktion x — f(x,y),

x(t) — Ableitung von z(-) nach ¢,

PC ([to, t], U ) — Raum der stiickweise stetigen Vektorfunktionen auf [ty, ;]

mit Werten in der Menge U C R™, die nur endlich viele
Sprungstellen im Inneren des betrachteten Zeitintervalls be-
sitzen und rechtsseitig stetig sind,

PC*([to,t1],U) — Raum der auf [ty, t1] stetigen und stiickweise stetig differen-
zierbaren Vektorfunktionen mit Werten in der Menge U C
R™, deren Ableitungen in hochstens endlich vielen Punkten
Sprungstellen besitzen und rechtsseitig stetig sind,

C ([to, t1], R”) — Raum der stetigen Vektorfunktionen auf [¢y, 1],

C™([to,t1],R") — Raum der m-mal stetig differenzierbaren Vektorfunktionen
auf [to, tl],

L>([to,t1],U)  — Raum der auf [to, 1] meBbaren und essentiell beschréinkten
Vektorfunktionen mit Werten in der Menge U C R™,

3k ([to, ta]) — Menge der k-fachen stiickweisen Zerlegungen von [tg, t1],

3*([to, t1]) — Menge der k-fachen Zerlegungen von [tg, 1],
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