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Zusammenfassung

Mit dem Ziel, die auf der Ebene der Kornstruktur ablaufenden Prozesse mit in die Beschrei-
bung des Kriechverhaltens polykristalliner Werkstoffe einzubeziehen, wurde in der vorliegen-
den Arbeit zunächst die Schädigungsentwicklung einer einzelnen Korngrenze untersucht.
Hierfür wurde eine spezielle Simulationsmethode verwendet, deren Lösungsansatz auf holo-
morphen Funktionen basiert. Die für die Simulationen berücksichtigten Mechanismen um-
fassten insbesondere Nukleation, Wachstum durch Korngrenzendiffusion, Zusammenwach-
sen und Schrumpfen bis zum vollständigen Sintern von Korngrenzenporen. Auf Grundla-
ge der Simulationsergebnisse konnte ein vereinfachtes Porositätsmodell entwickelt werden,
welches die Korngrenzenschädigung durch zwei Zustandsvariablen und die zeitliche Ent-
wicklung durch eine Mechanismen-orientierte Ratenformulierung beschreibt. Um den Ein-
fluss von Korngrenzen in kontinuumsmechanischen Betrachtungen von Polykristallen be-
rücksichtigen zu können, wurde ein Grenzflächenmodell erarbeitet, welches sowohl Schä-
digung entsprechend dem vereinfachten Porositätsmodell als auch Korngrenzengleiten in
Abhängigkeit von einer phänomenologischen Korngrenzenviskosität umfasst. Darüber hin-
aus wurde ein mikromechanisches Polykristallmodell entwickelt, welches es im Rahmen von
Finite-Elemente-Simulationen erlaubt, das Kriechverhalten unter Einbeziehung der Gefüge-
struktur eines polykristallinen Werkstoffes zu simulieren. Dabei werden die Deformationen
einzelner Körner durch ein viskoplastisches Einkristallmodell und die Korngrenzen durch
das entwickelte Grenzflächenmodell beschrieben. Die Gefügestruktur wird durch ein Finite-
Elemente-Modell abgebildet, wobei die Korngrenzen durch kohäsive Elemente modelliert
werden. Durch Auswertung experimenteller Kriechdaten konnte das Polykristallmodell für ei-
ne Kupfer-Antimon-Legierung bei einer Temperatur von 823 K kalibriert werden. Die An-
passung des Einkristallmodells erfolgte dabei anhand der Kriechraten von reinen Kupferein-
kristallproben. Die experimentelle Erfassung der Korngrenzenabgleitung und der Korngren-
zenporosität für grobkörnige Kupfer-Antimon-Proben konnten hingegen zur Anpassung des
Grenzflächenmodells genutzt werden. Das kalibrierte Polykristallmodell wurde abschließend
in Kombination mit künstlich erzeugten Kornstrukturen genutzt, um zum einen numerische
und modellierungstechnische Einflüsse auf die Simulationsergebnisse zu untersuchen. Da-
bei zeigte sich, dass die Vernetzungsfeinheit nur zu einer vergleichsweise geringen Beein-
flussung des makroskopischen Kriechverhaltens führt. Aufgrund des nahezu inkompressi-
blen Deformationsverhaltens des Einkristallmodells war aber die Nutzung spezieller Konti-
nuumselementtypen notwendig, um das Auftreten von Volumenlocking zu verhindern. Zum
anderen konnte das Kriechverhalten polykristalliner Werkstoffe, zu welchem insbesondere
die versagensrelevante Schädigungsentwicklung zählt, für verschiedene Material- und Belas-
tungsparameter analysiert werden. Speziell für die betrachtete Kupfer-Antimon-Legierung
zeigte sich, dass das Kriechverhalten durch Korngrenzengleiten geprägt war. Insbesonde-
re die Spannungsumlagerungen an den Korngrenzen waren vergleichbar mit dem Verhalten
für ungehindertes Korngrenzengleiten. Darüber hinaus deuteten Simulationen für mehrach-
sige Belastungszustände darauf hin, dass die Schädigungsentwicklung maßgeblich durch die
maximale Hauptspannung und die von Mises-Spannung beeinflusst wird.
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Abstract

In order to include the processes on the scale of the grain structure into the description
of the creep behaviour of polycrystalline materials, the damage development of a single
grain boundary has been initially investigated in the present work. For this purpose, a
special simulation method has been used, whose resolution procedure based on holomorphic
functions. The mechanisms taken into account for the simulations include nucleation,
growth by grain boundary diffusion, coalescence and shrinkage until complete sintering
of grain boundary cavities. These studies have then been used to develop a simplified
cavitation model, which describes the grain boundary damage by two state variables and
the time-dependent development by a mechanism-oriented rate formulation. To include the
influence of grain boundaries within continuum mechanical considerations of polycrystals,
an interface model has been developed, that incorporates both damage according to the
simplified cavitation model and grain boundary sliding in dependence of a phenomenological
grain boundary viscosity. Furthermore a micromechanical model of a polycrystal has been
developed that allows to include a material’s grain structure into the simulation of the creep
behaviour by means of finite element simulations. Thereby, the deformations of individual
grains are expressed by a viscoplastic single crystal model and the grain boundaries are
described by the proposed interface model. The grain structure is represented by a finite
element model, in which the grain boundaries are modelled by cohesive elements. From
the evaluation of experimental creep data, the micromechanical model of a polycrystal
has been calibrated for a copper-antimony alloy at a temperature of 823 K. Thereby, the
adjustment of the single crystal model has been carried out on the basis of creep rates of
pure copper single crystal specimens. The experimental determination of grain boundary
sliding and grain boundary porosity for coarse-grained copper-antimony specimens, on the
other hand, have been used for the adjustment of the interface model. The calibrated
model has finally been used in combination with artificially generated grain structures to
investigate influences resulting from numerical and modelling issues. It was found that the
mesh size has only a relatively small influence on the macroscopic creep behaviour. But
because of the nearly incompressible deformation behaviour of the single crystal model, the
use of special purpose continuum element types was necessary to avoid the occurrence
of volumetric locking. Also the creep behaviour of polycrystalline materials, which includes
the damage development leading to failure, has been analysed for different material and
loading parameters. Especially for the copper-antimony alloy under consideration, it becomes
evident that the creep behaviour was affected by grain boundary sliding. In particular, stress
redistributions at the grain boundaries were comparable to the behaviour of free grain
boundary sliding. Furthermore, simulations for multiaxial loading conditions indicated that the
damage development is significantly influenced by the maximum principal stress and the von
Mises stress.
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Nl.Sim.k, Nl.C.k Simulierter und experimentell bestimmter Wert der
KorngrenzenporenanzahlNl für die k-te Minikriechpro-
be

Nl.Sim Aus Simulationen bestimmte Korngrenzenporenanzahl
an der Probenoberfläche

Nl In einem Schliffbild sichtbare Korngrenzenporenanzahl

NS0
Anzahl an Poren in einer Porenanordnung

Nmax
Ŝ0

Maximale Porenanzahl in einer Simulation

nS Aus dem ungeschädigten Korngrenzenbereich heraus-
zeigender Normalenvektor

nKG Lokaler Normalenvektor einer Korngrenzenfläche

ng Normalenvektor einer Gleitebene

∆NS0

∣∣∣
a<ainit

Anzahl an Poren, welche innerhalb eines Zeitinkre-
ments ∆t kleiner als ainit werden (siehe Abb. 4.22b)
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N̄l Über die Probendicke gemittelter Wert von Nl

ṄS0
Porennukleationsrate auf einer Korngrenzenfläche S0

n Exponent in (2.1)

n Parameter in (5.5)

P Wahrscheinlichkeit

p Exponent in (2.1)

Q Anzahl an Auswertungspunkten

Q Parameter in (5.5)

QV Jmol−1 Aktivierungsenergie für Volumendiffusion

QGG Anzahl an Punkten für die Auswertung von (4.16) mittels
(4.22) und (4.27)

QKG Jmol−1 Aktivierungsenergie für Korngrenzendiffusion

Qc Jmol−1 Aktivierungsenergie für Kriechen in (2.4) und (2.5)

QL0
Anzahl an Auswertungspunkten in (4.25) und für (4.26)

QLi
Anzahl an Auswertungspunkten in (4.24)

Qi Rotationsmatrix für das i-te kohäsive Element an einer
Ecke einer diskretisierten Korngrenze

q(ω) Funktion des geschädigten Flächenanteils in (4.62)

R m Radius des kreisförmigen Korngrenzenbereiches S0
(siehe Abb. 4.2)

R0 MPa Parameter in (5.5)

Rg MPa Schwellwert für isotrope Verfestigung in (5.5)

R
(
ωi, ϕi

)
Rotationsmatrix bezüglich der Rotationsachse ωi und
dem Rotationswinkelϕi

Rth Jmol−1K−1 Universelle Gaskonstante

r̂ Dimensionslose Entfernung vom Porenzentrum (siehe
(4.71))

r m Betrag der komplexen Zahl z

S m2 Ungeschädigte Korngrenzenfläche

S0 m2 Gesamte Korngrenzenfläche

SS m2 Geschädigte Korngrenzenfläche

SKG.0 m2 Gesamte Korngrenzenfläche im undeformierten Zu-
stand

∂S m Rand der ungeschädigten Korngrenzenfläche S

T K, ◦C Temperatur

Ts K, ◦C Schmelztemperatur

t MPa Spannungsvektor an einer Korngrenze

∆t s Zeitinkrement

tRef s Referenzzeit (siehe Abschnitt 4.4.1)

t
R̂ef

s Referenzzeit (siehe Abschnitt 4.1.3)

t s Zeit
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tf s Bruch- bzw. Versagenszeit

u−, u+ m Verschiebungsvektoren eines Knotenpaares, welches
sich auf gegenüberliegenden Randflächen eines peri-
odischen FE-Modells befindet

uKorn i m Für i = 1, 2 Verschiebungen von materiellen Punkten
der jeweils angrenzenden Körner entlang der Korngren-
ze

uEcke
O , uEcke

U m Verschiebungsvektoren des Knotenpaares der angren-
zenden Körner an einer Ecke einer diskretisierten Korn-
grenze

ui
O, u

i
U m Verschiebungsvektoren des für das i-te kohäsive Ele-

ment an einer Diskretisierungsecke eingefügten zusätz-
lichen Knotenpaares

u Vektor mit den reellen Koeffizienten (4.20)

Ju̇KKGG ms−1 Korngrenzenabgleitungsrate
˙JuKP ms−1 Korngrenzenaufdickungsrate
˙JuKP

∗
ms−1 Abschätzung der Korngrenzenaufdickungsrate (siehe

(4.74))
⋄

JuKP
∗

Die mittels aRef und tRef dimensionslos gemachte Ab-

schätzung der Korngrenzenaufdickungsrate ˙JuKP
∗

⋆

JûKP
∗

Die mittels a
R̂ef

und t
R̂ef

dimensionslos gemachte Ab-

schätzung der Korngrenzenaufdickungsrate ˙JuKP
∗

JunK m Komponente des Verschiebungssprunges normal zur
Korngrenze

JusK , JutK m Komponenten des Verschiebungssprunges tangential
zur Korngrenze

JuKKGG m Korngrenzenabgleitung

JuKExpKGG m Experimenteller Abgleitungswert an einer Korngrenze

JuK
Exp.k.i
KGG m Experimentell bestimmter Wert der Korngrenzenabglei-

tung JuKKGG der i-ten Korngrenze der k-ten Mini-
kriechprobe

JuKSim.k.i
KGG m Simulierter Wert der Korngrenzenabgleitung JuKKGG

der i-ten Korngrenze der k-ten Minikriechprobe

JuK m Verschiebungssprung

JuKel m Elastischer Anteil des Verschiebungssprunges

JuKinel m Inelastischer Anteil des Verschiebungssprunges

JuKKGG m Lokaler Verschiebungssprungvektor tangential zur
Korngrenzenfläche

JuKP m Korngrenzenaufdickung durch Poren
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JuKP0 m Die sich aus den Anfangswerten β0 und ρ0 ergebende
Korngrenzenaufdickung

u Parameter in (2.4)

u1, u2 m Komponenten des Verschiebungsfeldes auf der Pro-
benoberfläche in Abb. 6.4

VS m3 Korngrenzenporenvolumen

Vi m3 Volumen der i-ten Pore in einer Porenanordnung

VK.0 m3 Gesamtvolumen der Körner im undeformierten Zustand

V̇i m3 s−1 Volumenwachstumsrate der i-ten Pore einer Porenan-
ordnung

v Parameter in (2.5)

Xi,j MPa Realteil des komplexwertigen Koeffizienten Zi,j

x−, x+ m Ortsvektoren eines Knotenpaares, welches sich auf ge-
genüberliegenden Randflächen eines periodischen FE-
Modells befindet, bezüglich der Ausgangskonfiguration

x m Realteil der komplexen Zahl z

x Skalierungsfaktor für Kriechkurven in Abb. 6.5

x1, x2 m Koordinaten auf der Probenoberfläche in Abb. 6.4

xi m Komponenten des Ortsvektors x

Yi,j MPa Imaginärteil des komplexwertigen Koeffizienten Zi,j

y m Imaginärteil der komplexen Zahl z

Zi,j MPa Komplexwertige Koeffizienten in (4.18)

z m Komplexe Zahl

αP m−2 Materialabhängiger Parameter in (4.30)

α̂P Der mittels a
R̂ef

normierte Wert der Größe αP (siehe
(4.45))

β Schädigungsvariable für den Porositätszustand einer
Korngrenze (entspricht der Korngrenzenaufdickung pro
mittlerem Porenabstand)

β0 Anfangswert für die Schädigungsvariable β

βi Wert der Schädigungsvariable β am i-ten Integrations-
punkt

βSimk,i , β
Modell
k,i Simulierter und durch das Porositätsmodell bestimmter

Wert der Schädigungsvariable β im i-ten Zeitschritt der
k-ten Simulation

β̇ s−1 Änderungsrate der Schädigungsvariable β
⋄

β Die mittels tRef normierte Änderungsrate der Schädi-
gungsvariable β

⋆

β Die mittels t
R̂ef

normierte Änderungsrate der Schädi-
gungsvariable β
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γ̇g s−1 Scherrate des g-ten Gleitsystems

γKG Jm−2 Spezifische Oberflächenenergie der freien Porenober-
fläche

γS Jm−2 Spezifische Oberflächenenergie der Korngrenze

γ̂S Der mittels σ
R̂ef

normierte Wert der Größe γS (siehe
(4.44))

∆δ m Breite eines Auswertungsgebietes

δ m Korngrenzendicke

δ1 m Entfernung zur Korngrenzenposition

δ1 m Mindestabstand zwischen Porenrand und dem Rand
des kreisförmigen Korngrenzenbereiches S0

δ2 m Entfernung zu den Endpunkten einer Korngrenze

δ2 m Mindestabstand zwischen jeweils zwei Porenrändern

δA.ZW m Kritische Entfernung für das Zusammenwachsen zweier
Poren

δgi Kronecker-Delta

EK Der aus den Deformationen der Körner resultierende
makroskopische Kriechdehnungsanteil in Belastungs-
richtung (siehe (7.2))

EKGG Der aus Korngrenzengleiten resultierende makrosko-
pische Kriechdehnungsanteil in Belastungsrichtung
(siehe (7.3))

ǫ̇ s−1 Kriechdehnrate

ǫ̇S s−1 Stationäre Kriechrate in Abb. 2.1 und (2.1)

ǫ̇∞ s−1 Makroskopische Kriechrate, welche in (4.31) entspre-
chend dem Nortonschen Kriechgesetz ausgedrückt
wird

ǫ̇ s−1 Rate des Dehnungstensors

ǫ̇el s−1 Rate des elastischen Dehnungstensors

ǫ̇pl s−1 Rate des plastischen Dehnungstensors

ǫ Kriechdehnung

ǫf Bruch- bzw. Versagensdehnung

ǫ∞ Akkumulierte Kriechdehnung in den angrenzenden Kör-
nern eines idealen Bikristalls (siehe Abschnitt 4.2.2)

ǫij Komponenten des Dehnungstensors

E Makroskopischer Dehnungstensor

ǫ Dehnungstensor

η Verhältnis von Porenradius â zum kritischen Radius âS
η1
KGG, η

2
KGG MPam−1 s In Abschnitt 6.2.4 festgelegte Werte für ηKGG

ηKGG MPam−1 s Korngrenzenviskosität

θ Argument der komplexen Zahl z
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Λk MPa Reelle Koeffizienten (k = 1, · · · , NS0
) in (4.17)

κ m Krümmungsradius

κkrit m Kritischer Porenkrümmungsradius (siehe (2.7))

µ J Chemisches Potential

ν̇g s−1 Rate der inneren Variable νg
νg Innere Variable pro Gleitsystem innerhalb des Einkris-

tallmodells

ρ̇ m−2 s−1 Änderungsrate der Porendichte

ρ̇A m−2 s−1 Annihilationsrate der Porendichte

ρ̇A.ZW m−2 s−1 Annihilationsrate der Porendichte für das Zusammen-
wachsen von Poren

ρ̇P m−2 s−1 Produktionsrate der Porendichte

ρ̇A.S m−2 s−1 Annihilationsrate der Porendichte für das Sintern von
Poren

⋄
ρ Die mittels aRef und tRef normierte Änderungsrate der

Porendichte
⋆

ρ̂ Die mittels a
R̂ef

und t
R̂ef

normierte Änderungsrate der
Porendichte

ρa Höhe einer idealisierten Porengrößenverteilung (siehe
Abb. 4.22b)

ρ m−2 Porendichte (Anzahl an Poren pro Korngrenzenfläche)

ρ0 m−2 Anfangswert für die Schädigungsvariable ρ

ρi m−2 Wert der Schädigungsvariable ρ am i-ten Integrations-
punkt

ρ̂ Simk,i , ρ̂
Modell
k,i Simulierter und durch das Porositätsmodell bestimmter

Wert der Schädigungsvariable ρ im i-ten Zeitschritt der
k-ten Simulation

ΣI, ΣII, ΣIII MPa Hauptspannungen von Σ mit ΣI ≥ ΣII ≥ ΣIII

ΣP MPa Makroskopischer hydrostatischer Spannungsanteil

ΣV MPa Makroskopische von Mises-Spannung

Sp (Σ) MPa Spur von Σ

σhc (z) MPa Komplexes Pendant zu σh (z)

σ̇ MPa s−1 Rate des Spannungstensors

σ MPa Spannungstensor

Σ MPa Makroskopischer Spannungstensor

σGG
n Dimensionslose Schwellspannung für Porenwachstum

(siehe (5.15))

σ MPa Skalare Spannung

σ0 MPa Partikuläre Lösung der Differentialgleichung (4.5)

σTS MPa Temperaturabhängige Zugfestigkeit in (2.4) und (2.5)

σP MPa Parameter der Produktionsrate ρ̇P (siehe (5.14))
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σKGG MPa Auf eine Korngrenze einwirkende Schubspannung

σSimKGG MPa Simulierte Schubspannung an einer Korngrenze

σh MPa Harmonische Funktion zur Lösung des Diffusionsrand-
wertproblems

σref1
n , σref2

n MPa Referenzspannungen (7.4) und (7.5) für die auf eine
Korngrenze einwirkende Normalspannung

σs, σt MPa Spannungskomponenten tangential zur Korngrenze

σij MPa Komponenten des Spannungstensors

σn MPa Spannungskomponente senkrecht zur Korngrenze

σF MPa Facetten-Hauptspannung

σF2 MPa Alternative Facetten-Hauptspannung

σ∞ MPa Auf eine Korngrenze einwirkende Normalspannung

σ∞ MPa Makroskopische Zugspannung in (2.8)

σ∞k MPa Spannungsniveaus (k = 1, · · · , 5) für Porositätsunter-
suchungen

σRef MPa Referenzspannung (siehe Abschnitt 4.4.1)

σ
R̂ef

MPa Referenzspannung (siehe Abschnitt 4.1.3)

σRand
i MPa Porenrandspannung der i-ten Pore in einer Porenanord-

nung

σ̂n Dimensionslose Normalspannungsverteilung in der un-
geschädigten Korngrenzenfläche (siehe (4.71))

τg MPa Entlang eines Gleitsystems wirkende Schubspannung

ϕi Rotationswinkel für das i-te kohäsive Element an einer
Ecke einer diskretisierten Korngrenze

ϕ1, Φ, ϕ2
◦ Euler-Winkel nach der Definition von Bunge [Bun68]

χi Fitparameter (i = 1, · · · , 5) für das vereinfachte Po-
rositätsmodell (siehe (4.78) bis (4.90) und (4.101) bis
(4.114))

ψ ◦ Dihedralwinkel

Ω m3 Atomvolumen

ωi Rotationsachse für das i-te kohäsive Element an einer
Ecke einer diskretisierten Korngrenze

ω Der durch Poren geschädigte Flächenanteil einer Korn-
grenze

ωk Spezifische geschädigte Flächenanteile von Porenan-
ordnungen (k = 1, · · · , 3)

Ω Vollständig geschädigter Korngrenzenflächenanteil in
Abschnitt 7

Ω̂ Dimensionslose Kreisringfläche in Abschnitt 4.3.4
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1 Einleitung

Die Einsatzzeiträume von hochtemperaturbeanspruchtenBauteilen sind in vielen Fällen durch
die zeitabhängige Entwicklung plastischer Deformationen sowie die bis zum vollständigen
Versagen voranschreitende Schädigung des Werkstoffes begrenzt. Dieses als Kriechen be-
zeichnete Werkstoffverhalten tritt insbesondere bei metallischen Werkstoffen auf, welche in
vielfältiger Weise in technischen Anwendungen eingesetzt werden. Die dabei verwendeten
Materialien müssen mitunter extremsten thermomechanischen Belastungen standhalten.

So werden beispielsweise Turbinenschaufeln in stationären Gasturbinen durch das in die Tur-
bine geleitete Heißgas mit Temperaturen von bis zu 1 400 ◦C [GW09] sowie durch die Flieh-
kräfte infolge der Rotation stark belastet. Die thermischen Belastungen sind dabei derartig
hoch, dass ein Werkstoff ohne eine aufwendige Kühlung schmelzen würde. Entsprechend
ergeben sich für stationäre Gasturbinen begrenzte Einsatzzeiträume, welche beispielsweise
für eine Siemens SGT-600 Gasturbine zwischen 120 000 und 180 000 äquivalenten Betriebs-
stunden liegen [Nav13].

Auch die Einsatzbedingungen von Komponenten, welche in konventionellen Kraftwerken im
Rahmen der Dampferzeugung eingesetzt werden, führen zu Kriechbeanspruchungen der je-
weils verwendeten Werkstoffe [Sch13]. Die derzeitigen Einsatzzeiträume dieser Komponen-
ten liegen dabei in einigen Fällen oberhalb von 30 Jahren [SKKYSO10; NKUK11], wobei je
nach Anwendung Temperaturen zwischen 550 ◦C und 1 000 ◦C erreicht werden.

Aber auch bei vergleichsweise niedrigen Temperaturen können Kriechprozesse, welche sich
dann jedoch über deutlich größere Zeiträume erstrecken, zu Deformationen und Schädigung
führen. Ein Beispiel hierfür sind die für die geplante Endlagerung abgebrannter Brennele-
mente in einer unterirdischen Lagerstätte zum Einsatz kommenden Behälter [AHVSNL03;
RSAHS11; RASHLS12; RSALHS13], welche über einen Zeitraum von 100 000 Jahren einen
Austritt radioaktiver Stoffe verhindern sollen. Dabei wird davon ausgegangen, dass die Tem-
peratur der Behälter während der ersten 1 000 Jahre aufgrund der Nachzerfallswärme auf bis
zu 90 ◦C ansteigen kann.

Da Kriechen in metallischen Werkstoffen nicht verhindert, sondern lediglich die zeitliche Ent-
wicklung durch Verwendung spezieller Hochtemperaturwerkstoffe, wie beispielsweise gerich-
tet erstarrte und einkristalline Werkstoffe, verlangsamt werden kann, stellt die Berücksichti-
gung des Kriechverhaltens einen wichtigen Punkt für die Bewertung von Einsatzzeiträumen
dar. Den genannten Beispielen sowie weiteren technischen Anwendungen ist dabei gemein,
dass die Beschreibung des Langzeitkriechverhaltens oft anhand von Labordaten erfolgt, wel-
che gegenüber den tatsächlichen Einsatzbedingungen für erhöhte thermomechanische Be-
lastungen innerhalb kürzerer Versuchszeiten gewonnen werden. Da für die Übertragung des
Kriechverhaltens meist phänomenologische Ansätze genutzt werden, ist die Vorhersage des
Werkstoffverhaltens umso schwieriger, je größer der jeweils betrachtete Extrapolationszeit-
raum ist. Speziell für die Beschreibung von Langzeitkriechvorgängen ist es somit von Vorteil,
wenn die in einem Werkstoff ablaufenden Deformations- und Schädigungsprozesse, gegebe-
nenfalls auch nur in vereinfachter Form, innerhalb von Modellen berücksichtigt werden.
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1 Einleitung

Mechanismen-orientierte Modelle stellen daher einen interessanten Ansatz für die Beschrei-
bung des Kriechverhaltens dar. Die resultierenden Modellgleichungen besitzen jedoch meist
eine komplexere Form und für die Anwendung kann eine aufwendigere Implementierung er-
forderlich sein. Dennoch ist davon auszugehen, dass Mechanismen-orientierte Modelle ei-
ne sinnvolle Beschreibung von Kriechvorgängen unter Belastungsbedingungen ermöglichen,
welche experimentell nicht oder nur mit großem Aufwand untersucht werden können. Speziell
für die Übertragung des in Laborversuchen beobachtbaren Deformations- und Schädigungs-
verhaltens auf konkrete Bauteile in technischen Anwendungen, welche oft durch mehrach-
sige Spannungszustände beansprucht werden, kann dies von Vorteil sein. Soll für die Mo-
dellierung des Kriechverhaltens auch der Einfluss der Werkstoffmikrostruktur berücksichtigt
werden, so erfordert dies in den meisten Fällen die Betrachtung von mehreren mikrome-
chanischen Mechanismen, welche sich innerhalb der Kornstruktur gegenseitig beeinflussen
können.

In der vorliegenden Arbeit liegt der Fokus speziell auf polykristallinen Werkstoffen, welche
unter hohen Temperaturen und durch vergleichsweise geringe Lasten beansprucht werden.
Für diese Bedingungen sind die an den Korngrenzen ablaufenden Prozesse von besonderer
Bedeutung. Das Kriechverhalten wird zudem durch das Zusammenwirken unterschiedlicher
Deformations- und Schädigungsmechanismen geprägt. Hierzu zählen in erster Linie zeitab-
hängige plastische Deformationen einzelner Körner, Schädigung durch Korngrenzenporen
und Korngrenzengleiten. Experimentell konnten diese Mechanismen bereits für Kupferwerk-
stoffe beobachtet werden. Es erscheint daher sinnvoll, die Entwicklung eines mikromecha-
nisch motivierten Modells zur Beschreibung des Kriechverhaltens polykristalliner Werkstoffe
an den bereits veröffentlichten Daten für Kupferwerkstoffe auszurichten.

2 BAM-Dissertationsreihe



2 Stand der Kenntnisse

2.1 Kriechen von metallischen Werkstoffen

Für metallische Werkstoffe bezeichnet der Begriff des Kriechens zeitabhängige Prozesse in
Folge einer konstanten Belastung, welche üblicherweise sowohl mit einer bleibenden Defor-
mation als auch einer Schädigung des Werkstoffes einhergehen. Ein entsprechendes Werk-
stoffverhalten kann praktisch über den gesamten Spannungsbereich (auch für Belastungen
unterhalb der Fließgrenze) beobachtet werden und ist zudem stark temperaturabhängig. In
Abb. 2.1 sind schematisch die zeitliche Entwicklung der Kriechdehnung ǫ über der Zeit t so-
wie die zugehörigen Kriechdehnraten ǫ̇ (auch Kriechraten genannt) in Abhängigkeit von der
Kriechdehnung dargestellt, so wie sie typischerweise in einachsigen Kriechversuchen beob-
achtet werden. Dabei entspricht es der gängigen Ansicht [Rie87; Bür06], dass der Verlauf
einer solchen Kriechkurve entsprechend ihrer Form, aber vor allem wegen der zugrunde lie-
genden Prozesse in drei Bereiche aufgeteilt werden kann.

Der primäre Kriechbereich (Bereich I) ist durch eine schnelle und deutliche Abnahme der
Kriechrate bestimmt, was sich durch eine zunehmende Verfestigung infolge des Aufbaus ei-
nes Versetzungsnetzwerkes innerhalb einer Probe erklären lässt. Im sekundären Kriechbe-
reich (Bereich II), welcher meist den wesentlichen Anteil der gesamten Lebensdauer eines
Bauteils ausmacht, ist eine näherungsweise stationäre Kriechrate ǫ̇S zu beobachten, die sich
durch das gemeinsame Auftreten gegensätzlicher Mechanismen erklären lässt. So wirkt bei-
spielsweise die Vernichtung von Versetzungen durch Klettern oder Diffusion von Zwischengit-
teratomen einem weiteren Aufbau des Versetzungsnetzwerkes entgegen. In der Folge bleibt
die Anzahl an mobilen Versetzungen ungefähr konstant, so dass die Bewegung dieser Ver-
setzungen einen gleichmäßigen Beitrag zur Gesamtdeformation beisteuert. Es ist aber auch
möglich, dass anstelle eines ausgeprägten stationären Kriechbereiches lediglich ein Mini-

(a) (b)

II IIII IIIIII

t ǫ

ǫ

tf

ǫf

ǫ̇S

lo
g
ǫ̇

log ǫ̇S

Abb. 2.1: Schematische Darstellungen der Kriechdehnung ǫ über der Zeit t und der logarithmierten
Kriechdehnrate log ǫ̇ über der Kriechdehnung ǫ, wie sie typischerweise in einachsigen Zug-
versuchen beobachtet werden.
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2 Stand der Kenntnisse

mum in der Kriechrate und somit ein direkter Übergang aus dem primären in den tertiären
Kriechbereich zu beobachten ist, so wie beispielsweise in [WBB05] für Kupfer. Im tertiären
Kriechbereich (Bereich III) kommt es schließlich zu einem Anstieg der Kriechrate in Folge
einer zunehmenden Schädigung des Werkstoffes, wobei die Vereinigung mehrerer kleinerer
Defekte (z. B. Kriechporen) zu einem makroskopischen Riss letztendlich das finale Versa-
gen des gesamten Bauteils zur Bruchzeit tf und bei der Bruchdehnung ǫf einleitet. Sowohl
die Entstehung als auch das Wachstum von Defekten können dabei bereits im primären und
sekundären Kriechbereich stattfinden.

Wie in [Rab65] diskutiert, ist es für die Behandlung von Kriechprozessen sinnvoll, den be-
trachteten Versuchs- bzw. Einsatzzeitraum in Abhängigkeit von den herrschenden Bedingun-
gen (Last, Temperatur, etc.) zu klassifizieren. Während für kurze bis mittlere Kriechbeanspru-
chungen, z. B. in Gasturbinen oder Flugzeugtriebwerken, der primäre Kriechbereich und die
variierenden Einsatzbedingungen im Vordergrund stehen, erfolgt die Behandlung von langen
Kriechbeanspruchungen, z. B. von Rohrleitungen in Kraftwerken mit Einsatzzeiträumen von
über 30 Jahren, zumeist im Rahmen einer stationären Betrachtung.

Obwohl die experimentellen Kriechkurven für verschiedene Kombinationen aus mechani-
scher Belastung und Versuchstemperatur oft eine ähnliche Form aufweisen, so hängt es
trotzdem von den jeweiligen Bedingungen ab, welche mikromechanischen Mechanismen ak-
tiv sind und die resultierenden Deformationen erzeugen. Bei der Beschreibung des Werk-
stoffverhaltens zeigt sich daher [Hol08], dass in Abhängigkeit von den aktiven Mechanismen
jeweils unterschiedliche mathematische Formulierungen die Kriechdeformationen am besten
beschreiben.

So wird beispielsweise der Nortonsche Potenzansatz oft angewendet, um im Falle eines
durch Versetzungskriechen bestimmten Werkstoffverhaltens die stationäre Kriechrate in Ab-
hängigkeit von der Spannung auszudrücken. Für besonders hohe Spannungen lässt sich
hingegen das Deformationsverhalten oft nur noch unzureichend durch einen Potenzansatz
beschreiben (im Englischen als Power-Law-Breakdown bezeichnet) und es wird die Verwen-
dung eines Exponentialansatzes empfohlen [Hol08]. Die Temperaturabhängigkeit wird hinge-
gen fast immer durch einen Arrhenius-Ansatz modelliert. Die größten Einflussfaktoren für die
stationäre Kriechrate können zudem genutzt werden, um eine generalisierte Form [MD00;
Muk02]

ǫ̇S = A
DGb

kT

(
b

d

)p ( σ
G

)n
(2.1)

für ǫ̇S zu formulieren, wobeiD eine geeignete Diffusionskonstante,G der Schubmodul, b der
Burgers-Vektor, k die Boltzmann-Konstante, T die absolute Temperatur, d die Korngröße, p
der Korngrößenexponent,σ die aufgebrachte Spannung und n der Spannungsexponent sind.
Aus (2.1) ist auch ersichtlich, dass die Hall-Petch-Beziehung unter Kriechbedingungen nicht
gilt, sondern dass stattdessen ein grobkörniger Werkstoff einen größeren Widerstand gegen
zeitabhängige Deformation aufweist. Durch die Wahl geeigneter Parameter in (2.1) (z. B. D
oder n) kann meist das in experimentellen Versuchen beobachtete Verhalten abgebildet wer-
den [MD00]. Jedoch können unterschiedliche Mechanismen ein ähnliches Werkstoffverhalten
hervorrufen, so dass eine eindeutige Zuordnung der Parameterwerte zu einzelnen Mecha-
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Abb. 2.2: Darstellung der Verformungsmechanismenkarte für reines Kupfer mit einer Korngröße von
100 µm entsprechend der Daten aus [FA82] (Bild übernommen aus [Ott11]). Der rote Punkt
markiert die in [Ott11] untersuchten Versuchsparameter, für welche ebenfalls die in Abschnitt
6 präsentierten experimentellen Daten gewonnen wurden.

nismen nur bedingt möglich ist. Eine Veränderung der Parameterwerte in Abhängigkeit von
Spannung und Temperatur wird zumeist als Wechsel des dominierenden Kriechmechanis-
mus gedeutet.

Den Arbeiten von Frost und Ashby [FA82] ist es zu verdanken, dass für einige Werkstoffe
sogenannte Verformungsmechanismenkarten existieren. In Abb. 2.2 ist eine solche Karte für
Kupfer dargestellt, in welcher der jeweils dominierende Verformungsmechanismus in Abhän-
gigkeit von der mechanischen Belastung und der Temperatur aufgetragen ist. Aus Abb. 2.2
ist beispielsweise zu erkennen, dass für Kupfer das Langzeitkriechverhalten bei hohen Tem-
peraturen (homologe Temperatur1 > 0, 5) und verhältnismäßig kleinen Lasten durch Ver-
setzungskriechen und Diffusionskriechen bestimmt wird. Beide Mechanismen führen, wie in
Abb. 2.3 für die Körner A und B angedeutet, zu einer Streckung der Körner, einerseits durch
Versetzungsbewegungen und andererseits durch diffusiven Materialtransport.

Das Diffusionskriechen basiert auf der Wanderung von Leerstellen, wobei die Leerstellenkon-
zentration vom Spannungszustand abhängt und einen Materialfluss aus Bereichen mit Druck-
spannungen hin zu Bereichen mit Zugspannungen bewirkt. Zudem unterscheidet man be-

1Als homologe Temperatur bezeichnet man die auf die absolute werkstoffspezifische Schmelztemperatur Ts bezogene
absolute Temperatur T .
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Abb. 2.3: Schematische Darstellung des Zusammenwirkens verschiedener mikromechanischer Mecha-
nismen in einem Polykristall unter Kriechbeanspruchung.

züglich zweier unterschiedlicher Diffusionsmechanismen [Bür06]: Beim sogenannten Coble-
Kriechen findet die Diffusion entlang von Korngrenzen statt (Korngrenzendiffusion) und ist,
verglichen mit dem zweiten Diffusionsmechanismus durch Volumendiffusion (Gitterdiffusion),
üblicherweise bereits bei kleineren Temperaturen aktiv. Da mit steigender Temperatur mehr
Diffusionswege innerhalb der Körner eines Polykristalls zur Verfügung stehen, ist das Dif-
fusionskriechen für höhere Temperaturen durch Volumendiffusion bestimmt, was auch als
Nabarro-Herring-Kriechen bezeichnet wird.

Neben dem Deformationsverhalten infolge von Kriechprozessen spielt auch das Versagen
eines Werkstoffes eine große Rolle bei der Auslegung eines Bauteils. Durch empirische Er-
kenntnisse ist dabei schon seit langem bekannt [Rie87; KH03], dass Kriechverformungen
und -versagen in vielen Fällen gekoppelt sind. So wurde die Gültigkeit der Monkman-Grant-
Beziehung

ǫ̇S · tf = CMG (2.2)

bereits für viele Werkstoffe bestätigt, worinCMG eine Konstante für einen breiten Spannungs-
und Temperaturbereich ist. Die Monkman-Grant-Beziehung entspricht einem Dehnungskrite-
rium für das Versagen, so dass man das Produkt aus stationärer Kriechrate ǫ̇S und Bruchzeit
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2.1 Kriechen von metallischen Werkstoffen

tf auch als einen kritischen Dehnungswert ansehen kann. Ein Vergleich mit experimentel-
len Bruchdehnungen ist jedoch nur sinnvoll, wenn Deformationsbeiträge durch primäres und
tertiäres Kriechen vernachlässigt werden können.

Es existieren aber auch Ansätze, die Bruchzeit nicht in Abhängigkeit vom Deformationsverhal-
ten zu beschreiben. Ein Beispiel hierfür ist der spannungsabhängige Larson-Miller-Parameter
LM, welcher über die empirische Beziehung

LM = T (log tf + CLM) mit CLM ≈ 20, unabhängig vom Material, (2.3)

lediglich eine Beschreibung der Temperaturabhängigkeit erlaubt und dies auch nur für expe-
rimentell beobachtete Ergebnisse. Daher ist von einer Extrapolation von Bruchzeiten durch
diese Beschreibungsmethode abzuraten.

Als Erklärung für die Beobachtung einer minimalen Kriechrate (direkter Übergang vom pri-
mären zum tertiären Bereich) anstelle eines ausgeprägten stationären Kriechbereiches, wur-
de in [WBB05] das Zusammenwirken zweier gegensätzlicher Mechanismen vorgeschlagen.
Dabei ist der eine Mechanismus für ein verfestigendes Deformationsverhalten und der andere
ist für einen kontinuierlichen Schädigungsfortschritt verantwortlich. Diese Überlegung bildete
die Grundlage für die Formulierung der Wilshire-Gleichungen [WB07; WB08]

(
σ

σTS

)
= exp

{
−k1

[
tf exp

( −Qc

RthT

)]u}
, (2.4)

(
σ

σTS

)
= exp

{
−k2

[
ǫ̇S exp

(
Qc

RthT

)]v}
, (2.5)

worin σTS die temperaturabhängige Zugfestigkeit, Qc die Aktivierungsenergie für Kriechen,
Rth die universelle Gaskonstante und k1, k2, u sowie v anzupassende Materialparameter
sind. Die Verwendung von zwei Gleichungen für die Beschreibung der stationären Kriechrate
und der Bruchzeit erlaubt eine gute Abbildung von experimentellen Ergebnissen [WW10]
und zudem die Extrapolation von Bruchzeiten [HA09], da die Wilshire-Gleichungen als eine
Mechanismen-orientierte Methode angesehen werden können.

Ein weiterer Weg zur Beschreibung des Werkstoffversagens besteht in der direkten Einbin-
dung der Schädigungsentwicklung in die konstitutive Beschreibung des Deformationsverhal-
tens im Rahmen der Kontinuumsschädigungsmechanik, welche ihre Anfänge in den Arbeiten
von Kachanov und Rabotnov hat [Kac99; Rab65]. Wie in [HLMKDLN87; Lem92] detailliert
beschrieben, werden dabei die konstitutiven Gleichungen durch zusätzliche innere Variablen,
welche den Schädigungszustand des Werkstoffes charakterisieren, und zugehörige Entwick-
lungsgleichungen erweitert.

In den meisten Fällen handelt es sich um phänomenologische Schädigungsvariablen, wel-
che keinen direkten Bezug zu physikalischen Schädigungsvariablen oder metallographischen
Schädigungsmaßen, wie beispielsweise der Porenanzahl oder -größe, haben. Von Vorteil
bei einer solchen phänomenologischen Beschreibung ist aber, dass ein komplexer Schädi-
gungszustand durch tensorielle Schädigungsvariablen approximiert werden kann und so die
Beschreibung einer anisotropen Schädigungsentwicklung ermöglicht wird.
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2 Stand der Kenntnisse

Die Entstehung anisotroper Schädigung unter Kriechbeanspruchungen ist vor allem für die
Behandlung mehrachsiger Belastungen von Bedeutung, da die räumliche Verteilung von
Kriechporen und anderer Defekte vom Spannungszustand abhängen kann. Für Kupfer ist bei-
spielsweise bekannt [Hay72; Lec86; LKC05], dass Kriechschädigung bevorzugt entlang von
Ebenen senkrecht zur maximalen Hauptspannung entsteht und sich das Kriechbruchverhal-
ten ebenfalls gut in Abhängigkeit von der maximalen Hauptspannung beschreiben lässt. Für
eine ebenfalls untersuchte Aluminiumlegierung [Hay72; Lec86] zeigte sich hingegen, dass
das Kriechbruchverhalten gut durch die von Mises-Spannung beschrieben werden kann.

Am Beispiel von Kupfer lässt sich darüber hinaus zeigen, dass für die Beschreibung der
Kriechschädigungsentwicklung unter nicht proportionalen Belastungen [THL81; MO81] ein
anisotropes Schädigungsmaß benötigt wird, welches die Schädigungsakkumulation entlang
verschiedener Ebenen, jeweils immer senkrecht zur aktuellen maximalen Hauptspannung,
abbilden kann. Für mehrachsige Belastungen ist daher zu beobachten [YXWT07], dass es
kein vereinheitlichtes Modell gibt, welches Kriechdeformationen und -bruch für beliebige
Werkstoffe beschreiben kann. Vielmehr hängt es vom jeweils dominierenden Mechanismus
ab, ob sich das Werkstoffverhalten in Abhängigkeit von einem bestimmten Spannungsmaß
[NEEI89; Hol08] beschreiben lässt.

2.2 Korngrenzenschädigung

In polykristallinen Werkstoffen wird sehr oft beobachtet, dass Kriechporen entlang von Korn-
grenzen, welche senkrecht zur Lastrichtung orientiert sind (siehe Abb. 2.3 - zwischen den
Körnern A und C), auftreten [EENI89]. Darüber hinaus zeigte der in [EENI89] untersuchte
12%Cr-Mo-V Stahl einerseits ein duktiles Bruchverhalten mit deutlichen inelastischen Defor-
mationen sowie Porenwachstum durch Deformation des Matrixmaterials bei hohen Spannun-
gen und andererseits ein sprödbruchähnliches Verhalten mit kleinen Bruchdehnungen sowie
Porenbildung und -wachstum entlang von Korngrenzen bei niedriegen Spannungen.

Für Diffusionskriechen, welches bei niedrigen Spannungen dominiert, konnte für Kupfer mit
vor Beginn eines Versuchs erzeugten Poren beobachtet werden [HG82], dass die Kriechdeh-
nung proportional zum relativen Porenvolumenwachstum ist. Bei höheren Spannungen setzt
sich die Gesamtdehnung hingegen aus Porenwachstum und zeitabhängiger Deformation des
Matrixmaterials zusammen.

Zur Erfassung und Charakterisierung der Korngrenzenschädigung, unabhängig vom Defor-
mationszustand, können metallografische Kennwerte wie beispielsweise der A-Parameter2

oder vom A-Parameter abgeleitete Kennwerte [Egg91] verwendet werden. Darüber hinaus
konnte durch eine genauere Analyse der metallografisch erfassten Korngrenzenschädigung
in Abhängigkeit vom Korngrenzencharakter (insbesondere der Missorientierung3), welcher

2Der A-Parameter wurde in Arbeiten von B. J. Cane et al. entwickelt (siehe Diskussionen in [Egg91; MLS92; LMS94])
und ist als das Verhältnis der Anzahl an geschädigten Korngrenzen zur gesamten Anzahl an Korngrenzen, welche
jeweils eine vorgegebene Referenzlinie schneiden, definiert.

3Die Missorientierung beschreibt den geometrischen Unterschied zwischen zwei ansonsten gleichen Kristallstruk-
turen. Oft wird dieser Unterschied durch eine Rotation um eine geeignete Drehachse ausgedrückt [Ott11], wobei der
jeweilige Rotationswinkel als Maß für die Missorientierung genutzt wird.
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durch orientierungsabbildende Rasterelektronenmikroskopie (gebräuchliche englische Ab-
kürzung: EBSD = Electron Backscatter Diffraction) bestimmt wurde, gezeigt werden [Ott11;
OPFE12], dass Korngrenzen mit einer höheren Korngrenzenenergie stärker schädigen.

Metallografische Kennwerte können aber auch genutzt werden, wie beispielsweise in [NC83;
Rie89], um eine Vorhersage über die Restlebensdauer zu treffen. Hierzu muss die weitere
Entwicklung des metallografischen Kennwertes bis hin zu einem kritischen Wert, bei dem
das Versagen eintritt, durch eine geeignete Methode bestimmt werden. Oftmals wird die
Schädigungsentwicklung dabei durch die skalare Schädigungsvariable aus der Kachanov-
Rabotnov-Kriechschädigungstheoriebeschrieben [Egg91; MLS92; LMS94] und anschließend
mittels einer geeigneten Relation zum metallografischen Kennwert in Bezug gesetzt. Die-
se Vorgehensweise trägt der Problematik Rechnung, dass gerade phänomenologische Be-
schreibungsansätze Schädigungsmaße verwenden, welche aufgrund einer fehlenden physi-
kalischen oder geometrischen Bedeutung nicht direkt messbar sind, und dass metallografi-
sche Kennwerte zwar einen empirischen Hintergrund haben, oft jedoch keine Methoden zur
direkten Beschreibung der Entwicklung verfügbar sind.

Im Rahmen einer zerstörungsfreien Schädigungsanalyse eines Bauteils ermöglicht die me-
tallografische Bestimmung von Schädigungskennwerten jedoch nur die Charakterisierung an
der Oberfläche. Daher wurden auch Ansätze verfolgt [HMF90; MH97; JK02], um den Schä-
digungszustand eines Werkstoffes durch Messungen von Ultraschallgeschwindigkeiten zu
bestimmen. Dabei konnte gezeigt werden [ES92], dass derartige Messungen und metallogra-
fische Schädigungskennwerte den Einfluss von Kriechdefekten im Material übereinstimmend
abbilden können.

Eine Methode zur zerstörungsfreien Charakterisierung der Kriechschädigung in einem drei-
dimensionalen Bereich wird durch die Computertomographie bereitgestellt. Der Einsatz von
Synchrotronstrahlung [Pin09; Dzi10; BDSIMBKP11] ermöglicht dabei die Detektierung von
Hohlräumen bis in den µm-Bereich. Die Identifikation von Korngrenzenporen ist jedoch
schwierig, da die Verläufe der Korngrenzen nicht durch die herkömmlichen Tomographiever-
fahren erfasst werden können. Oftmals werden geclusterte Porenanordnungen senkrecht zur
Lastrichtung als Korngrenzenporen interpretiert. In [GTAKSMSHYUST12] wurde daher auf
die tomografische Erfassung der Kriechschädigung folgend die Mikrostruktur des Werkstoffes
durch orientierungsabbildende Rasterelektronenmikroskopie innerhalb eines Serienschnitt-
verfahren erfasst, wobei eine verstärkte Porenbildung in der Nähe von inneren Grenzflächen
beobachtet wurde.

2.2.1 Kriechporennukleation

Durch welche Mechanismen Kriechporen auf Korngrenzen entstehen, ist bis heute nicht ein-
deutig geklärt. Eine ausführliche Diskussion zu verschiedenen Aspekten der Kriechporen-
nukleation wurde in [KH03] geführt, so dass hier nur die wichtigsten Erkenntnisse kurz erläu-
tert werden.

Experimentell wird in den meisten Fällen ein verstärktes Auftreten von Poren auf Korngren-
zen, welche senkrecht zur Lastrichtung orientiert sind, beobachtet, wobei sich die Anzahl pro-
portional zur makroskopischen Kriechdehnung entwickelt [Dys83] und die Nukleation neuer
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Abb. 2.4: Abbildung der linsenförmigen Gleichgewichtsform einer Korngrenzenpore.

Poren über die gesamte Lebensdauer hinweg beobachtet wird [Rie87; OSY11]. Ausschei-
dungen scheinen zudem gerade in Legierungen ein bevorzugter Ort für Porennukleation zu
sein [FTB75]. Am häufigsten werden Leerstellenakkumulation [Rie87; KH03; NOO12], Auf-
stauung von Versetzungen an Korngrenzen oder Ausscheidungen [FTB75; Rie87; KH03] und
Korngrenzengleiten [WD78; Rie87; CP90; KH03] als Mechanismen für die Entstehung be-
nannt.

Eine typische linsenförmige Korngrenzenpore mit Dihedralwinkelψ, Krümmungsradius κ und
Radius in der Korngrenzenfläche a = κ sinψ ist in Abb. 2.4 dargestellt. Der Dihedralwinkel
am Rand der Pore ergibt sich dabei aus dem Kräftegleichgewicht der Oberflächenspannun-
gen gemäß

γKG = 2γS cosψ , (2.6)

worin γKG und γS die spezifischen Oberflächenenergien der Korngrenze und der freien Po-
renoberfläche sind. Die abgebildete Porenform entspricht einem Gleichgewichtszustand, wel-
cher sich einstellt, wenn lokale Krümmungsunterschiede auf der freien Porenoberfläche durch
diffusiven Materialtransport ausgeglichen werden. Bei der Erzeugung einer neuen Pore durch
einen Nukleationsmechanismus muss entsprechend der lokalen Bedingungen eine Pore mit
hinreichender Mindestgröße entstehen. Wird eine neue Pore erzeugt, so muss Arbeit auf-
gewendet werden, um die entstehende freie Oberfläche mit spezifischer Oberflächenenergie
γS zu erzeugen. Im Falle der Leerstellenakkumulation kann die benötigte Arbeit durch eine
Zugspannung σn normal zur Korngrenze verrichtet werden, wobei sich aus einer Ansamm-
lung von Leerstellen in Korngrenzennähe ein Porenvolumen mit zugehöriger freier Oberflä-
che bildet. Durch eine Gleichgewichtsbetrachtung der freien Energie [Rie87], welche beide
Arbeitsterme berücksichtigt, kann ein kritischer Porenkrümmungsradius

κkrit =
2γS
σn

(2.7)

in Abhängigkeit von der Normalspannungσn angegeben werden. Für die Erzeugung von Po-
ren mit kleinerem Krümmungsradius würde die durch σn verrichtete Arbeit nicht ausreichen.
Dieser Argumentation folgend wird angenommen, dass die Aufstauung von Versetzungen an
Hindernissen (Korngrenze oder Korngrenzenausscheidung) zu Spannungskonzentrationen
führt, welche im Stande sind, die benötigte Arbeit zur Bildung stabiler Poren zu leisten.

Im Falle von Korngrenzengleiten wird davon ausgegangen, dass Absätze auf Korngrenzen
als Porenkeime dienen [WD78] oder dass Spannungskonzentrationen an Hindernissen Aus-
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gangspunkt neuer Poren sind [Rie87]. Dem Vorschlag, dass eine kontinuierliche Porenbildung
aus stochastischem Korngrenzengleiten resultiert [CP90], steht allerdings die Beobachtung
entgegen, dass Porennukleation bevorzugt auf Korngrenzen auftritt [KH03], welche senkrecht
zur Lastrichtung liegen und für welche meist nur wenig Korngrenzengleiten beobachtet wird.

2.2.2 Schädigungsentwicklung

Das Wachstum von Korngrenzenporen unter Kriechbedingungen wird überwiegend auf diffu-
siven Materialtransport und auf zeitabhängige plastische Deformationen der angrenzenden
Körner zurückgeführt [KH03]. Die Betrachtung von diffusivem Porenwachstum geht dabei auf
die Arbeiten von Hull und Rimmer [HR59] zurück. Wie in Abb. 2.5 dargestellt, wird davon
ausgegangen, dass ein Materialtransport durch Leerstellendiffusion entlang der Porenober-
fläche hin zum Porenrand4 und vom Porenrand aus entlang der Korngrenze stattfindet. Durch
Ablagerung von Atomen an den angrenzenden Körnern entlang der Korngrenze kommt es
zu einem Auseinanderdriften der Körner, sofern sich diese frei bewegen können. Treibende
Kraft für die Diffusion ist die normal auf die gesamte Korngrenze wirkende Zugspannung σ∞,
welche bei Anwesenheit von Korngrenzenporen lokale Gradienten im chemischen Potential
entlang der ungeschädigten Korngrenzenfläche hervorruft und somit einen Diffusionsfluss
bewirkt.

Um eine Porenwachstumsrate zu bestimmen, wurden in [HR59] die Annahmen getroffen,
dass nur gleich große, in einem quadratischen Gitter angeordnete Korngrenzenporen vorhan-
den sind und dass Oberflächendiffusion sehr viel schneller abläuft als Korngrenzendiffusion.
Letzteres bewirkt, dass Poren stets in einer Gleichgewichtsform vorliegen, auch dann, wenn,
wie in Abb. 2.6a skizziert, der Porenradius um ∆a anwächst. Darüber hinaus wurde ange-
nommen, dass die angrenzenden Körner starr sind und die Korngrenze als perfekte Leer-
stellenquelle fungiert, so dass sich entlang der ungeschädigten Korngrenzenflächen stets ein
Vielfaches einer kompletten Atomlage ablagert. Die Diffusionsvorgänge in der Korngrenze

4Die linienartige Kontur an der die freie Porenoberfläche an die ungeschädigte Korngrenzenfläche grenzt, wird in der
vorliegenden Arbeit als Porenrand bezeichnet. Für eine linsenförmige Pore auf einer ebenen Korngrenze ist der
zugehörige Porenrand ein Kreis.

σ∞

σ∞

Korngrenzen-
diffusion Oberflächen-

diffusion

Materialablagerung

Auseinanderdriften
der angrenzenden Körner

Abb. 2.5: Schematische Darstellung des diffusiven Materialtransports für eine unter Gleichgewichtsbe-
dingungen wachsenden Korngrenzenpore.
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(a) (b)
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γS

γS
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Abb. 2.6: Schematische Darstellung des Gleichgewichtsporenwachstums (a) und des rissartigen Poren-
wachstums (b). In beiden Fällen wird die Ausbildung einer lokalen Gleichgewichtsform ent-
sprechend (2.6) in der unmittelbaren Nähe zum Porenrand angenommen.

sollen zudem die Massenbilanz und passende Randbedingungen erfüllen. So müssen bei-
spielsweise die lokalen Spannungen in der ungeschädigten Korngrenzenfläche mit der über
die gesamte Korngrenze wirkenden Spannung σ∞ in Verbindung gebracht werden. Aufgrund
der geometrischen und physikalischen Vereinfachungen ist es möglich, einen analytischen
Ausdruck für die Porenwachstumsrate aus der Lösung des Diffusionsrandwertproblems her-
zuleiten. Durch die Integration der Porenwachstumsrate über die Zeit kann dann eine Ver-
sagenszeit bestimmt werden, wobei als Versagenskriterium das Zusammenwachsen zweier
benachbarter Poren angenommen wird.

Seit diesem ersten Ansatz wurde die Modellierung des diffusiven Porenwachstums stetig
verbessert und erweitert. So wurden zum einen die vereinfachten Randbedingungen aus
[HR59] durch physikalische Zusammenhänge ersetzt. Dabei wurde berücksichtigt, dass kein
Diffusionsfluss zwischen zwei benachbarten Poren stattfindet [Wee73] (Symmetriebedingung
wegen regelmäßiger Porenanordnung) und dass eine Sinterspannung am Porenrand ent-
sprechend der Oberflächenspannung und dem Porenradius der Erzeugung von Leerstellen
entgegenwirkt [SB75]. Zum anderen wurde auch der Einfluss des Nichtgleichgewichtsporen-
wachstums untersucht. Unter der Annahme, dass Korngrenzendiffusion sehr viel schneller
ist als Oberflächendiffusion, wurde zunächst der entgegengesetzte Grenzfall zum Gleich-
gewichtsporenwachstum beschrieben [CKRS79]. In diesem Fall ist die Oberflächendiffusion
nicht in der Lage, Krümmungsunterschiede in der Porenoberfläche auszugleichen und es
stellt sich ein rissartiges Porenwachstum ein (siehe Abb. 2.6b). Lediglich in der unmittelbaren
Nähe des Porenrandes bildet sich aufgrund der kurzen Diffusionswege eine lokale Gleichge-
wichtsform aus, welche das Kräftegleichgewicht der Oberflächenspannungen erfüllt.

Das in [CKRS79] beschriebene Porenwachstumsverhalten, welches auf einer analytischen
Approximation beruht, sowie die sich einstellende Porenform konnten auch durch eine detail-
liertere Analyse, bei der die zeitliche Entwicklung der Porenform durch ein Finite-Differenzen-
Verfahren numerisch bestimmt wurde, bestätigt werden [PN79]. In der Folge wurden ähnliche
Finite-Differenzen-Verfahrenund Finite-Elemente-Methoden (FE-Methoden) angewendet, um
den Einfluss von gekoppelter Oberflächen- und Korngrenzendiffusion im zweidimensionalen
und achsensymmetrischen Fall [MN82], den Einfluss einer von den Kriechdeformationen der
umliegenden Körner abhängigen Diffusionslänge [SC87] oder den Einfluss von gekrümmten
Korngrenzen und Korngrenzenmigration [KPY00] auf das Porenwachstum zu erfassen. In den
meisten Fällen wird dabei ein Verhalten beobachtet, welches zwischen den Grenzfällen des
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2.2 Korngrenzenschädigung

Gleichgewichtswachstums und des rissartigen Porenwachstums liegt.

Korngrenzenporen können aber nicht nur durch Diffusion wachsen, sondern auch durch plas-
tische Deformationen der angrenzenden Körner [Ric79], wobei oft eine Kopplung beider Me-
chanismen betrachtet wird. In [BS78; EA79] wurde für die Beschreibung der Kopplung verein-
fachend angenommen, dass nur ein begrenzter Bereich der Korngrenze als Leerstellenquelle
dient und dass, um eine kompatible Gesamtdeformation zu erzeugen, das Materialverhal-
ten der angrenzenden Körner im übrigen Teil der Korngrenze durch einen Potenzansatz für
die Kriechrate beschrieben werden kann. Aus der damit verbundenen Verkürzung des Dif-
fusionsweges resultiert schließlich eine erhöhte Porenwachstumsrate. In [Ric79] wurde die
Diffusionslänge

L =
3

√
D̃KGσ∞
ǫ̇∞(σ∞)

mit D̃KG =
ΩδDKG

kT
(2.8)

definiert, worin σ∞ die makroskopisch wirkende Zugspannung, ǫ̇∞(σ∞) die resultierende
makroskopische Kriechrate, Ω das Atomvolumen, δ die Korngrenzendicke, DKG der Korn-
grenzendiffusionskoeffizient, k die Boltzmann-Konstante und T die Temperatur sind. Die
Kopplung von plastischen Deformationen und Korngrenzendiffusion wird maßgeblich durch
L charakterisiert. Ist L groß verglichen mit der Porengröße und dem Abstand zwischen zwei
Poren, dann ist das Porenwachstum durch Diffusion bestimmt und plastische Deformationen
können vernachlässigt werden. Ist L hingegen klein, so ermöglichen die plastischen De-
formationen der angrenzenden Körner eine lokale Akkumulation des durch Diffusion trans-
portierten Materials. Durch eine detaillierte Analyse [NR80], welche beide Mechanismen im
Rahmen einer Finite-Elemente-Formulierung berücksichtigte, konnte gezeigt werden, dass,
verglichen mit der Wachstumsrate die sich aus der Summe der beiden einzelnen Mechanis-
men ergeben würde, die Kopplung zu einem schnelleren Porenwachstum führt. In [CA81;
LD93] wurden darüber hinaus sowohl Gleichgewichtsporenwachstum als auch rissartiges
Porenwachstum jeweils in Abhängigkeit von der sich einstellenden DiffusionslängeL zur Be-
schreibung der Schädigungsentwicklung berücksichtigt, wobei ein Wechsel des dominieren-
den Wachstumsmechanismus während der Schädigungsentwicklung beobachtet wurde.

Die Deformationen des umliegenden Materials beschleunigen aber nicht in jedem Fall das
Korngrenzenporenwachstum, sondern nur dann, wenn sich die angrenzenden Körner frei be-
wegen können. In einem Polykristall müssen aber die verschiedenen mikromechanischen
Mechanismen eine kompatible Gesamtdeformation erzeugen, so dass Wechselwirkungen
zwischen einzelnen Mechanismen die Schädigungsentwicklung beeinflussen können. Kann
das Auseinanderdriften von Körnern nicht durch Deformationen des umliegenden Materials
kompensiert werden, so führt dies zu einer Behinderung des Korngrenzenporenwachstums.
Bei diesem behinderten Porenwachstum [Dys76; Ric81] wird die Schädigungsentwicklung
durch die Geschwindigkeit, mit der das umliegende Material die lokalen Deformationsun-
terschiede ausgleicht, bestimmt. Die Kompensation des Porenwachstums kann dabei durch
unterschiedliche Mechanismen [Tve84], beispielsweise durch elastisch-plastische Deforma-
tionen der Körner oder durch Korngrenzengleiten, erfolgen, wobei in vielen Fällen jeweils der
langsamste Mechanismus das Schädigungsverhalten prägt.
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2 Stand der Kenntnisse

Darüber hinaus kann auch der Spannungszustand die Entwicklung von Korngrenzenporen
beeinflussen. Zum einen wurde ein Absinken von Bruchzeit und -dehnung mit steigendem hy-
drostatischen Spannungsanteil beim Wachstum von kugelförmigen Poren beobachtet [CA80].
Zum anderen begünstigt eine Zunahme der Mehrachsigkeit den Transport von Material von
der Porenoberfläche in die Korngrenzenebene [SN83] und erhöht dadurch die Porenwachs-
tumsraten, wobei der effektive Diffusionsweg nur in geringem Maße eine Rolle spielt. Auf
Basis der Simulationsergebnisse konnte in [SN83] eine vereinfachte volumetrische Wachs-
tumsrate angegeben werden, welche im Wesentlichen auf einer angepassten Diffusionslänge
innerhalb eines Gleichgewichtswachstumsmodells beruht.

Nutzt man Porenwachstumsmodelle zur Beschreibung des Kriechbruchverhaltens, so zeigt
ein Vergleich mit der Kontinuumsschädigungsmechanik deutliche Ähnlichkeiten aber kein ex-
akt übereinstimmendes Verhalten [CA82]. Auf Grundlage dieser Ähnlichkeit kann davon aus-
gegangen werden, dass die Mechanismen-orientierten Wachstumsraten eine bessere Be-
schreibung der Schädigungsentwicklung ermöglichen, würde man diese in die Kontinuums-
schädigungsmechanik einbetten.

Für die Beschreibung der Korngrenzenporosität sind neben dem Porenwachstum auch die
Porenanzahl und -anordnung wichtige Faktoren, zumal beides aufgrund von Nukleation und
Zusammenwachsen von Poren bestimmten Veränderungen unterworfen ist. Die Berücksich-
tigung beider Faktoren führt in fast allen Fällen zu geometrisch nicht trivialen Porenanordnun-
gen, was insbesondere die Lösung des Diffusionsrandwertproblems erschwert. Die meisten
Porenwachstumsmodelle basieren daher auf der Annahme einer achsensymmetrischen oder
einer anderen gleichmäßigen Anordnung von gleich großen Poren. Aus Analysen von Po-
renwachstumsgeschwindigkeiten für nicht gleichmäßig verteilte Poren auf eindimensionalen
Korngrenzen [FHD85; YC90a] und auf zweidimensionalen Korngrenzen [CD88; Wil88; FO09]
ist aber bekannt, dass die resultierenden Wachstumsraten im Vergleich mit gleichmäßig an-
geordneten Poren kleiner sind. Der Effekt ist dabei für stark geclusterte Anordnungen beson-
ders deutlich. In experimentell bestimmten Porenanordnungen [CFDH95] gibt es allerdings
keine Hinweise auf eine starke Clusterung. Stattdessen lässt sich die Verteilung der Poren
auf einer Korngrenze gut durch einen Hard-Core-Prozess abbilden.

Die Berücksichtigung unterschiedlicher Porengrößen wird in den meisten Fällen durch ei-
ne Porengrößenverteilung [XYHD92] oder durch die Betrachtung mehrerer diskreter Poren
[WPLKC00; WPC04; FO09] erreicht. Die Beschreibung mittels Porengrößenverteilung lie-
fert direkt statistisch relevante Informationen über den Porositätszustand. Dabei ist jedoch
die Beschreibung der zeitlichen Veränderung der Verteilung komplizierter und die Berück-
sichtigung anderer Effekte, wie beispielsweise das Zusammenwachsen von Poren, kann nur
indirekt mittels geeigneter Vereinfachungen erfolgen. Diskrete Porenanordnungen benötigen
im Vergleich dazu etwas mehr Nachbereitung, um die entsprechende Korngrenzenporosität
repräsentativ zu beschreiben. Zudem sind Untersuchungen, bei denen mehrere Poren be-
trachtet werden, meist nur durch komplexere numerische Methoden möglich. Dafür ist die
Modellierung verschiedener Mechanismen und deren Interaktionen [WPC04] am besten um-
setzbar.

Dass das Zusammenwirken verschiedener Mechanismen die Porositätsentwicklung maßgeb-
lich beeinflussen kann, wurde bereits für Porenwachstum und kontinuierliche Porennukleation
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gezeigt [FHD86; YC90b], wobei die Entstehung neuer Poren die Porositätsentwicklung domi-
nieren und zu einer schnelleren vollständigen Schädigung einer Korngrenze führen kann. Mit-
tels eines stochastischen Modells [Wil87a; Wil87b], welches Nukleation, Wachstum, Zusam-
menwachsen und Sintern von achsensymmetrischen Poren berücksichtigt, konnten zudem
komplexere zeitliche Schädigungsentwicklungen untersucht werden. Die Ergebnisse zeigten
deutlich, dass die Entwicklungen von Porengrößen und Porenanzahlen als gekoppelte Pro-
zesse betrachtet werden müssen. Die Kopplung ergab sich dabei vor allem aus der Abhän-
gigkeit des Zusammenwachsens von der Porenwachstumsgeschwindigkeit.

2.3 Korngrenzengleiten

Unter Korngrenzengleiten wird üblicherweise die relative Bewegung zweier benachbarter Kör-
ner tangential zum Verlauf der Korngrenze verstanden. Es handelt sich somit vor allem um
einen Deformationsmechanismus, welcher einen signifikanten Anteil an den Gesamtdeforma-
tionen eines polykristallinen Werkstoffes ausmachen kann [Lan06]. Dies gilt insbesondere,
wenn Diffusionskriechen durch den Nabarro-Herring-Mechanismus das Werkstoffverhalten
bestimmt.

In [BTT68] wurde für Zink Bikristalle eine Abnahme der Abgleitungsrate beobachtet, was auf
die Entstehung von Unebenheiten entlang einer Korngrenze durch Korngrenzenmigration zu-
rückgeführt wurde. Für polykristallines Kupfer und Messing wurde zudem festgestellt [Raj91],
dass, ähnlich wie beim behinderten Porenwachstum, Korngrenzengleiten von den Deforma-
tionen des umliegenden Materials abhängt. Darüber hinaus können Korngrenzenpartikel das
Abgleiten behindern [MSKM90; MS96]. In [MSKM90; MS96] wurde zudem für einen unter-
suchten Kupferwerkstoff eine Korrelation zwischen Korngrenzengleiten und der Korngrenzen-
energie festgestellt. Für Korngrenzen mit kleinen Energien ergaben sich dabei höhere Wider-
stände gegen Korngrenzengleiten und der festgestellte Zusammenhang zwischen Korngren-
zengleiten und Missorientierung ähnelte dem Zusammenhang zwischen Korngrenzenenergie
und Missorientierung.

Versetzungsgleiten innerhalb der angrenzenden Körner wird zudem für Kupferwerkstoffe als
eine mögliche Erklärung für das Korngrenzenabgleitungsverhalten betrachtet [Raj91] und
darüber hinaus auch als Ursache für die Entstehung von Korngrenzenschädigung angesehen
[WD78; Wat83]. Die Entstehung von Spannungskonzentrationen, welche an Korngrenzen-
unebenheiten (z. B. deformationsbedingte Absätze, Korngrenzenpartikel oder migrationsbe-
dingte Unebenheiten) [Wat83] oder an Tripellinien [Rie87; KH03] auftreten können, gilt dabei
als wichtigster Mechanismus für die Schädigungsentwicklung. An Tripellinien führt dies vor al-
lem zu keilförmigen Anrissen von Korngrenzen, welche senkrecht zur Lastrichtung orientiert
sind (siehe Abb. 2.3).

In [Ash72] wurden verschiedene atomistische Mechanismen, welche für Korngrenzengleiten
relevant sind, beschrieben und deren Auswirkungen auf das Werkstoffverhalten diskutiert. Es
wurde ein linearer viskoser Zusammenhang zwischen Abgleitungsrate und tangentialer Span-
nung an einer Korngrenze, charakterisiert durch eine material- und Mechanismen-abhängige
Korngrenzenabgleitungsviskosität (auch Korngrenzenviskosität genannt), zur Beschreibung
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von Korngrenzengleiten vorgeschlagen. Zur Abschätzung der Korngrenzenviskosität können
Abgleitungsvorgänge entlang von nicht ebenen Korngrenzen betrachtet werden [RA71], wel-
che durch einen Ausgleichsmechanismus (z. B. Diffusion oder Korngrenzenmigration) beglei-
tet werden müssen, um eine kompatible Gesamtdeformation zu erzeugen. Dabei bestimmt
dann der jeweilige Ausgleichsmechanismus die resultierende Abgleitungsgeschwindigkeit.
Ist der Ausgleichsmechanismus beispielsweise rein elastisch, so wird bei konstanter Last
die Abgleitungsrate stetig abnehmen, bis ein Gleichgewichtszustand erreicht ist.

Ergebnisse von molekulardynamischen Simulationen zur Untersuchung des Einflusses der
aufgewendeten Kraft auf das Abgleitungsverhalten implizieren zudem [QK07], dass es eine
Schwellspannung geben könnte, unterhalb welcher kein Korngrenzengleiten stattfindet. Wie
anhand der Einflüsse einer Schwellspannung [DBKT08] und heterogener Korngrenzenvis-
kositäten [CBQK09] auf die Fließspannung einer Aluminiumlegierung berichtet wurde, kann
Korngrenzengleiten darüber hinaus auch das makroskopische Gesamtverhalten eines Poly-
kristalls beeinflussen.

Die Bedeutung von Korngrenzengleiten für die Kriechschädigungsentwicklung und folglich für
die Beschreibung von Kriechbruchzeiten konnte anhand von einfachen Polykristallmodellen
demonstriert werden [Tve85; Tve88]. Dabei zeigte sich, dass für ungehindertes Abgleiten
(verschwindende Korngrenzenviskosität) an Korngrenzen, welche schräg zur Lastrichtung
verlaufen, die Schädigungsentwicklung auf Korngrenzen senkrecht zur Lastrichtung signifi-
kant verstärkt wurde und zu 2,5- bis 6,6-fach kleineren Versagenszeiten führte.

2.4 Korngrenzenschädigung in polykristallinen Mikrostru kturen

Durch die Untersuchung des Porenwachstums von künstlich in einen Kupferwerkstoff einge-
brachten Poren konnte gezeigt werden [WMN83], dass für einen polykristallinen Werkstoff
nicht die makroskopisch aufgebrachte Last, sondern die lokal an einer Korngrenze wirkende
Spannung der ausschlaggebende Faktor für die Entwicklung der Korngrenzenschädigung ist.
Somit ist die Kenntnis der auf eine Korngrenze einwirkenden Normalspannung eine wichtige
Voraussetzung für die Anwendung von Porenwachstumsmodellen. Anstelle einer einzelnen
Korngrenze erfordert dies aber die Betrachtung einer polykristallinen Mikrostruktur, in wel-
cher es durch das Zusammenspiel mehrerer mikromechanischer Mechanismen auch zu zeit-
lich veränderlichen Spannungsumlagerungen, z. B. infolge von Korngrenzengleiten, kommen
kann.

VS JuKP

Abb. 2.7: Veranschaulichung des ’smeared out’-Modells aus [GT91], bei dem das Volumen diskreter
Poren VS zu einer kontinuierlichen Korngrenzenaufdickung JuKP ’verwischt’ wird.
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2.4 Korngrenzenschädigung in polykristallinen Mikrostrukturen

In [GT91] wurde daher eine einfache hexagonale Kornstruktur betrachtet, bei der das Mate-
rialverhalten der Körner durch eine Kriechrate entsprechend eines Potenzansatzes bestimmt
war. Die Beschreibung der mit einer Korngrenze verbundenen Deformationen, genauer ge-
sagt das Auseinanderdriften der angrenzenden Körner normal zur Korngrenze und das Ab-
gleiten tangential zur Korngrenze, erfolgte dabei durch einen kontinuierlichen Verschiebungs-
sprung5. Wie in Abb. 2.7 angedeutet, entspricht der Anteil des Verschiebungssprunges JuKP

senkrecht zur Korngrenze dem aufsummierten Porenvolumen VS einer diskreten Porenver-
teilung bezogen auf die gesamte Korngrenzenfläche. In [GT91] wurde dann die Porositäts-
entwicklung in Abhängigkeit von den sich einstellenden lokalen Normalspannungen durch ein
Porenwachstumsmodell und das Verhalten tangential zur Korngrenze durch viskoses Korn-
grenzengleiten beschrieben. Dabei wurden im Rahmen einer Finite-Elemente-Formulierung
sogenannte Korngrenzenelemente genutzt [GT91], um die Verschiebungssprünge geome-
trisch zu beschreiben. Diese Technik erfordert aber eine Diskretisierung der Korngrenzen-
zone in jedem Zeitinkrement einer Simulation. Dennoch ermöglicht diese Vorgehensweise
die Betrachtung von Mikrostrukturen, die aus mehreren, auch unregelmäßig geformten, Kör-
nern bestehen [GT94a; GT94b; GT94c; GOB97; OG97b].

Durch Untersuchung verschiedener Aspekte der Korngrenzenschädigung in Polykristallen
konnte festgestellt werden [GT91], dass Korngrenzengleiten die Spannungen auf Korngren-
zen senkrecht zur Lastrichtung erhöht und somit die Schädigungsentwicklung beschleunigt.
Zudem führt unbehindertes Korngrenzengleiten zu verstärkter Schädigung auf Korngrenzen
senkrecht zur Lastrichtung, wohingegen die Unterdrückung von Korngrenzengleiten zu einer
Verlagerung der Schädigung auf Korngrenzen, welche gegenüber der äußeren Lastrichtung
geneigt sind, führt [GT94a]. Weiterhin konnte beobachtet werden, dass heterogene Korngren-
zeneigenschaften [GT94b] und unregelmäßige Kornformen [OG97b] zu Spannungserhöhun-
gen auf einzelnen Korngrenzen führen, welche in der Folge schneller schädigen. Dabei war
die Schädigung auf kleineren Korngrenzen in der Regel stärker ausgeprägt als auf größeren
Korngrenzen. Das Vorhandensein von gekrümmten Korngrenzen führte jedoch in [GT94c] zu
einer Vergrößerung der Versagenszeiten, wobei dieser Effekt mit zunehmender Korngrenzen-
viskosität abnahm.

In [CM04; WA04] wurden, im Gegensatz zur geometrischen Beschreibung von Korngrenzen
in [GT94a; GT94b; GT94c; GOB97; OG97b], kohäsive Elemente verwendet, um die Ver-
schiebungssprünge zu modellieren. Bei der Verwendung von kohäsiven Elementen, welche
ursprünglich in die Finite-Elemente-Analyse eingeführt wurden, um Rissfortschritt im Rahmen
der Bruchmechanik zu beschreiben, entfällt die Notwendigkeit, die Korngrenzenzone in jedem
Zeitschritt neu zu diskretisieren, was eine einfache Modellierung komplexerer Kornstrukturen
ermöglicht. Dabei wird aber vorausgesetzt, dass die Kornstruktur unverändert erhalten bleibt.
Die Betrachtung von Korngrenzenmigration kann daher nicht ohne eine Neuvernetzung erfol-
gen.

In [BW04] wurde daher eine adaptive Vernetzungsmethode angewendet, um Änderungen in
zweidimensionalen Kornstrukturen zu berücksichtigen. Zwar können durch die Vorgehens-

5Ein Verschiebungssprung beschreibt im Rahmen einer Kontinuumsformulierung eine diskontinuierliche Relativbewe-
gung entlang einer Grenzfläche. In der vorliegenden Arbeit wird ein Verschiebungssprung genutzt, um die relative
Bewegung zweier Körner entlang einer Korngrenze auszudrücken.
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weise in [BW04] vergleichsweise viele unterschiedliche Prozesse auf der Ebene der Korn-
struktur innerhalb einer Simulationsprozedur betrachtet werden, der numerische Aufwand
aufgrund der adaptiven Vernetzung ist jedoch deutlich erhöht.

Mit Blick auf die Bewertung der Kriechschädigungsentwicklung in realen Bauteilen macht
es daher Sinn, auch Modellierungen mit vereinfachten Wechselwirkungen zwischen einzel-
nen Deformations- und Schädigungsmechanismen, wie beispielsweise in [LKM98], zu ver-
wenden, um den Berechnungsaufwand zu begrenzen. Für die Auslegung von Bauteilen wird
daher die Simulation der Kriechschädigungsentwicklung in einem Polykristall üblicherweise
auch nur an kritischen Stellen einer Konstruktion durchgeführt, so wie es in [Oga12] am Bei-
spiel einer Rohrleitung unter realitätsnahen Belastungen diskutiert wurde.

Da die Mikrostruktur einen signifikanten Einfluss auf das Werkstoffverhalten haben kann,
wurden gerade in der jüngeren Vergangenheit verschiedene Ansätze verfolgt, um möglichst
realistische Mikrostrukturen innerhalb von Simulationsmethoden zu betrachten. Zum einen
wurde die Kornstruktur direkt durch eine auf Synchrotronstrahlung basierenden Tomographie-
Methode erfasst [SMCQSZ08; SMCQK09; SC11; SC12]. Hierdurch kann eine Probe sehr de-
tailliert nachmodelliert werden, was einen direkten Vergleich von experimentellen Daten und
Simulationsergebnissen ermöglicht. Allerdings ist die Tomographie-Methode durch die Ver-
wendung von Synchrotronstrahlung sehr aufwendig und es können zudem nur verhältnismä-
ßig kleine Proben (Durchmesser < 1 mm) untersucht werden. Zum anderen wird aber auch
versucht, künstliche Mikrostrukturen, sogenannte repräsentative Volumenelemente (RVE),
zu erzeugen, welche die zur Beschreibung des Werkstoffverhaltens benötigten charakteristi-
schen Eigenschaften abbilden.

In [GGUD08a; GGUD08b] wurde dabei zunächst eine reale Mikrostruktur durch ein Seri-
enschnittverfahren erfasst und wichtige Kennwerte (z. B. Korngröße, Anzahl an Nachbar-
körnern, etc.) statistisch ausgewertet. Anschließend wurde ein Verfahren angewendet, um
künstliche Mikrostrukturen zu erzeugen, für welche die statistischen Verteilungen der betrach-
teten Kennwerte denen der experimentell untersuchten Mikrostruktur entsprachen. Die in
[SPHDCBB08] präsentierte Vorgehensweise zur Erzeugung einer realistischen polykristal-
linen Mikrostruktur basiert ebenfalls auf statistischen Morphologie- und Texturdaten. Im Rah-
men der Modellerstellung kann aber zusätzlich eine Mikrostruktur an der Oberfläche eines
Modells vorgegeben werden, was eine bessere Vergleichbarkeit von Experimenten und Si-
mulationen ermöglichen soll.

Aufgrund der Ähnlichkeit zu realen Polykristallen wird die Mikrostruktur oft durch eine Voronoi-
Struktur6 approximiert [WA04; FBS09; MN10; ZKBL12]. In [ZKBL12] wurde dabei eine spe-
zielle Positionierung der Referenzpunkte verwendet, um eine Mikrostruktur mit vorgegebener
Korngrößenverteilung zu erzeugen. Für die Betrachtung von Mikrostrukturen im Rahmen der
Finite-Elemente-Methode, welche die wohl verbreitetste Simulationsmethode zur Untersu-
chung von Mikrostrukturen ist, ist zu beachten, dass bei der Vernetzung von komplexeren
Mikrostrukturen meist eine höhere Anzahl von verzerrten Elementen im Vergleich zu verein-
fachten Mikrostrukturen entstehen [MN10].

6Als Voronoi-Struktur bezeichnet man die Unterteilung eines Bereiches in einzelne Zellen ausgehend von einer dis-
kreten Anzahl von Referenzpunkten. Die mit einem Referenzpunkt assoziierte Zelle ergibt sich aus der Menge aller
Punkte, deren Entfernung zum Referenzpunkt kleiner ist als die Entfernungen zu allen anderen Referenzpunkten.
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3 Ziel der Arbeit

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll ein mikromechanisches Modell zur Beschreibung
des Kriechverhaltens von polykristallinen Werkstoffen entwickelt werden, welches es erlaubt,
das Zusammenwirken mehrerer Mechanismen innerhalb einer konkreten dreidimensionalen
Kornstruktur zu simulieren. Trotz der ständig steigenden Berechnungskapazitäten wäre ein
Modell, welches sämtliche in einem Polykristall ablaufenden Kriechprozesse einschließt, zu
komplex, um das Werkstoffverhalten über hinreichend große Zeiträume zu beschreiben. Die
zu berücksichtigenden Mechanismen sollen sich daher am Kriechverhalten von Kupferwerk-
stoffen unter hohen Temperaturen aber vergleichsweise geringen mechanischen Lasten ori-
entieren. Unter diesen Bedingungen sind vor allem die Deformations- und Schädigungspro-
zesse an den Korngrenzen von Bedeutung, welche eine voranschreitende Schädigung durch
Korngrenzenporen bewirken und somit im Wesentlichen die Zeit bis zum Versagen durch
interkristallinen Bruch bestimmen.

Daher soll zunächst das Schädigungsverhalten einer einzelnen Korngrenze untersucht wer-
den, wobei davon ausgegangen wird, dass Korngrenzendiffusion unter den betrachteten Be-
dingungen der für das Porenwachstum relevante Mechanismus ist. Gegenüber veröffentlich-
ten Studien, welche meist nur eine einzelne Korngrenzenpore unter achsensymmetrischen
Bedingungen betrachten, soll hier das zugrunde liegende Diffusionsrandwertproblem für An-
ordnungen von unterschiedlich großen und ungleichmäßig verteilten Poren gelöst werden.
Dies soll es ermöglichen, eine Beeinflussung der Korngrenzenporositätsentwicklung infolge
von Wechselwirkungen zwischen den Poren zu erfassen. Dabei muss beachtet werden, dass
sich die Porenanordnung aufgrund des Porenwachstums mit der Zeit verändert. Für die Simu-
lation eines vollständigen Porositätsprozesses müssen zudem Porenwachstumsraten, welche
sich aus der Lösung des Diffusionsrandwertproblems ergeben, in vielen aufeinanderfolgen-
den Zeitschritten berechnet werden. Hierzu soll ein auf komplexen Funktionen basierendes
Lösungsschema [Owe08; FO09] modifiziert werden, so dass das Diffusionsrandwertproblem
für möglichst große Porenanzahlen innerhalb kurzer Berechnungszeiten gelöst werden kann.
Das resultierende modifizierte Lösungsschema soll anschließend genutzt werden, um die
Schädigungsentwicklung einer Korngrenze für unterschiedliche Belastungen und Materialpa-
rameter zu untersuchen.

Um das Schädigungsverhalten von Korngrenzen innerhalb einer polykristallinen Mikrostruktur
berücksichtigen zu können, soll, ähnlich wie in den Arbeiten von Van der Giessen et al. [GT91;
GT94a; GT94b; GT94c; GOB97; OG97a], ein mikromechanisches Grenzflächenmodell ent-
wickelt werden. Ausgangspunkt hierfür sollen die Ergebnisse der Porositätsuntersuchungen
einer einzelnen Korngrenze sein. Darüber hinaus soll auch die Modellierung auf der Ebene
der Kornstruktur ähnlich wie in [GT91; GT94a; GT94b; GT94c; GOB97; OG97a] erfolgen.
Dabei wird das physikalische Verhalten von Körnern und Korngrenzen zunächst unabhän-
gig voneinander beschrieben. Wechselwirkungen sollen dann durch Betrachtung einer kon-
kreten Kornstruktur berücksichtigt werden, wozu mehrere Körner entlang der Korngrenzen
miteinander verbunden werden. Dies soll im Rahmen von FE-Simulationen erfolgen, wozu
entsprechende FE-Modelle der Werkstoffmikrostruktur erstellt werden sollen.
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3 Ziel der Arbeit

Die Implementierung des Polykristallmodells soll mittels des kommerziellen FE-Programmes
Abaqus (Dassault Systemes, www.simulia.com) erfolgen, welches auch für die Untersuchun-
gen komplexerer Mikrostrukturen geeignet erscheint. Abaqus bietet dabei Funktionen und
Elementtypen, wie beispielsweise kohäsive Elemente, die speziell für die Modellierung der
Korngrenzen eingesetzt werden sollen.

Die Anwendung des Polykristallmodells zur Beschreibung des Kriechverhaltens soll schließ-
lich für einen polykristallinen Cu-Sb-Werkstoff demonstriert werden. Dabei soll vor allem ei-
ne Strategie zur Anpassung der Materialparameter anhand von verfügbaren experimentellen
Daten entwickelt werden. Abschließend soll das für den Cu-Sb-Werkstoff angepasste Modell
in weiteren Untersuchungen genutzt werden, um das Kriechverhalten polykristalliner Mate-
rialien besser zu verstehen. Dabei ist von besonderem Interesse, inwieweit das makrosko-
pische Kriechverhalten durch Wechselwirkungen unterschiedlicher Mechanismen innerhalb
der Kornstruktur beeinflusst wird. Darüber hinaus soll untersucht werden, wie sich makrosko-
pisch mehrachsige Spannungszustände auf die Schädigungsentwicklung und folglich auf die
Versagenszeiten auswirken.
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4 Untersuchungen zum Kriechschädigungsverhalten einer
einzelnen Korngrenze

Um bei der Betrachtung der Kriechschädigungsentwicklung in einem polykristallinen Werk-
stoff den Einfluss von Korngrenzenschädigung zu berücksichtigen, ist es zunächst zweck-
mäßig, das Schädigungsverhalten einer einzelnen Korngrenze zu charakterisieren. Dieses
ist durch das Zusammenwirken verschiedener Mechanismen bestimmt, zu denen vor allem
die Entstehung neuer Korngrenzenporen sowie das Wachsen und Zusammenwachsen vor-
handener Poren gehören. Im Folgenden wird eine Simulationsmethode vorgestellt, welche
geeignet ist, die Entwicklung einer vollständigen Porenanordnung, bestehend aus einer grö-
ßeren Anzahl unterschiedlich großer und ungleichmäßig angeordneter Poren, in einem Korn-
grenzenausschnitt zu beschreiben. Die Simulationsmethode wird anschließend genutzt, um
sowohl Porenwachstum als auch Porenschrumpfen zu untersuchen. Basierend auf den Simu-
lationsergebnissen wird ein vereinfachtes Porositätsmodell entwickelt, welches in der Lage
ist, das Schädigungsverhalten durch Entwicklungsgleichungen für eine reduzierte Anzahl an
Schädigungsvariablen abzubilden. Das vereinfachte Modell wird im späteren Verlauf genutzt,
um Korngrenzenschädigung innerhalb eines mikromechanischen Polykristallmodells zu be-
schreiben.

4.1 Simulationsmethode für Korngrenzenporosität

Für die Abbildung des Kriechschädigungsverhaltens bei hohen Temperaturen und niedrigen
Lasten ist eine Fokussierung auf Korngrenzenporenbildung und -wachstum zweckmäßig. Im
Rahmen der vorliegenden Arbeit werden dabei ausschließlich Poren mit einer linsenförmigen
Gleichgewichtsform betrachtet (siehe Abschnitt 2.2.1 und 2.2.2), was für schnelle Oberflä-
chendiffusion oder langsames Porenwachstum gerechtfertigt ist. Die zuletzt genannten Vor-
aussetzungen können für hohe Temperaturen und niedrige Lasten als erfüllt angesehen wer-
den. Im Folgenden beschränken sich die Betrachtungen zudem auf die Entwicklung einer
Porenpopulation in einem kreisförmigen Korngrenzenbereich, so wie in Abb. 4.1 skizziert.

Abb. 4.1: Kreisförmiger Bereich auf einer durch Poren geschädigten Korngrenze. Die Einfärbung der un-
geschädigten Korngrenzenfläche in der vergrößerten Darstellung veranschaulicht die lokalen
Normalspannungen (je dunkler der Farbton, desto höher ist die lokale Normalspannung), wel-
che sich aus der Lösung des Diffusionsrandwertproblems ergeben.
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4 Untersuchungen zum Kriechschädigungsverhalten einer einzelnen Korngrenze

Der betrachtete Bereich soll eben sein und sich in einem ausreichenden Abstand zu den
Rändern einer Korngrenze befinden, so dass Spannungsgradienten, beispielsweise durch
Spannungskonzentrationen in der Nähe von Tripellinien, bezüglich des gesamten Bereiches
vernachlässigt werden können. Die lokalen Normalspannungen innerhalb des Bereiches sind
aber durch die Anwesenheit von Poren inhomogen, wobei der gesamte Korngrenzenbereich
effektiv durch die Spannung σ∞ belastet wird. Die lokalen Unterschiede der Normalspan-
nung in der ungeschädigten Korngrenzenfläche führen zu Gradienten im chemischen Poten-
tial, so dass sich ein diffusiver Materialtransport ausbildet. Dieser Diffusionsvorgang entlang
der Korngrenze, welcher auf Leerstellendiffusion basiert, bildet den Kern des hier betrachte-
ten Schädigungsmechanismus. Darüber hinaus werden noch die Annahmen getroffen, dass
die angrenzenden Körner starr sind und die Korngrenze als perfekte Leerstellenquelle fun-
giert, so dass das Auseinanderdriften der angrenzenden Körner durch die Ablagerung von
Atomen in der Korngrenzenebene allein durch Korngrenzendiffusion bestimmt ist. Die im Fol-
genden präsentierte Simulationsmethode ist eine Weiterentwicklung der in [Owe08; FO09]
entwickelten Vorgehensweise, welche die Simulation einer vollständigen Schädigungsent-
wicklung durch Zeitintegration von Porenwachstumsraten ermöglicht.

4.1.1 Porenwachstum durch Korngrenzendiffusion

Formulierung des Randwertproblems für Korngrenzendiffus ion

Wie in Abb. 4.2 dargestellt ist, wird eine Porenanordnung bestehend ausNS0
diskreten Poren

mit unterschiedlichen Radien ai und Positionen ci in einem kreisförmigen Korngrenzenbe-
reich der Fläche S0 = πR2 betrachtet. Die Fläche S0 setzt sich dabei aus der geschä-

digten Korngrenzenfläche SS =
∑NS0

i=1 πa
2
i und der ungeschädigten Korngrenzenfläche

S = S0 − SS zusammen. Die zugehörigen PorenränderLi dürfen sowohl einander als auch
den Rand L0 = ∂S0 des kreisförmigen Bereiches nicht überlappen. Das Volumen Vi einer
einzelnen Pore mit Radius ai ist entsprechend dem Dihedralwinkelψ = arccos (γKG/(2γS)),

S

R

z = x+ iy

r
θ

L0

L1

L2

L3

c1

c2 c3

a1

a2

a3

nS
nS

Abb. 4.2: Geometrische Beschreibung eines
kreisförmigen, durch Poren ge-
schädigten Korngrenzenbereiches.
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4.1 Simulationsmethode für Korngrenzenporosität

mit den spezifischen Oberflächenenergien der Korngrenze γKG und der freien Porenoberflä-
che γS, gegeben durch [Rie87]:

Vi =
4

3
πh(ψ)a3i mit h(ψ) =

[
(1 + cosψ)−1 − 1

2
cosψ

]
/ sinψ . (4.1)

Das chemische Potential

µ = −Ωσ (4.2)

in der ungeschädigten Korngrenzenfläche ergibt sich aus der Arbeit (siehe [Her50]), welche
durch die auf die Korngrenze einwirkende Normalspannung σ beim Hinzufügen von Atomen
mit Volumen Ω zur Korngrenzenebene verrichtet wird. Folglich ergibt sich der Diffusionsfluss
jKG entlang der Korngrenzenebene entsprechend dem Fickschen Diffusionsgesetz [PC95]
zu

jKG = −δDKG

kT
∇µ

µ=−Ωσ
=

ΩδDKG

kT︸ ︷︷ ︸
D̃KG

∇σ (4.3)

mit Korngrenzendicke δ, Boltzmann-Konstante k, Temperatur T und Korngrenzendiffusions-
koeffizient

DKG = DKG0 exp

[
−QKG

RthT

]
, (4.4)

für welchen, wie in [NR80], ein Arrhenius-Ansatz mit Materialkonstante DKG0, universeller
GaskonstanteRth und AktivierungsenergieQKG angenommen wird.

Durch die Ablagerung von Atomen in der Korngrenzenebene, was hier auch als Korngren-
zenaufdickung bezeichnet wird, kommt es zum Auseinanderdriften der angrenzenden Kör-
ner. Durch die Annahme, dass die angrenzenden Körner starr sind, ist die Korngrenzenauf-
dickungsrate ˙JuKP (auch Aufdickungsrate genannt) über den gesamten Korngrenzenbereich
hinweg gleich. Unter den getroffenen Annahmen lässt sich die Massenbilanz wie folgt formu-
lieren [Rie87]:

0 = ∇ · jKG + ˙JuKP = D̃KG∆σ + ˙JuKP auf S . (4.5)

An jedem Porenrand Li, also dem Übergang von Korngrenze zur freien Oberfläche einer Po-
re, muss das chemische Potential in der Korngrenze gleich dem chemischen Potential auf
der freien Oberfläche sein. Da hier ausschließlich eine Betrachtung von Gleichgewichtspo-
renwachstum stattfindet, ist das chemische Potential auf der freien Porenoberfläche durch
den Krümmungsradius κ = a/ sinψ der Porenoberfläche und die spezifische Oberflächen-
energie γS bestimmt (siehe [Rie87]):

µ = −2
γSΩ

κ
. (4.6)
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4 Untersuchungen zum Kriechschädigungsverhalten einer einzelnen Korngrenze

Aus (4.2) und (4.6) ergibt sich somit an jedem Porenrand eine Randbedingung für die Span-
nung normal zur Korngrenze:

σ
!
= σRand

i (ai) =
2γS
ai

sinψ auf Li . (4.7)

Um ein eindeutig definiertes Diffusionsrandwertproblem zu erhalten, müssen noch zwei wei-
tere Randbedingung formuliert werden. Die zuvor getroffenen Annahmen rechtfertigen dabei
die Annahme

nS · jKG = 0 auf L0 ⇐⇒ ∂σ

∂r
= 0 auf L0 , (4.8)

mit dem aus dem ungeschädigten Korngrenzenbereich herauszeigenden Normalenvektor
nS . Gleichung (4.8) entspricht dabei einer lokalen Symmetrie und unterdrückt den Zu- oder
Abfluss von Atomen in den betrachteten Korngrenzenbereich. Die letzte Randbedingung folgt
aus der Annahme eines Kräftegleichgewichts normal zur Korngrenze, so dass die aufsum-
mierten Normalspannungen σ in der ungeschädigten KorngrenzenflächeS gleich der auf die
gesamte Korngrenze wirkenden Spannung σ∞ sein müssen:

¨

S

σ dS
!
= S0σ∞ = πR2σ∞ . (4.9)

Für die Berechnung der Volumenwachstumsrate der i-ten Pore V̇i ist zu beachten, dass ne-
ben dem Abfluss von Atomen über den Porenrand auch das Auseinanderdriften der angren-
zenden Körner zur Vergrößerung des Volumen beiträgt:

V̇i =

˛

Li

jKG · (−nS) dL+ πa2i
˙JuKP . (4.10)

Lösung des Diffusionsrandwertproblems mittels analytisc hen Funktionen

Die Vorgehensweise zur Lösung des im vorangegangen Abschnitt formulierten Randwert-
problems, gegeben durch die Gleichungen (4.5) bis (4.9), orientiert sich im Wesentlichen an
dem in [Owe08; FO09] entwickelten Ansatz. Dabei wird für die geometrische Beschreibung
davon ausgegangen, dass die Korngrenzenebene einer komplexen Zahlenebene entspricht
und jeder Ort, wie in Abb. 4.2 dargestellt, durch eine komplexe Zahl z = x + iy abgebildet
wird. Es lässt sich leicht überprüfen, dass

σ0 = −
˙JuKP

4D̃KG

r2 mit r = |z| (4.11)

eine partikuläre Lösung der Differentialgleichung (4.5) ist. Für die weitere Betrachtung des
Randwertproblems wird eine zweckmäßige Umformulierung der zugrunde liegenden Glei-
chungen durchgeführt, bei der (4.11) genutzt wird, um die neue Funktion
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4.1 Simulationsmethode für Korngrenzenporosität

σh = σ − σ0 (4.12)

zu definieren. Diese neue Funktion muss das durch die Gleichungen

∆σh
!
= 0 in S , (4.13)

σh
!
= σRand

i (ai)− σ0 auf Li ∀ i = 1, 2, . . . , NS0
, (4.14)

∂σh
∂r

!
= −∂σ0

∂r
=

˙JuKP

2D̃KG

R auf L0 , (4.15)

¨

S

σh dS
!
= πR2σ∞ −

¨

S

σ0 dS (4.16)

bestimmte Randwertproblem erfüllen. Die ungeschädigte KorngrenzenflächeS entspricht da-
bei einem mehrfach zusammenhängenden Gebiet, für welches in [Axl86] gezeigt wurde, dass
eine harmonische Funktion (hier σh wegen (4.13)) durch die Darstellung

σh (z) = Re [f (z)] +

NS0∑

k=1

Λk ln
|z − ck|

R
(4.17)

ausgedrückt werden kann. In (4.17) ist f (z) eine holomorphe Funktion in S und die reellen
Koeffizienten Λk müssen anhand der vorgegebenen Randbedingungen bestimmt werden.
Wie in [Owe08] beschrieben, kann f (z) durch

f (z) = Z0,0 +

+∞∑

m=1

Z0,m

( z
R

)m
+

NS0∑

k=1

+∞∑

m=1

Zk,m

(
z − ck

ak

)−m

(4.18)

ausgedrückt werden, wobei Z0,0, Z0,m und Zk,m komplexwertige Koeffizienten sind
(Zi,j = Xi,j + iYi,j mit reellen Koeffizienten Xi,j und Yi,j ). Um aus dem Randwertpro-
blem eine Lösung für σh zu erhalten, müssen die unbekannten reellen Koeffizienten in (4.17)
und (4.18) so gewählt werden, dass die Randbedingungen (4.14), (4.15) und (4.16) erfüllt
werden. Diese Anpassung soll durch eine numerische Prozedur erfolgen, für welche es erfor-
derlich ist, in (4.18) nur endliche Summen zu betrachten:

σh (z) ≈ X0,0 + Re




M1∑

m=1

Z0,m

( z
R

)m
+

NS0∑

k=1

M2∑

m=1

Zk,m

(
z − ck

ak

)−m



+

NS0∑

k=1

Λk ln
|z − ck|

R
. (4.19)

Die Begrenzung der unendlichen Summen bis zu den OrdnungenM1 undM2 bedeutet aber
auch, dass die vorgegebenen Randbedingungen durch passende Werte für die insgesamt
1 + (2M1 + 1) + (2M2 + 1)NS0

reellen Koeffizienten
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4 Untersuchungen zum Kriechschädigungsverhalten einer einzelnen Korngrenze

˙JuKP, Λk, X0,0, X0,m, Y0,m, Xk,m und Yk,m (4.20)

nur näherungsweise erfüllt werden können. Von dieser Vereinfachung abgesehen, kann unter
Berücksichtigung der Eigenschaften holomorpher Funktionen für den Lösungsansatz (4.17)
gezeigt werden, dass sich die Wachstumsraten einzelner Poren entsprechend (4.10) durch

V̇i = 2πD̃KGΛi (4.21)

in direkter Abhängigkeit der Koeffizienten Λk ausdrücken lassen (zur Herleitung von (4.21)
siehe Anhang A).

Um die Auswertung der unterschiedlichen Randbedingungen zu vereinfachen, ist es zudem
zweckmäßig, sämtliche Randbedingungen vereinheitlicht auf dem Rand der ungeschädigten
Korngrenzenfläche ∂S zu betrachten. Da σh harmonisch ist, kann die zweite Greensche

Identität, angewendet auf σh und die Hilfsfunktion r2

4 , genutzt werden, um die linke Seite von
(4.16) durch Kurvenintegrale auf ∂S auszudrücken

¨

S

σh∆

(
r2

4

)

︸ ︷︷ ︸
=1

−r
2

4
∆σh︸︷︷︸
=0

dS =
1

4

˛

∂S

∂r2

∂nS
σh dL− 1

4

˛

∂S

r2
∂σh
∂nS

dL , (4.22)

wobei die partielle Ableitung nach nS der Richtungsableitung entlang von nS entspricht. Das
Flächenintegral auf der rechte Seite von (4.16) kann darüber hinaus mithilfe des Stokesschen
Integralsatzes analytisch ausgewertet werden:

−
¨

S

σ0 dS =
˙JuKP

12D̃KG

¨

S

rot



−y3
x3

0


 ·




0

0

dS


 =

˙JuKP

12D̃KG

NS0∑

i=0

‰

Li



−y3
x3

0


 ·dL

=
πR4 ˙JuKP

8D̃KG

−
NS0∑

i=1

π ˙JuKP

4D̃KG

a2i

(
|ci|2 +

a2i
2

)
. (4.23)

Numerische Prozedur zur Berücksichtigung der Randbedingu ngen

In [FO09] wurden zur Lösung des Diffusionsrandwertproblems jeweils die auf ∂S vorgege-
benen Randbedingungen und der Lösungsansatz für σh in Fourierreihen entwickelt. Aus
dem sich ergebenden linearen Gleichungssystem konnten dann die unbekannten reellen
Koeffizienten (4.20) bestimmt werden. Obwohl sich diese Vorgehensweise wegen der 2π-
periodischen Randbedingungen anbietet, ist die Anwendung nur unter gewissen Einschrän-
kungen möglich. Zum einen müssen die in (4.19) eingeführten Begrenzungen der unendli-
chen Summen von gleicher Ordnung sein (M1 = M2 = P ) und die Entwicklung der Glei-
chungen in Fourierreihen muss ebenfalls bis zur Ordnung P ausgeführt werden, um ein be-
stimmtes lineares Gleichungssystem zu erhalten.

Für den Lösungsansatz wäre aber eine differenzierte Wichtung von Freiheitsgraden durch
eine geeignete Wahl von M1 und M2 wünschenswert, da die Einflüsse der einzelnen Terme
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4.1 Simulationsmethode für Korngrenzenporosität

auf die Gesamtlösung unterschiedlich stark ausgeprägt sind. Wählt man P klein, so reduziert
man die Anzahl an Freiheitsgraden im Lösungsansatz und riskiert, dass die so genäherte
Lösung zu stark von der tatsächlichen Lösung abweicht. Eine beliebige Erhöhung von P

ist hingegen aus praktischen Gründen nicht möglich, da die zur Verfügung stehende Be-
rechnungsleistung für die Auswertung der Randbedingungen begrenzt ist. Den Großteil der
Berechnungszeit in [FO09] nimmt die numerische Integration bei der Berechnung der Fourier-
koeffizienten in Anspruch. Gerade für Fourierkoeffizienten höherer Ordnung muss aufgrund
der stark oszillierenden Sinus- und Cosinus-Terme mit entsprechend kleinen Schrittweiten
gearbeitet werden, obwohl deren Einflüsse auf die Gesamtlösung von nachrangiger Bedeu-
tung sind. Eine hinreichend genaue numerische Berechnung der Fourierkoeffizienten ist bei
der Vorgehensweise in [FO09] aber unumgänglich und bildet die Grundlage für die anschlie-
ßende Bestimmung der reellen Koeffizienten (4.20) aus dem sich ergebenden linearen Glei-
chungssystem.

Um die angesprochenen Nachteile der in [FO09] verwendeten numerischen Lösungsproze-
dur zu umgehen, wobei die Minimierung der Berechnungszeit vorrangig sein soll, wurde hier
eine Kollokationsmethode verwendet, um die Koeffizienten (4.20) zu bestimmen. Hierzu wird
zunächst ein überbestimmtes Gleichungssystem erzeugt, indem die Randbedingungen an
einer endlichen Anzahl diskreter Punkte entlang von ∂S ausgewertet werden. Die Anzahl
an Auswertungspunkten ist dabei sehr viel größer als die Anzahl der zu bestimmenden Ko-
effizienten, welche letztendlich aus dem resultierenden überbestimmten Gleichungssystem
mittels einer Minimierungsmethode berechnet werden.

DieNS0
Randbedingungen (4.14) werden jeweils entlang der einzelnen Porenränder anQLi

äquidistanten Punkten zk ausgewertet:

σRand
i (ai)

!
= (σh + σ0)zk

mit zk = ci + ai exp

[
i
2π

QLi

k

]
∀ k = 1, 2, . . . , QLi

.

(4.24)

(a) (b)

Abfluss

Zufluss

Abb. 4.3: Veranschaulichung von Diffusionsflüssen über den äußeren Rand des betrachteten Korngren-
zenbereiches, welche sich bei einer nicht optimalen Anpassung des Lösungsansatzes an die
Randbedingung (4.15) ergeben können.
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4 Untersuchungen zum Kriechschädigungsverhalten einer einzelnen Korngrenze

Die Auswertung der Symmetrierandbedingung (4.15) erfordert hingegen eine besondere Be-
handlung, da ein nicht verschwindender Fluss von Atomen über den äußeren RandL0 sämtli-
che Porenwachstumsraten beeinflussen würde. Bei einer Auswertung von (4.15) an nur einer
endlichen Anzahl diskreter Punkte bestünde die Möglichkeit, dass, wie in Abb. 4.3a skizziert,
der durch die numerische Lösung bestimmte lokale Diffusionsfluss zwischen den Auswer-
tungspunkten nicht verschwindet. Ein in der Summe nicht verschwindender Nettofluss über
L0 würde aber zu einer systematischen Über- oder Unterschätzung von Wachstumsraten füh-
ren. Würde man hingegen nur fordern, dass der Nettofluss überL0 verschwindet, so könnten
dennoch lokale Zu- und Abflüsse über L0, welche sich in der Summe gegenseitig aufheben,
stattfinden (siehe Abb. 4.3b). Dies hätte insbesondere eine Verfälschung von Porenwachs-
tumsraten in der Nähe von L0 zur Folge. Unter Berücksichtigung der partikulären Lösung
(4.11) wird daher die Symmetrierandbedingung für den Diffusionsfluss (4.15) im Rahmen der
hier angewendeten Kollokationsmethode zunächst lokal an QL0

äquidistanten Punkten zk
entlang des äußeren Randes L0 ausgewertet:

0
!
=

(
∂σh
∂r

+
∂σ0
∂r

)

zk

mit zk = R exp

[
i
2π

QL0

k

]
∀ k = 1, 2, . . . , QL0

. (4.25)

Darüber hinaus soll das Verschwinden des Nettoflusses überL0 explizit durch die Bedingung

˛

L0

(
∂σh
∂r

+
∂σ0
∂r

)
dL

!
= 0 (4.26)

berücksichtigt werden, wobei die Integration in vereinfachter Form durch Anwendung der
Simpsonregel

2π
ˆ

0

g(θ) dθ ≈ 2π

3Q

Q∑

i=1

[
g

(
2π

Q
i

)
+ 2g

(
2π

Q
(2i− 1)

)]
, (4.27)

hier spezialisiert auf den Fall einer periodischen Funktion g(θ) = g(θ + 2π), durch die Aus-
wertung von ∂σ

∂r an Q = QL0
äquidistanten Punkten entlang von L0 durchgeführt wird.

Auf diese Weise kann die Massenerhaltung für den betrachteten Korngrenzenbereich ge-
zielt im Rahmen der numerischen Prozedur berücksichtigt werden. Für die Auswertung des
Kräftegleichgewichts wird ebenfalls (4.27) verwendet, um die Kurvenintegrale, welche sich
entsprechend (4.22) auf der linken Seite von (4.16) ergeben, zu bestimmen. Die Anzahl an
AuswertungspunktenQ = QGG in (4.27) ist dabei für alle Teilränder Li ∈ ∂S gleich, unab-
hängig von deren Länge.

Durch die Auswertung der drei Randbedingungen ergeben sich in der Summe NS0
·QLi

+(
QL0

+ 1
)
+1 Gleichungen. Dabei werden zum einen unterschiedliche Anzahlen an Auswer-

tungspunkten pro Randbedingung verwendet. Zum anderen haben die einzelnen Gleichun-
gen eine unterschiedliche Relevanz für die Bestimmung der numerischen Lösung. Daher wird
jede Gleichung zunächst mit einem Wichtungsfaktor multipliziert, bevor anschließend das ge-
samte Gleichungssystem in Matrixform M ·u = b zusammengefasst wird, wobei M die Ko-
effizientenmatrix, u der Vektor mit den reellen Koeffizienten (4.20) und b die rechte Seite des
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4.1 Simulationsmethode für Korngrenzenporosität

überbestimmten Gleichungssystems sind. Durch Minimierung der Wurzel der aufsummier-
ten Fehlerquadrate, ausgedrückt durch die Norm des Residuenvektors

∥∥M ·u− b
∥∥, werden

schließlich die reellen Koeffizienten bestimmt, welche entsprechend (4.19) eine numerische
Näherungslösung für das Randwertproblem (4.13) bis (4.16) bilden.

Eine so bestimmte Lösung ist aber von der Wahl der Wichtungsfaktoren abhängig. Aus dem
Vergleich mit Referenzlösungen, welche mit dem in [FO09] beschriebenen numerischen Ver-
fahren für verschiedene Porenanordnungen bestimmt wurden, konnte die im folgenden be-
schriebene Festlegung der Wichtungsfaktoren entwickelt werden. Der Wichtungsfaktor für
die Gleichungen (4.24) wird zu 1/

√
QLi

gewählt, so dass sich alle quadrierten Faktoren, die
aus der Auswertung eines Porenrandes resultieren, jeweils zu 1 aufsummieren. Eine derar-
tige Normierung mit der verwendeten Auswertungspunkteanzahl verhindert, dass Randbe-
dingungen mit mehr Auswertungspunkten innerhalb des Minimierungsverfahrens einen do-
minierenden Einfluss entwickeln. Gleiches gilt für die Symmetrierandbedingung am äußeren
Rand, so dass der Wichtungsfaktor für die Gleichungen (4.25) zu

√
0, 001/QL0

und für
(4.26) zu

√
0, 999 gewählt wird. Die deutliche Wichtung zugunsten von (4.26) ergibt sich aus

der Beobachtung, dass ein verschwindender Nettofluss einen sehr großen Einfluss auf die
Realisierung von (4.15) hat. Im Gegensatz dazu wird das Kräftegleichgewicht nur durch eine
einzelne skalare Gleichung repräsentiert. Die Einhaltung des Kräftegleichgewichts ist aber
von besonderer Bedeutung, da eventuelle Abweichungen zu einer Verfälschung sämtlicher
Porenwachstumsraten führen würde. Der Einfluss von (4.16) auf die numerische Näherungs-
lösung im Rahmen der Minimierungsmethode würde sich aber mit steigender Porenanzahl
verringern. Um dem entgegenzuwirken, wird der Wichtungsfaktor für (4.16) zu NS0

+ 1 ge-
wählt.

Die hier vorgeschlagene Lösungsmethode kann im Vergleich mit der Vorgehensweise in
[FO09] signifikant schneller sein. Die benötigte Berechnungszeit hängt dabei im Wesentli-
chen von der Anzahl an Auswertungspunkten (QLi

, QL0
und QGG) und der Komplexität

des Lösungsansatzes (M1 und M2) ab. Durch den Vergleich von Lösungen mit verschiede-
nen Auswertungspunkteanzahlen, bei jeweils vorgegebenen Werten für M1 und M2, konnte
beobachtet werden, dass für die Wahl

QLi
= 20 + 3M2 , QL0

= 10M1 und QGG = 20 + 3M2 (4.28)

die resultierende Lösung die jeweils vorgegebenen Randbedingungen sehr gut erfüllt.
Schließlich wurden verschiedene Porenanordnungen, jeweils mit unterschiedlichen Poren-
anzahlen und -größen, untersucht, um Werte für M1 und M2 festzulegen. Diese sollten ei-
nerseits möglichst klein sein, um den Berechnungsvorgang zu beschleunigen. Anderseits
sollten die Werte aber auch ausreichend groß sein, um eine hinreichend genaue numeri-
sche Lösung zu erhalten, welche die einzelnen Porenwachstumsraten abbilden kann. Dabei
zeigte sich, dass der Fall einer einzelnen, sehr kleinen Pore (NS0

= 1, R/a1 = 120) mit
sehr geringem Abstand zum äußeren Rand L0 (siehe Abb. 4.4) eine besonders kritische Po-
renanordnung darstellt. Unter allen untersuchten Porenanordnungen ergaben sich aus der
resultierenden numerischen Lösung dieser speziellen Anordnung die höchsten Abweichun-
gen bezüglich der vorgegebenen Randbedingungen. Für die Werte M1 = 500 und M2 =

100 sind die relativen Abweichungen von σ bezüglich des vorgegebenen Wertes σRand
1 in

29



4 Untersuchungen zum Kriechschädigungsverhalten einer einzelnen Korngrenze

σ/σ∞

Abb. 4.4: Normalspannungsverteilung in der ungeschädigten Korngrenzenfläche für den Fall einer sehr
kleinen Pore in unmittelbarer Nähe zum äußeren Rand.

Abb. 4.5 und der Fluss von Atomen pro Einheitslänge über den äußeren Rand bezogen auf
den mittleren Fluss von Atomen pro Einheitslänge über den Rand der einzelnen Pore in Abb.
4.6 dargestellt. Für beide Randbedingungen sind die relativen Abweichungen der numeri-
schen Lösung von den vorgegebenen Randbedingungen sehr klein. Um die Einhaltung des
Kräftegleichgewichts zu überprüfen, wurde das Integral auf der linken Seite von (4.9) durch
eine Monte-Carlo-Methode ausgewertet. Dabei wurde σ an 50 000 zufälligen Punkten der
ungeschädigten Korngrenzenfläche anhand der numerischen Lösung bestimmt und mit der
vorgegebenen Spannung σ∞ verglichen. Für die in Abb. 4.4 gezeigte Einzelporenanordnung
sowie für weitere Porenanordnungen mit vielen Poren konnte beobachtet werden, dass der
Absolutwert der relativen Abweichung

∣∣∣∣∣∣


σ∞ − 1− ω

Q

Q∑

k

σ (zk)


 /σ∞

∣∣∣∣∣∣
mit Q = 50 000 und zk ∈ S , (4.29)

worin ω der geschädigte Flächenanteil ist, immer kleiner als 2× 10−2 war.
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Abb. 4.5: Darstellung der relativen Abwei-
chungen der lokalen Normal-
spannung von der vorgegebenen
Porenrandspannung für den in
Abb. 4.4 betrachteten Fall. Der
Pfad entlang des Porenrandes
wird dabei durch den Winkel θ

beschrieben.
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4.1 Simulationsmethode für Korngrenzenporosität

Abb. 4.6: Darstellung des lokalen Diffu-
sionsflusses pro Einheitslänge
über den äußeren Rand des
betrachteten Korngrenzenberei-
ches bezogen auf den mittleren
Diffusionsfluss pro Einheitslänge
über den Rand der in Abb. 4.4
dargestellten einzelnen Pore. Der
Pfad entlang des äußeren Ran-
des wird dabei durch den Winkel
θ beschrieben.
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Wegen der sehr kleinen relativen Abweichungen von den vorgegebenen Randbedingungen
kann die numerische Lösung für die hohen Werte von M1 und M2 als Referenzlösung an-
gesehen werden. Die hohe Genauigkeit der Lösung wird dabei aber durch sehr große Be-
rechnungszeiten erkauft. Für eine hinreichend genaue Bestimmung von Porenwachstumsra-
ten ist eine derartig hohe Komplexität des Lösungsansatzes aber nicht erforderlich. Durch
Verringern der Komplexität auf M1 = 75 und M2 = 20 wird die Berechnung signifikant be-
schleunigt, wobei Abweichungen bezüglich der Porenwachstumsraten in einem akzeptablen
Rahmen bleiben. In Abb. 4.7 sind die relativen Abweichungen der Volumenwachstumsraten
für zwei verschiedene Porengrößen in Abhängigkeit vom Abstand zum äußeren Rand abge-
bildet, wobei sich die betrachteten Porendurchmesser um einen Faktor 2 unterscheiden. Es
zeigt sich, dass die relative Abweichung umso größer ist, je kleiner der Abstand (zum äu-
ßeren Rand) ist. Das beobachtete Betragsmaximum liegt bei 6 %, wobei aus Abb. 4.7 aber
klar ersichtlich ist, dass die relative Abweichung mit zunehmender Porengröße und zuneh-
mendem Abstand zum äußeren Rand rasch abnimmt. Darüber hinaus konnte beobachtet
werden, dass die relativen Abweichungen für die Volumenwachstumsraten sich nicht erhö-
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Abb. 4.7: Darstellung der relativen Abweichungen der Volumenwachstumsrate einer einzelne Pore be-
züglich einer numerischen Referenzlösung in Abhängigkeit von der Entfernung zum äußeren
Rand L0. Dabei wurden jeweils zwei unterschiedliche Porengrößen betrachtet.
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4 Untersuchungen zum Kriechschädigungsverhalten einer einzelnen Korngrenze

Abb. 4.8: Darstellung der Normalspannungs-
verteilung in der ungeschädigten
Korngrenzenfläche, welche sich aus
der Lösung des Diffusionsrandwert-
problems (4.5) bis (4.9) für eine große
Porenanzahl ergab (je dunkler der
Farbton, desto höher ist die lokale
Normalspannung).

hen, wenn zusätzliche Poren zur ungeschädigten Korngrenzenfläche hinzugefügt werden.
Zudem sei darauf hingewiesen, dass die Abstände zwischen Rändern (sowohl Porenrand
↔ Porenrand als auch Porenrand ↔ äußerer Rand) bei den in Abschnitt 4.2 präsentierten
Porositätssimulationen überwiegend deutlich größer waren, als die Abstände in der hier be-
trachteten kritischen Porenanordnung. Es kann daher davon ausgegangen werden, dass die
Abweichungen für die bestimmten Volumenwachstumsraten in den meisten Fällen deutlich
kleiner sind.

Letztendlich ermöglicht die beschriebene numerische Lösungsmethode eine hinreichend
schnelle und genaue Bestimmung der lokalen Normalspannungen in der ungeschädigten
Korngrenzenfläche, so wie in Abb. 4.8 exemplarisch für eine Porenanordnung gezeigt. Ent-
sprechend (4.21) liefert die Lösungsmethode zudem die Wachstumsraten aller betrachteten
Poren. Bei einer Implementierung der numerischen Lösungsprozedur mittels des kommerzi-
ellen Softwarepakets Mathematica 7 (Wolfram Research, USA) beträgt die Berechnungszeit
für eine Anordnung von 100 Poren ungefähr zwei Minuten auf einer Workstation mit zwei
3 GHz Prozessorkernen.

Für die Simulation eines vollständigen Porositätsprozesses ist darüber hinaus aber noch die
Betrachtung weiterer Aspekte, wie z. B. die Nukleation und das Zusammenwachsen von Po-
ren, erforderlich, welche in den folgenden Abschnitten diskutiert werden.

4.1.2 Modellierung der Porositätsentwicklung

Porennukleation

Wie in Abschnitt 2.2.1 bereits diskutiert wurde, ist die Nukleation von Korngrenzenporen bis
zum jetzigen Zeitpunkt nicht vollständig verstanden. In Abwesenheit eines allgemein aner-
kannten Modells soll hier ein auf experimentellen Erkenntnissen beruhender Zusammenhang
genutzt werden, um die Entstehung neuer Poren zu berücksichtigen.
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In [Dys83] wurde für verschiedene Materialien anhand von Kriechversuchen festgestellt, dass
sich die Porendichte1 auf Korngrenzen proportional zur makroskopischen Kriechdehnung
entwickelt. Dementsprechend ergibt sich für die Porennukleationsrate ṄS0

auf einer Korn-
grenzenfläche S0 der Zusammenhang

ṄS0
= S0αP ǫ̇∞ , (4.30)

worin ǫ̇∞ die makroskopische Kriechrate und αP ein materialabhängiger Parameter sind.
Werte für αP sind für eine Auswahl an Materialien in [Rie87] aufgeführt, wobei diese typi-
scherweise innerhalb des Intervalls

[
1010 m−2, 4× 1012 m−2

]
liegen. Treibende Kraft für

die Porositätsentwicklung ist die auf eine Korngrenze wirkende Normalspannung σ∞, welche
innerhalb eines Polykristalls durch mehrere Einflussfaktoren bestimmt ist. Es muss daher
eine Vereinfachung getroffen werden, um mittels (4.30) die Porennukleationsrate für eine ein-
zelne Korngrenze in Abhängigkeit von σ∞ auszudrücken. Hierzu soll ǫ̇∞ in (4.30) durch das
Nortonsche Kriechgesetz

ǫ̇∞(σ∞) = A
DVGb

kT

(σ∞
G

)n
mit DV = DV0 exp

[
− QV

RthT

]
(4.31)

ersetzt werden. In (4.31) sind A eine Kriechkonstante,DV der Volumendiffusionskoeffizient,
G der Schubmodul, b der Burgers-Vektor und QV die Aktivierungsenergie für Volumendif-
fusion. Zudem wurde die makroskopische Spannung durch σ∞ ersetzt, so dass sich die
Nukleationsrate für eine einzelne Korngrenze zu

ṄS0
= S0αP ǫ̇∞(σ∞) (4.32)

ergibt. Dies entspricht dem Fall eines Bikristalls, welcher durch eine Spannung σ∞ senkrecht
zur Korngrenze belastet wird und dessen zwei Körner sich gleichmäßig mit der Kriechrate
(4.31) deformieren.

Im Rahmen der Betrachtung einer zeitlichen Porositätsentwicklung werden neue Poren ent-
sprechend (4.32) mit einem Anfangsradius ainit an zufällig gewählten Orten der ungeschä-
digten Korngrenzenfläche zu einer bestehenden Porenanordnung hinzugefügt, wobei keine
Überlappungen mit dem äußeren Rand oder anderen Poren erlaubt sind.

Zusammenwachsen und Sintern von Poren

Neben der Entstehung von neuen Poren muss auch eine Abnahme der Porenanzahl bei der
Betrachtung einer zeitlichen Porositätsentwicklung berücksichtigt werden, was im Wesentli-
chen auf zwei Mechanismen zurückgeführt werden kann. Zum einen findet Zusammenwach-
sen direkt benachbarter Poren infolge von Porenwachstum statt. Zum anderen steht dem Po-
renwachstum das Bestreben nach Verringerung der freien Oberfläche entgegen. Dies kann
zum Schrumpfen von größeren Poren und auch zum vollständigen Sintern von sehr kleinen
Poren führen, wenn die durch die lokale Normalspannung bereitgestellte Arbeit nicht aus-

1Im Rahmen der vorliegenden Arbeit entspricht die Porendichte auf Korngrenzen stets einer Flächendichte, also der
Porenanzahl pro Korngrenzenfläche.
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reicht, um eine stabile Porengröße zu erhalten (siehe auch Abschnitt 2.2.1).

Das Zusammenwachsen zweier Poren spielt eine Rolle, wenn zumindest eine Wachstums-
rate zweier benachbarter Poren positiv ist. Im Rahmen der hier betrachteten Porositätsent-
wicklungen wird angenommen, dass es zu einer Vereinigung zweier Poren kommt, wenn der
Abstand zwischen den Porenrändern kleiner als δA.ZW = ainit/10 wird. Die dabei entste-
hende neue Pore soll während des Vorgangs aufgrund der angenommenen sehr schnellen
Oberflächendiffusion eine Gleichgewichtsform ausbilden, wobei die Zeit für diesen Prozess
vernachlässigbar gegenüber dem Porenwachstum sein soll. Innerhalb der Simulationsmetho-
de wird diese Vereinigung bei konstantem Volumen dadurch berücksichtigt, dass die beiden
zusammenwachsenden Poren instantan durch eine neue Pore ersetzt werden. Das Volumen
der neuen Pore entspricht dabei der Summe der beiden zusammenwachsenden Poren und
das Zentrum der neuen Pore liegt im Volumenschwerpunkt der beiden alten Poren. Die ver-
einfachenden Annahmen für das Zusammenwachsen bei Erhaltung des Porenvolumens füh-
ren allerdings zu einer Verringerung der geschädigten Korngrenzenfläche, da Porenvolumen
und -radius durch (4.1) direkt miteinander verbunden sind.

Ist die auf eine Korngrenze wirkende Normalspannung sehr klein oder gar negativ, so kön-
nen sich aus der Lösung des Randwertproblems (4.5) bis (4.9) negative Porenwachstums-
raten ergeben. Dies entspricht einem Diffusionsfluss aus der Korngrenzenebene hin zur Po-
renoberfläche, welcher zum Schrumpfen einer Pore führt. Entsprechend den in Abschnitt
2.2.2 diskutierten Porenwachstumsmodellen erhöht sich mit abnehmender Porengröße die
Geschwindigkeit, mit der eine Pore schrumpft. Folglich kommt es zeitnah zum vollständigen
Sintern einer Pore, wenn diese einen kritischen Radius unterschreitet. In der hier betrachteten
Simulationsmethode wird daher eine Pore, deren Radius ai den Wert 0, 8 ainit unterschreitet,
aus der betrachteten Porenanordnung entfernt.

Konsistenz der Geometriebeschreibung

Für die Betrachtung des Diffusionsrandwertproblems wird stets vorausgesetzt, dass die Po-
ren den äußeren Rand L0 des kreisförmigen Korngrenzenbereiches nicht überlappen. Dies
ist eine wichtige Voraussetzung für die Anwendung der Lösungsdarstellung entsprechend
(4.17) und (4.18). Daher können Poren, welche über den äußeren Rand L0 hinauswachsen,
nicht ohne weiteres berücksichtigt werden. Um eine mit dem verwendeten Lösungsansatz
konsistente Porenanordnung zu gewährleisten, wird das Zentrum einer über L0 hinausge-
wachsenen Pore in Richtung des Zentrums von S0 verschoben, so dass der Abstand zwi-
schen L0 und dem Porenrand δ1 = R/100 beträgt (siehe Abb. 4.9).

Der Rand L0 stellt keine physikalische Begrenzung dar, sondern beschreibt vielmehr einen
beliebigen aber repräsentativen Ausschnitt der Korngrenze. Daher würden sowohl jene Po-
ren, die innerhalb des betrachteten Bereiches liegen, als auch jene Poren, die außerhalb des
betrachteten Bereiches liegen, infolge von Porenwachstum L0 überlappen. Es kann daher
davon ausgegangen werden, dass das Ausmaß der von innen nach außen überlappenden
Poren ungefähr dem Ausmaß der von außen nach innen überlappenden Poren entspricht.
Somit würde das künstliche Verschieben von Poren, die L0 überlappen, den geschädigten
Flächenanteil der gesamten Porenanordnung nicht verfälschen.

34 BAM-Dissertationsreihe



4.1 Simulationsmethode für Korngrenzenporosität

Abb. 4.9: Verschiebung von Poren, welche infolge von
Porenwachstum mit dem äußeren Rand des
betrachteten kreisförmigen Korngrenzenbe-
reiches oder mit anderen Poren überlappen.
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δ2

Zeitintegration der Porenwachstumsraten

Aus der Lösung des Diffusionsrandwertproblems für einen kreisförmigen Korngrenzenbereich
ergeben sich die radialen Porenwachstumsraten ȧt i für die betrachteten NS0

Poren zum
Zeitpunkt t entsprechend (4.21) zu

ȧt =




ȧt 1
...

ȧt NS0


 mit ȧt i =

V̇t i

4πh(ψ) at 2
i

=
D̃KG

2h(ψ)

Λt i

at 2
i

. (4.33)

Hier und im Folgenden stehen (. . .)t für den Wert von (. . .) zum Zeitpunkt t und (. . .)t+∆t

für den Wert von (. . .) zum Zeitpunkt t+∆t. Die Zeitintegration der NS0
Gleichungen (4.33)

wird mittels eines impliziten Euler-Verfahrens mit variablem Zeitinkrement∆t durchgeführt:

0 = at+∆t − at −∆t · ȧt+∆t = f
(

at+∆t
)
. (4.34)

Dabei ist f
(

at+∆t
)

die vektorielle Fehlerfunktion für das implizite Euler-Verfahren und die
Porenradien zum Zeitpunkt t + ∆t werden aus dem sich ergebenden nichtlinearen Glei-
chungssystem (4.34) durch Anwendung eines Newton-Raphson-Verfahrens iterativ bestimmt.
Hierzu wird in jedem Iterationsschritt das linearisierte Gleichungssystem

0 = δft+∆t − Jt+∆t · δat+∆t (4.35)

mit

δft+∆t = f
(

at+∆t + δat+∆t
)
− f

(
at+∆t
)

und Jt+∆t =
∂f

∂a

∣∣∣∣
at+∆t

(4.36)

gelöst, wobei davon ausgegangen wird, dass die Komponenten der vektoriellen Fehlerfunk-
tion (4.34) für die neue Abschätzung der Porenradien at+∆t + δat+∆t verschwinden, also
f
(

at+∆t + δat+∆t
)
= 0 ist. Startwerte für at+∆t werden vor Beginn des impliziten Verfah-

rens durch einen einzelnen expliziten Euler-Integrationsschritt berechnet.
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4 Untersuchungen zum Kriechschädigungsverhalten einer einzelnen Korngrenze

Da die Berechnung der Porenwachstumsraten durch das Lösen des Diffusionsrandwertpro-
blems ein komplexer Vorgang ist, besteht die Möglichkeit, dass die Ableitung einer analyti-
schen Jacobi-Matrix Jt+∆t k für den k-ten Iterationsschritt nicht existiert oder nur mit un-
verhältnismäßig großem Aufwand gewonnen werden kann. Daher wurde hier das in [Bro65]
vorgeschlagene modifizierte Newton-Raphson-Verfahren angewendet, welches auf einer ap-
proximierten Jacobi-Matrix basiert. Im ersten Iterationsschritt wird Jt+∆t 1 durch die Ein-
heitsmatrix abgeschätzt. Für den jeweils folgenden (k + 1)-ten Iterationsschritt wird dann
eine neue Approximation aus Größen des k-ten Iterationsschrittes durch

Jt+∆t k+1 = Jt+∆t k +

(
δft+∆t k − Jt+∆t k · δat+∆t k

)
⊗ δat+∆t k

(
δat+∆t k
)

·
(

δat+∆t k
) (4.37)

mit

δat+∆t k = at+∆t k+1 − at+∆t k und δft+∆t k = f
(

at+∆t k+1
)
− f

(
at+∆t k
)

(4.38)

berechnet. Speziell im Vergleich mit expliziten Integrationsmethoden erlaubt die Anwendung
des impliziten Euler-Verfahrens eine stabile Integration mit größeren Zeitinkrementen. Wie
bereits im vorangegangenen Abschnitt diskutiert wurde, muss jedoch sichergestellt sein, dass
es innerhalb einer Porenanordnung zum Zeitpunkt t + ∆t nicht zu Überlappungen kommt.
Dies wird erreicht, indem in jedem Iterationsschritt die Entfernung zwischen jeweils zwei Po-
renrändern bestimmt wird. Sollten zwei Porenränder einander überlappen, so werden beide
entlang der Verbindungslinie der beiden Porenzentren auseinander geschoben, bis die Ent-
fernung δ2 = 0, 9 δA.ZW beträgt (siehe Abb. 4.9), wobei δA.ZW die kritische Entfernung für
das Zusammenwachsen zweier Poren ist.

Das Zeitinkrement ∆t wird variabel für jeden Integrationsschritt aus einem vorgegebenen
Intervall gewählt, wobei die Intervallobergrenze in Abhängigkeit von σ∞ und den Materialpa-
rametern so vorgegeben wird, dass alle vier Zeitschritte eine neue Pore gemäß (4.32) ent-
steht. Auf Grundlage der mittleren Porenwachstumsrate aller Poren des letzten Zeitschrittes
sowie der minimalen Abstände zwischen benachbarten Porenrändern wird zudem versucht,
das Zeitinkrement bis zum nächsten Zusammenwachsen zweier Poren abzuschätzen. Sollte
das resultierende Zeitinkrement außerhalb des vorgegebenen Intervalls liegen, so wird die
zugehörige Intervallgrenze für ∆t gewählt. Konvergiert das modifizierte Newton-Raphson-
Verfahren mit einem gewählten Zeitinkrement nicht innerhalb einer vorgegebenen Anzahl
von Iterationen, so wird das Zeitinkrement reduziert und der Integrationsschritt mit dem neu-
en∆t wiederholt. Beim Unterschreiten der Intervalluntergrenze wird eine Simulation vorzeitig
beendet. Ein Integrationsschritt wird ebenfalls mit einem verkleinerten Zeitinkrement wieder-
holt, wenn durch das oben und im vorangegangen Abschnitt beschriebene Verschieben von
Poren keine überlappungsfreie Anordnung realisiert werden kann. Letzteres kann auftreten,
wenn mehrere Poren innerhalb von größeren Zeitinkrementen gleichzeitig einander überlap-
pen. Die Verkleinerung von ∆t führt dann dazu, dass das Zusammenwachsen nacheinander
und immer nur zwischen zwei Poren stattfindet.
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4.1 Simulationsmethode für Korngrenzenporosität

4.1.3 Dimensionslose Formulierung der Gleichungen

Für die numerische Auswertung der Gleichungen, welche die Porositätsentwicklung beschrei-
ben, ist es von Vorteil, wenn dimensionslose Größen betrachtet werden. Daher werden im
Folgenden alle Längen und räumlichen Größen (dazu zählen zuallererst Koordinaten) auf
eine Referenzlänge a

R̂ef
, alle Spannungen auf eine Referenzspannungσ

R̂ef
und alle zeitbe-

zogenen Größen auf eine Referenzzeit t
R̂ef

bezogen:

â =
a

a
R̂ef

, σ̂ =
σ

σ
R̂ef

, t̂ =
t

t
R̂ef

, x̂ =
x

a
R̂ef

,

JûKP =
JuKP

a
R̂ef

, R̂ =
R

a
R̂ef

, V̂ =
V

a3
R̂ef

, ĵKG =
t
R̂ef

a2
R̂ef

jKG . (4.39)

Entsprechend dieser Definitionen müssen ebenfalls ein normierter kreisförmiger Korngren-
zenbereich und normierte Ränder

x ∈ S ⇐⇒ x̂ ∈ Ŝ und x ∈ Li ⇐⇒ x̂ ∈ L̂i (4.40)

sowie normierte räumliche und zeitliche Ableitungen

∇̂ (. . .) = a
R̂ef

∇ (. . .) , ∆̂ (. . .) = a2
R̂ef

∆(. . .) und
⋆

(. . .) =
d (. . .)

dt̂
= t

R̂ef

d (. . .)

dt
(4.41)

betrachtet werden. Die drei Referenzwerte können auf beliebige von Null verschiedene po-
sitive Werte festgelegt werden, jedoch kann eine gute Wahl helfen, die für die Porositätsent-
wicklung relevanten Material- und Belastungsparameter zu identifizieren. Durch Anwendung
von (4.39) bis (4.41) kann (4.5) in der Form

0 = D̂KG

(
∆̂σ̂
)
+

⋆

JûKP in Ŝ (4.42)

und die Randbedingungen (4.7) bis (4.9) in der Form

σ̂
!
= σ̂Rand

i (âi) =
2γ̂S
âi

sinψ auf L̂i ,

∂σ̂

∂r̂

!
= 0 auf L̂0 , (4.43)

¨

Ŝ

σ̂ dŜ
!
= Ŝ0 σ̂∞ = πR̂2σ̂∞

angegeben werden, worin die dimensionslosen Parameter D̂KG und γ̂S durch

D̂KG = D̃KG

t
R̂ef

σ
R̂ef

a3
R̂ef

und γ̂S =
γS

σ
R̂ef

a
R̂ef

(4.44)

definiert sind.
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In gleicher Weise nimmt (4.32) die Form

⋆

N
Ŝ0

= Ŝ0 α̂P tR̂ef
ǫ̇∞(σ∞) mit α̂P = a2

R̂ef
αP (4.45)

an. Die so dimensionslos gemachte Beschreibung einer Porositätsentwicklung hängt jetzt nur
noch von D̂KG, γ̂S, α̂P und ǫ̇∞(σ∞) ab. Mit der Wahl

a
R̂ef

= ainit , σ
R̂ef

= σ∞ und t
R̂ef

=
1

ǫ̇∞(σ∞)
(4.46)

wird (4.45) unabhängig von ǫ̇∞(σ∞). Folglich werden Simulationen für gleiche Werte von
D̂KG, γ̂S und α̂P immer zu einer gleichen Porositätsentwicklung führen, sofern die zeitliche
Entwicklung mit der Referenzzeit t

R̂ef
= 1/ǫ̇∞(σ∞) skaliert wird. Es ist daher möglich, das

Zusammenspiel der verschiedenen betrachteten Mechanismen (Wachstum, Nukleation, Zu-
sammenwachsen, ...) anhand von Simulationen mit konstanter Spannung σ∞ zu betrachten,
bei denen nur die Parameter D̂KG, γ̂S und α̂P variiert werden. Da D̂KG in nichtlinearer Wei-
se von σ∞ abhängt, ist es zudem zielführender die Porositätsentwicklung in Abhängigkeit

von der Größe
3

√
D̂KG zu untersuchen.

4.2 Simulation von Porositätsentwicklungen

In diesem Abschnitt werden Porenwachstumssimulationen für Korngrenzen unter Zugspan-
nung präsentiert. Der betrachtete Raum für Parametervariationen bezüglich Spannungen und
Materialparametern ist dabei auf Werte reduziert, für welche Kriechen in reinem Kupfer typi-
scherweise beobachtet wird. Das resultierende Schädigungsverhalten wird anschließend in
Abschnitt 4.3 genutzt, um ein vereinfachtes Porositätsmodell zu entwickeln. In Abschnitt 4.4
wird in einer weiteren Untersuchung der Fall von Porenschrumpfen für Korngrenzen unter
Druckspannung betrachtet.

4.2.1 Relevanter Parameterbereich

Es ist weitgehend akzeptiert, dass diffusionsgesteuertes Korngrenzenporenwachstum vor
allem bei niedrigen Lasten der dominierende Schädigungsmechanismus in polykristallinen
Werkstoffen ist. Im Folgenden wird daher für σ∞ ein Spannungsbereich von 6 MPa bis
20 MPa betrachtet. Zudem soll der Parameterraum durch die Wahl der Temperatur T =

500 ◦C und Materialparameter für Kupfer aus [WMN83], welche in Tab. 4.1 aufgelistet sind,

Tab. 4.1: Materialparameter für Kupfer aus [WMN83]. Für δ DKG0 wurde in der vorliegenden Arbeit ein
leicht veränderter Wert genutzt.

Ω = 1, 18×10−29 m3 A = 5, 54× 106 G = 42 GPa

b = 2, 56×10−10 m DV0 = 2× 10−5 m2s−1 QV = 1, 97×105 Jmol−1

γS = 1, 78 Jm−2 δDKG0 = 4× 10−15 m3s−1

(vorliegende Arbeit)
QKG = 1, 04×105 Jmol−1

38 BAM-Dissertationsreihe



4.2 Simulation von Porositätsentwicklungen

weiter konkretisiert werden. Für diese Werte ergibt sich entsprechend (4.3) zunächst der Wert
D̃KG = 4, 163× 10−31 m6J−1s−1. Durch die Wahl des Anfangsradius ainit = 1 µm für al-
le Simulationen, welcher sich aus einer Abwägung zwischen messtechnisch beobachtbaren
Werten und dem instabilen Verhalten sehr kleiner Poren2 innerhalb der numerischen Simula-
tionen ergibt, können aus (4.44) für den betrachteten Spannungsbereich die folgenden Werte
bestimmt werden:

3

√
D̂KG

∣∣∣
σ∞=6 MPa

= 19, 7656 ≈ 20 , 3

√
D̂KG

∣∣∣
σ∞=20 MPa

= 3, 96951 ≈ 4 . (4.47)

Ausgehend von typischen Werten für γS, welche in [TM77] für verschiedene Materialien ta-
belliert sind und in einem Bereich zwischen 0, 5 Jm−2 und 3, 0 Jm−2 liegen, ergeben sich
unter Berücksichtigung des betrachteten Spannungsbereiches für σ∞ folgende Minimal- und
Maximalwerte für γ̂S:

γ̂S|σ∞=20 MPa,γS=0,5 Jm−2 = 0, 025 , γ̂S|σ∞=6 MPa,γS=3,0 Jm−2 = 0, 5 . (4.48)

Wie bereits in Abschnitt 4.1.2 zur Porennukleation erwähnt wurde, liegen typische Werte
für αP zwischen 1010 m−2 und 4 × 1012 m−2. Da dieser Parameter einen sehr starken
Einfluss auf die Porenanzahl und folglich auf die Berechnungszeit hat, jedoch nur eine vor-
gegebene Berechnungskapazität für die Durchführung der Simulationen verwendet werden
soll, wird hier nur ein eingeschränkter Wertebereich für αP zwischen 0, 4 × 1011 m−2 und
4, 4× 1011 m−2 betrachtet. Entsprechend (4.45) ergeben sich daraus die Minimal- und Ma-
ximalwerte 0, 04 und 0, 44 für α̂P.

Um trotz unterschiedlicher absoluter Porendichten vergleichbare Ergebnisse innerhalb von

2Wegen (2.7) müssen Poren eine gewisse Mindestgröße bei ihrer Entstehung besitzen. Würden Poren mit zu geringer
Größe zu einer Porenanordnung hinzugefügt werden, so würden diese sofort schrumpfen und schließlich vollständig
sintern.

Abb. 4.10: Veranschaulichung der Parame-
terkombinationen, welche in den
beiden Simulationsreihen betrachtet
wurden.

3

√
D̂KG

α̂P

γ̂S

σ∞1
σ∞2

σ∞3
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4 Untersuchungen zum Kriechschädigungsverhalten einer einzelnen Korngrenze

Tab. 4.2: Verwendete Parameterkombinationen für Simulationsreihe 1.

Simulation σ∞/MPa
3

√
D̂KG γ̂S α̂P R̂ Nmax

Ŝ0

1 10 12 0,2625 0,24 80 105

2 10 4 0,2625 0,24 40 100

3 10 20 0,2625 0,24 109 102

4 10 12 0,025 0,24 82 103

5 10 12 0,5 0,24 79 98

6 10 12 0,2625 0,04 117 106

7 10 12 0,2625 0,44 69 102

Simulationen zu erhalten, wurde für jede durchgeführte Simulation der Radius R̂ der Korn-
grenzenfläche Ŝ0 im voraus abgeschätzt, so dass die maximale Porenanzahl im Laufe einer
vollständigen Porositätsentwicklung ungefähr Nmax

Ŝ0

= 100 betrug. Bei zu großen Abwei-

chungen von diesem Wert wurde eine Simulation mit angepasstem R̂ wiederholt.

Für eine erste Simulationsreihe (im Folgenden auch als Simulationsreihe 1 bezeichnet) wur-

de, ausgehend vom Parametersatz
3

√
D̂KG = 12, γ̂S = 0, 2625 und α̂P = 0, 24, jeweils im-

mer nur einer der drei Parameter auf die oben betrachteten Grenzen des Parameterraumes
gesetzt (siehe Abb. 4.10). Die resultierenden sieben Parameterkombinationen sind zusam-
men mit den verwendeten Werten für R̂ und den erreichten maximalen PorenanzahlenNmax

Ŝ0

in Tab. 4.2 aufgelistet. Alle sieben Simulationen sind mit einer Spannung σ∞ = 10 MPa

durchgeführt worden, so dass die Zeitskalierung entsprechend t
R̂ef

(siehe (4.46)) für alle
Simulationen identisch ist.

Da für die Porositätsentwicklungen angenommen wurde, dass neu entstehende Poren an zu-
fälligen Orten zu einer Porenanordnung hinzugefügt werden, wurde in einer zweiten Simulati-
onsreihe (im Folgenden auch als Simulationsreihe 2 bezeichnet) der Einfluss dieser Annahme
untersucht. Hierzu wurden Simulationen mit jeweils dem gleichen Parametersatz, aber mit un-
terschiedlichen Initialisierungen des in der Implementierung verwendeten Zufallsgenerators,
welcher für die Nukleationsorte neuer Poren verantwortlich ist, wiederholt. Zudem wurde die-
se zweite Simulationsreihe dazu genutzt, die Abhängigkeit der Porositätsentwicklung von der
Spannung σ∞ für konstante Materialparameter zu untersuchen. Genutzt wurden hierfür die
in Tab. 4.1 gelisteten Werte für Kupfer bei T = 500 ◦C und die drei Spannungsniveaus
σ∞1 = 6 MPa, σ∞2 = 10 MPa und σ∞3 = 20 MPa. Die resultierenden dimensionslosen

Tab. 4.3: Verwendete Parameterkombinationen für Simulationsreihe 2.

Simulation σ∞/MPa
3

√
D̂KG γ̂S α̂P R̂

σ∞1 6 19,7656 0,297 0,24 104

σ∞2 10 10,0025 0,178 0,24 70

σ∞3 20 3,9695 0,089 0,24 42
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Parameter für
3

√
D̂KG und γ̂S sowie die verwendeten Werte für α̂P und R̂ sind in Tab. 4.3

zusammengetragen. Für die Spannungsniveaus σ∞1 und σ∞3 sind jeweils vier und für σ∞2

fünf Wiederholungssimulationen (jeweils mit unterschiedlich initialisiertem Zufallsgenerator)
durchgeführt worden.

4.2.2 Simulationsergebnisse

Alle durchgeführten Porenwachstumssimulationen starteten mit einer einzelnen neu hinzuge-
fügten Pore und wurden beendet, wenn der geschädigte Flächenanteil der Korngrenze 50 %

betrug. Letzteres trägt den in [CA82] formulierten Überlegungen Rechnung, dass Korngren-
zen durch duktiles Aufreißen deutlich vor dem Erreichen eines geschädigten Flächenanteils
von 100 % versagen. In Abb. 4.11 ist stellvertretend für alle Simulationen die zeitliche Porosi-
tätsentwicklung für Simulation 1 (siehe Tab. 4.2) anhand mehrerer Momentaufnahmen veran-
schaulicht. Die sich für Simulationsreihe 1 ergebenden Verläufe des geschädigten Flächen-

anteils ω = 1/Ŝ0
∑NS0

i=1 πâ
2
i und der dimensionslosen Porendichte ρ̂ = a2

R̂ef
ρ = N

Ŝ0
/Ŝ0

sind in Abb. 4.12 dargestellt.

Der Einfluss von D̂KG kann anhand der Simulationen 1 bis 3 beobachtet werden. Aus Abb.
4.12a und Abb. 4.12b ist ersichtlich, dass je höher D̂KG ist, desto schneller wächst der ge-
schädigte Flächenanteil und desto kleiner ist das Maximum der Porendichte. Beides ist direkt
mit der Tatsache verbunden, dass ein höherer Wert für D̂KG zu höheren Porenwachstums-
raten aufgrund von schnellerer Korngrenzendiffusion führt. Das schnellere Wachstum führt
zu verstärktem Zusammenwachsen von Poren und ergibt bei konstanter Porennukleationsra-
te folglich eine Absenkung der maximalen Porendichte. Den genau umgekehrten Effekt kann
man bei einer Verringerung von D̂KG beobachten (siehe Simulation 2 in Abb. 4.12a und Abb.
4.12b).

In Abb. 4.12a und Abb. 4.12c ist der Einfluss von γ̂S dargestellt (Simulationen 1, 4 und 5). Es
ist deutlich zu sehen, dass γ̂S die Porositätsentwicklung weniger stark beeinflusst als D̂KG.
Dennoch kann für einen hohen Wert für γ̂S (Simulation 5) eine schwache Verlangsamung
der Porositätsentwicklung beobachtet werden. Im Rahmen des Diffusionsrandwertproblems
führt ein großes γ̂S zu erhöhten Randspannungen σRand

i (ai) (siehe (4.7)) und folglich bei
konstanter Spannung σ∞ zu kleineren Gradienten im chemischen Potential, woraus sich
letztendlich kleinere Wachstumsraten ergeben. Zudem wird durch die erhöhten Randspan-
nungen das Sintern sehr kleiner Poren begünstigt. Letzteres kann sehr gut in Abb. 4.12c für

Zeit

Abb. 4.11: Porositätsentwicklung für Simulation 1 (siehe Tab. 4.2).
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Abb. 4.12: Porositätsentwicklungen für Simulationsreihe 1, für welche jeweils der geschädigte Flächen-
anteil ω und die dimensionslose Porendichte ρ̂ in Abhängigkeit von der skalierten Zeit t̂ dar-
gestellt sind.

Simulation 5 bei t̂ ≈ 0, 01 beobachtet werden, wo das Sintern neu nukleierter Poren zu einer
Verminderung des Anstiegs von ρ̂ führt. Die Verringerung von γ̂S in Simulation 4 führt ledig-
lich zu einer minimalen Beschleunigung der Porositätsentwicklung im Vergleich zu Simulation
1, was auf eine geringe Erhöhung der Porenwachstumsraten infolge kleinerer Randspannun-
gen σRand

i (ai) zurückzuführen ist.

Im Gegensatz zu γ̂S ist der Einfluss von α̂P auf die Porositätsentwicklung deutlich stärker
ausgeprägt und für die untersuchten Parametervariationen mit dem Einfluss von D̂KG ver-
gleichbar, wobei sich die Auswirkungen auf die Porendichte aber qualitativ voneinander un-
terscheiden. Ein höherer Wert für α̂P führt zu einer beschleunigten Porositätsentwicklung
(siehe Simulation 7 in Abb. 4.12a), da zum einen jede neu nukleierte Pore einen kleinen Zu-
wachs an geschädigter Korngrenzenfläche mit sich bringt. Zum anderen erhöht sich auch der
Schädigungsbeitrag durch Porenwachstum, da aufgrund der höheren Nukleationsintensität
mehr Poren pro Korngrenzenfläche vorhanden sind. Der Einfluss von α̂P auf die Porendich-
te ist in Abb. 4.12d dargestellt, wobei die gestrichelten Linien zum Vergleich die konstante
Nukleationsrate neuer Poren mit der zugehörigen Nukleationsintensität α̂P zeigen. Obwohl
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Abb. 4.13: Histogramme der Porengrößen, welche sich jeweils am Ende der zur Simulationsreihe 1 ge-
hörenden Simulation 6 ((a) - niedrige Nukleationsintensität) und Simulation 7 ((b) - hohe
Nukleationsintensität) ergaben.

während der gesamten Simulationszeit kontinuierlich neue Poren nukleieren, ist für alle Si-
mulationen zu beobachten, dass die Porendichte im zeitlichen Verlauf zunächst ein Maximum
erreicht und anschließend stetig abnimmt. Beides ist direkt mit dem Zusammenwachsen von
Poren, was mit zunehmendem geschädigten Flächenanteil verstärkt stattfindet, verbunden.
In Abb. 4.13 sind die Porengrößenverteilungen für die niedrige und die hohe Nukleations-
intensität α̂P (Simulation 6 und 7) jeweils am Ende einer Simulation (ω = 0, 5) dargestellt. Es
ist deutlich zu sehen, dass sich sowohl die Formen der Verteilungen als auch die kumulierten
Häufigkeiten, welche den zugehörigen Porendichten ρ̂ entsprechen, voneinander unterschei-
den. Für die niedrige Nukleationsintensität ergeben sich erwartungsgemäß weniger, dafür
aber größere Poren, da die Porositätsentwicklung durch Porenwachstum geprägt ist. Bei glei-
chem geschädigten Flächenanteil ergeben sich durch die verstärkte Nukleation kleiner Poren
im Falle der hohen Nukleationsintensität hingegen mehr, dafür aber kleine Poren.

Die Ergebnisse von Simulationsreihe 2 sind in Abb. 4.14 dargestellt. Jede der durchgezo-
genen schwarzen Linien repräsentiert den Mittelwert von ω bzw. ρ̂ für eine Gruppe von Si-
mulationen, die mit den gleichen Materialparametern und der gleichen Spannung σ∞ durch-
geführt wurden. Die zugehörige Standardabweichung wird jeweils durch die gestrichelten
Linien, welche eine durchgezogene Linie umschließen, angezeigt. Es ist zu beachten, dass
die Ergebnisse in Abb. 4.14 in Abhängigkeit von der skalierten Zeit t̂ = t · ǫ̇∞(σ∞), welche
auch als akkumulierte Kriechdehnung ǫ∞ in den angrenzenden Körnern eines idealen Bi-
kristalls interpretiert werden kann (siehe Diskussion in Abschnitt 4.1.2), dargestellt sind. Aus
Abb. 4.14 ist ersichtlich, dass ǫ∞ in Übereinstimmung mit experimentellen Ergebnissen für
verschiedene Belastungsfälle (siehe beispielsweise [Ils73]) mit abnehmender Spannung σ∞
ebenfalls abnimmt. Die in Abb. 4.14 beobachtbare Streuung um die Mittelwerte resultiert aus
den zufälligen Porenanordnungen, welche sich innerhalb der unterschiedlichen Simulationen
ausbilden. Dabei zeigt sich in Abb. 4.14b deutlich, dass die Standardabweichung nach dem
Erreichen der maximalen Porendichte stark zunimmt, was direkt mit der Zunahme an zusam-
menwachsenden Poren und den resultierenden Veränderungen der Porenanordnungen ab
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Abb. 4.14: Porositätsentwicklungen für Simulationsreihe 2, für welche jeweils der geschädigte Flächen-
anteil ω und die dimensionslose Porendichte ρ̂ in Abhängigkeit von der skalierten Zeit t̂ darge-
stellt sind. Die in rot eingezeichneten Kurven zeigen die durch das analytische Modell [Rie85]
vorhergesagten Porositätsentwicklungen.

diesem Zeitpunkt verbunden ist. Dennoch sind die beobachteten Streubereiche, die sich aus
den zufälligen Porenanordnungen ergeben, signifikant kleiner als der Einfluss von σ∞.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass für fast alle Simulationen eine mehr oder weniger aus-
geprägte Abnahme von ω̇ zu beobachtet ist, wenn der geschädigte Flächenanteil sich dem
Wert 50 % annähert. Dies ist eine Folge der Annahme, dass das Porenvolumen beim Zu-
sammenwachsen zweier Poren erhalten bleiben soll. Der Effekt auf ω̇ ist dabei umso stärker
ist, je größer die zusammenwachsenden Poren sind.

Die Betrachtung einer vollständigen Porenanordnung durch die hier verwendete Simulati-
onsprozedur bringt unter anderem den Vorteil mit sich, dass Wechselwirkungen zwischen
unterschiedlich angeordneten Poren berücksichtigt werden können. Dabei ist der Abstand
zwischen benachbarten Poren von besonderer Bedeutung. Dies soll durch den Vergleich mit
einem analytischen Modell verdeutlicht werden. In Abb. 4.14 sind zusätzlich zu den Simu-
lationsergebnissen von Simulationsreihe 2 die Entwicklungen des geschädigten Flächenan-
teils und der Porendichte entsprechend dem in [Rie85] vorgeschlagenen Modell für die drei
Spannungsniveaus σ∞1, σ∞2 und σ∞3 dargestellt. Das Modell berücksichtigt kontinuierli-
che Nukleation neuer Poren und das diffusionsgesteuerte Wachstum einer Porenpopulation
mit unterschiedlichen Porengrößen durch Betrachtung einer Porengrößenverteilungsfunktion.
Durch eine Näherungslösung für die zugehörige Bilanzgleichung kann die zeitliche Entwick-
lung der Größenverteilung bestimmt und weiterverwendet werden, um den geschädigten Flä-
chenanteil auszudrücken. Unter Berücksichtigung von (4.44) und (4.45) ergibt sich für die hier
verwendeten Notationen:

ω(t̂ ) = 3π/5 · α̂P(6D̂KG/h(ψ))
2/3 · t̂ 5/3 . (4.49)

Da dieses Modell nicht das Zusammenwachsen von Poren berücksichtigt, ist ein Vergleich
mit den Simulationsergebnissen nur in den frühen Porositätsstadien sinnvoll, wenn die Ent-
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wicklungen der Porendichten keine zu großen Abweichungen voneinander zeigen. Aus Abb.
4.14 ist ersichtlich, dass das Modell aus [Rie85] die Schädigungsentwicklung deutlich über-
schätzt, und zwar auch in den sehr frühen Stadien. Die langsamere Schädigungsentwicklung
innerhalb der Simulationen ist auf die ungleichmäßigen Porenanordnungen und die daraus re-
sultierenden unterschiedlich großen Diffusionswege zurückzuführen. Je größer der Abstand
zwischen benachbarten Poren ist, desto größer sind die Diffusionswege entlang der Korn-
grenze und desto kleiner sind die Porenwachstumsraten. Da die einzelnen Poren jedoch nicht
unabhängig voneinander wachsen können, sondern durch die Annahme starrer Körner ge-
zwungen sind, eine einheitliche Korngrenzenaufdickungsrate ˙JuKP zu realisieren, wird die
Schädigungsentwicklung in den Simulationen maßgeblich durch die kleinsten Wachstumsra-
ten begrenzt. Darüber hinaus wird in dem Modell aus [Rie85] der Einfluss der Porenrand-
spannung vernachlässigt, so dass es unmöglich ist, das Sintern neu nukleierter Poren für
hohe Werte von γ̂S, so wie in Simulation 5 der ersten Simulationsreihe beobachtet (siehe
Abb. 4.12c), zu beschreiben.

4.3 Entwicklung eines vereinfachten Porositätsmodells

Die in den vorangegangen Abschnitten beschriebenen Porositätssimulationen zur Untersu-
chung der relevanten Material- und Belastungsparameter benötigten auf einem Workstation-
Computer mit 3 GHz Dual-Core CPU und 8 GB Arbeitsspeicher jeweils ungefähr einen Tag an
Berechnungszeit. Zwar erlaubt die angewendete Simulationsmethode die Berücksichtigung
komplexerer Wechselwirkungen innerhalb einer vollständigen Porenpopulation, der benötigte
Berechnungsaufwand ist dabei jedoch zu groß, um die Methode zur Beschreibung der Korn-
grenzenporosität innerhalb eines Polykristallmodells, welches über eine größere Anzahl von
Korngrenzen verfügt, anzuwenden. Im Folgenden wird daher ein vereinfachtes Porositätsmo-
dell vorgestellt, welches den in den Simulationen beobachteten Schädigungszustand einer
Korngrenze durch globale Zustandsvariablen beschreibt und deren zeitlichen Verlauf durch
Entwicklungsgleichungen abbildet.

4.3.1 Wahl von globalen Schädigungsvariablen

Als globale Schädigungsvariablen sollen hier und im Folgenden Variablen verstanden wer-
den, welche einen bestimmten Aspekt des Schädigungszustandes einer durch eine Poren-
population geschädigten Korngrenze mittels einer einzelnen Variable beschreiben. Mit der
Porendichte ρ (bzw. der verwandten dimensionslosen Variable ρ̂) und dem geschädigten Flä-
chenanteil ω sind bereits zwei derartige Variablen in den vorangegangenen Abschnitten ein-
geführt worden. Die ebenfalls bereits eingeführte Korngrenzenaufdickung JuKP zählt auch zu
den globalen Variablen und beschreibt das einheitliche Auseinanderdriften der angrenzen-
den Körner, einem Aspekt, der für die Betrachtung von Spannungsumlagerungen in einem
Polykristall berücksichtigt werden muss. Darüber hinaus ist JuKP unter den in Abschnitt 4.1
getroffenen Annahmen nur durch Korngrenzendiffusion bestimmt und bleibt zudem während
dem Zusammenwachsen von Poren invariant, da das Porenvolumen erhalten bleiben soll. Für
die Beschreibung des Schädigungszustandes einer Korngrenze ist es daher sinnvoll, neben
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der Porendichte ρ die auf JuKP basierende dimensionslose Schädigungsvariable β entspre-
chend der Definitionen

ρ =
NS0

S0

NS0
=N

Ŝ0⇐⇒ ρ̂ =
N

Ŝ0

Ŝ0
(4.50)

β = JuKP ·
√
ρ = JûKP ·

√
ρ̂ (4.51)

zu verwenden. Während ω die geschädigte Korngrenzenfläche charakterisiert, sind β und
JuKP abhängig vom Volumen der Korngrenzenporen. Wie aber im folgenden Abschnitt ge-
zeigt wird, besteht im achsensymmetrischen Fall ein direkter Zusammenhang zwischen β
und ω.

4.3.2 Entwicklungsgleichungen für globale Schädigungsva riablen

Zur Beschreibung der zeitlichen Entwicklungen von ρ und β sollen im Folgenden Entwick-
lungsgleichungen abgeleitet werden, welche die in den Porositätssimulationen beobachteten
Mechanismen berücksichtigen. Dies ist auf analytischem Wege jedoch nur für eine verein-
fachte Porenanordnung möglich. Für die weiteren Betrachtungen wird daher von einer ach-
sensymmetrischen Porenanordnung ausgegangen, welche näherungsweise einer gleichmä-
ßigen Anordnung gleich großer Poren mit Radius â und mit konstantem Abstand 2ĉ voneinan-
der entspricht (siehe Abb. 4.15). Der Radius â und der Abstand 2ĉ können dabei im Rahmen
der vereinfachten Modellbildung als Effektivwerte einer vollständigen Porenpopulation ange-
sehen werden. Darüber hinaus sollen die Entwicklungsgleichungen hier in dimensionsloser
Form bezüglich der Normierung aus Abschnitt 4.1.3 angegeben werden, was die resultieren-
den Gleichungen vereinfacht. Im folgenden wird daher auch die Notation

⋆

(. . .) =
d (. . .)

dt̂
(4.52)

verwendet (siehe (4.41)), um Zeitableitungen und Raten bezüglich der dimensionslosen Zeit
t̂ auszudrücken.

â

2ĉ

Abb. 4.15: Achsensymmetrische Porenanordnung:
Entspricht einer gleichmäßigen Anordnung
gleich großer Poren.
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Für eine einzelne Pore mit Radius â in einer achsensymmetrischen Anordnung beträgt das
Volumen V̂ = 4πh(ψ) â3/3 und die mit einer Pore assoziierte Korngrenzenfläche Ŝ0 = πĉ 2.
Mit diesen beiden Größen ergeben sich die Korngrenzenaufdickung und die Porendichte zu

JûKP =
V̂

Ŝ0
=

4

3
h(ψ)

â3

ĉ 2
und ρ̂ =

1

πĉ 2
. (4.53)

Durch Auflösen von (4.51) und (4.53) nach â, ĉ und ω ergeben sich weiterhin die Zusammen-
hänge

â =
1√
ρ̂

3

√
3

4

β

h(ψ)π
=

√
ω

πρ̂
, ĉ =

1√
πρ̂

und ω = ω(β) =
â2

ĉ 2
= 3

√
9πβ2

16h2(ψ)
.

(4.54)

Die letzte Gleichung zeigt im Übrigen, dass, wie bereits angekündigt, der geschädigte Flä-
chenanteil ω im achsensymmetrischen Fall nur von β abhängt (h(ψ) = konst. wird voraus-
gesetzt).

In Anlehnung an die Simulationsprozedur und die Simulationsergebnisse soll die Entwick-
lungsgleichung für die Porendichte ρ̂ dem einfachen Zusammenhang

⋆

ρ̂ =
⋆

ρ̂P −
⋆

ρ̂A (4.55)

genügen, worin
⋆

ρ̂P eine Produktionsrate und
⋆

ρ̂A eine Annihilationsrate sind. Die Produkti-

onsrate
⋆

ρ̂P entspricht dabei der in den Simulationen verwendeten Nukleationsrate und ergibt
sich unter Berücksichtigung der Zeitskalierung gemäß (4.46) zu

⋆

ρ̂P =

⋆

N
Ŝ0

Ŝ0
= α̂P . (4.56)

Für die Beschreibung der Annihilationsrate
⋆

ρ̂A muss eine Unterscheidung zwischen Poren-

wachstum
⋆

â ≥ 0 und Porenschrumpfen
⋆

â < 0 vorgenommen werden:

⋆

ρ̂A =

{ ⋆

ρ̂A.ZW , wenn
⋆

â ≥ 0
⋆

ρ̂A.S , wenn
⋆

â < 0
. (4.57)

Wachsen die Poren auf einer Korngrenze, so wird die Porenanzahl durch das Zusammen-

wachsen reduziert. Eine Annihilationsrate für das Zusammenwachsen von Poren
⋆

ρ̂A.ZW wird
im übernächsten Abschnitt hergeleitet. Im Falle von Porenschrumpfen wird die Porenanzahl
hingegen durch das vollständige Sintern sehr kleiner Poren reduziert. Die Identifikation ei-

ner Annihilationsrate für das Sintern von Poren
⋆

ρ̂A.S erfolgt anhand von Ergebnissen einer
gesonderten, in Abschnitt 4.4 beschriebenen Untersuchung von Porenschrumpfen.

Da die Schädigungsvariable β keine unmittelbare physikalische oder geometrische Bedeu-
tung hat, ist es auf direktem Wege nicht möglich, einen mikromechanisch naheliegenden An-
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satz, wie beispielsweise für die Porendichte, zu verfolgen. Entsprechend der Definition (4.51)
setzt sich β aber aus der Korngrenzenaufdickung und der Porendichte zusammen, wobei die
Korngrenzenaufdickung wiederum durch das Volumen der Poren bestimmt ist. Aufgrund des
geometrischen Zusammenhangs zwischen Porenvolumen V̂ und Porenradius â kann das

Porenwachstum durch die radiale Wachstumsrate
⋆

â berücksichtigt werden. Um nun eine Ent-

wicklungsgleichung für β anzugeben, wird angenommen, dass
⋆

β eine Funktion von ρ̂ und â
ist:

⋆

β =
⋆

β (ρ̂, â) . (4.58)

Folglich kann
⋆

β auf die zeitliche Veränderung von ρ̂ und die radiale Wachstumsrate
⋆

â zurück-
geführt werden:

⋆

β =
∂β

∂ρ̂

⋆

ρ̂+
∂β

∂â

⋆

â . (4.59)

Aus den geometrischen Beziehungen (4.51) und (4.53) lassen sich die beiden partiellen Ab-
leitungen bestimmen und es folgt:

⋆

β =
3

2

β

ρ̂

⋆

ρ̂+
3β

â

⋆

â . (4.60)

Durch Einsetzen von (4.55) ergibt sich schließlich

⋆

β =
3

2

β

ρ̂

( ⋆

ρ̂P −
⋆

ρ̂A

)
+

3β

â

⋆

â . (4.61)

4.3.3 Porenwachstum

Das Porenwachstum ist für die Porositätsentwicklung von zentraler Bedeutung und beein-
flusst dabei nicht nur die Porengröße, sondern ist, wie im nächsten Abschnitt gezeigt wird,
auch ein wesentlicher Aspekt bei der Beschreibung des Zusammenwachsens von Poren. Im
Rahmen des vereinfachten Porositätsmodells soll Porenwachstum durch einen analytischen

Ausdruck für die radiale Wachstumsrate
⋆

â berücksichtigt werden. Für eine achsensymmetri-
sche Porenanordnung kann das Diffusionsrandwertproblem analytisch gelöst und ein explizi-

ter Ausdruck für
⋆

â abgeleitet werden (siehe [Rie87]). In der hier verwendeten dimensionslo-
sen Formulierung ergibt sich für die radiale Wachstumsrate

⋆

â = D̂KG
2

h(ψ)

σ̂∞ − σ̂Rand (â) · (1− ω)

â2 q(ω)
(4.62)

mit

q(ω) = −2 lnω − (3− ω)(1 − ω) , (4.63)

σ̂Rand (â) = 2γ̂S sinψ/â , (4.64)

σ̂∞ = σ∞/σR̂ef
= 1 , entsprechend (4.46) . (4.65)
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4.3.4 Zusammenwachsen von Poren

Die Berücksichtigung des Zusammenwachsens von Poren in einem analytischen Modell er-
fordert mehrere vereinfachende Annahmen, da die Porenanordnung, genauer gesagt die re-
lativen Positionen von Poren zueinander, der wichtigste Aspekt für das Zusammenwachsen
ist. Jedoch stehen entsprechende Informationen aufgrund der Annahme einer achsensym-
metrischen Porenanordnung nicht zur Verfügung.

Für die Herleitung von
⋆

ρ̂A.ZW wird daher, wie in [Wil87a] und [Fed98], auf eine probabilis-
tische Beschreibung des Zusammenwachsens zurückgegriffen. Hierfür wird angenommen,
dass die Porendichte ρ̂ homogen und die Positionen von Poren unkorreliert und zufällig ent-
lang der Korngrenze sind. Folglich kann die Wahrscheinlichkeit, dass sich N Poren auf einer
Korngrenzenfläche Â befinden, durch die Poisson-Verteilung

P
(
k = N, Â

)
=

(
ρ̂ · Â

)k

k!
exp
(
−ρ̂ ·Â

)
(4.66)

ausgedrückt werden, worin ρ̂ ·Â der Erwartungswert der Porenanzahl auf der Fläche Â ist.
Daraus ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, dass sich genau eine Pore auf der Korngrenzen-
fläche Â befindet, zu

P
(
k = 1, Â

)
= ρ̂ ·Â · exp

(
−ρ̂ · Â

)
. (4.67)

Im Sinne einer vereinfachten Modellbildung soll weiterhin nur das Zusammenwachsen zweier
gleich großer Poren betrachtet werden. Die Wahrscheinlichkeiten, dass drei oder mehr Poren
gleichzeitig zusammenwachsen, werden als klein angesehen, so dass diese Fälle für die

Herleitung von
⋆

ρ̂A.ZW nicht berücksichtigt werden.

Wachsen zwei gleich große Poren mit Radius â innerhalb eines Zeitinkrements ∆t̂ jeweils

â â

∆â∆â 2â

Ω̂ (â)

2â+ 2∆â

Abb. 4.16: Veranschaulichung der lokalen Porenanordnung unmittelbar vor dem Zusammenwachsen
zweier gleich großer Poren.
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um ∆â, dann kann eine Kreisringfläche

Ω̂ = 4π
(
2â∆â+∆â2

)
(4.68)

definiert werden (siehe Abb. 4.16), in dessen Zentrum sich eine der beiden betrachteten Po-
ren befindet. Ein Zusammenwachsen der beiden Poren innerhalb eines Zeitinkrements ∆t̂
findet genau dann und nur dann statt, wenn sich die zweite Pore innerhalb der Kreisringflä-
che Ω̂ befindet. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich eine Pore im Kreisring Ω̂ befindet, ergibt
sich aus (4.67) für Â = Ω̂. Die Gesamtzahl an Porenpaaren, die pro Einheitsfläche unter
homogenen Bedingungen innerhalb von ∆t̂ zusammenwachsen, kann dann durch

∆t̂ ·
⋆

ρ̂A.ZW =
1

2
· ρ̂ ·P

(
k = 1, Â = Ω̂ (â)

)

=
1

2
· ρ̂ 2 ·4π

(
2â∆â+∆â2

)
· exp

(
−ρ̂ ·4π

(
2â∆â+∆â2

))

= 4πρ̂ 2 â∆â+O (∆â) (4.69)

abgeschätzt werden, wobei der Faktor 1/2 der Tatsache Rechnung trägt, dass beim Zusam-
menwachsen nur eine Pore pro Porenpaar verschwindet. Zudem wurde im letzten Umform-
schritt eine Entwicklung in eine Potenzreihe bezüglich ∆â durchgeführt. Durch Betrachtung
des Grenzfalls ∆t̂ → 0 und Vernachlässigung von Termen höherer Ordnung bezüglich ∆â
ergibt sich daraus die Annihilationsrate für das Zusammenwachsen von Poren zu

⋆

ρ̂A.ZW = 4πρ̂ 2 â
⋆

â , (4.70)

worin ρ̂ die aktuelle Porendichte ist. Der Zusammenhang (4.70) ist dabei mit dem in [Wil87a]
präsentierten Ausdruck vergleichbar. Während in [Wil87a] aber von einer konstanten An-
fangsporendichte ausgegangen wurde, wird in (4.70) die aktuelle Porendichte verwendet.

4.3.5 Direktes Sintern neuer Poren

Innerhalb der durchgeführten Porositätssimulationen wurde oft beobachtet, dass neue Poren
direkt nach ihrer Nukleation sehr schell schrumpfen und schließlich vollständig sintern, wenn
der Nukleationsort in der Nähe einer hinreichend großen bereits existierenden Pore liegt.
In einem solchen Fall sind in der unmittelbaren Umgebung der größeren Pore die aus dem
Diffusionsrandwertproblem resultierenden lokalen Normalspannungen in der ungeschädig-
ten Korngrenzenfläche niedriger als die Randspannung der neuen Pore. Entsprechend der
zugehörigen chemischen Potentiale bildet sich ein Diffusionsfluss von Atomen hin zur neuen
Pore aus, so dass diese schrumpft.

Eine derartige Situation ist der zufälligen und unkorrelierten Wahl von Nukleationsorten wäh-
rend einer Porositätssimulation geschuldet und spielt für hohe Werte der skalierten Oberflä-
chenenergie γ̂S eine Rolle. Ist die lokale Normalspannung an einem Punkt der ungeschädig-
ten Korngrenzenfläche zu niedrig, als dass sich eine stabile neue Pore bilden kann, so führt
dies effektiv zu einer Verringerung der globalen Nukleationsrate, so wie es in Abb. 4.12c für
Simulation 5 zu beobachten ist.

50 BAM-Dissertationsreihe



4.3 Entwicklung eines vereinfachten Porositätsmodells

â

ĉ

âS

σ̂n

σ̂Rand (â = âinit)
!
= σ̂n (âS)

r̂

Abb. 4.17: Veranschaulichung der lokalen Normalspannungen in der ungeschädigten Korngrenzenflä-
che für eine achsensymmetrische Porenanordnung.

Um diesen Effekt innerhalb des vereinfachten Porositätsmodells zu berücksichtigen, soll die

vorgegebene Nukleationsrate
⋆

ρ̂P auf Basis einer Abschätzung für die Wahrscheinlichkeit,
dass die zuvor diskutierte Situation eintritt, angepasst werden.

Um die lokalen Normalspannungen in der Umgebung einer existierenden Pore mit Radius â
abzuschätzen, wird wieder auf die analytische Lösung für die achsensymmetrische Porenan-
ordnung zurückgegriffen. Die Normalspannung σ̂n in der ungeschädigten Korngrenzenfläche
in einer Entfernung r̂ vom Porenzentrum ist gegeben durch (siehe [Rie87])

σ̂n (r̂) = σ̂Rand (â) +
1

8D̂KG

⋆

JûKP
(
4ĉ 2 ln

(
r̂

â

)
− 2

(
r̂ 2 − â2

))
. (4.71)

Wie in Abb. 4.17 dargestellt, lässt sich die ungeschädigte Korngrenzenfläche in zwei Kreis-
ringe unterteilen. Innerhalb des Kreisrings mit Innenradius âS und Außenradius ĉ ist die lo-
kale Normalspannung größer als die Randspannung σ̂Rand einer neuen Pore mit Radius
âinit = ainit/aR̂ef

= 1, so dass in diesem Bereich stabile neue Poren nukleieren können.
Im Gegensatz dazu würden Poren innerhalb des Kreisrings mit Innenradius â und Außenra-
dius âS gar nicht erst entstehen. Der kritische Radius âS ergibt sich entsprechend diesen
Überlegungen aus der Bedingung

σ̂Rand (â = âinit)
!
= σ̂n (âS) . (4.72)

Um die Größe des inneren Kreisrings abzuschätzen, wird (4.71) in (4.72) eingesetzt und das
Verhältnis η = âS/â eingeführt, so dass sich nach Umformung

4πD̂KG ρ̂
(
σ̂Rand (âinit)− σ̂Rand (â)

)( ⋆

JûKP
)−1

= 2 ln η −
(
η2 − 1

)
ω (4.73)

ergibt. Vereinfachend soll angenommen werden, dass das direkte Sintern neuer Poren nur

einen kleinen Einfluss auf
⋆

JûKP hat. Diese Annahme erscheint gerechtfertigt, da die kleinen
Poren innerhalb der Simulationen nur wenig zum Gesamtporenvolumen beitragen.

Eine Abschätzung
⋆

JûKP
∗

für die Korngrenzenaufdickungsrate kann entsprechend (4.51) mit-
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tels der beiden Entwicklungsgleichungen (4.55) und (4.61) durch

⋆

JûKP
∗
=

β√
ρ̂

(
1

β

⋆

β − 1

2ρ̂

⋆

ρ̂

)
=

β√
ρ̂ 3

(
⋆

ρ̂P −
⋆

ρ̂A

)
+

3β

â
√
ρ̂

⋆

â (4.74)

angegeben werden. Um schließlich die Größe des inneren Kreisrings abzuschätzen, muss
η aus (4.73) bestimmt werden. Dies ist auf analytischem Wege jedoch nicht ohne Vereinfa-
chung der rechten Seite von (4.73) möglich. Bei der Untersuchung verschiedener Vereinfa-
chungen zeigte sich, dass das Sintern neuer Poren zufriedenstellend beschrieben werden
kann, wenn ausschließlich der logarithmische Term für η berücksichtigt wird. Durch Auflösen
nach η folgt somit:

η = exp

(
2πD̂KG ρ̂

(
σ̂Rand (âinit)− σ̂Rand (â)

)( ⋆

JûKP
∗
)−1

)
. (4.75)

Da die Nukleationsorte neuer Poren auf der ungeschädigten Korngrenzenfläche zufällig und
unabhängig von existierenden Poren sein sollen, ergibt sich die Wahrscheinlichkeit f , dass
eine neue Pore im inneren Kreisring nukleiert, aus dem Verhältnis der Fläche des inneren
Kreisrings zur gesamten ungeschädigten Korngrenzenfläche:

f =
â2S − â2

ĉ 2 − â2
=
ω(η − 1)

1− ω
. (4.76)

Folglich beträgt die Menge an Poren mit Nukleationsorten innerhalb des inneren Kreisrings

f ·
⋆

ρ̂P. Das direkte Sintern neuer Poren wird schließlich innerhalb des vereinfachten Modells
berücksichtigt, indem die vorgegebene Nukleationsrate für eine ungeschädigte Korngrenzen-

fläche
⋆

ρ̂P durch die effektive Nukleationsrate ersetzt wird:

⋆

ρ̂P −→ (1− f)
⋆

ρ̂P . (4.77)

Da das Volumen neuer Poren klein ist, sind die Auswirkungen des direkten Sinterns auf β
ebenfalls klein. Daher wird die Modifikation (4.77) nur auf (4.55), nicht jedoch auf (4.61) an-
gewendet.

Bei der Verwendung von (4.75) ist darüber hinaus zu beachten, dass das Argument der Ex-
ponentialfunktion größer als Null sein muss, damit η ≥ 1 erfüllt wird. Da âinit ≤ â und folglich

σ̂Rand (âinit)−σ̂Rand (â) ≥ 0 gilt, kann (4.75) nur angewendet werden, wenn
⋆

JûKP
∗
> 0 er-

füllt ist. Dies kann jedoch für die Betrachtung von Porennukleation vorausgesetzt werden, da
JûKP durch das Volumen neuer Poren zunimmt. Der Fall, dass neue Poren nukleieren, wäh-
rend gleichzeitig vorhandene Poren schrumpfen, ist aus physikalischer Sicht sehr unwahr-
scheinlich. Viel mehr würden neue Poren gar nicht erst entstehen, wenn die Bedingungen
das Schrumpfen bereits existierender Poren bewirken.
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4.3.6 Finales Porositätsmodell

Im Rahmen des vereinfachten Porositätsmodells, welches in den vorangegangenen Abschnit-
ten präsentiert wurde, werden alle Mechanismen, die in den durchgeführten Porositätssimu-
lationen beobachtet wurden, durch analytische Ausdrücke berücksichtigt. Da die Modellglei-
chungen (4.54), (4.55), (4.61), (4.62), (4.70), (4.74), (4.75), (4.76) und (4.77) unter Zuhilfenah-
me von notwendigen Vereinfachungen abgeleitet wurden, zu denen vor allem die Annahme
einer achsensymmetrischen Porenanordnung gehört, ist die Einführung von vier Fitparame-
tern χ1 bis χ4 notwendig, um das Porositätsverhalten der Simulationen bestmöglich abzubil-
den. Die finalen Modellgleichungen sind einschließlich der Fitparameter in (4.78) bis (4.90)
zusammengefasst:

a
R̂ef

= ainit , σ
R̂ef

= σ∞ , t
R̂ef

=
1

ǫ̇∞(σ∞)
,

⋆

β =
3

2

β

ρ̂

(
⋆

ρ̂P −
⋆

ρ̂A

)
+

3β

â

⋆

â ,

⋆

ρ̂ = (1− f)
⋆

ρ̂P −
⋆

ρ̂A ,

⋆

â = χ1 ·D̂KG
2

h(ψ)

σ̂∞ − σ̂Rand (â) · (1− χ2 ·ω)

â2 q(χ2 ·ω)
,

σ̂Rand (â) = 2γ̂S sinψ/â ,

q(ω) = −2 lnω − (3− ω)(1− ω) ,

h(ψ) =

[
(1 + cosψ)−1 − 1

2
cosψ

]
/ sinψ ,

ω = 3

√
9πβ2

16h2(ψ)
, â =

√
ω

πρ̂
,

⋆

ρ̂A = χ3 ·4πρ̂ 2 â
⋆

â ,

f = min

{
1,
ω(η − 1)

1− ω

}
(wegen vereinfachter Bestimmung von η) ,

η = exp

(
χ4 ·2πD̂KG ρ̂

(
σ̂Rand (âinit)− σ̂Rand (â)

)( ⋆

JûKP
∗
)−1

)
,

⋆

JûKP
∗
=

β√
ρ̂ 3

( ⋆

ρ̂P −
⋆

ρ̂A

)
+

3β

â
√
ρ̂

⋆

â ,

χ1 = 0, 256 , χ2 = 1, 230 , χ3 = 1, 334 , χ4 = 1, 683 .

(4.78)

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)
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Die Fitparameter wurden durch Anpassung an die Simulationsergebnisse bestimmt, wozu die
Residuumsfunktion

FRes =

Simulationen∑

k





Zeitschritte∑

i



(
βSimk,i − βModell

k,i

βSimk,i

)2

+

(
ρ̂ Simk,i − ρ̂Modell

k,i

ρ̂ Simk,i

)2






(4.91)

definiert wurde und worin βSimk,i der Wert von β in der Simulation und βModell
k,i der Wert des

vereinfachten Modells jeweils im i-ten Zeitschritt der k-ten Simulation sind (gleiches gilt für ρ̂).
Die Anpassung der Fitparameter (4.90) erfolgte dabei in zwei Schritten. Zunächst wurde ein
Wert für χ4 bestimmt, welcher das direkte Sintern neuer Poren beeinflusst. Hierzu wurden die
Fitparameter innerhalb eines Anpassungsprozesses iterativ durch Minimierung von FRes be-
stimmt, wobei ausschließlich die Simulation mit dem größten Wert für γ̂S (Simulation 5 in Tab.
4.2) in FRes betrachtet wurde. Der resultierende Wert χ4 = 1, 683 erlaubte dabei eine gute
Beschreibung des direkten Sintern durch das Modell. Anschließend wurden die übrigen Fit-
parameter in einem zweiten Anpassungsprozess bestimmt, wobei der zuvor bestimmte Wert
für χ4 unverändert beibehalten wurde und dieses Mal alle Simulationen (Simulationsreihe 1
und 2) in FRes betrachtet wurden.

Da die Vereinfachungen und Annahmen während der Herleitung des vereinfachten Modells
im Wesentlichen die Betrachtung einer achsensymmetrischen Porenanordnung betreffen und
die Fitparameter ohne weitere Modifikation der Gleichungen eingefügt wurden, können Ab-
weichungen der Fitparameter vom Wert 1 als Maß dafür betrachtet werden, inwiefern sich
das Porositätsverhalten in den Simulationen von einer rein achsensymmetrischen Modell-
beschreibung unterscheidet. Beispielsweise drückt der Wert χ1 = 0, 256 die Reduktion der
Porenwachstumsraten innerhalb der Simulationen aufgrund von Wechselwirkungen zwischen
unterschiedlich großen und ungleichmäßig angeordneten Poren aus. Dabei handelt es sich
um eine Erkenntnis, die bereits aus anderen Studien [FHD85; CD88; YC90a; FO09] bekannt
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Abb. 4.18: Vergleich der Porositätsentwicklungen zwischen dem vereinfachten Modell (rot) und den Er-
gebnissen von Simulationsreihe 2 aus Abschnitt 4.2.2.
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Abb. 4.19: Veranschaulichung des Einflusses von γ̂S, welcher durch das vereinfachte Modell (schwarze
Linien) gut reproduziert wird.

ist. Ebenso zeigt der Wert χ3 = 1, 334, dass die Häufigkeit, mit der Zusammenwachsen
für unterschiedlich große und ungleichmäßig angeordnete Poren stattfindet, durch eine rein
achsensymmetrische Beschreibung unterschätzt werden würde.

Das vereinfachte Porositätsmodell ist mit angepassten Fitparametern in der Lage, für alle
untersuchten Parameterkombinationen von D̂KG, γ̂S und α̂P die zeitlichen Entwicklungen
der globalen Schädigungsvariablen β und ρ̂ gut zu reproduzieren. Zum Vergleich sind in
Abb. 4.18 die Ergebnisse von Simulationsreihe 2 (siehe Abschnitt 4.2) zusammen mit den
zugehörigen Ergebnissen des vereinfachten Modells dargestellt. Weiterhin wird in Abb. 4.19
der Einfluss von γ̂S auf die Porositätsentwicklung gezeigt, welcher sich hauptsächlich durch
das direkte Sintern neuer Poren äußert und gut durch das vereinfachte Modell erfasst wird.
Darüber hinaus kann davon ausgegangen werden, dass das vereinfachte Porositätsmodell
aufgrund der Mechanismen-orientierten Herleitung in der Lage ist, die Korngrenzenschädi-
gung auch für angemessene Parametervariationen außerhalb des untersuchten Bereiches
sinnvoll zu beschreiben. Für die acht Parameterraumeckpunkte, die sich aus der Kombina-
tionen der in Abschnitt 4.2.1 betrachteten Minimal- und Maximalwerte für D̂KG, γ̂S und α̂P
ergeben, konnte zumindest beobachtet werden, dass zusätzlich durchgeführte Verifikations-
simulationen, welche nicht in die Anpassung der Fitparameter eingegangen sind, gut durch
das vereinfachte Modell beschrieben werden.

Grenzen der Anwendbarkeit des vereinfachten Modells ergeben sich jedoch aus den Annah-
men und Vereinfachungen, welche während der Herleitung der Modellgleichungen und in-
nerhalb der numerischen Porositätssimulationen angewendet wurden. Letztere gehen dabei
durch die angepassten Fitparameter in das vereinfachte Modell ein. Vor allem die Annah-
me der schnellen Oberflächendiffusion, welche das Gleichgewichtsporenwachstum und die
Erhaltung des Porenvolumens beim Zusammenwachsen rechtfertigt, ist hier zu benennen.
Zudem wird durch das vereinfachte Modell nur Porenwachstum durch Korngrenzendiffusion
berücksichtigt, nicht jedoch ein Beitrag durch Versetzungskriechen der angrenzenden Körner.
Die Vernachlässigung von Letzterem ist jedoch nur für kleine Belastungen zulässig, wenn die
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in [Ric79] eingeführte Diffusionslänge L (siehe (2.8)) groß im Vergleich zu Porenradien und
-abständen ist. In Fällen wo dies nicht gegeben ist, müsste die Porenwachstumsrate (4.81)
angepasst werden, um beispielsweise den Einfluss von Oberflächendiffusion [CKRS79] oder
den Einfluss von Versetzungskriechen [NR80; SN83] zu berücksichtigen. Es sei abschlie-
ßend noch einmal darauf hingewiesen, dass die in Abschnitt 4.2 durchgeführten Simulatio-
nen ausschließlich Porenwachstum für konstante positive Werte von σ∞ umfassen. Darauf
aufbauend wird im folgenden Abschnitt Porenschrumpfen untersucht.

4.4 Betrachtung von Porenschrumpfen

Korngrenzenflächen innerhalb eines Polykristalls sind im Falle einer isotropen Mikrostruktur
zufällig im Raum orientiert. Daher stellen sich trotz konstanter äußerer Belastung sehr unter-
schiedliche Normal- und Schubspannungen an den Korngrenzen, jeweils in Abhängigkeit von
der räumlichen Orientierung, ein. Auch können zeitabhängige Prozesse, wie beispielsweise
Korngrenzenschädigung und -gleiten, zu Spannungsumlagerungen innerhalb eines Polykris-
talls führen. Das Zusammenwirken verschiedener Kriechmechanismen muss dabei aber eine
kompatible Gesamtdeformation erzeugen, so dass gegebenenfalls schneller ablaufende Pro-
zesse durch langsamer ablaufende Prozesse behindert werden. Folglich besteht die Mög-
lichkeit, dass einige Korngrenzen mit der Zeit stärker belastet werden, während wiederum
andere Korngrenzen entlastet werden oder möglicherweise in einen Druckzustand kommen.
Letzteres könnte vor allem unter nicht proportionalen äußeren Belastungen eintreten, wenn
sich die Hauptspannungsrichtungen verändern.

Für die Porositätsentwicklung ist die lokal auf eine Korngrenze wirkende Normalspannung
die treibende Kraft, sowohl im Zug- als auch im Druckbereich. Im Zugbereich verrichtet sie
die benötigte Arbeit, um Atome zur Korngrenzenebene hinzuzufügen. Dabei stellt sich ein
Diffusionsfluss von der freien Oberfläche der Poren hin zur Korngrenzenebene ein und es
findet Porenwachstum statt. Im Gegensatz dazu verrichtet die Normalspannung im Druckbe-
reich die benötigte Arbeit, um Atome aus der Korngrenzenebene zu entfernen. In der Folge
kommt es zu einem Diffusionsfluss hin zur freien Porenoberfläche und die Poren schrump-
fen. Hinzu kommt das Bestreben zur Minimierung der freien Oberfläche einer Pore. Dies führt
dazu, dass sich bereits für sehr kleine, aber positive Normalspannungen ein Diffusionsfluss
aus der Korngrenzenebene hin zur freien Porenoberfläche ausbildet und es ebenfalls zum
Schrumpfen von Poren kommt.

Im Folgenden wird daher das Porenschrumpfen einer ganzen Porenpopulation mittels der in
Abschnitt 4.1 präsentierten Simulationsmethode untersucht. Dabei werden Porenanordnun-
gen zu verschiedenen Zeitpunkten aus den in Abschnitt 4.2 durchgeführten Simulationen als
Startporenanordnungen verwendet.

4.4.1 Angepasste dimensionslose Formulierung der Gleichu ngen

Die Wahl der Referenzwerte (4.46), welche für die in Abschnitt 4.1.3 durchgeführte Normie-
rung der dem Porositätsprozess zugrunde liegenden Gleichungen genutzt wurden, war für
die Untersuchungen von Porenwachstum bei konstanter Spannung σ∞ zweckdienlich.
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In der Folge konnten relevante Parameter identifiziert und gezielte Studien mit minimiertem
Umfang durchgeführt werden. Wie aber im vorangegangen Abschnitt diskutiert wurde, müs-
sen zur Beschreibung der Korngrenzenporosität innerhalb eines Polykristalls auch veränder-
liche Belastungen an einer Korngrenze berücksichtigt werden. Die Normierung (4.39) könnte
jedoch für Werte σ∞ ≤ 0 nicht ohne weitere Modifikationen angewendet werden. Daher ist
die Wahl von neuen Referenzwerten, welche unabhängig von σ∞ oder anderen lösungs-
abhängigen Größen sind, für die Betrachtung zeitlich veränderlicher Belastung von Vorteil.
Durch die Wahl der alternativen Referenzwerte

aRef = ainit , σRef =
γS
ainit

und tRef =
a4init

D̃KGγS
(4.92)

kann eine entsprechende Normierung erreicht werden. Diese bringt zudem noch den Vorteil
mit sich, dass sämtliche Materialparameter, die mit der Korngrenzendiffusion in Verbindung
stehen, aus den jeweiligen Gleichungen des Diffusionsrandwertproblems in die Referenzwer-
te verlagert werden.

Analog zum Vorgehen in Abschnitt 4.1.3 werden alle Größen entsprechend der physikali-
schen Bedeutung mittels der Referenzwerte (4.92) normiert:

a =
a

aRef

, σ =
σ

σRef

, t =
t

tRef

. (4.93)

Gleiches gilt natürlich für die Definitionen des kreisförmigen Korngrenzenbereiches und der
zugehörigen Ränder

x ∈ S ⇐⇒ x ∈ S und x ∈ Li ⇐⇒ x ∈ Li , (4.94)

sowie für die räumlichen und zeitlichen Ableitungen:

∇ (. . .) = aRef ∇ (. . .) , ∆(. . .) = a2
Ref

∆(. . .) ,
⋄

(. . .) =
d (. . .)

dt
= tRef

d (. . .)

dt
.

(4.95)

In Analogie zur verwendeten Symbolik in Abschnitt 4.1.3 und Abschnitt 4.3, wo die Normie-
rung von Variablen und Ableitungsoperatoren mit den Referenzwerten (4.46) durch ein Zir-
kumflex gekennzeichnet wurde, wird die Normierung mit den Referenzwerten (4.92) durch
das Überstreichen von Variablen und Ableitungsoperatoren dargestellt. Zudem sei noch spe-
ziell auf die Notation

⋄

(. . .) =
d (. . .)

dt
(4.96)

hingewiesen, welche genutzt wird, um Zeitableitungen und Raten bezüglich der dimensions-
losen Zeit t auszudrücken.
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4.4.2 Simulation von Porenschrumpfen

Eine notwendige Voraussetzung für die Untersuchung von Porenschrumpfen ist das Vorhan-
densein von Poren auf einer Korngrenze. Für die Durchführung von Schrumpfungssimulatio-
nen wurden daher Porenanordnungen zu verschiedenen Zeitpunkten aus den in Abschnitt
4.2 beschriebenen Porenwachstumssimulationen als Startporenanordnungen genutzt. Die
resultierenden Simulationen können somit als Fortsetzung der Ursprungssimulation für ein
anderes Spannungsniveau angesehen werden. Als Ursprungssimulationen wurden aus Si-
mulationsreihe 2 (siehe Abschnitt 4.2.1) zwei der fünf Wiederholungssimulationen für das
Spannungsniveau σ∞2 ausgewählt, welche im folgenden mit den Abkürzungen WDH1 und
WDH2 bezeichnet werden. Für beide Simulationen wurden jeweils Porenanordnungen für
die drei geschädigten Flächenanteile ω1 = 5 %, ω2 = 20 % und ω3 = 35 % bestimmt
und als Startporenanordnungen von Schrumpfungssimulationen mit den Spannungsniveaus
σ∞4 = −2 MPa und σ∞5 = 0 MPa verwendet. Die für die Ursprungssimulationen verwen-
deten Materialparameter (Tab. 4.1) wurden dabei unverändert übernommen. Da unter diesen
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Abb. 4.20: Entwicklungen der Schädigungsvaria-
blen β und ρ für das Spannungsniveau
σ∞4 = −2 MPa. Die Startporenanord-
nungen stammten jeweils aus Poren-
wachstumssimulation WDH1.

Abb. 4.21: Entwicklungen der Schädigungsvaria-
blen β und ρ für das Spannungsniveau
σ∞5 = 0 MPa. Die Startporenanord-
nungen stammten jeweils aus Poren-
wachstumssimulation WDH2. Die Pfeile
in (b) veranschaulichen die Tendenz der
Entwicklung von ρ.
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Bedingungen alle Poren innerhalb des betrachteten Korngrenzenbereiches schrumpfen, wur-
de die Nukleation neuer Poren innerhalb der Schrumpfungssimulationen unterdrückt.

Die in Abschnitt 4.1 präsentierte Simulationsmethode wurde jeweils genutzt, um die zeitliche
Entwicklung der Korngrenzenporosität zu bestimmen. Aus den Lösungen des Diffusionsrand-
wertproblems für die beiden Spannungsniveaus σ∞4 und σ∞5 ergaben sich dabei stets Dif-
fusionsflüsse aus der Korngrenzenebene hin zu den Poren. Das daraus folgende Schrumpfen
von Poren führte letztendlich über das vollständige Sintern sehr kleiner Poren zu einer Ver-
ringerung der Porenanzahl im betrachteten Korngrenzenbereich. Die zeitlichen Entwicklun-
gen der Schädigungsvariablen β und ρ sind in Abb. 4.20 für die Porenwachstumssimulation
WDH1 sowie die zugehörigen Schrumpfungssimulationen, welche sich ausgehend von den
drei unterschiedlichen Startporenanordnungen für das Spannungsniveau σ∞4 ergeben, dar-
gestellt. In Abb. 4.21 sind zudem die Verläufe von β und ρ für die Porenwachstumssimulation
WDH2 sowie die jeweils zugehörigen drei Schrumpfungssimulationen für das Spannungs-
niveau σ∞5 abgebildet. Für alle betrachteten Fälle ist eine kontinuierliche Abnahme von β
und ρ zu beobachten. Während die Entwicklung von β jeweils einen verhältnismäßig glat-
ten Verlauf aufweist, variiert in den meisten Simulationen die Rate, mit der ρ abnimmt, über
den Simulationsverlauf. Letzteres ist eine direkte Folge von unterschiedlich großen Poren
innerhalb der Porenanordnungen. Speziell für jene Schrumpfungssimulationen, deren Start-
porenanordnungen sich durch einen hohen geschädigten Flächenanteil auszeichnen, ist zu
beobachten, dass ρ zu Beginn einer Simulation am stärksten abnimmt, da viele kleine Poren
innerhalb kurzer Zeit vollständig sintern. Letzteres ist auch der Tatsache geschuldet, dass
die absolute Schrumpfungsrate umso größer ist, je kleiner die Porengröße ist. Des Weiteren
ist zum Ende der Simulationen zu beobachten, dass die Abnahmerate von ρ zunächst leicht
ansteigt, bevor es zu einer kontinuierlichen Abnahme bei Annäherung an ρ = 0 kommt. Letz-
teres ist auf wenige große Poren zurückzuführen, welche nur sehr langsam schrumpfen und
zum Ende einer Simulation vereinzelt innerhalb größerer Zeitabstände sintern.

4.4.3 Sinterrate für Porenschrumpfen

Um das in den Simulationen beobachtete Porenschrumpfen durch das vereinfachte Porosi-
tätsmodell aus Abschnitt 4.3 beschreiben zu können, ist eine Erweiterung der Modellgleichun-
gen nötig. Wie bei der Herleitung der Entwicklungsgleichung für ρ̂ in Abschnitt 4.3 bereits
diskutiert wurde, muss im Falle von Porenschrumpfen eine Annihilationsrate berücksichtigt
werden, welche die Reduktion der Porendichte ρ̂ durch das vollständige Sintern von Poren
beschreibt. Die Herleitung eines entsprechenden Ausdrucks wird im Folgenden bezüglich
der in Abschnitt 4.4.1 eingeführten Normierung formuliert. Bei Verwendung von Größen und
Gleichungen aus Abschnitt 4.3 erfolgt dabei stets eine Umnormierung entsprechend der un-
terschiedlichen Referenzwerte (4.46) und (4.92).

Um einen Ausdruck für die Annihilationsrate
⋄

ρA.S herzuleiten, welcher das Sintern von Po-
ren beschreibt, wird im Folgenden die Anzahl an Poren abgeschätzt, deren Radien inner-
halb eines Zeitinkrements∆t kleiner als der Anfangsporenradius ainit werden. Die während
der simulierten Schrumpfungsvorgänge beobachteten Veränderungen der Porengrößenver-
teilungen dienen hierfür als Ausgangspunkt. Wie im vorangegangenen Abschnitt bereits be-
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Abb. 4.22: Vereinfachte Betrachtung der Porengrößenverteilung für Porenschrumpfen.

schrieben wurde, ist der Verlauf von ρ durch das unterschiedliche Schrumpfungsverhalten
von unterschiedlich großen Poren bestimmt. Dabei ergab sich aus einer genaueren Analyse
der simulierten Porengrößenverteilungen, dass, wie in Abb. 4.22a skizziert, die Porengrößen
zu verschiedenen Zeitpunkten bis zu einer maximalen Porengröße amax näherungsweise
gleichmäßig verteilt waren. Im Folgenden wird daher die Porengrößenverteilung, so wie in
Abb. 4.22b dargestellt, durch ein Rechteck mit Breite amax − ainit und Höhe ρa approxi-
miert. Zudem wird die Porenanzahl stets auf die Korngrenzenfläche S0 bezogen.

Die innerhalb der Simulationen beobachteten Veränderungen der Porengrößenverteilungen
lassen sich jeweils vereinfacht durch eine Verschiebung des Rechtecks in Richtung der klei-

neren Porengrößen beschreiben. Aus der Menge an Poren ∆NS0

∣∣∣
a<ainit

, welche als Konse-

quenz der Verschiebung der rechteckförmigen Verteilung kleiner als ainit werden, ergibt sich
schließlich

⋄
ρA.S. Um Breite, Höhe und Verschiebung der approximierten Verteilung im Rah-

men des vereinfachten Porositätsmodells zu bestimmen, wird zunächst angenommen, dass
der durch (4.85) gegebene Porenradius a dem Mittelwert der rechteckförmigen Verteilung
entspricht:

a =
ainit + amax

2
=⇒ amax = 2a− ainit . (4.97)

Der sich ergebende Wert für amax beschreibt somit die Breite der Verteilung. Die Höhe ρa
ergibt sich dann aus der Forderung, dass die über alle Porengrößen aufsummierten Poren-
anzahlen pro Korngrenzenfläche S0 gleich der Porendichte ρ sein sollen. Aus

ρ =

amax
ˆ

ainit

∂ρ

∂a
(a) da mit

∂ρ

∂a
(a) = ρa folgt somit ρa =

ρ

2 (a− ainit)
.

(4.98)

Um die Verschiebung der Verteilung beschreiben zu können, wird schließlich noch angenom-
men, dass alle Poren unabhängig von ihrer jeweiligen Größe mit der selben Geschwindigkeit
⋄
a < 0 schrumpfen. Diese Annahme erscheint gerechtfertigt, da die Raten, mit denen unter-
schiedlich große Poren schrumpfen, nur für sehr kleine Poren relevante Abweichungen zei-
gen. Diese scheinen aber die Veränderung der Verteilung nicht wesentlich zu beeinflussen.
Entsprechend ergibt sich die Anzahl an Poren auf der Korngrenzenfläche S0, deren Radien
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innerhalb des Zeitinkrements∆t kleiner als ainit werden, zu

∆NS0

∣∣∣
a<ainit

= −⋄
a ·∆t ·ρa ·S0 . (4.99)

Für den Grenzfall ∆t→ 0 folgt daraus die Annihilationsrate für das Sintern von Poren zu

⋄
ρA.S =

∆NS0

∣∣∣
a<ainit

∆t ·S0
= − ρ

2 (a− ainit)

⋄
a . (4.100)

Mit (4.100) kann das vereinfachte Porositätsmodell (4.78) bis (4.90) um die Betrachtung von
Porenschrumpfen erweitert werden, wobei sich sämtliche Modellgleichungen bezogen auf die
in Abschnitt 4.4.1 eingeführte Normierung wie folgt zusammenfassen lassen:

aRef = ainit , σRef =
γS
ainit

, tRef =
a4init

D̃KG γS
,

⋄

β =
3

2

β

ρ

(
⋄
ρP − ⋄

ρA

)
+

3β

a

⋄
a ,

⋄
ρ = (1− f)

⋄
ρP − ⋄

ρA ,

⋄
a = χ1 ·

2

h(ψ)

σ∞ − σRand (a) · (1− χ2 ·ω)

a2 q(χ2 ·ω)
,

σ∞ = σ∞/σRef ,

σRand (a) = 2 sinψ/a ,

q(ω) = −2 lnω − (3 − ω)(1− ω) ,

h(ψ) =

[
(1 + cosψ)−1 − 1

2
cosψ

]
/ sinψ ,

ω = 3

√
9πβ2

16h2(ψ)
, a =

√
ω

πρ
,

⋄
ρA =

{
χ3 ·4πρ 2 a

⋄
a , wenn

⋄
a ≥ 0

χ5 · −ρ
2 (a−ainit)

⋄
a , wenn

⋄
a < 0

,

f = min

{
1,
ω(η − 1)

1− ω

}
(wegen vereinfachter Bestimmung von η) ,

η = exp

(
χ4 ·2πρ

(
σRand (ainit)− σRand (a)

)( ⋄

JuKP
∗
)−1

)
,

⋄

JuKP
∗
=

β√
ρ 3

(
⋄
ρP − ⋄

ρA

)
+

3β

a
√
ρ

⋄
a ,

χ1 = 0,256 , χ2 = 1, 230 , χ3 = 1, 334 , χ4 = 1, 683 , χ5 = 2, 242 .

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)
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Dabei wurde in (4.110) ein weiterer Fitparameterχ5 = 2, 242 eingefügt. Dieser wurde mittels
der bereits in Abschnitt 4.3.6 verwendeten Anpassungsprozedur, jetzt jedoch in Kombination
mit dem erweiterten Porositätsmodell, an die Porenschrumpfungssimulationen angepasst.

Zum Vergleich sind in Abb. 4.20 und Abb. 4.21 die Verläufe von β und ρ, welche sich aus
dem erweiterten Modell für die jeweils zugehörigen Simulationen ergeben, dargestellt. Es
zeigt sich, dass das Modell das Porositätsverhalten aus den Simulationen gut abbilden kann.
Die speziell in Abb. 4.21 deutlich zu erkennenden Abweichungen sind dabei auf die zufälligen
Porenanordnungen in den betrachteten Ursprungssimulationen zurückzuführen.

Die abgeleitete Annihilationsrate
⋄
ρA.S ist zudem ansatzweise in der Lage, den in Abschnitt

4.4.2 beschriebenen charakteristischen Verlauf von ρ (stärkerer Abfall zu Beginn und zum
Ende des Porenschrumpfens) für die Startporenanordnungen mit dem hohen geschädigten
Flächenanteil ω3 abzubilden.

Das erweiterte Porositätsmodell (4.101) bis (4.114) kann somit sowohl für die Beschreibung
von Porenwachstum als auch für die Beschreibung von Porenschrumpfen verwendet werden.
Es sollte allerdings darauf geachtet werden, dass die Produktionsrate

⋄
ρP in Entwicklungs-

gleichung (4.103) einen positiven Beitrag liefert, wenn Porenwachstum (
⋄
a ≥ 0) stattfindet.

Im Falle von Porenschrumpfen (
⋄
a < 0) sollte

⋄
ρP hingegen verschwinden. Im Rahmen aller

durchgeführten Porositätssimulationen war dies immer erfüllt.

4.5 Porositätsentwicklung unter variablen Spannungen

Für die Herleitung der Modellgleichungen (4.101) bis (4.114) wurden mehrere mikromecha-
nische Mechanismen berücksichtigt, welche anhand des Verhaltens vollständiger Porenan-
ordnungen identifiziert wurden. Es kann daher davon ausgegangen werden, dass das er-
weiterte Porositätsmodell die Entwicklung der Korngrenzenschädigung für ein breiteres Be-
lastungsspektrum sinnvoll beschreibt. Dies bildet eine gute Grundlage für die Beschreibung
der Korngrenzenporosität in Abhängigkeit von zeitlich veränderlichen Normalspannungen an
einer Korngrenze, welche, wie bereits diskutiert wurde, in einem Polykristall auftreten können.

Es wurde daher durch Betrachtung mehrerer Verifikationssimulationen, welche mit den kon-
stanten Materialparametern aus Tab. 4.1 und vorgegeben zeitlich veränderlichen Belastun-
gen durchgeführt wurden, überprüft, ob das erweiterte Porositätsmodell auch unter derartigen
Bedingungen in der Lage ist, das Schädigungsverhalten abzubilden. In Abb. 4.23 und Abb.
4.24 sind exemplarisch die Ergebnisse zweier Verifikationssimulationen mit den durch das
erweiterte Porositätsmodell bestimmten Verläufen der beiden Schädigungsvariablen β und ρ
verglichen.

In der ersten Simulation (Abb. 4.23) wurden zunächst Porenwachstum für eine konstante
Spannung σ∞ = 10 MPa und anschließend Porenschrumpfen für eine konstante Spannung
σ∞ = −10 MPa simuliert, wobei ein sprunghafter Wechsel zwischen den beiden Span-
nungsniveaus erfolgte. Dieser Fall entspricht weitestgehend den Simulationen, die für die
Entwicklung des Porositätsmodells verwendet wurden. Die gute Übereinstimmung zwischen
Modell und Simulation ist daher nicht unerwartet.
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Abb. 4.23: Vergleich der Schädigungsentwicklung
zwischen einer Verifikationssimulatio-
nen und dem erweiterten Porositäts-
modell für einen vorgegebenen Span-
nungssprung.

Abb. 4.24: Vergleich der Schädigungsentwicklung
zwischen einer Verifikationssimulatio-
nen und dem erweiterten Porositätsmo-
dell für eine vorgegebene lineare Ab-
senkung des Spannungsniveaus.

Im Unterschied dazu wurde in der zweiten Simulation (Abb. 4.24) das Spannungsniveau be-
ginnend mit σ∞ = 8 MPa linear bis in den negativen Bereich abgesenkt. Obwohl die Ent-
wicklung der Porendichte ρ auch in diesem Fall gut abgebildet wird, so zeigt der durch das
Modell beschriebene Verlauf von β eine deutliche Unterschätzung der Schädigungsentwick-
lung. Ein ähnlich abweichendes Verhalten konnte auch in weiteren Verifikationssimulationen
für andere zeitlich veränderliche Belastungen beobachtet werden, insbesondere wenn σ∞
vergleichbar oder kleiner als die Randspannung σRand (ainit) einer neu nukleierten Pore
war.

Der Grund hierfür liegt in einer Veränderung der Porengrößenverteilung, welche für niedrige
Spannungsniveaus auftritt und nicht durch die vereinfachte Modellierung einer einheitlichen
Porengröße (⇔ achsensymmetrische Porenanordnung) abgebildet werden kann. Durch den
Einfluss der Porengröße auf die Porenwachstumsrate tritt dabei für sehr kleine Spannungs-
niveaus der Fall ein, dass innerhalb der Simulationen große Poren weiter wachsen können,
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4 Untersuchungen zum Kriechschädigungsverhalten einer einzelnen Korngrenze

während kleinere Poren schrumpfen und schließlich vollständig sintern. Da eine derartige Dif-
ferenzierung durch das Porositätsmodell nicht beschrieben werden kann, kommt es folglich
zu den beobachtbaren Abweichungen in Abb. 4.24b.

Innerhalb eines Polykristalls ist die Belastung an einer Korngrenze jedoch nicht beliebig, son-
dern ergibt sich, wie bereits mehrfach erwähnt, im Zusammenspiel mit den Deformationsbe-
hinderungen des umliegenden Materials. Daher wurde in einer weiteren Verifikationssimulati-
on das Schädigungsverhalten einer deformationsbehinderten Korngrenze untersucht. Hierzu
wurde die Spannung σ∞ innerhalb der Simulation derartig angepasst, dass die Entwicklung
der Korngrenzenaufdickung JuKP einem vorgegeben linearen Verlauf entsprach. Die resul-
tierenden Verläufe von σ∞, β und ρ sind in Abb. 4.25 dargestellt. Ebenfalls dargestellt sind
zwei Ansätze zur Beschreibung der Korngrenzenschädigung durch das Porositätsmodell. Im
ersten Fall wird dem Modell der exakt gleiche Verlauf von σ∞ wie in der Simulation vorge-
geben. Im zweiten Fall wird σ∞ auf gleiche Weise wie in der Simulation angepasst, um den
vorgegebenen linearen Verlauf von JuKP abzubilden.
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schreibung durch das erweiterte Porositätsmodell für eine vorgegebene lineare Zunahme der
Korngrenzenaufdickung JuKP.
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4.6 Diskussion der Ergebnisse

Sowohl für die Simulation als auch für die beiden Ansätze zur Anwendung des Modells ist
jeweils ein rascher Abfall der Normalspannung σ∞ zu beobachten. Darüber hinaus ist deut-
lich zu erkennen, dass es zu einer Unterschätzung der Schädigungsentwicklung durch das
Modell kommt, wenn der Verlauf von σ∞ aus der Simulation vorgegeben wird. Wird σ∞
jedoch innerhalb der Anwendung des Modells angepasst, um den Verlauf von JuKP abzubil-
den, so stellen sich im Vergleich zur Simulation leicht erhöhte Spannungsniveaus ein. Diese
beeinflussen wiederum die Schädigungsentwicklung, wobei die resultierenden Verläufe von
β und ρ im wesentlichen den Ergebnissen der Simulation entsprechen. Die beobachtbaren
Abweichungen liegen dabei im Bereich der simulationsabhängigen Variationen aufgrund der
zufälligen Porenanordnung.

4.6 Diskussion der Ergebnisse

In den Abschnitten 4.2 und 4.4 konnte durch die direkte Simulation der Porositätsentwick-
lung das Schädigungsverhalten einer einzelnen Korngrenze untersucht und charakterisiert
werden. Gegenüber anderen Studien [HR59; Wee73; SB75; BS78; EA79; CKRS79; PN79;
NR80; MN82; SN83; SC87], welche meist nur eine einzelne Korngrenzenpore unter Sym-
metrierandbedingungen betrachteten, erlaubte die hier verwendete numerische Simulations-
prozedur die Untersuchung von unterschiedlich großen und ungleichmäßig verteilten Korn-
grenzenporen. Dies ermöglichte es, die Beeinflussung der Porositätsentwicklung zu erfassen,
welche aus Wechselwirkungen zwischen den Poren resultierte.

Dabei war zu beobachten, dass die Anordnung von Poren nicht nur einen Einfluss auf die
Porenwachstumsraten hat, sondern darüber hinaus auch das Zusammenwachsen von Poren
prägt. Dies zeigt sich vor allem in den geometrischen Überlegungen, welche die Basis für
die Ableitung der Annihilationsrate für das Zusammenwachsen von Poren in Abschnitt 4.3.4
bildeten.

Aber auch die Nukleation von neuen Poren, ein Prozess der noch nicht vollständig verstanden
ist, wird durch die Anordnung von Poren zueinander beeinflusst. Genauer gesagt geht es um
die Frage, an welchen Punkten entlang der ungeschädigten Korngrenzenfläche sich neue
Poren bilden. Für die durchgeführten Simulationen wurde angenommen, dass neue Poren
an zufälligen Positionen entstehen. Alternativ könnten sich neue Poren aber auch bevorzugt
dort bilden, wo die lokale Normalspannung maximal ist. Letzteres würde jedoch dazu führen,
dass stets Porenanordnungen mit größtmöglichem Abstand der Poren zueinander entstehen.
Ausschlaggebend für den tatsächlichen Nukleationsort dürfte hingegen die Frage sein, ob die
lokalen Bedingungen die Entstehung einer stabilen Pore ermöglichen.

Innerhalb der Simulationen ergibt sich die Antwort auf diese Frage unmittelbar aus den re-
sultierenden Wachstumsraten, so dass Poren an ungünstigen Nukleationsorten schrump-
fen, bis sie durch vollständiges Sintern verschwinden. Dieser Effekt ist eng mit den Posi-
tionen der Poren zueinander verknüpft und kann durch das vereinfachte Porositätsmodell
mittels einer Korrektur der Nukleationsrate, welche sich aus der Analyse des direkten Sin-
terns neu nukleierter Poren ergab (siehe Abschnitt 4.3.5), beschrieben werden. In Ermange-
lung eines allgemein anerkannten Modells erscheint dies als ein sinnvoller Umgang mit den
Nukleationsorten von Poren.
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Wie bereits in Abschnitt 4.3.6 diskutiert wurde, sind die Porositätssimulationen unter der An-
nahme von Gleichgewichtsporenwachstum und unter Vernachlässigung von Deformationen
der angrenzenden Körner durchgeführt worden. Bei einer möglichen zukünftigen Erweite-
rung des vereinfachten Porositätsmodells durch die Verwendung von angepassten Poren-
wachstumsraten [CKRS79; NR80; SN83], wie in Abschnitt 4.3.6 angesprochen, sollte daher
hinterfragt werden, ob die Wechselwirkungen zwischen den Poren durch das vereinfachte Po-
rositätsmodell noch in angemessener Weise beschrieben werden. Speziell für den Fall des
Nichtgleichgewichtsporenwachstums, für welchen sich kompliziertere Porenformen ausbilden
können, muss überprüft werden, ob die geometrischen Überlegungen, welche beispielsweise
für die Beschreibung des Zusammenwachsens von Poren genutzt wurden, noch zutreffend
sind.

Darüber hinaus deuten die Simulationsergebnisse für die Porositätsentwicklungen unter va-
riablen Belastungen darauf hin, dass es, wie bereits in Abschnitt 4.5 diskutiert, für sehr kleine
Spannungsniveaus zu Veränderungen in der Porengrößenverteilung kommt, welche durch
das vereinfachte Porositätsmodell nicht im Detail abgebildet werden können. Obwohl davon
auszugehen ist, dass dieser Belastungsbereich nur wenig zur versagensrelevanten Schä-
digungsentwicklung beiträgt, so könnte eine genauere Analyse dennoch für eine Weiterent-
wicklung der Annihilationsrate (4.110) genutzt werden. Da die jeweils für Porenwachstum und
-schrumpfen verwendeten Terme in (4.110) auf unterschiedliche Mechanismen zurückgehen,
ist die Annihilationsrate beim Übergang von Porenwachstum zu Porenschrumpfen zwar ste-
tig, aber nicht differenzierbar. Es wäre daher sinnvoll, die Formulierung der Annihilations-
rate diesbezüglich zu erweitern und den Übergang differenzierbar zu gestalten. Letzteres
wäre speziell aus numerischer Sicht eine vorteilhafte Eigenschaft, welche der Vermeidung
von Konvergenzproblemen bei der Simulation von Schädigungsentwicklungen für sehr kleine
Spannungsniveaus dienen würde.
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5 Entwicklung eines mikromechanischen Polykristallmodel ls

In diesem Abschnitt wird ein mikromechanisches Polykristallmodell vorgestellt, welches die
Beschreibung des Kriechverhaltens eines Werkstoffes unter Berücksichtigung einer explizi-
ten dreidimensionalen Mikrostruktur im Rahmen einer FE-Analyse ermöglicht. Die Modellie-
rung in der vorliegenden Arbeit orientiert sich dabei an den Arbeiten von Van der Giessen et
al. [GT91; GT94a; GT94b; GT94c; GOB97; OG97a; OG97b]. Dort wurde das physikalische
Verhalten von Körnern und Korngrenzen zunächst als unabhängig voneinander angenom-
men und jeweils durch geeignete Modellgleichungen beschrieben. Die Berücksichtigung von
Wechselwirkungen erfolgte dann durch Betrachtung von zweidimensionalen Modellen der Mi-
krostruktur, welche jeweils aus einem Verbund mehrerer Körner und Korngrenzen bestanden.
Das hier vorgestellte Modell nutzt eine ähnliche Unterteilung des Werkstoffverhaltens in drei
Aspekte. Zum einen werden die Deformationen einzelner Körner durch ein viskoplastisches
Einkristallmodell beschrieben. Zum anderen werden die Entstehung von Korngrenzenschädi-
gung und das Auftreten von Korngrenzengleiten durch ein speziell hierfür entwickeltes Kohä-
sionsmodell berücksichtigt. Darüber hinaus wird für die Simulation des Kriechverhaltens eine
konkrete polykristalline Mikrostruktur durch ein FE-Modell abgebildet, indem einzelne Körner
entlang der Korngrenzen durch kohäsive Elemente miteinander verbunden werden. Die For-
mulierung der Modellgleichungen erfolgt dabei ausschließlich unter der Annahme von kleinen
Deformationen, was für Kriechdeformationen unter geringen Lasten akzeptabel erscheint. Da
zudem die Verformungsgeschwindigkeiten von Kriechdeformationen vergleichsweise niedrig
sind, können die ablaufenden zeitabhängigen Prozesse als quasi-statisch angesehen wer-
den.

5.1 Deformationsverhalten einzelner Körner

Das Deformationsverhalten einzelner Körner soll durch ein rein mechanisches Einkristall-
modell beschrieben werden. Hierfür wird angenommen, dass das Gleiten von Versetzungen
für die betrachteten Gleitsysteme unterhalb der Fließspannung stattfindet. Das Überwinden
von Hindernissen unter Kriechbedingungen wird dabei durch verstärktes Auftreten thermisch
aktivierter Prozesse (z. B. Klettern von Versetzungen) ermöglicht. Vereinfachend wird auf die
Betrachtung von Diffusionsvorgängen und den daraus resultierenden Deformationen (Coble-
Kriechen und Nabarro-Herring-Kriechen) verzichtet.

Das hier zum Einsatz kommende und im Folgenden kurz beschriebene Modell wurde in
[FKL08] entwickelt und entspricht einer vereinfachten Variante des in [MPC91] präsentierten
viskoplastischen Kristallmodells. Mit Blick auf das Ziel, das Polykristallmodell im Rahmen der
vorliegenden Arbeit zur Beschreibung einer Kupferlegierung anzuwenden, werden hier nur
12 Gleitsysteme ({111}-Gleitebenen und 〈011〉-Gleitrichtungen) betrachtet. Die Gleitebenen
sind dabei parallel zu den Atomlagen mit dichtester Packung in einem kubisch flächenzen-
trierten Kristalliten orientiert (siehe Abb. 5.1). Darüber hinaus wird innerhalb des Modells
keine kinematische Verfestigung berücksichtigt, was als eine angemessene Vereinfachung
für konstante Kriechbelastungen angesehen werden kann.
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[100]

[010]

[001]

[1̄01]

[011̄]

[11̄0]

(111)

(111)
Abb. 5.1: Schematische Darstellung zweier (111)-

Gleitebenen eines kubisch flächenzen-
trierten Kristallits. Ebenfalls dargestellt
sind die in einer (111)-Gleitebene lie-
genden Gleitrichtungen [1̄01], [011̄] und
[11̄0].

Für die Ratenformulierung der Modellgleichungen wird von einer additiven Zerlegung des
Gesamtdehnungstensors ǫ in einen elastischen Anteil ǫel und einen plastischen Anteil ǫpl

ausgegangen:

ǫ̇ = ǫ̇el + ǫ̇pl . (5.1)

Die Rate des Spannungstensors ergibt sich entsprechend dem Hookeschen Gesetz aus der
Verknüpfung der Rate des elastischen Dehnungstensors mit dem Steifigkeitstensor vierter

Ordnung
〈4〉

C gemäß

σ̇ =
〈4〉

C : ǫ̇el , (5.2)

wobei
〈4〉

C entsprechend der kubischen Kristallsymmetrie durch drei unabhängige Materialpa-
rameter bestimmt ist. Die Entwicklung des plastischen Dehnungstensors ergibt sich hingegen
aus Scherdeformationen, welche aus Versetzungsbewegungen innerhalb der betrachteten 12
Gleitsysteme resultieren. Dementsprechend wird die Rate des plastischen Dehnungstensors
durch

ǫ̇pl =
1

2

12∑

g=1

(
ng ⊗mg +mg ⊗ ng

)
· γ̇g (5.3)

ausgedrückt, wobei ng der Normalenvektor der Gleitebene, mg die Gleitrichtung und γg die
Scherrate des g-ten Gleitsystems sind. Die Scherrate des g-ten Gleitsystems soll sich dabei
entsprechend eines viskosen Zusammenhangs mit isotroper Verfestigung in Abhängigkeit
von der entlang des Gleitsystems wirkenden Schubspannung τg aus

γ̇g = ν̇g sign
(
τg
)

mit τg = mg ·σ ·ng (5.4)

ergeben. In (5.4) ist νg eine innere Variable pro Gleitsystem, welche der akkumulierten Scher-
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deformation entspricht und deren Entwicklung sich aus

ν̇g =

〈∣∣τg
∣∣−Rg

K

〉n

mit Rg = R0 +Q

12∑

g=1

Hgi [1− exp (−b νi)] (5.5)

ergibt. Entsprechend der Formulierung mittels McAuley-Klammern wird ν̇g nie negativ. Isotro-
pe Verfestigung wird innerhalb der Modellgleichungen durch den SchwellwertRg berücksich-
tigt, welcher sich je nach Wahl der WechselwirkungsmatrixHgi in Abhängigkeit von den ak-
kumulierten Scherdeformationen aller Gleitsysteme verändert. Wird für die Wechselwirkungs-
matrix, welche für die betrachteten 12 oktaedrischen Gleitsysteme im Allgemeinen durch vier
unabhängige Parameter bestimmt ist [MPC91], vereinfachend reine Selbstverfestigung an-
genommen, also Hgi = δgi (δgi ist das Kronecker-Delta), so ist das Materialverhalten des
Modells durch die fünf Parameter K , n, R0, Q und b bestimmt.

Um das Materialmodell im Rahmen von FE-Simulationen mit dem FE-Programm Abaqus
verwenden zu können, wurde auf eine Implementierung der konstitutiven Gleichungen mittels
der benutzerdefinierten Programmschnittstelle UMAT (siehe Abschnitt Abaqus User
Subroutines Reference Manual in [Aba]) zurückgegriffen, welche durch die Bundesanstalt
für Materialforschung und -prüfung bereitgestellt wurde. Die Implementierung nutzt eine im-
plizite Zeitintegration zur Lösung des nichtlinearen Materialverhaltens und liefert über die
Schnittstelle eine konsistente Tangentensteifigkeit an das FE-Programm.

5.2 Deformations- und Schädigungsverhalten von Korngrenz en

Die Korngrenzen in einem polykristallinen Werkstoff besitzen bei genauer Betrachtung eine
Dicke von mehreren Atomlagen. Da die Korngrenzendicke aber gegenüber anderen Abmes-
sungen in der Mikrostruktur (z. B. der Korngröße oder der Korngrenzenfläche) für gewöhnlich
vernachlässigbar ist, können Korngrenzen im Rahmen der Modellierung eines Polykristalls
durch scharfe Grenzflächen mit verschwindender Dicke idealisiert werden. Im Folgenden wird
zunächst die Beschreibung der Deformationen an einer solchen Grenzfläche diskutiert, be-
vor anschließend in Abschnitt 5.2.2 ein Kohäsionsmodell für eine durch Poren geschädigte
Korngrenze vorgestellt wird.

5.2.1 Deformationsbeschreibung einer Korngrenze

Die Deformationen, die mit den Mechanismen an einer Korngrenze in Zusammenhang stehen
(z. B. Schädigung und Korngrenzengleiten), sollen hier im Rahmen einer kontinuumsmecha-
nischen Formulierung durch einen Verschiebungssprung entlang einer scharfen Grenzfläche
ausgedrückt werden. Der Verschiebungssprung

JuK = uKorn 1 − uKorn 2 (5.6)

ergibt sich dabei aus der Relativbewegung der angrenzenden Körner. Wie in Abb. 5.2 dar-
gestellt ist, sind uKorn 1 und uKorn 2 in (5.6) die Verschiebungen von materiellen Punkten
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en

eset JuK

uKorn 1

uKorn 2 Abb. 5.2: Illustration eines Verschiebungssprun-
ges JuK, welcher zur Beschreibung der
an einer Korngrenze auftretenden De-
formationen genutzt wird.

in den jeweils angrenzenden Körnern. Die Festlegung der Nummerierung der Körner erfolgt
dabei bezüglich der Korngrenzennormalenrichtung en. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit
befindet sich Korn 1 stets in Richtung von en.

In [GT91] wurden sogenannte Korngrenzenelemente genutzt, um den Verschiebungssprung
entlang einer Korngrenze zu bestimmen. Die dabei angewendete Vorgehensweise im Rah-
men eines numerischen Verfahrens erforderte jedoch eine erneute Diskretisierung der Korn-
grenze in jedem Zeitschritt. Speziell im Rahmen einer FE-Analyse besteht durch die Nutzung
von kohäsiven Elementen [CM04; WA04; Vös10] aber auch die Möglichkeit, einen Verschie-
bungssprung ohne Neuvernetzung einer Korngrenze zu beschreiben. In beiden Fällen wird
der vektorielle Verschiebungssprung JuK bezüglich eines lokalen Koordinatensystems, wel-
ches aus der Normalenrichtung en sowie den beiden Tangentialrichtungen es und et der
Korngrenze besteht (siehe Abb. 5.2), in drei Komponenten zerlegt:

JuK =
[
JunK JusK JutK

]T
. (5.7)

Die Indices n, s und t bezeichnen dabei jeweils die Komponenten entlang der Normalen-
richtung und der beiden Tangentialrichtungen. In Abschnitt 5.3.1 werden die Vorgehensweise
dieser Zerlegung und die damit verbundenen Probleme an einer gekrümmten Korngrenze
ausführlicher diskutiert.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass die Zerlegung des Verschiebungssprunges bezüglich
eines lokalen Koordinatensystems in der aktuellen Konfiguration erfolgen muss, wenn, wie
in [BSG08] für ein Delaminationsproblem diskutiert, eine Grenzfläche großen Rotationen un-
terworfen ist. Da die Dehnungen für die hier im Fokus stehenden Kriechbedingungen aber
als klein angesehen werden, ist davon auszugehen, dass die Rotationen von Korngrenzen
vernachlässigbar sind.

5.2.2 Kohäsionsmodell für eine durch Poren geschädigte Kor ngrenze

Um das physikalische Verhalten von scharfen Grenzflächen zu beschreiben, werden ver-
breitet Kohäsionsmodelle eingesetzt. Diese wurden ursprünglich im Rahmen von Risswachs-
tumsuntersuchungen entwickelt, wobei die Anfänge auf die Arbeiten von Barenblatt und
Dugdale [Bar59; Dug60] zurückgehen. Neben der Beschreibung von Rissausbreitungsvor-
gängen [TH92] können Kohäsionsmodelle unter anderem auch für die Betrachtung von De-
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laminationsvorgängen [TCCD06; BSG08] und für die Berücksichtigung von schädigenden
Korngrenzen in Polykristallen [CM04; WA04] genutzt werden. Der Name dieser Modelle leitet
sich dabei aus der Vorstellung ab, dass zum Öffnen eines Risses oder zur Delamination an ei-
ner Grenzfläche eine bestimmte Arbeit verrichtet werden muss, um Kohäsionskräfte, welche
sich beispielsweise aus atomaren Anziehungskräften ergeben, zu überwinden.

Die Formulierung von Kohäsionsmodellen erfolgt in den meisten Fällen durch die Beschrei-
bung eines Spannungsvektors in Abhängigkeit von einem vektoriellen Verschiebungssprung.
Der Spannungsvektor charakterisiert dabei die mechanische Belastung der Grenzfläche,
während der vektorielle Verschiebungssprung die mit der Grenzfläche assoziierten Deforma-
tionen repräsentiert. Für gewöhnlich werden vergleichsweise einfache konstitutive Zusam-
menhänge zwischen Spannungsvektor und Verschiebungssprung angenommen, welche die
tatsächlich ablaufenden Prozesse rein phänomenologisch beschreiben sollen. Zudem kann
auch eine Potentialfunktion genutzt werden, um thermodynamisch konsistente Modelle zu
formulieren [TCCD06]. Hierbei ergibt sich dann der Spannungsvektor aus dem jeweiligen
Potential durch Bildung der Ableitung nach dem Verschiebungssprung.

Im Rahmen von FE-Analysen werden Kohäsionsmodelle in Kombination mit kohäsiven Ele-
menten eingesetzt, um Separationsprozesse entlang von festgelegten Pfaden bzw. Flächen
zu simulieren. Dies bietet sich speziell für Vorgänge an, bei denen die Grenzflächen, so wie
beispielsweise die Matrix-Faser-Grenzfläche in Faserverbundwerkstoffen oder die Korngren-
zen in einem Polykristall, einen physikalischen Ursprung haben.

Im Gegensatz zu den weit verbreiteten phänomenologischen Kohäsionsmodellen soll hier
ein mikromechanisch motiviertes konstitutives Grenzflächenmodell genutzt werden, um das
Verhalten einer durch Poren geschädigten Korngrenze zu beschreiben. Der im Folgenden
beschriebene Zusammenhang zwischen Spannungsvektor und Verschiebungssprung ergibt
sich dabei aus der Betrachtung von Korngrenzenschädigung und Korngrenzengleiten. Da
das Modell bei der späteren Anwendung im Rahmen einer FE-Analyse in Kombination mit
kohäsiven Elementen zum Einsatz kommen soll, wird es in der vorliegenden Arbeit auch als
mikromechanisches Kohäsionsmodell bezeichnet.

Um die Einflüsse verschiedener Mechanismen berücksichtigen zu können, wird für die For-
mulierung der Modellgleichungen eine additive Zerlegung des Verschiebungssprunges

JuK = JuKel + JuKinel (5.8)

in einen elastischen JuKel und einen inelastischen Anteil JuKinel angenommen, was mit den
Herangehensweisen in [WA04; CSCC10; FKL08] vergleichbar ist. Der Spannungsvektor t
wird durch den linearen Zusammenhang

t = D (β, ρ) · JuKel mit t =
[
σn σs σt

]T
(5.9)

in Abhängigkeit vom elastischen Verschiebungssprung ausgedrückt, wobeiD (β, ρ) eine vom
Schädigungszustand einer Korngrenze abhängige Steifigkeitsmatrix und σn, σs und σt die
Spannungskomponenten bezüglich des in Abb. 5.2 dargestellten lokalen Koordinatensystems
sind. Der Schädigungszustand wird durch die in Abschnitt 4.3.1 eingeführten Schädigungs-
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Tab. 5.1: Parameter der Grenzflächensteifigkeitskomponenten (5.10) und (5.11).

aInter bInter cInter dInter eInter
1

0,31003 −0,95611 10−6 0,02587 0,49324

variablen β und ρ charakterisiert, welche sich in Anlehnung an das ’smeared out’-Modell in
[GT91] (siehe auch Abb. 2.7) entlang der Korngrenze kontinuierlich verändern können.

In [Vös10] wurde die effektive Steifigkeit einer Grenzfläche, welche durch linsenförmige Poren
(Dihedralwinkel ψ = 70◦) geschädigt war, anhand von FE-Simulationen abgeschätzt, wobei
das umliegende Material als isotrop elastisch mit einem Elastizitätsmodul EInter und einer
Poissonzahl 0, 3 angenommen wurde. Die resultierenden Zusammenhänge für die von Null
verschiedenen Komponenten von D (β, ρ) konnten durch die phänomenologischen Ansätze

Dnn (β, ρ) = EInter ·
√
ρ ·
[
aInter (β + cInter)

bInter + dInter

]
, (5.10)

Dss (β, ρ) = Dtt (β, ρ) = eInter ·Dnn (β, ρ) (5.11)

abgebildet werden, wobei die Anpassungsparameter aInter, bInter, cInter, dInter und eInter
in Tab. 5.1 aufgelistet sind.

Die Beschreibung des inelastischen Anteils des Verschiebungssprunges erfolgt durch eine
Mechanismen-orientierte Modellierung. Hierzu wird das in Abschnitt 4.4.3 präsentierte Poro-
sitätsmodell genutzt, um die Komponente normal zur Korngrenze JunKinel durch die Korn-
grenzenaufdickung JuKP = VS/S0, welche dem Volumen von Korngrenzenporen VS pro
Korngrenzenfläche S0 entspricht, auszudrücken:

JunKinel = JuKP − JuKP0 =
β√
ρ
− β0√

ρ0
. (5.12)

Dabei wird JuKP entsprechend der Definition (4.51) auf die beiden Schädigungsvariablen
β und ρ zurückgeführt. Die Korngrenzenaufdickung wurde in (5.12) um den Term JuKP0 =

β0/
√
ρ0 modifiziert, um sicherzustellen, dass JunKinel zu Beginn einer Simulation verschwin-

det. Dabei sind β0 und ρ0 Anfangswerte für die beiden Schädigungsvariablen, durch wel-
che beispielsweise eine herstellungsbedingte Vorschädigung eines Werkstoffes berücksich-
tigt werden kann.

Die Entwicklung von β und ρ ergibt sich aus den Modellgleichungen (4.101) bis (4.114),
wobei die auf die Korngrenze einwirkende Normalspannung σ∞ = σn entsprechend (5.9)
bestimmt wird. Da die Herleitung der Modellgleichungen auf die explizite Betrachtung von
Porenwachstum zurückgeht, kann die Anwendung des Modells nur dann erfolgen, wenn eine
Korngrenzenschädigung durch Poren vorliegt. Daher müssen β und ρ ebenso wie β0 und ρ0
von Null verschieden sein.

Um Probleme aufgrund einer Division durch Null bei der späteren numerischen Integration

1Durch einen Fehler innerhalb der Auswertung der Simulationsergebnisse für die tangentiale Steifigkeit Dtt wurde in
[Vös10] fälschlicher Weise der Wert eInter = 0, 59324 bestimmt.
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der Entwicklungsgleichungen zu vermeiden, wurde die Annihilationsrate für das Sintern von
Poren

⋄
ρA durch Einführung eines minimalen Porenradius von 1, 1 ainit modifiziert:

⋄
ρA = χ5 ·

−ρ
2 (max {1, 1 ainit, a} − ainit)

⋄
a , wenn

⋄
a < 0 . (5.13)

Da hierdurch ausschließlich das Schrumpfungsverhalten von gering geschädigten Korngren-
zen beeinflusst wird, sind Auswirkungen auf die lebensdauerrelevante Schädigungsentwick-
lung vernachlässigbar.

Darüber hinaus wird in Ermangelung eines allgemein anerkannten Modells für die lokale
Nukleation neuer Korngrenzenporen der in Abschnitt 4.1.2 beschriebene Zusammenhang
genutzt, um die Produktionsrate ρ̇P auszudrücken. Hierbei ist eine Fokussierung auf den
funktionalen Zusammenhang zweckmäßig, so dass die Produktionsrate durch den Potenz-
ansatz

ρ̇P = aP

(
σn
σP

)bP (4.92)⇒ ⋄
ρP = aP (σn)

bP (5.14)

in Abhängigkeit von der Normalspannung σn beschrieben wird. In (5.14) sind aP und bP ma-
terialabhängige Parameter und σP eine beliebige Normierungsspannung. Der Argumentation
in Abschnitt 4.1.2 folgend, ist davon auszugehen, dass typische Norton-Exponenten für bP
eingesetzt werden können. Die unterbestimmte Formulierung mit dem Vorfaktor aP und der
Normierungsspannung σP erhöht zudem die Flexibilität bei der Variation von Materialpara-
metern. Dabei können beide Parameter im Rahmen der Einbettung in die Modellgleichungen
(4.101) bis (4.114) entsprechend der Normierung bezüglich der Referenzwerte (4.92) in dem

Vorfaktor aP = aP · tRef ·a2
Ref

·
(
σRef/σP

)bP zusammengefassen werden.

Wie in Abschnitt 4.4.3 bereits beschrieben wurde, ist darüber hinaus zu berücksichtigen,
dass keine neuen Poren entstehen sollen, wenn entsprechend der Modellgleichungen Po-
renschrumpfen zu erwarten ist. Porenschrumpfen tritt genau dann ein, wenn die Porenwachs-
tumsrate (4.104) negativ wird. Dies ist der Fall, wenn die auf eine Korngrenze einwirkende
dimensionslose Normalspannung σn kleiner als die dimensionslose Schwellspannung σGG

n

wird:

σn < σGG
n = σRand (a) · (1− χ2 ·ω) . (5.15)

Um Porennukleation unterhalb der Schwellspannung zu vermeiden, wird die modifizierte Pro-
duktionsrate

⋄
ρP =





(
aP(σn)

bP−aP(σGG
n )

bP
)2

aP(σn)
bP

, wenn
⋄

a ≥ 0

0 , wenn
⋄
a < 0

(5.16)

innerhalb des Porositätsmodells angewendet. Diese stellt zudem sicher, dass die Produkti-
onsrate für

⋄
a = 0 differenzierbar ist. Letzteres hat sich als vorteilhafte Eigenschaft für die

numerische Integration erwiesen.

73



5 Entwicklung eines mikromechanischen Polykristallmodells

Die physikalische Modellierung des Kohäsionsmodells wird darüber hinaus vervollständigt,
indem die beiden inelastischen Verschiebungssprungkomponenten tangential zur Korngren-
ze für die Beschreibung von Korngrenzengleiten genutzt werden. Verschiedene mikromecha-
nische Aspekte von Korngrenzengleiten wurden in [Ash72] diskutiert, wobei auch detailliert
auf die zugrunde liegenden Mechanismen eingegangen wurde. Obwohl Korngrenzengleiten
nicht auf einen einzelnen Mechanismus zurückgeführt werden kann, so wird durch die Ver-
wendung eines einfachen Newtonschen Viskositätsgesetzes, welches bereits in mehreren
Untersuchungen [GT91; DBKT08; CBQK09] genutzt wurde, eine annehmbare phänomeno-
logische Beschreibung ermöglicht. Auch hier wird die Abgleitungsrate Ju̇KKGG gemäß

Ju̇KKGG =
σKGG

ηKGG
(5.17)

in Abhängigkeit von der auf eine Korngrenze einwirkenden Schubspannung σKGG beschrie-
ben, wobei die Korngrenzenviskosität ηKGG die Proportionalität charakterisiert. Entspre-
chend gilt für die inelastischen Verschiebungssprungkomponenten tangential zur Korngrenze

Ju̇iK
inel =

σi
ηKGG

i = {s, t} , (5.18)

wobei σs und σt jeweils die Schubspannungskomponenten entlang der beiden Tangential-
richtungen sind.

Unter entsprechenden Belastungen führt die Schädigungsentwicklung letztendlich zum voll-
ständigen Versagen eines Korngrenzenbereiches, welcher dann keine Kräfte mehr übertra-
gen kann und dem Auseinanderdriften der angrenzenden Körner keinen Widerstand mehr
entgegenbringt. In [CA82] wurde aufgezeigt, dass noch deutlich bevor der geschädigte Flä-
chenanteil ω den Wert 1 erreicht, das Versagen einer Korngrenze in den meisten Fällen
durch duktile Rissbildung entlang der bis dahin noch ungeschädigten Korngrenzenfläche
stattfindet. Diese Problematik wurde auch in [GOB97] diskutiert, wobei dort ein kritischer
Wert

√
ω = 0, 7 als Versagenskriterium angenommen wurde. Entsprechend diesen Über-

legungen wird das Kohäsionsmodell hier ebenfalls durch ein Versagenskriterium bezüglich
des geschädigten Flächenanteils vervollständigt. Hierzu wird angenommen, dass ein Korn-
grenzenbereich komplett versagt und somit keinerlei Kräfte mehr übertragen kann, wenn der
kritische Wert ω = 0, 5 erreicht wird. Im Rahmen der Implementierung wird dies realisiert,
indem sowohl der Spannungsvektor der Grenzfläche als auch die Tangentensteifigkeit zu Null
gesetzt werden.

Das in diesem Abschnitt präsentierte Kohäsionsmodell wurde über die benutzerdefinierte
Programmschnittstelle UMAT in das FE-Programm Abaqus implementiert, wobei eine im-
plizite Integrationsprozedur und eine zugehörige konsistente Tangentensteifigkeit verwendet
wurden. Die Umsetzung entspricht dabei im Wesentlichen der Vorgehensweise in [Vös10]. Im
Rahmen der Implementierung wird darüber hinaus zu Beginn jedes Zeitschrittes überprüft,
ob die Schädigungsvariablen β und ρ die Anfangswerte β0 und ρ0 unterschreiten. Dies kann
beispielsweise als Folge von Porenschrumpfen auf einer Korngrenze unter Druck geschehen.
In einem solchen Fall wird jeweils die betroffene Schädigungsvariable auf ihren Anfangswert
gesetzt.
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5.3 Polykristalline Mikrostruktur als Finite-Elemente-M odell

In den Abschnitten 5.1 und 5.2.2 wurden jeweils konstitutive Modelle zur Beschreibung des
physikalischen Verhaltens von einzelnen Körnern und von einzelnen Korngrenzen präsen-
tiert. Um im Rahmen von FE-Analysen das Kriechverhalten von polykristallinen Mikrostruk-
turen simulieren zu können, muss die jeweilige Kornstruktur durch ein entsprechendes FE-
Modell abgebildet werden. Hierzu wird jedes einzelne Korn als ein zusammenhängendes
Netz aus Kontinuumselementen aufgebaut. Die Vernetzungen verschiedener Körner kön-
nen dabei unabhängig voneinander erfolgen. Für die hier beschriebene Vorgehensweise wird
aber davon ausgegangen, dass die Oberflächenvernetzungen zweier Körner, die entlang ei-
ner Korngrenze zusammenkommen, deckungsgleich sind. Dies kann beispielsweise durch
Anwendung der in [FBS09] präsentierten Vernetzungsstrategie erreicht werden, bei welcher
zuerst die Korngrenzen und äußeren Ränder diskretisiert werden und anschließend die sich
jeweils pro Korn ergebende Oberflächenvernetzung als Ausgangspunkt für die Diskretisie-
rung des Kornvolumens genutzt wird.

Wie bereits erwähnt wurde, sollen kohäsive Elemente genutzt werden, um die einzelnen Kör-
ner miteinander zu verbinden. Dies ist mit den Vorgehensweisen in [CM04; WA04] vergleich-
bar. Wie in Abb. 5.3a skizziert, werden die kohäsiven Elemente mit verschwindender Dicke

(a) (b) (c)

Abb. 5.3: (a) zeigt schematisch die Verknüpfung einzelner Körner entlang der Korngrenzen durch kohä-
sive Elemente. Die eingezeichneten Doppelpfeile kennzeichnen dabei die Anbindung der den
kohäsiven Elementen zugehörigen Knoten (nicht ausgefüllte Kreise) an die Knoten der Körner
(ausgefüllte Kreise). (b) zeigt die auf EBSD-Messungen basierende Kornstruktur eines ver-
netzten FE-Modells. (c) zeigt die Kornstruktur eines vernetzten FE-Modells, welche auf Basis
einer periodischen Voronoi-Struktur künstlich erzeugt wurde.
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5 Entwicklung eines mikromechanischen Polykristallmodells

an die Knoten der angrenzenden Körner angebunden. Für ebene Korngrenzen, wie sie typi-
scherweise in einer Voronoi-Struktur auftreten, können die kohäsiven Elemente dabei direkt
zwischen den Knoten der angrenzenden Körner aufgespannt werden. Die Betrachtung von
unebenen oder gekrümmten Korngrenzen erfordert hingegen eine spezielle Vorgehenswei-
se, welche in Abschnitt 5.3.1 diskutiert wird. In beiden Fällen wird aber von deckungsgleichen
Oberflächenvernetzungen entlang der Korngrenzen ausgegangen. Damit das lokale Koordi-
natensystem entsprechend der Elementdefinition korrekt orientiert ist, muss beim Einfügen
eines kohäsiven Elements darauf geachtet werden, dass die mit einem Element assoziierte
Grenzfläche parallel zur Korngrenze verläuft.

Die Vorgehensweise zur Erstellung von polykristallinen FE-Modellen ist dabei sehr flexibel
und kann auf verschiedenste Mikrostrukturen angewendet werden. So sind in Abb. 5.3b und
Abb. 5.3c exemplarisch die Kornstrukturen zweier vernetzter FE-Modelle dargestellt, welche,
wie in den später folgenden Abschnitten 6.2 und 7 beschrieben, für Simulationen des Kriech-
schädigungsverhaltens einer Kupferlegierung verwendet wurden.

5.3.1 Geometrische Beschreibung gekrümmter Korngrenzen

Die Probleme, die bei der Modellierung von gekrümmten Grenzflächen mittels kohäsiver
Elemente im Rahmen einer FE-Analyse bestehen, können anhand eines vereinfachten Bei-
spiels mit rein elastischem Materialverhalten gut veranschaulicht werden. Hierzu wurden FE-
Modelle eines Bikristalls mit gekrümmter Korngrenze für verschiedene Vernetzungsfeinheiten
betrachtet. Zwei dieser Modelle, welche sich jeweils durch 5 und 20 kohäsive Elemente ent-
lang der Korngrenze auszeichnen, sind exemplarisch in Abb. 5.4 und Abb. 5.5 dargestellt.
Das Materialverhalten der beiden Körner wurde als isotrop elastisch mit Elastizitätsmodul

σ

σ

σ

σ

Abb. 5.4: Grob vernetztes FE-Modell eines Bikris-
talls mit gekrümmter Korngrenze im de-
formierten Zustand (Deformationsfaktor
von 4 000 für Verschiebungsdarstellung).

Abb. 5.5: Feiner vernetztes FE-Modell eines Bi-
kristalls mit gekrümmter Korngrenze im
deformierten Zustand (Deformationsfak-
tor von 4 000 für Verschiebungsdarstel-
lung).
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Abb. 5.6: Resultierende Aufdickungen in den Inte-
grationspunkten der kohäsiven Elemen-
te entlang der gekrümmten Korngrenze
für den Fall, dass die kohäsiven Ele-
mente direkt zwischen den Knoten der
beiden Körner aufgespannt werden. Die
in der Legende genannten Elementan-
zahlen bezeichnen jeweils die Gesamt-
zahl an kohäsiven Elementen entlang der
Korngrenze.

Abb. 5.7: Resultierende Abgleitungen in den Inte-
grationspunkten der kohäsiven Elemen-
te entlang der gekrümmten Korngrenze
für den Fall, dass die kohäsiven Elemen-
te direkt zwischen den Knoten der beiden
Körner aufgespannt werden.

106 N/mm2 und Poissonzahl 0, 3 angenommen. Für die Korngrenze wurde ebenfalls ein
rein elastisches Materialverhalten mit konstanten Steifigkeiten Dnn = 108 N/mm3 und
Dss = Dtt = 104 N/mm3 verwendet, wobei die niedrigere tangentiale Steifigkeit eine
ausgeprägtere Korngrenzenabgleitung ermöglichte. Durch Aufbringung einer Zugbelastung
σ = 10 N/mm2 am oberen und unteren Rand der Modelle stellten sich jeweils Verformun-
gen ein, welche in Abb. 5.4 und Abb. 5.5 unter Berücksichtigung eines Deformationsfaktors
von 4 000 dargestellt sind. Es ist deutlich zu erkennen, dass es dabei zu einer Abgleitung ent-
lang der Korngrenze kommt, welche umso größer ist, je stärker die lokale Normalenrichtung
der Korngrenze von der Belastungsrichtung abweicht.

Die Probleme, welche bezüglich der Deformationsbeschreibung an gekrümmten Grenzflä-
chen bestehen, werden allerdings erst sichtbar, wenn man die Verschiebungssprungkompo-
nenten, also die Aufdickung und Abgleitung, in den Integrationspunkten der kohäsiven Ele-
mente entlang der Korngrenze auswertet. In dem hier betrachteten Beispiel wurden dabei
lineare Elemente vom Typ COH3D8 (siehe Abschnitt 31.5 Cohesive elements in [Aba]) ge-
nutzt. Für den Fall, dass die kohäsiven Elemente direkt zwischen den Knoten der beiden
Körner aufgespannt werden, eine Vorgehensweise, die für ebene Korngrenzen problemlos
funktioniert, sind die resultierenden Aufdickungen und Abgleitungen entlang der gekrümmten
Korngrenze jeweils für verschiedene Vernetzungsfeinheiten in Abb. 5.6 und Abb. 5.7 darge-
stellt.

Als besonders kritisch sind dabei die sprunghaften Änderungen der Aufdickung zwischen je-
weils zwei benachbarten kohäsiven Elementen anzusehen. Die Sprünge in der Aufdickung
sind dabei umso ausgeprägter, je stärker die Normalenrichtungen zweier benachbarter Ele-
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5 Entwicklung eines mikromechanischen Polykristallmodells

mente voneinander abweichen und je größer die lokale Abgleitung ist. Die stufenförmigen
Verläufe der Abgleitungen sind hingegen auf die linearen Elemente vom Typ COH3D8 zu-
rückzuführen, für welche die Abgleitungen in den Integrationspunkten zu einem konstanten
Wert pro Element gemittelt werden. In der Folge ist die Abgleitung beim Übergang zwischen
zwei Elementen unstetig, jedoch ohne eine Überhöhung, wie sie im Vergleich mit der Aufdi-
ckung zu beobachten ist.

Im Folgenden wird eine spezielle Modellierungstechnik vorgestellt, welche eine verbesser-
te Beschreibung der Deformationen an der Verbindungsstelle mehrerer kohäsiver Elemen-
te ermöglicht und hier als CDJ-Technik (engl. Continuous Displacement Jump) bezeichnet
werden soll. Dabei ist es zunächst zweckmäßig, die Ursache der in Abb. 5.6 dargestellten
Aufdickungssprünge genauer zu verstehen.

Für jeden Punkt entlang einer Korngrenze ist ein lokales Koordinatensystem en, es und et
definiert, wobei en senkrecht auf der Korngrenze steht. Wie in Abb. 5.8 für ein einzelnes ko-
häsives Element skizziert ist, kann bezüglich der Normalenrichtung en eine obere und eine
untere Fläche definiert werden. Beide Flächen gehören jeweils zu den beiden angrenzenden
Körnern und sind exakt deckungsgleich, wenn der Verschiebungssprung verschwindet. Für
die Diskretisierung einer kontinuierlich gekrümmten Korngrenze im Rahmen der Erstellung
eines FE-Modells werden, wie in Abb. 5.9 skizziert, Knotenpaare {pi} entlang der Korngren-
ze definiert. Dabei gehört jeweils ein Knoten zur oberen Fläche und der zugehörige andere
Knoten zur unteren Fläche. Der naheliegendste Weg, die untere mit der oberen Fläche durch
kohäsive Elemente zu verbinden, ist dadurch gegeben, dass, so wie es in Abb. 5.9 für die
Elemente ① und ② gezeigt ist, für die Elementdefinitionen die Knoten von jeweils benachbar-
ten Knotenpaaren direkt verwendet werden. Die Komponenten des Verschiebungssprunges
JunK, JusK und JutK ergeben sich dann, wie in Abb. 5.8 skizziert, durch Zerlegung der Ver-
schiebungsdifferenz eines Knotenpaares bezüglich des lokalen Koordinatensystems inner-
halb eines kohäsiven Elements.

Um die unstetigen Verschiebungen an einer Grenzfläche durch einen Verschiebungssprung

en

eset

JunK

JusK

obere Fläche

untere Fläche

pi−1

pi

pi+1

JuK

JuK
JuK ①

②

Abb. 5.8: Illustration zur Zerlegung der relativen
Bewegung der angrenzenden Körner
innerhalb eines kohäsiven Elements in
einzelne Verschiebungssprungkompo-
nenten entsprechend dem lokalen Ko-
ordinatensystem.

Abb. 5.9: Darstellung einer durch zwei kohäsive Ele-
mente gebildeten Ecke in einer Korngrenze,
an welcher der vektorielle Verschiebungs-
sprung JuK kontinuierlich ist, die Verläu-
fe der Verschiebungssprungkomponenten
in Normal- und Tangentialrichtung zwischen
den beiden Elementen jedoch diskontinu-
ierlich sind.
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5.3 Polykristalline Mikrostruktur als Finite-Elemente-Modell

korrekt zu beschreiben, müssen die einzelnen Verschiebungssprungkomponenten stetig ent-
lang der Grenzfläche sein. Diese Voraussetzung kann jedoch durch die Diskretisierung einer
gekrümmten Korngrenze innerhalb eines FE-Modells verletzt werden. Wie in Abb. 5.9 skiz-
ziert ist, kann die Diskretisierung einer gekrümmten Korngrenze zu einer Ecke zwischen je-
weils benachbarten kohäsiven Elementen führen, für welche sich dann die lokalen Koordina-
tensysteme voneinander unterscheiden. Speziell bei der Verwendung von linearen Elemen-
ten, welche gegenwärtig die einzigen standardmäßig verfügbaren kohäsiven Elementtypen
innerhalb des FE-Programmes Abaqus sind, ist dieser Umstand nicht zu vermeiden.

Auch wenn, wie in Abb. 5.9 dargestellt, der vektorielle Verschiebungssprung JuK an den Kno-
tenpaaren identisch ist, so sind an der Ecke zwischen den beiden Elementen die resultie-
renden Verschiebungssprungkomponenten unstetig, da JuK innerhalb der beiden kohäsiven
Elemente bezüglich zweier unterschiedlicher lokaler Koordinatensysteme zerlegt wird. Ent-
sprechend ergeben sich für Element ② Verschiebungssprungkomponenten, welche sich im
Vergleich mit Element ① durch eine verringerte Abgleitung und eine erhöhte Aufdickung aus-
zeichnen. Aus dieser unstetigen Deformationsbeschreibung an einer Ecke ergibt sich schließ-
lich das in Abb. 5.6 und Abb. 5.7 dargestellte Verhalten für das betrachtete Beispiel.

Letztendlich lassen sich die Probleme bei der Deformationsbeschreibung darauf zurückfüh-
ren, dass die Form einer gekrümmten Korngrenze durch die Diskretisierung zwar stetig, je-
doch an den Ecken zwischen zwei kohäsiven Elementen nicht differenzierbar ist. Letzteres
ergibt sich aus der Tatsache, dass die Normalenrichtung der Korngrenze direkt an einer Ecke
nicht eindeutig definiert ist.

Um zu erreichen, dass die Verschiebungssprungkomponenten an den Ecken einer diskre-
tisierten gekrümmten Korngrenze stetig sind, kann die im Folgenden beschriebene CDJ-
Technik angewendet werden. Hierfür werden zunächst pro kohäsivem Element neue Frei-
heitsgrade in Form von zusätzlichen Knoten in das FE-Modell eingefügt. Die zusätzlichen
Knoten werden dabei deckungsgleich zu den Knoten der angrenzenden Körner positioniert
und für die Elementdefinitionen der kohäsiven Elemente genutzt. An einer Diskretisierungs-

e1n
e2n

eEcken

ϕ1

ϕ1

ϕ2

ϕ2

uEcke
O + uEcke

U

uEcke
O − uEcke

U

① ②

undeformiert deformiert

Abb. 5.10: Veranschaulichung der Knotenverschiebungen, welche sich an einer durch mehrere kohäsive
Elemente gebildeten Ecke entsprechend der CDJ-Technik zur Wahrung der Kontinuität der
Verschiebungssprungkomponenten einstellen.
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5 Entwicklung eines mikromechanischen Polykristallmodells

ecke ergibt sich somit neben dem Knotenpaar der angrenzenden Körner (ausgefüllte Kreise
in Abb. 5.10) jeweils ein zusätzliches Knotenpaar pro kohäsivem Element (nicht ausgefüllte
Kreise in Abb. 5.10). Wie in Abb. 5.10 skizziert, fallen alle Knotenpaare, die zu einer Ecke
gehören, im undeformierten Zustand zusammen.

Die Freiheitsgrade der zusätzlichen Knotenpaare werden dann über Zwangsbedingungen,
welche die Kontinuität der Verschiebungssprungkomponenten berücksichtigen, in Abhängig-
keit von den Freiheitsgraden des Knotenpaares der angrenzenden Körner ausgedrückt. Hier-
durch wird der lokale Verschiebungssprung der angrenzenden Körner unter Berücksichtigung
der jeweiligen lokalen Koordinatensysteme auf die kohäsiven Elemente übertragen und die
Deformationsbeschreibung der Korngrenze signifikant verbessert. Allerdings führt dies auch
dazu, dass kohäsive Elemente im deformierten Zustand mit einander und mit den angren-
zenden Körnern überlappen (siehe Abb. 5.10). Eine Beeinflussung der Simulationsergebnis-
se durch diese Überlappungen konnte im Rahmen der Anwendung der CDJ-Technik jedoch
nicht festgestellt werden. Es ist daher davon auszugehen, dass mögliche Auswirkungen ge-
genüber anderen Einflussfaktoren (wie beispielsweise der Vernetzungsfeinheit) vernachläs-
sigbar sind.

Für die konkrete Umsetzung der CDJ-Technik müssen an einer Ecke eine eindeutige Nor-
malenrichtung definiert und angemessene Zwangsbedingungen formuliert werden. Die hier
präsentierte Vorgehensweise wird dabei als sinnvoll und praktikabel angesehen. Es sei aber
darauf hingewiesen, dass auch andere Festlegungen (z. B. für die Normalenrichtung an ei-
ner Ecke) möglich wären. Wenn NE kohäsive Elemente eine Ecke in einer diskretisierten
Korngrenze bilden, dann wird durch

eEcken =

NE∑

i=1

ein

/∥∥∥∥∥∥

NE∑

i=1

ein

∥∥∥∥∥∥
(5.19)

eine gemittelte Normalenrichtung an der Ecke definiert, wobei ein die Normalenrichtung des i-

ten kohäsiven Elements an der Ecke ist und ein ·ejn > 0 für alle Kombinationen von kohäsiven
Elementen an der Ecke gelten soll. Darüber hinaus wird für jedes kohäsive Element eine
Rotation Qi definiert, welche die beiden Gleichungen

ein = Qi ·eEcken , (5.20)

eEcken × ein = Qi ·
(
eEcken × ein

)
(5.21)

erfüllt. Die Rotationsachse von Qi verläuft somit senkrecht zu den beiden Normalenvektoren
eEcken und ein, sofern beide Vektoren linear unabhängig voneinander sind. Für die Anwendung
innerhalb einer automatisierten Erstellung von FE-Modellen wird Qi durch

Qi =

{
I , wenn eEcken ·ein < 1− δ

R
(
ωi, ϕi

)
, sonst

(5.22)

bestimmt, worin I die Einheitsmatrix, δ = 10−6 und R
(
ωi, ϕi

)
die Rotation um den Winkel
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ϕi = arccos
(
eEcken ·ein

)
(5.23)

bezüglich der Rotationsachse

ωi =
eEcken × ein∥∥eEcken × ein

∥∥ (5.24)

sind. Schließlich werden die mit jedem kohäsiven Element eingefügten zusätzlichen Freiheits-
grade über die beiden vektoriellen Zwangsbedingungen

ui
O + ui

U = uEcke
O + uEcke

U , (5.25)

ui
O − ui

U = Qi ·
(
uEcke
O − uEcke

U

)
(5.26)

mit den Verschiebungen der angrenzenden Körner verknüpft. In (5.25) und (5.26) sind uEcke
O

und uEcke
U die Verschiebungsvektoren des Knotenpaares der angrenzenden Körner und ui

O
und ui

U die Verschiebungsvektoren des zusätzlichen Knotenpaares, welches für das i-te ko-
häsive Element an der Ecke eingefügt wurde. Die Indizes O und U kennzeichnen dabei je-
weils die Zugehörigkeit eines Knotens zur oberen und unteren Fläche (siehe Abb. 5.8). Die
Kontinuität des Verschiebungssprunges an einer Ecke wird dabei durch (5.26) sicherstellt,
während (5.25) eine einheitliche absolute Verschiebung aller Knotenpaare an einer Ecke ge-
währleistet.

Für kleine Deformationen, also wenn die Verformungen des Modells auf die Ausgangskonfi-
guration bezogen werden, ist Qi konstant. Die Zwangsbedingungen (5.25) und (5.26) sind
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Abb. 5.11: Resultierende Aufdickungen in den In-
tegrationspunkten der kohäsiven Ele-
mente entlang der gekrümmten Korn-
grenze bei Verwendung der CDJ-
Technik. Die in der Legende genann-
ten Elementanzahlen bezeichnen je-
weils die Gesamtzahl an kohäsiven Ele-
menten entlang der Korngrenze.

Abb. 5.12: Resultierende Abgleitungen in den Inte-
grationspunkten der kohäsiven Elemen-
te entlang der gekrümmten Korngrenze
bei Verwendung der CDJ-Technik.
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5 Entwicklung eines mikromechanischen Polykristallmodells

dann linear und können innerhalb des FE-Programmes Abaqus durch die Option *EQUATION
realisiert werden.

In Abb. 5.11 und Abb. 5.12 sind die Aufdickungen und Abgleitungen, welche sich unter Ver-
wendung der CDJ-Technik für das zu Beginn dieses Abschnitts diskutierte Beispiel ergeben,
dargestellt. Der Vergleich mit Abb. 5.6 und Abb. 5.7 zeigt deutlich die verbesserte Deformati-
onsbeschreibung der Korngrenze, welche sich durch stetige Verläufe für die Verschiebungs-
sprungkomponenten und eine deutliche Verringerung des Einflusses der Vernetzungsfeinheit
auszeichnet.

Abschließend sei noch ausdrücklich darauf hingewiesen, dass Ecken in diskretisierten ge-
krümmten Korngrenzen und Tripellinien zwei unterschiedliche Aspekte bei der Erstellung von
FE-Modellen für polykristalline Mikrostrukturen sind. Während Tripellinien reale geometrische
Charakteristika sind, handelt es sich bei den Ecken um Diskretisierungsartefakte. Innerhalb
der FE-Modelle haben daher die zu einer Korngrenze gehörenden kohäsiven Elemente aus-
schließlich Verbindung zu den Kontinuumselementen der angrenzenden Körner. Das Verhal-
ten an Tripellinien ist somit einzig durch das Verhalten der Körner und Korngrenzen bestimmt,
die an einer Tripellinie zusammenkommen.

5.4 Diskussion der Ergebnisse

Das in den vorangegangenen Abschnitten präsentierte mikromechanische Polykristallmodell
ermöglicht es, das Kriechverhalten polykristalliner Werkstoffe unter Einbeziehung der tat-
sächlichen Kornstruktur zu beschreiben. Die Implementierung mittels des leistungsstarken
FE-Programmes Abaqus ermöglicht dabei auch die Simulation komplexerer dreidimensiona-
ler Mikrostrukturen. Zudem stehen im Rahmen des Standardumfangs von Abaqus bereits die
meisten Funktionen und Elementtypen, welche für die Anwendung des Modells benötigt wer-
den, zur Verfügung. Lediglich die für die Implementierung von benutzerdefinierten Material-
modellen bereitgestellte Programmschnittstelle UMAT wurde verwendet, um die Funktiona-
lität von Abaqus zu erweitern und das physikalische Verhalten der Körner (siehe Abschnitt
5.1) und der Korngrenzen (siehe Abschnitt 5.2.2) für entsprechende FE-Simulationen bereit-
zustellen.

Der Aufbau der für die Simulationen benötigten FE-Modelle ist zudem vergleichsweise ein-
fach, so dass das Polykristallmodell auf nahezu beliebige Mikrostrukturen anwendbar ist. Al-
lein die Umsetzung der CDJ-Technik (siehe Abschnitt 5.3.1) ist aufgrund der Erstellung zahl-
reicher Zwangsbedingungen, eine Aufgabe die sich allerdings sehr gut automatisieren lässt,
mit etwas größerem Aufwand verbunden. Die präsentierte Vorgehensweise für die Modellie-
rung der Mikrostruktur basiert allerdings auf der Annahme einer unveränderlichen Kornstruk-
tur. Es kann davon ausgegangen werden, dass angesichts der Komplexität von dreidimen-
sionalen FE-Modellen sowie der Beschreibung der Korngrenzen mittels Verschiebungssprün-
gen die Betrachtung von veränderlichen Kornstrukturen, beispielsweise durch eine adaptive
Vernetzung [BW04], eine erhebliche Vergrößerung des Modellierungsaufwandes bedeuten
würde.

Zudem müsste das Anwendungskonzept der CDJ-Technik für eine adaptive Vernetzungs-
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methode angepasst werden. Grundsätzlich sollte die CDJ-Technik auch für die Beschrei-
bung gekrümmter Korngrenzen bezüglich der aktuellen Konfiguration anwendbar sein. Die
Zwangsbedingungen (5.25) und (5.26) würden dann aber in nichtlinearer Weise von den Kno-
tenverschiebungen abhängen und müssten im Rahmen der Gleichgewichtsiterationen stets
neu ausgewertet werden.

Darüber hinaus sollte der gegenwärtige Stand des Polykristallmodells bevorzugt für die Be-
schreibung konstanter Belastungen verwendet werden, da das Einkristallmodell aus Abschnitt
5.1 nur eine isotrope Verfestigung berücksichtigt. Um auch die Beschreibung von Effekten zu
ermöglichen, die das Materialverhalten unter nichtproportionalen Belastungen beeinflussen
können, wäre eine Erweiterung der Modellgleichungen um eine kinematische Verfestigung
sinnvoll.

Darüber hinaus ist die Anwendung des Kohäsionsmodells aus Abschnitt 5.2.2 nicht auf die
ausschließliche Beschreibung von Korngrenzen in metallischen Werkstoffen begrenzt. Viel-
mehr kann das Modell auch zur Beschreibung anderer Grenzflächen eingesetzt werden, so-
lange das Verhalten durch die betrachteten Mechanismen bestimmt ist. Hierzu zählt vor allem
die Entwicklung einer Grenzflächenporosität infolge von Diffusionsvorgängen. Eine denkbare
Anwendung wäre daher die Beschreibung von Grenzflächen in keramischen Materialien, für
welche sich die Porosität durch Sintervorgänge verändert.

Dabei ist es für zukünftige Einsätze durchaus sinnvoll, das Kohäsionsmodell bezüglich ver-
schiedener Punkte zu erweitern. Zum einen wäre anstelle des Potenzansatzes (5.14) bzw.
(5.16) eine Mechanismen-orientierte Modellierung der Porennukleation wünschenswert. Trotz
erster Ansätze in dieser Richtung [NOO12] gibt es für die Nukleation von Korngrenzenporen
noch kein allgemein anerkanntes Modell. Vor der Verwendung einer physikalisch motivierten
Nukleationsrate sollte daher stets geprüft werden, ob der zugrunde liegende Mechanismus
auch für den jeweils betrachteten Werkstoff relevant ist.

Zum anderen erscheint es auch sinnvoll, die Modellierung des vollständigen Versagens ei-
nes lokalen Korngrenzenbereiches zu erweitern. Aus numerischer und physikalischer Sicht
wäre hier die Gestaltung eines kontinuierlichen Überganges sinnvoll. Mit Blick auf die An-
wendung des Kohäsionsmodells unter nichtproportionalen Belastungen sollte zudem der Fall
berücksichtigt werden, dass die angrenzenden Körner entlang einer vollständig geschädigten
Korngrenzenfläche unter einer Druckbelastung in Kontakt miteinander kommen können. Für
konstante Beanspruchungen im Rahmen der hier präsentierten Modellierung ist aber davon
auszugehen, dass dieser Fall nicht eintritt.

Darüber hinaus sollten mögliche Erweiterungen des Kohäsionsmodells bezüglich der Be-
schreibung von Korngrenzengleiten geprüft werden. Hierbei könnten Ergebnisse von atomis-
tischen Simulationen genutzt werden, um relevante Effekte zu identifizieren. So wie sich die
Existenz einer Schwellspannung, unterhalb derer kein Korngrenzengleiten stattfindet, aus
den Ergebnissen molekulardynamischer Simulationen ergab [QK07], könnten ähnliche Si-
mulationen genutzt werden, um beispielsweise den Einfluss der Normalspannung auf die
Abgleitung zu untersuchen.

Schließlich muss auch in Betracht gezogen werden, dass für die Beschreibung bestimm-
ter Effekte eine Erweiterung der Grenzflächenformulierung notwendig sein kann. In [SN83]

83



5 Entwicklung eines mikromechanischen Polykristallmodells

wurde beispielsweise der Einfluss mehrachsiger Spannungszustände auf das Wachstum von
Korngrenzenporen untersucht und eine modifizierte Porenwachstumsrate vorgeschlagen. Für
die Anwendung Letzterer muss im Rahmen der Modellierung aber die Mehrachsigkeit in der
Grenzfläche abgebildet werden. Hierzu können erweiterte Elementformulierungen [GSS12;
BRV14; SGS14], welche die Deformationen in der Grenzflächenebene berücksichtigen, ver-
wendet werden.
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6 Beschreibung des Kriechverhaltens einer
Kupfer-Antimon-Legierung

Die Anwendung des in Abschnitt 5 vorgestellten mikromechanischen Polykristallmodells zur
Beschreibung des Kriechverhaltens eines Werkstoffes soll im Folgenden für eine polykris-
talline Cu-Sb-Legierung veranschaulicht werden. Obwohl Kupfer und Kupfer-Legierung in
technischen Anwendungen eher selten unter Kriechbedingungen zum Einsatz kommen, so
werden diese Materialien dennoch oft als Modellwerkstoffe für werkstoffwissenschaftliche Un-
tersuchungen genutzt, um grundsätzliche Aspekte von Kriechvorgängen in Polykristallen zu
untersuchen. Für Kupferwerkstoffe existieren daher bereits zahlreiche Studien, beispielswei-
se zum Kriechdeformations- und Kriechbruchverhalten [WP02; WBB05; WB07; HA09], zur
Entwicklung von Kriechschädigung [FTB75; HG82; WMN83; HMF90; MH97; Dzi10], zur Ent-
wicklung der Korngrenzenporosität [YN84a; YN84b; AL96; Ott11; OVPFE12], zum Auftreten
von Korngrenzengleiten [WD78; Raj91; AL96], zum Verhalten unter mehrachsigen Belastun-
gen [Hay72; THL81; Lec86; AHVSNL03; LKC05] oder zum Einfluss vom Legierungselemen-
ten und dem Korngrenzencharakter [MS96; MKMM03; OFE11; Ott11; OVPFE12].

Eine Cu-Sb-Legierung erscheint dabei aus zwei Gründen für die Anwendung des mikrome-
chanischen Polykristallmodells gut geeignet zu sein: Zum einen wird die Mikrostruktur unter
Kriechbedingungen stabilisiert, da sich die Sb-Atome bevorzugt entlang der Korngrenzen an-
lagern [TM70; Ott11] und in der Folge die Migration von Korngrenzen behindert wird [Ber03].
Letzteres dürfte auch zu der für Cu-Sb-Werkstoffe beobachteten Reduzierung der Kriech-
duktilität (Versagen bei kleineren Bruchdehnungen) gegenüber reinem Kupfer [TM70; YN84b]
beitragen. Zum anderen konnte für Kriechversuche bei hohen Temperaturen und niedrigen
Lasten eine Schädigung der Korngrenzen durch Bildung und Wachstum von Poren nachge-
wiesen werden [TM70; YN84a].

6.1 Experimentelle Kriechschädigungsdaten

Die im Folgenden präsentierten experimentellen Daten stammen aus Kriechversuchen, wel-
che am Institut für Werkstoffe (Lehrstuhl Werkstoffwissenschaft) der Ruhr-Universität Bochum
(RUB) im Rahmen des durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft (DFG) geförderten Pro-
jektes Werkstoffwissenschaftliche Untersuchung und mikromechanische Modellierung der
Korngrenzenschädigung in einer Kupferlegierung unter Kriechbeanspruchung (Geschäftszei-
chen EG 101/13-1, EG 101/13-2, FE 933/1-1 und FE 933/1-2) durchgeführt wurden. Ba-
sierend auf Informationen, welche durch das Institut für Werkstoffe der RUB zur Verfügung
gestellt wurden, werden die Probenherstellung, die Durchführung der Kriechversuche sowie
die angewendeten Untersuchungsmethoden hier nur zusammenfassend beschrieben.

In der vorliegenden Arbeit wurden die vom Institut für Werkstoffe der RUB bereitgestellten
Daten genutzt, um die Parameter des in Abschnitt 5.1 beschriebenen viskoplastischen Ein-
kristallmodells und des in Abschnitt 5.2.2 vorgestellten Kohäsionsmodells für Korngrenzen
anzupassen (siehe Abschnitt 6.2).
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6 Beschreibung des Kriechverhaltens einer Kupfer-Antimon-Legierung

6.1.1 Material- und Probenherstellung

Im Folgenden werden die Arbeiten beschrieben, welche am Institut für Werkstoffe der RUB
im Rahmen der Material- und Probenherstellung durchgeführt wurden.

In Vorbereitung für die spätere Fertigung von Kriechproben wurde dabei zunächst eine Cu-
Sb-Legierung, welche 1, 01 Gew.-% Sb enthielt, in Form eines zylinderförmiger Ingots durch
ein Vakuuminduktionsschmelzverfahren hergestellt. Detaillierte Informationen zu den Aus-
gangsmaterialien, zum Herstellungsverfahren und zu den mikrostrukturellen Veränderungen
im Werkstoff, welche infolge des Abgießens, der Glühbehandlungen und der weiteren ther-
momechanischen Bearbeitungsschritte auftraten, sind in [OFE11; Ott11] zu finden.

Der zylindrische Abschnitt des Ingots, dessen äußerer Durchmesser 39, 4 mm und dessen
Höhe ungefähr 90 mm betrugen, wurde unter einer reinen Ar-Atmosphäre mit einem Druck
von 500 mbar in eine Quarzampulle eingekapselt und für 192 h bei 1 223 K lösungsgeglüht.
Die Glühbehandlung diente zum einen der Beseitigung von dendritischen Gefügestrukturen
sowie zum anderen der vollständigen Lösung des Antimons in der Kupfermatrix. Darüber
hinaus ergab sich eine Vergröberung der Kornstruktur, welche zu einem mittleren Korndurch-
messer > 1 mm führte.

Eine weitere Glühbehandlung für 48 h bei 823 K wurde durchgeführt, um eine gleichge-
wichtsnahe Seigerung von Antimon an den Korngrenzen zu erzeugen. Die Anreicherung von
Sb-Atomen an Korngrenzen nach einer vergleichbaren Glühbehandlung konnte in [OVPFE12]
für eine Legierung mit annähernd identischer chemischer Zusammensetzung durch analyti-
sche Transmissionselektronenmikroskopie nachgewiesen werden.

Schließlich wurden sogenannte Minikriechproben [KMPEK99] mittels Funkenerosion aus dem
äußeren Ring des zylindrischen Ingots entnommen, da in diesem Bereich die Körner beson-

10 mm

Abb. 6.1: Lichtbildaufnahme zweier Minikriechproben,
welche am Institut für Werkstoffe der RUB aus
der Cu-Sb-Legierung gefertigt und anschlie-
ßend getestet wurden. Die linke Probe wurde
bis zum Versagen beansprucht, während der
Versuch mit der rechten Probe zwecks Cha-
rakterisierung der Korngrenzenschädigungs-
entwicklung vorzeitig unterbrochen wurde.
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ders groß und aufgrund der gerichteten Erstarrung während des Abgießens entlang der Ra-
dialrichtung gestreckt waren. Die typische Form der verwendeten Minikriechproben, welche
sich durch eine rechteckige Querschnittsfläche von 3 × 2 mm2 innerhalb der Messlänge
von 9 mm zwischen den beiden Probenköpfen auszeichnet, ist in Abb. 6.1 dargestellt. Die
exakten Abmaße der Probengeometrie sind in [Ott11] spezifiziert. Da die Probenabmessun-
gen klein im Vergleich zum mittleren Korndurchmesser der Cu-Sb-Legierung sind, wird im
Folgenden auch von grobkörnigen Cu-Sb-Minikriechproben gesprochen.

Bei der Entnahme wurde die Probengeometrie derart ausgerichtet, dass die Messlänge der
Minikriechproben parallel zur Axialrichtung des Ingots und die Flächennormale der ebenen
Minikriechprobenoberfläche parallel zur Radialrichtung des Ingots orientiert waren.

Des Weiteren wurden zylindrische Einkristalle aus hochreinem Kupfer (nom. Reinheit bes-
ser als 99, 9 Gew.-%) durch Anwendung des Bridgman-Verfahrens gezüchtet. Das Laue-
Verfahren wurde genutzt, um die Einkristalle entlang der 〈001〉- oder der 〈111〉-Kristallrichtung
auszurichten, so dass anschließend einkristalline Minikriechproben, deren Axialrichtungen
entweder parallel zu der 〈001〉- oder der 〈111〉-Kristallrichtung orientiert waren, mittels Fun-
kenerosion gefertigt werden konnten.

Vor der weiteren Verwendung der Proben wurde die Erodierschicht an der Probenoberfläche
mit Schleifpapier (2 500er Körnung) entfernt. Die einkristallinen Proben wurden anschließend
bei Raumtemperatur und einer Spannung von 15 bis 20 V in einem Elektrolyten, bestehend
aus 500 ml deionisiertem Wasser, 250 ml Ethanol und 250 ml Phosphorsäure (85 %ig), bis
zum Erreichen einer spiegelartigen Oberflächenqualität elektropoliert.

Für die Minikriechproben der Cu-Sb-Legierung wurde hingegen ein mechanisches Polierver-
fahren zur weiteren Aufbereitung angewendet (siehe auch [Ott11]). Hierbei wurden die beiden
ebenen Probenoberflächen zunächst unter sukzessiver Verwendung von Diamantsuspensio-
nen mit Partikelgrößen von 6 µm, 3 µm und 1 µm poliert. Für den letzten Polierschritt wurde
ein Vibrationspoliergerät vom Typ Vibromet 2 (Buehler, Lake Bluff, USA) zusammen mit ei-
ner oxidischen Poliersuspension auf SiO2-Basis (Partikelgröße 0, 05 µm) eingesetzt. Diese
Vorgehensweise war im Vergleich mit dem Elektropolieren zwar zeitintensiver, die resultieren-
de Oberflächenqualität zeichneten sich aber durch nahezu perfekt ebene Oberflächen über
die gesamte Probenlänge sowie besonders scharfe Kanten an den Rändern der polierten
Oberfläche aus. Darüber hinaus wurde durch das schonende mechanische Polieren eine
künstliche Vergrößerung von Kriechporen auf den Korngrenzen verhindert.

6.1.2 Kriechversuche

Um eine Beeinflussung des Kriechverhaltens durch Oxidation der Kupferwerkstoffe zu ver-
hindern, wurden die Kriechversuche am Institut für Werkstoffe der RUB unter einer Schutz-
gasatmosphäre aus 95 % Ar und 5 % H2 durchgeführt. Hierzu kam ein modifizierter Kriech-
versuchsstand vom Typ TC20 (Denison Mayes, Leeds, UK), welcher in [PODNE11; Ott11]
beschrieben ist, zum Einsatz. In [PODNE11] konnte ebenfalls demonstriert werden, dass
der verwendete Versuchsaufbau für Kupfer unter Kriechbedingungen hervorragende Oberflä-
chenqualitäten ohne erkennbare Oxidationsspuren ermöglicht.
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Nachdem eine Probe in das Lastgestänge der Prüfmaschine eingesetzt war, wurde der Ofen
innerhalb von 1 h auf die bei allen Versuchen verwendete Temperatur von 823 K, welche der
Temperatur der letzten Glühbehandlung der Cu-Sb-Legierung entspricht, aufgeheizt.

Für die Kriechversuche mit den einkristallinen Reinkupferproben wurden Kriechbelastungen
von 10, 15 und 20 MPa nach dem Erreichen der Versuchstemperatur aufgebracht, so dass
die Spannungsabhängigkeit der Kriechrate untersucht werden konnte. Die polykristallinen
Cu-Sb-Proben wurden hingegen mit Kriechbelastungen von 8 und 10 MPa getestet. Die-
se vergleichsweise geringen Lasten führten zu längeren Kriechbruchzeiten und begünstigten
daher die Entwicklung von Korngrenzenporen. Einige der Versuche mit den Cu-Sb-Proben
wurden vorzeitig unterbrochen, damit die Korngrenzenschädigung in verschiedenen Entwick-
lungsstadien untersucht werden konnte.

Zur präzisen Belastung der Proben mit niedrigen Spannungen war der Hebelarm des Ver-
suchstandes arretiert und eine Absenkvorrichtung im inneren des Schutzgasversuchsrau-
mes wurde genutzt, um die jeweilige Versuchslast langsam und stoßfrei am unteren Ende
des Lastgestänges aufzubringen. Die Längenänderung einer Probe wurde kontinuierlich an-
hand der vertikalen Verschiebungen der Probeneinspannungen ermittelt (siehe [PODNE11;
Ott11]).

6.1.3 Kornstruktur und Korngrenzenschädigung in Kupfer-A ntimon-Proben

Vor und nach der Durchführung eines Kriechversuchs mit einer polykristallinen Cu-Sb-Probe
wurden am Institut für Werkstoffe der RUB jeweils die Kornstruktur und die Korngrenzenporo-
sität durch kristallographische und metallografische Analysen des Probenmaterials auf einer
der beiden ebenen Probenoberflächen erfasst. Da die Minikriechproben aus einem Bereich
mit gestreckten Körnern des zylindrischen Ingots gefertigt wurden (siehe Abschnitt 6.1.1),
wird im Folgenden angenommen, dass sich die gemessene Kornstruktur senkrecht zur Ober-
fläche über die gesamte Dicke einer Probe fortsetzt. Diese Vereinfachung ist für die spätere
Auswertung und Modellierung notwendig, auch wenn aus den vorhandenen experimentellen
Daten ersichtlich ist, dass die reale Mikrostruktur mitunter deutlich von dieser idealisierten Mi-
krostruktur, welche im Folgenden als prismatische Mikrostruktur bezeichnet wird, abweichen
kann.

Die metallografische Analyse einer Probe am Institut für Werkstoffe der RUB diente primär der
Quantifizierung der Korngrenzenporosität,welche bereits vor dem eigentlichen Kriechversuch
infolge des Abgießens und der nachfolgenden Bearbeitungsschritte im Material vorhanden
war. Zu diesem Zweck wurde pro Probe eine Collage, welche jeweils aus mindestens 134 ein-
zelnen Rasterelektronenmikroskop-Aufnahmen (REM-Aufnahmen) mit einer 250-fachen Ver-
größerung bestand, über die gesamte Messlänge der ebenen Probenoberfläche angefertigt.
Die Abhängigkeit des Kontrasts von der Kristallorientierung bei der Nutzung von Rückstreu-
elektronen ermöglichte dabei eine Unterscheidung zwischen Poren auf Korngrenzen und Po-
ren im Korninneren. Die Bewertung der Korngrenzenporosität für eine solche REM-Collage
erfolgte am Institut für Werkstoffe der RUB durch die in [Ott11; OVPFE12] beschriebene halb-
automatische Bildsegmentierungstechnik. Aus den gewonnen Daten konnten die Korngren-
zenporenanzahlen vor und nach einem Kriechversuch Nl.0 und Nl.C sowie die kumulierten
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sichtbaren Schnittflächen von Korngrenzenporen an der Probenoberfläche vor und nach ei-
nem KriechversuchAl.0 undAl.C innerhalb des untersuchten Messbereiches bestimmt wer-
den (siehe experimentelle Ergebnisse für die grobkörnige Kupfer-Antimon-Legierung in Ab-
schnitt 6.1.5). Es sei angemerkt, dass eine Auswertung nur für ungebrochene Proben möglich
war.

Auf der selben Probenoberfläche, auf der die gerade beschriebene metallografische Analy-
se durchgeführt wurde, erfolgte weiterhin eine kristallographische Analyse. Hierzu wurden
die Kristallorientierungen am Institut für Werkstoffe der RUB mittels orientierungsabbildender
Rasterelektronenmikroskopie (EBSD-Messung) für ungefähr drei Millionen einzelne Punk-

(a) (b) (c)

9, 6 mm

1, 82 mm

2, 8 mm

Abb. 6.2: (a) zeigt die schematische Darstellung einer Minikriechprobe. Die Kornstruktur, welche in Form
einer inversen Polfigur im Messlängenbereich der ebenen Probenoberfläche dargestellt ist,
wurde für Minikriechprobe 3 mittels einer EBSD-Messung bestimmt (Bildmaterial bereitgestellt
durch das Institut für Werkstoffe der RUB). (b) zeigt die Diskretisierung der in (a) abgebil-
deten Kornstruktur durch Liniensegmente, wobei die Verläufe der Korngrenzen und der frei-
en Oberflächen durch orange Punkte und Linien repräsentieren werden. Die weißen Punkte
kennzeichnen zudem die Positionen von Tripelpunkten und Schnittpunkten von Korngrenzen
mit dem Außenrand. (c) zeigt eine zweidimensionale Vernetzung, welche auf Basis der in (b)
abgebildeten Mikrostruktur erstellt wurde.
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te in einem quadratischen Gitter mit gleichmäßigen Abstand von 2 bis 3 µm entlang der
Probenoberfläche bestimmt. Die Erfassung erfolgte dabei durch die in [Ott11] beschriebene
automatisierte Prozedur.

In Abb. 6.2a ist für eine der untersuchten Minikriechproben die resultierende Orientierungs-
karte, eine sogenannte inverse Polfigur (IPF), zusammen mit der schematischen Darstellung
der Probenrandkonturen abgebildet. In der IPF-Karte, welche in Abb. 6.2a dargestellt ist, wird
jedem Farbwert eine bestimmte kristallographische Orientierung bezüglich einer vorgegebe-
nen Referenzorientierung zugeordnet. Die Farbzuordnung ist jedoch nur bis auf die vorhan-
denen Kristallsymmetrien eindeutig und erfolgt daher innerhalb des im linken Bildausschnitt
dargestellten kristallographischen Standarddreieckes. So kennzeichnet beispielsweise ein ro-
ter Punkt eine gemessene Kristallorientierung, für welche der Normalenvektor einer der sechs
{001}-Netzebenen der kubisch flächenzentriertenCu-Einheitszelle parallel zur Oberflächen-
normalen der Minikriechprobe ausgerichtet war.

Wie im vergrößerten Ausschnitt in Abb. 6.2a dargestellt ist, entspricht jeder Pixel der IPF-
Karte einer gemessenen Orientierung auf der Probenoberfläche. Die einzelnen Körner wur-
den dann jeweils als Verbund benachbarter Datenpunkte, deren relativer Orientierungsun-
terschied zueinander (Missorientierung) weniger als 2◦ betrug, definiert und bekamen eine
eindeutige Nummerierung zugeordnet. Die über alle Datenpunkte eines Korns gemittelte Ori-
entierung wurde schließlich für das gesamte Korn als Kristallorientierung festgelegt. Die sich
ergebende Kornstruktur, welche später als Vorlage für die Erstellung von FE-Modellen diente,
sowie die Nummerierungen der einzelnen Körner sind in Abb. 6.2b für eine Minikriechprobe
dargestellt. Es sei darauf hingewiesen, dass die in Abb. 6.2b und Abb. 6.2c für die einzelnen
Körner verwendeten Farben keinen Bezug zur orientierungsabhängigen Färbung der IPF-
Karte in Abb. 6.2a haben, sondern lediglich der Unterscheidung einzelner Körner dienen.

Für die Diskretisierung einer Kornstruktur im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde eine
ähnliche Herangehensweise wie für die Erzeugung von künstlichen periodischen Kornstruk-
turen in [FBS09] angewendet. Dabei wurden zunächst für alle Tripelpunkte und alle Schnitt-

σ
Oberflächenstufe

30 µm

Korngrenze Abb. 6.3: Rückstreuelektronenbild einer
während des Kriechversuchs
entstandenen, besonders aus-
geprägten Oberflächenstufe in
Verlängerung einer Korngren-
ze (Bildmaterial bereitgestellt
durch das Institut für Werk-
stoffe der RUB). Die Belas-
tungsrichtung durch die äuße-
re Zugspannung σ ist durch
Pfeile gekennzeichnet.
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punkte von Korngrenzen mit dem Außenrand die Positionen bestimmt, welche in Abb. 6.2b
durch weiße Punkte gekennzeichnet sind. Anschließend wurden die Korngrenzen und Außen-
ränder durch Liniensegmente diskretisiert, welche in Abb. 6.2b als orange Punkte und Linien
dargestellt sind. Die Anzahl an Unterteilungen pro Korngrenze wurde dabei derart angepasst,
dass die Form einer Korngrenze mit einer möglichst kleinen Anzahl an Unterteilungen hinrei-
chend gut abgebildet wird.

Aus der diskretisierten Kornstruktur konnten wichtige Parameter der Mikrostruktur bestimmt
werden. Hierzu zählt beispielsweise die kumulierte (an der Probenoberfläche) sichtbare Korn-
grenzenlänge l0, welche sich aus der Aufsummierung der einzelnen Liniensegmente der
Korngrenzen ergibt und für die ausgewerteten Proben in Tab. 6.2 aufgelistet ist.

Ausgehend von einer zuvor erstellten Diskretisierung wurde schließlich mittels des Program-
mes NETGEN (Johannes Kepler Universität Linz, Österreich, www.hpfem.jku.at/netgen/) eine
zweidimensionale Vernetzung einer Kornstruktur angefertigt, welche exemplarisch für eine
Minikriechprobe in Abb. 6.2c abgebildet ist und als Ausgangspunkt für die spätere Erstellung
eines FE-Modells diente.

Nach den metallografischen und kristallographischen Analyseschritten wurden die Minikriech-
proben am Institut für Werkstoffe der RUB entweder bis zum Versagen oder bis zum Errei-
chen eines vorgegebenen Kriechdehnungsniveaus getestet. Beim Erreichen eines vorgege-
benen Kriechdehnungsniveaus wurde ein Versuch unterbrochen und die Probe einer erneu-
ten metallografischen und kristallographischen Analyse unterzogen. Da Korngrenzengleiten
und plastische Deformationen einzelner Körner die vor dem Kriechversuch glatte Oberflä-
chentopographie einer Probe signifikant verändert hatten, war eine erneute Präparation der
Probenoberfläche vor einer Untersuchung nötig.

Das Rückstreuelektronenbild in Abb. 6.3 zeigt beispielsweise eine besonders ausgeprägte
Oberflächenstufe in Verlängerung einer Korngrenze, welche nach einem Kriechversuch be-
obachtet werden konnte und die ansonsten glatte Probenoberfläche unterbrach.

Daher wurde die Probenoberfläche um ca. 100 µm abgeschliffen und durch Anwendung des
in Abschnitt 6.1.1 beschriebenen mechanischen Polierverfahrens aufbereitet. Die Quantifi-
zierung der Korngrenzenporosität nach einem Kriechversuch erfolgte wieder durch die oben
beschriebene metallografische Analyse. Um Abweichungen der Kornstruktur von einer idea-
lisierten prismatischen Mikrostruktur zu erfassen und einzelne Korngrenzen in der vor dem
Kriechversuch bestimmten Kornstruktur zuordnen zu können, war zudem eine erneute Durch-
führung einer EBSD-Messung nötig.

6.1.4 Bestimmung von Oberflächendeformationen für
Kupfer-Antimon-Proben

Für ausgewählte Proben wurde am Institut für Werkstoffe der RUB nicht nur die jeweilige
Gesamtdehnung einer Probe erfasst, sondern darüber hinaus auch die lokalen Deformatio-
nen innerhalb der Messlänge bestimmt. Hierzu wurde eine Ex-situ-Bildkorrelationstechnik
genutzt, welche auch als DIC-Technik (engl. Digital Image Correlation) bezeichnet wird und
deren Anwendung im Folgenden kurz beschrieben wird.

91



6 Beschreibung des Kriechverhaltens einer Kupfer-Antimon-Legierung

(a)
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− 0, 044 mm 0, 044 mm
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Abb. 6.4: (a) zeigt das für die DIC-Methode benötigte Farbpunktmuster von Minikriechprobe 3, welches
vor dem Kriechversuch aufgebracht wurde (Bildmaterial bereitgestellt durch das Institut für
Werkstoffe der RUB). (b) und (c) zeigen jeweils die aus der DIC-Methode resultierenden Ober-
flächenverschiebungen u1 und u2 für Minikriechprobe 3 (Daten bereitgestellt durch das Insti-
tut für Werkstoffe der RUB). (d) zeigt zum Vergleich die für Minikriechprobe 3 mittels EBSD-
Messung bestimmte Kornstruktur in Form einer inversen Polfigur (siehe auch Abb. 6.2a | Bild-
material bereitgestellt durch das Institut für Werkstoffe der RUB).

Nachdem die in Abschnitt 6.1.3 beschriebenen metallografischen und kristallographischen
Analysen einer Probe abgeschlossen waren, wurden vor den jeweiligen Kriechversuchen
für drei Minikriechproben die zuvor untersuchten Probenoberflächen mit einem speziellen
Punktmuster bemalt. Zuerst wurde eine weiße Grundierung mit einer Airbrush-Farbe auf
die Probenoberfläche aufgebracht, um einen homogenen Hintergrund für das im Anschluss
aufgebrachte feinverteilte Muster aus schwarzen Airbrush-Farbpunkten zu erzeugen. Letz-
teres erfolgte mittels einer Airbrush-Pistole (Typ: Evolution Silverline, Harder & Steenbeck,
Norderstedt) mit einer 0, 15 mm Düsenöffnung.

Das Farbpunktmuster wurde dann jeweils vor und nach einem Kriechversuch mittels eines
kommerziellen DIC-Systems der Firma Correlated Solutions Incorporated (Columbia, SC,
USA) fotografiert (siehe Abb. 6.4a). Das DIC-System bestand aus einem kalibrierten Auf-

92 BAM-Dissertationsreihe



6.1 Experimentelle Kriechschädigungsdaten

bau von zwei 5 Mpx Digitalkameras (Typ: AVT Stingray F504B), welche auf einem Profil-
rahmen der Firma item Industrietechnik GmbH (Solingen) montiert und jeweils mit Objekti-
ven des Typs Componon-S (Brennweite 50 mm) bestückt waren. Für die Bildaufnahme so-
wie die anschließende Bildauswertung wurden die zum DIC-System zugehörigen Correlated
Solutions Programme VIC-Snap (Version 2010 build 639M) und VIC-3D (Version 2010.1.3
build 786:787) genutzt. Die verwendeten Bildauflösungen betrugen für die Minikriechproben
2 und 3 ungefähr 155 px/mm und für Minikriechprobe 7 ungefähr 170 px/mm.

Die Auswertungssoftware korrelierte die relativen Positionen von einzelnen Farbpunkten vor
und nach dem Kriechversuch innerhalb des aufgemalten Musters und lieferte nach Auswer-
tung dieser Daten direkt die Verschiebungs- und Dehnungsverteilungen innerhalb des Mess-
bereiches. Details zur Durchführung einer solchen Auswertung sind in [CRS85; Sch12] be-
schrieben. Für die Auswertung mit dem Programm VIC-3D wurde für die Minikriechproben
2 und 3 eine Subset-Größe von 29 px und für Minikriechprobe 7 eine Subset-Größe von
21 px verwendet. Für alle drei Proben wurde eine Schrittweite (Stepsize) von 1 px und eine
Filtersize von 15 px genutzt.

6.1.5 Experimentelle Ergebnisse

Reine Kupfereinkristalle

In Abb. 6.5 sind die zeitlichen Kriechdehnungsverläufe für fünf der am Institut für Werkstoffe
der RUB getesteten einkristallinen Reinkupferproben (drei 〈001〉-orientierte und zwei 〈111〉-
orientierte Kristallite) dargestellt. Aus Darstellungsgründen sind die Zeitwerte jeweils mit ei-
nem belastung- und kristallorientierungsabhängigen Faktor x (siehe Legende) skaliert. Aus
dem Vergleich der Kriechkurven und unter Berücksichtigung der Skalierungsfaktoren ist er-
sichtlich, dass die Versuchsdauern über zwei Größenordnungen variieren, was die deutlichen
Spannungs- und Kristallorientierungseinflüsse auf das Werkstoffverhalten der einkristallinen
Reinkupferproben veranschaulicht.

Abb. 6.5: Darstellung der Kriechdehnungen
für die getesteten einkristallinen
Reinkupferproben in Abhängigkeit
von einer skalierten Zeit (Daten
bereitgestellt durch das Institut für
Werkstoffe der RUB). Da die Ver-
suchsdauern über zwei Größen-
ordnungen variieren, wurde die
tatsächliche Zeit jeweils mit dem
Faktor x (siehe Legende) skaliert.
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Nur zwei der fünf Proben wurden bis zum Versagen getestet. Die übrigen drei Kriechversuche
wurden nach Versuchsdauern von mehr als zwei Wochen, als die Kriechraten noch kein Mini-
mum erreicht hatten, beendet. Aus Abb. 6.5 ist vor allem ersichtlich, dass die Kriechdeforma-
tionen unter ansonsten gleichen Bedingungen für die 〈111〉-orientierten Proben stets langsa-
mer abliefen als für die 〈001〉-orientierten Proben. Die deutliche Beschleunigung der Kriech-
raten kurz vor dem Bruch für die mit 15 MPa und 20 MPa getesteten 〈001〉-orientierten
Proben ist dabei auf dynamische Rekristallisation zurückzuführen.

Grobkörnige Kupfer-Antimon-Legierung

In Tab. 6.1 sind sowohl die Bedingungen, unter denen die grobkörnigen Cu-Sb-Minikriech-
proben am Institut für Werkstoffe der RUB getestet wurden, als auch die Zeiten, zu denen ein
Kriechversuch unterbrochen wurde oder eine Probe versagte, zusammengetragen. Die zu-
gehörigen Kriechkurven der in Tab. 6.1 aufgelisteten acht Proben sind in Abb. 6.6 dargestellt.
Die Proben 4, 5 und 6 wurden bis zum Versagen getestet, während alle übrigen Proben zu
verschiedenen Zeitpunkten bzw. Kriechdehnungen unterbrochen wurden. Dabei ist aus dem
Vergleich der Versuchsdaten für die Proben 5 und 6 ersichtlich, dass die Versagenszeiten
für identische Testbedingungen mitunter signifikant variieren. Es ist naheliegend, dass dieses
Verhalten durch die sehr grobe Kornstruktur der Cu-Sb-Legierung bedingt ist.

In Abb. 6.7 ist eine Lichtmikroskopaufnahme der Bruchfläche von Probe 5, welche nach
209, 5 ks versagte, dargestellt. Wie für die vorgegebenen Kriechbedingungen (hohe Tempe-
raturen, niedrige Lasten) zu erwarten war, ist ein intergranulares Bruchverhalten zu beobach-
ten, welches keine nennenswerten plastischen Deformationen auf der Bruchfläche aufweist.
Daher sind in Abb. 6.7 auch die Verläufe von Korngrenzen und Tripellinien gut zu erkennen.
Des Weiteren ist aus Abb. 6.7 ersichtlich, dass die Körner sehr groß im Vergleich zu den Ab-
messung der Querschnittsfläche einer Minikriechprobe sind. Das Versagen einer einzelnen
größeren Korngrenze führt somit zu einer signifikanten Reduktion des lasttragenden Quer-
schnitts. Letzterem folgt dann meist ein baldiges Versagen der gesamten Probe. Eine weitere
Erkenntnis, die sich aus Abb. 6.7 ergibt, ist, dass sich die Kornstruktur innerhalb eines Pro-
benquerschnitts deutlich verändern kann. Dies spiegelt vor allem die Abweichungen einer

Tab. 6.1: Probenbezeichnungen und Testbedingungen für die grobkörnigen Cu-Sb-Minikriechproben
(Daten bereitgestellt durch das Institut für Werkstoffe der RUB).

Probe Versuchsdauer / ks Spannung / MPa Temperatur / K

1 Unterbrochen bei 100,1 8 823

2 Unterbrochen bei 16,6 10 823

3 Unterbrochen bei 69,3 10 823

4 Gebrochen bei 59,9 10 823

5 Gebrochen bei 209,9 10 823

6 Gebrochen bei 64,6 10 823

7 Unterbrochen bei 100,1 10 823

8 Unterbrochen bei 45,2 10 823
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Abb. 6.6: Darstellung der Kriechdehnungen für die getesteten grobkörnigen Cu-Sb-Minikriechproben in
Abhängigkeit von der Zeit (Daten bereitgestellt durch das Institut für Werkstoffe der RUB).

idealisierten prismatischen Mikrostruktur, welche später für die Erstellung von FE-Modellen
genutzt wird, von der realen Kornstruktur wider.

In Abb. 6.8 ist exemplarisch das Rückstreuelektronenbild einer Formation von Korngrenzen-
poren in Probe 3 abgebildet, welches nach dem Kriechversuch im Rahmen der in Abschnitt
6.1.3 beschriebenen metallografischen Analyse aufgenommen wurde. Die aus der Auswer-
tung der erfassten Korngrenzenschädigung resultierenden Porositätswerte sind in Tab. 6.2
zusammengetragen, wobei nur die ungebrochenen Proben berücksichtigt werden. Aus den
Werten ist ersichtlich, dass die Schädigung durch Korngrenzenporen bezüglich Anzahl und
Größe nach einem Kriechversuch stets zugenommen hat. Allerdings unterscheidet sich die
erfasste Zunahme von Probe zu Probe. Während sich die beobachtete Porenanzahl im Falle
von Probe 3 fast versiebenfacht hat, ist für Probe 2 nur ein geringer Anstieg zu erkennen. Für

Dickenrichtung

Untersuchte Probenoberfläche1000 µm

Abb. 6.7: Lichtmikroskopaufnahme der Bruchfläche von Minikriechprobe 5. Aufgrund des intergranularen
Versagens sind die Verläufe von Korngrenzen und Tripellinien gut zu erkennen.
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Korngrenze

σ

50 µm

Abb. 6.8: Rückstreuelektronenbild einer Formation von Korngrenzenporen in Minikriechprobe 3 nach
dem Kriechversuch (Bildmaterial bereitgestellt durch das Institut für Werkstoffe der RUB). Die
Belastungsrichtung durch die äußere Zugspannung σ ist durch Pfeile gekennzeichnet.

die Werte der kumulierten sichtbaren Schnittfläche von Korngrenzenporen (Al.0 und Al.C)
ergeben sich ähnliche Beobachtungen.

Wie in Abschnitt 6.1.4 beschrieben, wurden DIC-Messungen auf den Oberflächen der Pro-
ben 2, 3 und 7 (siehe Tab. 6.1) durchgeführt. In Abb. 6.4b und c sind für Probe 3 jeweils die
Verschiebungsfeldkomponentenu1 und u2, welche sich aus dem DIC-Verfahren ergaben, ab-
gebildet. Die Verschiebungsfelddaten liegen dabei in Form von diskreten Gitterpunkten vor,
welche gleichmäßig in einem Abstand von ungefähr 7, 5 µm zueinander angeordnet sind. Es
ist deutlich zu erkennen, dass das gemessene Deformationsfeld inhomogen ist. Durch einen
Vergleich mit der aus der kristallographischen Analyse bestimmten Kornstruktur (siehe IPF-
Karte in Abb. 6.4d) lässt sich zeigen, dass Regionen mit hohen Verschiebungsgradienten mit
den Verläufen von Korngrenzen zusammenfallen. Zudem ist zu beobachten, dass die Ver-
schiebungsdaten durch leichte Fluktuationen überlagert sind und dass die DIC-Auswertung

Tab. 6.2: Korngrenzenschädigungsdaten für die grobkörnigen Cu-Sb-Minikriechproben (basierend auf
Daten, welche durch das Institut für Werkstoffe der RUB bereitgestellt wurden): l0 - Kumulierte
sichtbare Korngrenzenlänge vor einem Kriechversuch | d0 - Probendicke vor einem Kriechver-
such | Nl.0 und Nl.C - Korngrenzenporenanzahl vor und nach einem Kriechversuch | Al.0 und
Al.C - Kumulierte sichtbare Schnittfläche von Korngrenzenporen vor und nach einem Kriech-
versuch.

Probe l0/mm d0/mm Nl.0 Al.0/mm2 Nl.C Al.C/mm2

1 22,6313 2,819 28 1,081×10−5 135 6,833×10−4

2 28,0056 2,803 64 9,593×10−5 87 1,904×10−4

3 25,8995 2,812 52 9,789×10−5 348 29,400×10−4

7 21,6455 2,790 89 2,340×10−5 107 37,240×10−4

8 29,4931 2,799 66 16,295×10−5 140 14,365×10−4
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Abb. 6.9: Darstellung der mittels der DIC-Methode erfassten u1-Verschiebungen für Minikriechprobe 3
(siehe auch Abb. 6.4b | Daten bereitgestellt durch das Institut für Werkstoffe der RUB) in der
Nähe von Korngrenze 15 (siehe Abb. 6.11b). Die rot und blau hervorgehobenen Punkte wurden
für die Auswertung jeweils den angrenzenden Körnern zugeordnet. Eine grüne Färbung kenn-
zeichnen hingegen die Zugehörigkeit von Punkten zu den definierten Auswertungsgebieten.

an einigen Stellen nicht in der Lage war, die Verschiebungen innerhalb von besonders großen
Farbpunkten des aufgemalten Musters zu bestimmen (siehe rote Pfeile in Abb. 6.4a und b).
Es ist anzunehmen, dass durch ein feineres und homogeneres Farbpunktmuster sowohl die
Fluktuationen als auch die Fehlstellen reduziert werden könnten.

Die Verschiebungsdaten der DIC-Messungen wurden in [Kia12] genutzt, um das Ausmaß
an Korngrenzengleiten zu quantifizieren. Da ein kommerzielles DIC-System mit zugehöri-
ger Auswertungssoftware für die Durchführung der Messungen eingesetzt wurde, bestanden
nur begrenzte Möglichkeiten zur Einflussnahme auf die Berechnungsprozedur der Verschie-
bungsfelder. Folglich konnten keine erweiterten Auswertungstechniken, wie beispielsweise

δ1

δ2

δ2

∆δ

Abb. 6.10: Schematische Abbildung zur Definition der Auswertungsgebiete. Die rot und blau eingefärb-
ten Bereiche kennzeichnen jeweils die beiden angrenzenden Körner, während die Auswer-
tungsgebiete durch eine grüne Färbung hervorgehoben sind.
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eine DIC-Methode mit angereicherter Kinematik [RRH07], für die Bestimmung von Abglei-
tungswerten eingesetzt werden. Die in [Kia12] angewendete Vorgehensweise ist daher im
Folgenden noch einmal kurz beschrieben.

Zunächst mussten die Verschiebungen der angrenzenden Körner an einer Korngrenze be-
stimmt werden. Hierzu wurden in einem ersten Schritt die Gitterpunkte der Verschiebungs-
felddaten durch Überlagerung mit der in Abschnitt 6.1.3 beschriebenen diskretisierten Korn-
struktur einzelnen Körnern zugeordnet. Dies ermöglichte es, den Verlauf von Korngrenzen
innerhalb der DIC-Daten zu bestimmen. Dabei war in der Nähe von stark abgleitenden Korn-
grenzen zu beobachten, dass die Verschiebungsfelder keine scharfen Verschiebungssprünge
aufwiesen. Stattdessen ergaben sich stetige Verläufe mit einem mehr oder weniger ausge-
prägten Übergangsbereich um eine Korngrenze herum, was in Abb. 6.9 exemplarisch für
die u1-Verschiebungskomponente dargestellt ist. Dies ist eine Konsequenz aus dem Aus-
wertungsalgorithmus, welcher bei der DIC-Methode verwendet wird und auf der Annahme
von kontinuierlichen Verschiebungen basiert. Darüber hinaus war zu beobachten, dass der
Verlauf einer Korngrenze entsprechend der diskretisierten Kornstruktur in den meisten Fäl-

15

(a) (b) (c)

Abb. 6.9

x1x1x1

x2x2x2

negative
Abgleitung

positive
Abgleitung

Abb. 6.11: In (a), (b) und (c) sind jeweils die Korngrenzennummerierungen für die Minikriechproben 2, 3
und 7 dargestellt.
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len innerhalb des Übergangsbereiches der Verschiebungen lag (siehe beispielsweise Abb.
6.9). In wenigen Fällen befand sich der Verlauf einer Korngrenze aber auch außerhalb dieses
Bereiches.

Daher wurden die Verschiebungen der angrenzenden Körner in einem zweiten Schritt durch
Mittelung der DIC-Daten innerhalb von zwei streifenförmigen Auswertungsgebieten (siehe
Abb. 6.10), welche sich in einer gewissen Entfernung zur angenommenen Position einer
Korngrenze befanden, bestimmt. Mit Blick auf die Unsicherheiten bezüglich der exakten Po-
sition einer Korngrenze und der Breite des oben erwähnten Übergangsbereiches befanden
sich die Auswertungsgebiete in einer Entfernung von δ1 = 0, 17 mm zur Korngrenzenpositi-
on. Weiterhin waren die Auswertungsgebiete durch die Breite ∆δ = 0, 16 mm sowie durch
den Abstand δ2 = 0, 24 mm zu den Endpunkten einer Korngrenze (Tripelpunkt oder äuße-
rer Probenrand) begrenzt (siehe Abb. 6.10). Die Abgleitung an einer Korngrenze ergab sich
schließlich aus der Verschiebungsdifferenz der beiden angrenzenden Körner tangential zur
Korngrenze. Entsprechend der in Abb. 6.11 abgebildeten Korngrenzennummerierungen sind
die in [Kia12] bestimmten Korngrenzenabgleitungen und Standardabweichungen in Abb. 6.12
dargestellt. Die Standardabweichungen wurden dabei pro Korngrenze aus der Quadratwur-
zel der summierten Varianzen, welche sich jeweils aus den Verschiebungsdaten innerhalb
der beiden Auswertungsgebiete ergaben, bestimmt.
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Abb. 6.12: Auflistung der in [Kia12] für die Minikriechproben 2, 3 und 7 bestimmten Mittelwerte (schwar-
ze Quadrate) und Standardabweichungen (Fehlerbalken) der Korngrenzenabgleitungen ent-
sprechend der in Abb. 6.11 dargestellten Korngrenzennummerierungen.
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6.2 Anwendung des mikromechanischen Polykristallmodells

Im Folgenden soll das in Abschnitt 5 vorgestellte mikromechanische Polykristallmodell dazu
genutzt werden, das Kriechverhalten der grobkörnigen Cu-Sb-Legierung, welche durch die
in Abschnitt 6.1 präsentierten experimentellen Daten charakterisiert ist, zu beschreiben. Das
angepasste Modell wird dann in Abschnitt 7 genutzt, um das Kriechverhalten von Polykristal-
len anhand von künstlich erzeugten Kornstrukturen weiter zu untersuchen.

6.2.1 Bestimmung von Materialparametern für das Einkrista llmodell

Wie bereits zu Beginn von Abschnitt 6 erwähnt wurde, kommt es in einer Cu-Sb-Legierung
zu einer Anreicherung von Sb-Atomen an den Korngrenzen. Bezüglich der Körner ist aber
auch davon auszugehen, dass eine gewisse Menge des Antimons innerhalb der Kupferma-
trix als feste Lösung vorhanden ist. Obwohl ein Einfluss der Sb-Atome auf das Werkstoff-
verhalten der Körner nicht ausgeschlossen werden kann, wurden hier in Ermangelung von
experimentellen Daten für einen Cu-Sb-Einkristall vergleichbarer chemischer Zusammenset-
zungen die in Abschnitt 6.1.5 präsentierten Einkristalldaten für reines Kupfer genutzt, um die
Parameter des Einkristallmodells aus Abschnitt 5.1 anzupassen. Dabei wurde angenommen,
dass die Wechselwirkungen zwischen den Gleitsystemen durch reine Selbstverfestigung be-
stimmt sind (Hgi = δgi). Zudem wurden die elastischen Konstanten C11 = 148 GPa,
C12 = 112 GPa und C44 = 62 GPa, welche für eine absolute Temperatur von 823 K aus
den in [SW71] angegebenen Kupfereinkristalldaten extrapoliert wurden, aus [FKL08] über-
nommen.

Die zwei in Tab. 6.3 angegebenen Parametersätze MP001 und MP111 wurden jeweils durch
Anpassung des Einkristallmodells entweder an die Kriechdaten der 〈001〉-orientierten Pro-
ben oder an die Kriechdaten der 〈111〉-orientierten Proben bestimmt. Die Bestimmung von
MP001 erfolgte bereits in [FKL08]. Dabei wurde versucht, die Verläufe der jeweiligen experi-
mentellen Kriechraten, welche am Institut für Werkstoffe der RUB bestimmt wurden, bestmög-
lich abzubilden. In Abb. 6.13 sind die experimentellen und die mittels des Einkristallmodells
simulierten Kriechraten für die beiden Parametersätze miteinander verglichen. Ein Parame-
tersatz, welcher das Kriechverhalten für alle Proben beider Orientierungen zufriedenstellend
beschreibt, konnte nicht gefunden werden.

Aus Abb. 6.13 ist ersichtlich, dass die 〈111〉-orientierten Proben stets höhere Verfestigungs-
raten aufweisen als die 〈001〉-orientierten Proben. Ein derartiges Verhalten wurde für Al-
und Cu-Einkristalle bei hohen Temperaturen bereits in [KDH06; KDH08] berichtet. Als Er-
klärung wurde vorgeschlagen, dass Erholung, welche durch Quergleiten von Versetzungen
stattfindet, von der Kristallorientierung abhängt, da der Winkel zwischen alter und neuer Gleit-

Tab. 6.3: Materialparameter für das Einkristallmodell.

Parametersatz n K/MPa R0/MPa Q/MPa b

MP001 5,10 59,7 0,100 6,5 10,30

MP111 8,42 24,9 0,064 11,8 5,99
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Abb. 6.13: Vergleich von simulierten Kriechraten mit den für die einkristallinen Cu-Proben experimentell
bestimmten Kriechraten (siehe auch Abb. 6.5 | experimentelle Daten bereitgestellt durch das
Institut für Werkstoffe der RUB). In (a) und (b) sind jeweils für die Parametersätze MP001 und
MP111 die sich aus dem Einkristallmodell ergebenden Kriechraten dargestellt.

richtung für 〈001〉- und 〈111〉-orientierte Proben unterschiedlich ist. Eine Erweiterung des in
Abschnitt 5.1 präsentierten Einkristallmodells zur Berücksichtigung dieses Effekts soll jedoch
nicht im Rahmen der vorliegenden Arbeit erfolgen, da der voraussichtliche Nutzen bei der
Beschreibung des Werkstoffverhaltens den Aufwand für die Erweiterung der Modellgleichun-
gen und die numerische Implementierung übersteigt. Dies gilt insbesondere, da sich für die
Beschreibung des Kriechverhaltens der grobkörnigen Cu-Sb-Minikriechproben gezeigt hatte
(siehe Abschnitt 6.3), dass durch die Anwendung des Parametersatzes MP111 die Größen-
ordnung der experimentellen Kriechraten gut abgebildet werden kann.

Für die im Folgenden präsentierten Untersuchungen wurde daher stets der Parametersatz
MP111 zur Beschreibung des Materialverhaltens einzelner Körner innerhalb von FE-Simula-
tionen verwendet.

6.2.2 Finite-Elemente-Modelle der Minikriechproben

Auf Basis der für die Cu-Sb-Minikriechproben erzeugten diskretisierten Kornstrukturen (siehe
Abb. 6.2c) wurden FE-Modelle durch Extrusion der zweidimensionalen Vernetzung senkrecht
zur Probenoberfläche (also entlang der Probendickenrichtung) erstellt. Beispiele für die resul-
tierenden FE-Modelle sind in Abb. 6.14 und Abb. 6.21a dargestellt. Die realen Kornstrukturen,
welche sich entlang der Probendickenrichtung veränderten (siehe Diskussionen in Abschnitt
6.1.3 und 6.1.5), können aber bei dieser Vorgehensweise durch die FE-Modelle nur approxi-
miert werden.
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Tab. 6.4: Vergleich von Kennzahlen, welche sich für die erstellten FE-Modelle der Cu-Sb-
Minikriechproben ergaben.

Minikriechprobe 1 2 3 7 8

Gesamtknoten 14 728 16 124 15 152 15 492 17 356

C3D8-Elemente 5 259 5 694 5 364 5 499 5 373

C3D6-Elemente 483 591 498 408 534

COH3D8-Elemente 735 804 759 792 990

Knoten für CDJ-Technik 5 880 6 432 6 072 6 336 7 920

Anzahl an Gleichungen 26 544 29 076 27 240 27 468 28 308

Ein FE-Modell muss sich zudem über die gesamte Probendicke erstrecken, da das anisotro-
pe Materialverhalten der Körner zu nicht ebenen Deformationszuständen, wie beispielsweise
Biegung, führen kann. Um aber den Berechnungsaufwand für simulierte Kriechversuche klein
zu halten, wurden lediglich drei Elemente in Dickenrichtung verwendet. Folglich sind die Ele-
mente in Dickenrichtung deutlich gestreckt (siehe Abb. 6.14). Untersuchungen zum Einfluss
der Vernetzungsfeinheit in [Kia12], für welche Simulationen mit FE-Modellen der Minikriech-
proben mit bis zu 10 Elementen entlang der Dickenrichtung durchgeführt wurden, deuten
aber darauf hin, dass die aus einer gröberen Vernetzung resultierende Beeinflussung der
Simulationsergebnisse vertretbar im Vergleich mit anderen Unsicherheitsquellen (z. B. der
approximierten Kornstruktur) ist.

Details zu einzelnen Schritten der Modellerstellungen sind in [Kia12] beschrieben. Für die hier
verwendeten FE-Modelle erfolgte das Einfügen der kohäsiven Elemente jedoch entsprechend
der in Abschnitt 5.3.1 beschriebenen CDJ-Technik. Zur Veranschaulichung der entlang der
Korngrenzen platzierten kohäsiven Elemente sind in Abb. 6.15 exemplarisch die berechneten
Schubspannungen einer Simulation, welche im Rahmen der Bestimmung der Korngrenzen-
viskosität durchgeführt wurde (siehe Abschnitt 6.2.3), dargestellt. Die Gesamtzahl an Knoten
sowie Anzahl und Typ der in den FE-Modellen verwendeten Elemente sind in Tab. 6.4 für alle
erstellten FE-Modelle zusammengetragen. Die Gesamtknotenanzahl beinhaltet dabei auch
die zusätzlichen Knoten, welche durch den Einsatz der CDJ-Technik in ein FE-Modell einge-
fügt wurden. Diese zusätzlichen Knoten erhöhten jedoch nicht die Anzahl an Gleichungen, da
die zusätzlichen Freiheitsgrade durch die zugehörigen Zwangsbedingungen der CDJ-Technik
aus der Systemmatrix eliminiert wurden.

Da die resultierenden FE-Modelle jeweils nur die Messlänge der Minikriechproben umfas-
sen, mussten die FE-Modelle mit angemessenen Randbedingungen versehen werden. Hier-
zu wurden zum einen sechs Freiheitsgrade an ausgewählten Knoten blockiert, um Starrkör-
perbewegungen zu verhindern. Zum anderen wurde die auf den Messbereich einwirkende
Zugspannung mittels Flächenlastrandbedingungen an der oberen und unteren Oberfläche
eines FE-Modells (siehe Abb. 6.14) aufgebracht. Die seitlichen Oberflächen wurden hinge-
gen als spannungsfrei betrachtet.

Die in den folgenden Abschnitten beschriebenen und diskutierten FE-Simulationen wurden
dabei stets mit dem FE-Programm Abaqus durchgeführt.
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σKGG

MPa

Abb. 6.14: Erstelltes FE-Modell für die mittels einer
EBSD-Messung erfassten Kornstruktur
von Minikriechprobe 3 (siehe auch Abb.
6.2).

Abb. 6.15: Veranschaulichung der berechneten
Schubspannungen σKGG für die
entlang der Korngrenzen platzierten
kohäsiven Elemente. Details der Simu-
lationsdurchführung sind in Abschnitt
6.2.3 beschrieben.

6.2.3 Bestimmung einer phänomenologischen Korngrenzenvi skosität

Die in Abb. 6.12 für die Cu-Sb-Proben dargestellten Korngrenzenabgleitungen, welche in
[Kia12] anhand der vom Institut für Werkstoffe der RUB bereitgestellten Daten bestimmt wur-
den, konnten genutzt werden, um die phänomenologische Korngrenzenviskosität ηKGG an-
zupassen. Eine erste Abschätzung für ηKGG konnte bereits in [Kia12] gewonnen werden.
Dabei wurden die mittleren Schubspannungen an den Korngrenzen durch Simulationen mit
den FE-Modellen der Minikriechproben bestimmt, für welche die Korngrenzen als perfekt be-
trachtet wurden (keine Abgleitung und keine Aufdickung durch Schädigung).

103



6 Beschreibung des Kriechverhaltens einer Kupfer-Antimon-Legierung

Gemäß (5.17) kann an einer Korngrenze ein experimenteller Abgleitungswert JuKExpKGG mit
der aus einer Simulation stammenden und über die Versuchsdauer integrierten Schubspan-
nung σSimKGG in Verbindung gesetzt werden:

JuKExpKGG · ηKGG =

ˆ

Versuchs-
dauer

σSimKGG dt . (6.1)

Durch Anwendung von (6.1) konnten in [Kia12] für mehrere Korngrenzen der Proben 2, 3 und
7 Korngrenzenviskositätswerte bestimmt werden, welche in Abhängigkeit von der betragsmä-
ßigen mittleren Abgleitungsrate (gemessene Abgleitung an Korngrenze pro Versuchsdauer)
in Abb. 6.16 dargestellt sind. Für die Bewertung der Ergebnisse ist zu berücksichtigen, dass
die Bestimmung der Viskositätswerte in [Kia12] gewissen Unsicherheiten unterworfen war.

Zum einen waren die aus den DIC-Messungen resultierenden Verschiebungsdaten mit leich-
ten Fluktuationen überlagert. Darüber hinaus konnten die Verschiebungen der angrenzenden
Körner nicht direkt an einer Korngrenze bestimmt werden, sondern wurden anhand von Aus-
wertungsgebieten ermittelt, welche etwas von der Korngrenze entfernt waren (siehe Abschnitt
6.1.5). Folglich sind die experimentellen Abgleitungswerte mit entsprechenden Unsicherhei-
ten behaftet.

Zum anderen handelt es sich bei der idealisierten prismatischen Kornstruktur eines FE-
Modells um eine Approximation der realen Kornstruktur, was möglicherweise die Genauigkeit
der berechneten Schubspannungen an den Korngrenzen einer Minikriechprobe beeinflusste.

Der relative Einfluss dieser Unsicherheiten ist dabei umso größer, je weniger Korngren-
zengleiten stattfand. Für Korngrenzen mit niedrigen mittleren Abgleitungsraten können daher
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Abb. 6.16: Erste Abschätzung von Korngrenzenviskositäten für die Minikriechproben 2, 3 und 7 aus
[Kia12]. Physikalisch falsche negative Viskositätswerte ergeben sich, wenn experimentell be-
stimmte Abgleitungen und simulierte Schubspannungen unterschiedliche Vorzeichen haben.
Die gestrichelten Linien kennzeichnen die Viskositätswerte η1

KGG
= 3, 85 × 107 mm−3N s

und η2
KGG

= 107 mm−3N s, welche in Abschnitt 6.2.4 für die weitere Anpassung des Poro-
sitätsmodells verwendet wurden.
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Tab. 6.5: An experimentelle Korngrenzenabgleitungen iterativ angepasste Korngrenzenviskositäten.

Dnn/(mm−3N) 1,0× 108 1,0× 1010 1,0× 1012

ηKGG/(mm−3Ns) 1,50×107 1,38× 107 1,32×107

in Abb. 6.16 eine hohe Streuung und sogar einige physikalisch falsche negative Viskositäts-
werte beobachtet werden. Korngrenzen, für welche Korngrenzengleiten besonders ausge-
prägt war, zeigen darüber hinaus aber ein konsistentes Verhalten. Durch Mittelwertbildung
über alle positiven Viskositätswerte konnte der Wert ηKGG = 3, 85 × 107 Ns/mm3 be-
stimmt werden. Wie aus Abb. 6.16 zu erkennen ist, liefert diese Abschätzung einen hohen
Viskositätswert, welcher jedoch keine obere Grenze repräsentiert.

Ein realistischerer Viskositätswert wurde in der vorliegenden Arbeit iterativ durch Lösung des
inversen Problems für die Proben 2, 3 und 7 bestimmt. Zur vereinfachten Umsetzung wur-
de hierfür ein reduziertes Kohäsionsmodell verwendet, welches reines Korngrenzengleiten
entsprechend (5.17) beschrieb, jedoch keine Korngrenzenschädigung berücksichtigte. Die
Korngrenzenaufdickung wurde als rein elastisch mit einer konstanten SteifigkeitDnn betrach-
tet. Zur Bestimmung von ηKGG wurden die Abgleitungen unter Verwendung des reduzierten
Kohäsionsmodells durch Simulationen mit den FE-Modellen der Minikriechproben innerhalb
einer Optimierungsschleife wiederholt berechnet, wobei ηKGG jeweils so angepasst wurde,
dass die Residuumsfunktion

FKGG
Res =

Proben∑

k




Korngrenzen∑

i

(
JuKSim.k.i

KGG − JuKExp.k.iKGG

JuKExp.k.iKGG

)2

 (6.2)

minimiert wurde. In (6.2) sind JuKExp.k.iKGG die experimentell bestimmte Abgleitung der i-ten

Korngrenze in der k-ten Minikriechprobe (siehe Abb. 6.12) und JuKSim.k.i
KGG der jeweils aus

den FE-Simulationen bestimmte zugehörige Abgleitungswert.

Um den Einfluss vonDnn auf die Ergebnisse abzuschätzen, wurden drei Optimierungsdurch-
gänge mit unterschiedlichen Werten fürDnn absolviert. Die jeweils verwendeten Werte, wel-
che sich an einer sehr steifen Grenzfläche orientieren und für welche Aufdickung und Durch-
dringung vernachlässigt werden können, sind zusammen mit den resultierenden Werten für
ηKGG in Tab. 6.5 aufgelistet.

Zum Vergleich sei darauf hingewiesen, dass sich entsprechend (5.10) ein Steifigkeitswert
Dnn = 7, 25× 109 N/mm3 für die Anfangswerte β0 und ρ0, welche im folgenden Abschnitt
anhand der Korngrenzenschädigung der ungetesteten Cu-Sb-Proben bestimmt wurden, be-
rechnen lässt. Die Werte in Tab. 6.5 lassen den Schluss zu, dass die Korngrenzenviskosität
im betrachteten Bereich nur in geringem Maße von Dnn abhängt.

Unter Berücksichtigung der Erkenntnisse aus Abb. 6.16 lässt sich abschließend festhalten,
dass die Korngrenzenviskosität aus den vorliegenden experimentellen Daten nicht exakt be-
stimmt werden kann. Trotz gewisser Unsicherheiten zeigen die Ergebnisse aber recht deut-
lich, dass die Korngrenzenviskosität für die Cu-Sb-Proben mit hoher Wahrscheinlichkeit in
der Größenordnung ηKGG = 107 Ns/mm3 liegt.
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6.2.4 Beschreibung der Korngrenzenschädigung

Das in Abschnitt 5.2.2 vorgestellte Kohäsionsmodell beinhaltet die materialabhängigen Para-
meter ψ, ainit, D̃KG, γS, aP, bP, EInter und ηKGG sowie darüber hinaus die Anfangswerte
β0 und ρ0 für die beiden Schädigungsvariablen. Während im vorangegangenen Abschnitt
die Größenordnung der Korngrenzenviskosität ηKGG abgeschätzt werden konnte, wurden,
wie im Folgenden beschrieben, die übrigen Parameter so gewählt bzw. angepasst, dass das
Schädigungsverhalten der Korngrenzen, welches für die grobkörnigeCu-Sb-Legierung beob-
achtet werden konnte (siehe Abschnitt 6.1.5), durch das Kohäsionsmodell beschrieben wird.
Dabei musste aber berücksichtigt werden, dass die experimentelle Datenbasis der am Institut
für Werkstoffe der RUB getesteten Cu-Sb-Proben nicht breit genug ist, um eine eindeutige
Anpassung aller Parameter vorzunehmen.

Da die Schädigungsentwicklung durch das Mechanismen-orientierte Porositätsmodell aus
Abschnitt 4.4.3 beschrieben wird, besitzen die meisten Parameter eine geometrische oder
physikalische Bedeutung. Dies erlaubte es, mehrere Parameter auf plausible Werte festzule-
gen und die Anpassung an die experimentellen Daten auf wenige variable Anpassungspara-
meter zu beschränken. Wegen des hohen Einflusses auf die Porositätsentwicklung wurden
der Koeffizient D̃KG (siehe (4.3)), welcher vor allem die Porenwachstumsgeschwindigkeit
und folglich die resultierenden Porengrößen kontrolliert, sowie der Vorfaktor aP in der Produk-
tionsrate (5.14), welcher maßgeblich die Porendichte ρ bestimmt, als variable Anpassungspa-
rameter gewählt. Werte für die übrigen Parameter wurden aus Literaturangaben übernommen
oder anderweitig abgeschätzt.

Bezüglich der Porengeometrie wurden eine typische linsenförmige Gleichgewichtsform mit
Dihedralwinkel ψ = 70◦ und ein Anfangsradius ainit = 1 µm für neu nukleierte Poren
angenommen. Für die spezifische Oberflächenenergie der freien Porenoberfläche wurde hin-
gegen der Wert γS = 1, 78 Jm−2 aus [WMN83] übernommen. Da aP als Anpassungspa-
rameter gewählt wurde, konnte die Normierungsspannung σP in (5.14) auf beliebige positive
Werte festgelegt werden. Der für die Anpassung verwendete Wert σP = 42 GPa orien-
tierte sich dabei am Schubmodul von Kupfer. Die Wahl der beiden unterschiedlichen Expo-
nenten b1P = 5 und b2P = 1, welche im Rahmen der Parameteranpassung berücksichtigt
wurden, geht wiederum auf typische Werte für den Norton-Exponenten zurück. Ausgehend
von dem in [Vös10] verwendeten Elastizitätsmodul für polykristallines Kupfer bei Raumtem-
peratur, welcher auf den experimentellen Daten aus [MH97] beruhte, wurde weiterhin der
Wert EInter = 111, 883 GPa als Elastizitätsmodul des ungeschädigten korngrenzennahen
Materials bei einer Temperatur von 823 K extrapoliert. Die dabei verwendete Temperaturab-
hängigkeit orientierte sich an den elastischen Kupfereinkristallsteifigkeitswerten aus [SW71].
Schließlich wurden noch die beiden Korngrenzenviskositätenη1

KGG = 3, 85×107 mm−3Ns

und η2
KGG = 107 mm−3Ns (siehe Abb. 6.16) genutzt, um den Einfluss von Korngren-

zengleiten auf die Entwicklung der Korngrenzenschädigung zu untersuchen.

Um die Anpassung von D̃KG und aP durchführen zu können, war es erforderlich, die Schädi-
gungsvariablen des Kohäsionsmodells β und ρ mit den experimentell bestimmten Korngren-
zenschädigungen in Verbindung zu bringen. Aufgrund des grobkörnigen Gefüges beinhalte-
ten die Cu-Sb-Proben eine verhältnismäßig geringe Anzahl an Korngrenzen, für welche zu-
dem nur eine begrenzte Anzahl an Poren pro Korngrenze im Rahmen der metallografischen
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x
l

S0

Al
VS

x

l

a

2a

Schnittebene

Abb. 6.17: Schematische Darstellung der in einem
Schliffbild pro Korngrenzenlänge l sichtbaren
Schnittfläche von Korngrenzenporen Al.

Abb. 6.18: Schematische Darstellung der in
einem Schliffbild beobachtbaren
Porenanzahl pro Korngrenzen-
länge l.

Analyse beobachtet werden konnten. Die Porenanzahlen pro Korngrenze sind vor allem nicht
ausreichend, um Porengrößenverteilungen durch eine statistische Auswertung, so wie bei-
spielsweise in [OR96] diskutiert, zu bestimmen. Jedoch kann davon ausgegangen werden,
dass die Gesamtheit aller Korngrenzen einer Probe die Entwicklung der mittleren Korngren-
zenporosität abbildet. Letztere ist durch die KorngrenzenporenanzahlNl und die kumulierte
sichtbare Schnittfläche von KorngrenzenporenAl charakterisiert (siehe Tab. 6.2).

Stereologische Betrachtungen, wie sie beispielsweise in [Und70] ausgeführt sind, können
durch Spezialisierung auf den Fall von Poren oder Partikeln entlang von inneren Flächen
genutzt werden, um Zusammenhänge zwischen den experimentellen Porositätsdaten und
den beiden Schädigungsvariablen β und ρ herzustellen. Hierzu müssen allerdings vereinfa-
chende Annahmen getroffen werden. Zum einen wird, wie bei der Erstellung der FE-Modelle,
von einer idealisierten prismatischen Mikrostruktur ausgegangen, für welche sich die an der
Probenoberfläche beobachtete Mikrostruktur unverändert entlang der Probendicke fortsetzt.
Zum anderen wird angenommen, dass die Poren gleich groß mit einem Radius a und auf den
Korngrenzenflächen homogen verteilt sind.

Unter diesen Voraussetzungen ergibt sich die KorngrenzenflächeS0 innerhalb der Messlänge
durch Integration der kumulierten sichtbaren Korngrenzenlänge l über die Probendicke:

S0 = l ·

ˆ

Proben-
dicke

dx . (6.3)

In (6.3) und im Folgenden entspricht die x-Richtung jeweils der Probendickenrichtung. Die in
einem Schliffbild pro Korngrenzenlänge l sichtbare Schnittfläche von KorngrenzenporenAl,
welche in Abb. 6.17 für einen Schnitt senkrecht zur Probendicke skizziert ist, kann als infinite-
simales Porenvolumen betrachtet werden. Das gesamte Volumen von Korngrenzenporen VS
pro Korngrenzenfläche S0 ergibt sich dann durch Integration von Al über die Probendicke

VS =

ˆ

Proben-
dicke

Al(x) dx = Āl

ˆ

Proben-
dicke

dx , (6.4)
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wobei Al = Al(x) im Allgemeinen von der x-Koordinate abhängt und Āl der über die Pro-
bendicke gemittelte Wert von Al ist. Das Verhältnis von VS zu S0, welches gerade der Korn-
grenzenaufdickung durch Poren JuKP entspricht, ist nach (6.3) und (6.4) gleich dem Verhältnis
von Āl zu l. Da die Korngrenzenaufdickung nach (4.51) durch β und ρ ausgedrückt werden
kann, ergibt sich somit der Zusammenhang

Āl

l
=
VS
S0

= JuKP =
β√
ρ
. (6.5)

Darüber hinaus ergibt sich ein weiterer Zusammenhang bezüglich der in einem Schliffbild be-
obachtbaren Porenanzahl. Hierzu wird, wie in Abb. 6.18 skizziert, ein Schnitt durch die Probe
betrachtet, welcher jeweils senkrecht zur Korngrenze und zur Dickenrichtung verläuft. Im Fall
von gleich großen Poren mit Radius a sind nur jene Poren entlang einer Korngrenzenlänge
l sichtbar, deren Zentren sich nicht weiter als a von der Schnittebene entfernt befinden. Die
im Schliffbild beobachtbare Porenanzahl entspricht dann der Anzahl an Poren in einem Korn-
grenzenbereich der Länge l und Breite 2a. Da die Poren entlang der Korngrenzenfläche mit
einer konstanten Porendichte ρ homogen verteilt sein sollen, ergibt sich die zu erwartende
Porenanzahl zu

N̄l = 2a · l ·ρ . (6.6)

Wird schließlich (4.54) genutzt, um den Porenradius a in Abhängigkeit von β und ρ auszu-
drücken, so ergeben sich aus (6.5) und (6.6) die beiden Gleichungen

β =
4

√
πh(ψ)Ā3

l N̄
3
l

6l6
und ρ =

1

l

√
πh(ψ)N̄3

l

6Āl
. (6.7)

Unter der Annahme, dass die metallografisch bestimmten Werte für Al und Nl repräsentativ
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Abb. 6.19: Veranschaulichung der Korngrenzenschädigungsentwicklung durch die beiden Schädigungs-
variablen des Porositätsmodells β und ρ, welche sich entsprechend (6.7) aus den in Tab. 6.2
aufgelisteten Werten ergeben.
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für den Porositätszustand einer Probe sind, wurden die Gleichungen (6.7) genutzt, um β

und ρ jeweils vor und nach einem Kriechversuch abzuschätzen. Hierbei wurden für Āl, N̄l

und l die in Tab. 6.2 aufgelisteten Werte eingesetzt, wobei angenommen wurde, dass die
kumulierte sichtbare Korngrenzenlänge l vor und nach einem Kriechversuch gleich ist. Die
resultierenden Werte für β und ρ sind für die Proben 1, 2, 3, 7 und 8 in Abb. 6.19 dargestellt.

Während sich für die Proben 1, 2, 3 und 8 übereinstimmend jeweils eine Zunahme von β und
ρ ergibt, ist für Probe 7 hingegen eine Abnahme der Porendichte ρ zu beobachten. Dieses
Verhalten lässt sich durch die Tatsache erklären, dass Probe 7 aufgrund der langen Ver-
suchsdauer besonders stark geschädigt war und im Vergleich mit den anderen am Institut für
Werkstoffe der RUB getesteten Proben mehr vollständig geschädigte Korngrenzen aufwies.
Für Letztere können aber keine Porenanzahlen und -größen bestimmt werden. Folglich ergibt
sich für diese Probe der kleinste Anstieg bezüglich der Porenanzahl. Die entlang der intak-
ten Korngrenzen beobachteten Poren sind aber besonders groß, was sich durch das größte
VerhältnisAl.C/Nl.C aller Proben äußert. Das Auftreten von wenigen großen Poren führt ent-
sprechend (6.7) zu einer niedrigen Porendichte ρ und entspricht somit dem zu erwartenden
Schädigungsbild einer stark geschädigten Probe.

Der Verlust der Eindeutigkeit, welcher mit einer nicht monotonen Entwicklung von Schädi-
gungsvariablen (hier der Porendichte bzw. -anzahl) verbunden ist, würde aber das Lösen des
inversen Problems bei der Parameteranpassung deutlich erschweren. Um das Vorgehen zu
vereinfachen, wurde Probe 7 daher nicht für die Anpassung von D̃KG und aP berücksichtigt.
Ausgehend von den Porositätsdaten der vier übrigen Proben (siehe Abb. 6.19) wurden die
Anfangswerte der beiden Schädigungsvariablen schließlich auf die Werte β0 = 10−4 und
ρ0 = 103 mm−2 gesetzt.

Im Rahmen einer iterativen Optimierung wurden in aufeinanderfolgenden Durchgängen FE-
Simulationen der Kriechbelastungen für die Proben 1, 2, 3 und 8 durchgeführt, wobei D̃KG

und aP jeweils von Durchgang zu Durchgang so angepasst wurden, dass die Residuums-
funktion

FKGP
Res =

Proben∑

k

[(
Nl.Sim.k −Nl.C.k

Nl.C.k

)2

+

(
Al.Sim.k −Al.C.k

Al.C.k

)2
]

(6.8)

minimiert wurde. In (6.8) sind Nl.C.k und Al.C.k jeweils die experimentellen Werte für die
k-te Probe aus Tab. 6.2. Die zugehörigen simulierten Werte Nl.Sim.k und Al.Sim.k wurden
für jede Simulation gemäß (6.5) und (6.6) durch die Beziehungen

Nl.Sim =

Integrationspunkte∑

i

2a (βi, ρi) · li ·ρi , (6.9)

Al.Sim =

Integrationspunkte∑

i

li ·
βi√
ρi

(6.10)

aus den Integrationspunktwerten an der Probenoberfläche bestimmt, wobei βi und ρi die
Schädigungsvariablen und li die sichtbare Korngrenzenlänge des i-ten Integrationspunktes
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6 Beschreibung des Kriechverhaltens einer Kupfer-Antimon-Legierung

Tab. 6.6: An experimentelle Porositätsdaten iterativ angepasste Parameter des Porositätsmodells.

Parametersatz ηKGG/(mm−3Ns) bP D̃KG/(mm5N−1s−1) aP/(mm−2s−1)

COH-1 3,85× 107 5 7,8936× 10−15 2,0039× 1016

COH-2 3,85× 107 1 1,2143× 10−14 2,6677× 102

COH-3 1,00× 107 1 1,0028× 10−14 2,2852× 102

sind. Dabei wurden nur jene Integrationspunkte berücksichtigt, für welche ω (β) < 0, 5 erfüllt
und somit entsprechend der Modellierung noch kein lokales Versagen eingetreten war.

Für die drei Parameterkombinationen
{
η1
KGG, b

1
P

}
,
{
η1
KGG, b

2
P

}
und

{
η2
KGG, b

2
P

}
wurden

jeweils voneinander unabhängige Anpassungen durchgeführt. Die resultierenden Werte für
D̃KG und aP sind in Tab. 6.6 aufgelistet. Darüber hinaus werden in Abb. 6.20 die experimen-
tellen Porositätsdaten aus Tab. 6.2 mit den simulierten Porositätsdaten, welche sich jeweils
am Ende eines Anpassungsprozesses ergaben, verglichen. Dabei zeigt sich, dass die Proben
3 und 8, für welche eine erhöhte Korngrenzenschädigung beobachtet wurde, die höchsten ab-
soluten Abweichungen zwischen experimentellen und simulierten Porositätsdaten aufweisen.
Die Wichtung zugunsten der weniger geschädigten Proben im Rahmen der Anpassung ergibt
sich aus der Normierung mit den experimentellen Werten bei der Berechnung der Residuen
in (6.8).

Die Ursachen für die Abweichungen bezüglich der Porositätsdaten können nicht eindeutig
benannt werden. Es ist jedoch davon auszugehen, dass die begrenzten experimentellen Da-
ten, welche eine Reduktion der frei anpassbaren Parameter erforderlich machten, und die
bereits benannten notwendigen Vereinfachungen bei der Modellierung, wozu vor allem die
idealisierte prismatische Mikrostruktur zählt, als wichtigste Einflussgrößen anzusehen sind.

Eine Einordnung der angepassten Werte für den Vorfaktor aP der Produktionsrate ρ̇P er-
scheint angesichts des phänomenologischen Ansatzes und der resultierenden Unterschiede
über mehrere Größenordnungen in Abhängigkeit vom Exponenten bP nicht sinnvoll. Die an-
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Abb. 6.20: Vergleich der experimentellen Porositätsdaten aus Tab. 6.2 mit den jeweils am Ende eines
Anpassungsprozesses aus den Simulationen bestimmten Porositätsdaten für die in Tab. 6.6
aufgeführten Parametersätze.
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6.3 Diskussion der Ergebnisse

gepassten Werte für den Koeffizient D̃KG können im Vergleich mit experimentellen Daten
aber als plausibel angesehen werden. So kann aus den in [NR80] angegebenen Daten ein
Wert D̃KG = 1, 30× 10−15 mm5N−1s−1 für Kupfer bei 823 K bestimmt werden.

Darüber hinaus ergeben sich aus den in [SH97] für zwei Kupferwerkstoffe mit unterschied-
lichen Reinheiten präsentierten Daten die Werte δDKG = 9, 76 × 10−12 mm3/s und
δDKG = 4, 97 × 10−12 mm3/s für eine Temperatur von 823 K. Die beiden Produkte
aus Korngrenzendicke δ und Korngrenzendiffusionskoeffizient DKG können unter Verwen-
dung von (4.3) und Ω aus Tab. 4.1 genutzt werden, um die Koeffizienten D̃KG = 1, 01 ×
10−14 mm5N−1s−1 und D̃KG = 5, 17× 10−15 mm5N−1s−1 zu bestimmen.

Während Letztere in guter Übereinstimmung mit den in Tab. 6.6 präsentierten Werten sind,
ist der auf den Daten aus [NR80] basierende Wert ungefähr eine Größenordnung kleiner als
die angepassten Werte.

6.3 Diskussion der Ergebnisse

In Abschnitt 6.2 konnte gezeigt werden, wie verschiedene experimentelle Versuchsdaten,
welche am Institut für Werkstoffe der RUB mittels Minikriechproben für reine Kupfereinkris-
talle sowie für eine grobkörnige Cu-Sb-Legierung gewonnen wurden, genutzt werden kön-
nen, um das in Abschnitt 5 präsentierte mikromechanische Polykristallmodell zu kalibrieren.
Für die angewendete Anpassungsstrategie war es dabei von zentraler Bedeutung, dass die
Parameter der im Rahmen des Modells berücksichtigten Mechanismen anhand von geson-
derten Deformations- und Schädigungsdaten bestimmt wurden. Letzteres ist eine wichtige
Voraussetzung dafür, dass die Beiträge der einzelnen Mechanismen zum makroskopischen
Kriechverhalten möglichst eindeutig erfasst werden.

Aus den Simulationen, welche für die Parameteranpassungen durchgeführt wurden, war da-
bei ersichtlich, dass Korngrenzengleiten das Kriechverhalten wesentlich beeinflusste und für
die beiden Korngrenzenviskositäten η1

KGG und η2
KGG zu deutlichen Spannungskonzentra-

tionen an Tripellinien führte. Insbesondere für den größeren Exponenten b1P = 5 der Pro-
duktionsrate ρ̇P war zu beobachten, dass die Spannungskonzentrationen die Schädigungs-
entwicklungen in der Nähe von Tripellinien begünstigten und in der Folge zu keilförmigen
Korngrenzenanrissen führten. In den REM-Aufnahmen, welche am Institut für Werkstoffe der
RUB im Rahmen der metallografischen Analyse der Cu-Sb-Proben erfasst wurden, waren
auch keilförmige Korngrenzenanrisse an Tripellinien vorhanden. Im Vergleich mit den Simu-
lationen war die Häufigkeit, mit der diese Anrisse in den getesteten Proben auftraten, jedoch
gering. Die Neigung der Modellierung zum Überschätzen dieser speziellen Art der Korngren-
zenschädigung kann durch die Verwendung des Exponenten b2P = 1 reduziert werden.

Dies wird durch die vergleichenden Darstellungen des geschädigten Flächenanteils ω in
Abb. 6.21b und Abb. 6.21c, welche sich für Probe 8 und die beiden Parametersätze COH-1
und COH-2 (siehe Tab. 6.6) ergaben, veranschaulicht. Genauer gesagt führt der Exponent
b2P = 1 zu homogeneren Schädigungsverteilungen entlang der Korngrenzen bei gleichzeiti-
ger Reduzierung der Maximalwerte an den zugehörigen Tripellinien. Dies ist noch deutlicher
in den Detailansichten zweier Korngrenzen von Probe 8 zu erkennen (siehe Abb. 6.22b,c
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und Abb. 6.23b,c), für welche sich innerhalb der Simulationen jeweils ein fortgeschrittener
Schädigungszustand eingestellt hatte.

Obwohl für die Simulationen jeweils idealisierte prismatische Mikrostrukturen betrachtet wur-
den, kann anhand dieser vereinfachten Kornstrukturen bereits gezeigt werden, inwiefern
der Korngrenzenverlauf und die Korngrenzenorientierung innerhalb einer Probe die Schä-
digungsentwicklung beeinflussen. Hierzu zählt vor allem die Tatsache, dass Korngrenzen,
die senkrecht zur Lastrichtung verlaufen, am stärksten schädigen (siehe auch [YN84a]). Auf-
grund der vereinfachten Kornstrukturen innerhalb der FE-Modelle, für welche die räumlichen
Orientierungen einzelner Korngrenzen nur näherungsweise abgebildet werden konnten, war
folglich eine exakte Berechnung der Schädigungsentwicklungen auf jeder Korngrenze nicht
möglich. Dies dürfte einer der Hauptgründe für offensichtliche Unterschiede zwischen Simu-
lationen und den experimentellen Daten sein.

So zeigt beispielsweise Abb. 6.22a das Rückstreuelektronenbild einer vollständig geschädig-
ten Korngrenze in Probe 8 nach dem Kriechversuch. Zum Vergleich sind in Abb. 6.22b und

(a) (b) (c)

A

B

ω

Abb. 6.21: (a) zeigt das für Minikriechprobe 8 erstellte FE-Modell. (b) und (c) zeigen jeweils für die Para-
metersätze COH-1 und COH-2 den geschädigten Flächenanteil ω (logarithmische Skala) an
den Korngrenzen nach Beendigung der Simulationen. Durch die Markierungen A und B sind
zwei stärker geschädigte Korngrenzen gekennzeichnet.
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6.3 Diskussion der Ergebnisse

Abb. 6.22c die für diese Korngrenze berechneten Schädigungen, jeweils für die beiden Para-
metersätze COH-1 und COH-2, dargestellt. Zwar war die Korngrenze innerhalb der Simulatio-
nen mit am stärksten geschädigt, der geschädigte Flächenanteil an den Integrationspunkten
der kohäsiven Elemente blieb jedoch unterhalb von 50 %, so dass kein lokales Versagen
eintrat.

Des Weiteren sind die durch die Simulationen bestimmten Schädigungsniveaus für die in
Abb. 6.21 mit A und B bezeichneten Korngrenzen vergleichbar (siehe Abb. 6.22b,c und Abb.
6.23b,c). Die experimentell erfassten Schädigungszustände dieser Korngrenzen (Abb. 6.22a
und Abb. 6.23a) zeigen jedoch deutliche Unterschiede: Während A vollständig geschädigt ist,
kann auf B nur eine einzelne Korngrenzenpore beobachtet werden.

Da Porositätsdaten pro Probe und nicht pro Korngrenze für die Anpassung des Schädigungs-
verhaltens genutzt wurden, erfolgte unter Vernachlässigung der lokalen Schädigungsvertei-
lungen entlang der Korngrenzen eine Fokussierung auf die Gesamtschädigungszustände der

(a)

(b)

(c)

ω

100 µm

Abb. 6.22: (a) zeigt das Rückstreuelektronenbild der mit A markierten Korngrenze in Abb. 6.21 nach
durchgeführtem Kriechversuch (Bildmaterial bereitgestellt durch das Institut für Werkstoffe
der RUB). (b) und (c) zeigen jeweils für die Parametersätze COH-1 und COH-2 den geschä-
digten Flächenanteil ω (logarithmische Skala) für die in (a) betrachtete Korngrenze nach Be-
endigung der Simulationen.
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6 Beschreibung des Kriechverhaltens einer Kupfer-Antimon-Legierung

Proben. Diese Vorgehensweise ermöglichte daher die Bestimmung von Parametern, welche
das mittlere Schädigungsverhalten für einen Polykristall beschreiben.

Eine weitere interessante Beobachtung ergab sich bezüglich der Gesamtkriechdeformatio-
nen aus dem Vergleich der am Institut für Werkstoffe der RUB getesteten Proben und den
jeweils zugehörigen Simulationen, welche im Rahmen der Parameteranpassung in Abschnitt
6.2.4 durchgeführt wurden. Die experimentell erfassten sowie die aus Simulationen bestimm-
ten Kriechraten sind für die Proben 1, 2, 3 und 8 in Abb. 6.24 dargestellt. Speziell um
den Deformationsbeitrag der Korngrenzen besser vergleichen zu können, wurden zusätz-
liche Kriechsimulationen mit perfekten Korngrenzen, für welche weder Korngrenzengleiten
noch Korngrenzenschädigung berücksichtigt wurden, durchgeführt. Eine genauere Analyse
der Simulationsdaten offenbarte dabei, dass für die Gesamtkriechdeformationen, welche sich
aus den Deformationen der Körner, Korngrenzengleiten und Korngrenzenaufdickung zusam-
mensetzten, der Beitrag durch Korngrenzenaufdickung, welcher dem assoziierten Korngren-
zenporenvolumen infolge der Schädigungsentwicklung entspricht, gegenüber den anderen
Beiträgen vernachlässigbar klein war.

(a)

(b)

(c)

ω

100 µm

einzelne
Korngrenzenpore

Abb. 6.23: (a) zeigt das Rückstreuelektronenbild der mit B markierten Korngrenze in Abb. 6.21 nach
durchgeführtem Kriechversuch (Bildmaterial bereitgestellt durch das Institut für Werkstoffe
der RUB). (b) und (c) zeigen jeweils für die Parametersätze COH-1 und COH-2 den geschä-
digten Flächenanteil ω (logarithmische Skala) für die in (a) betrachtete Korngrenze nach Be-
endigung der Simulationen.
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6.3 Diskussion der Ergebnisse

Dies zeigt zum einen, dass eine Anpassung des Schädigungsverhaltens anhand von Defor-
mationsmaßen keine Alternative zu der im vorangegangenen Abschnitt präsentierten Anpas-
sung anhand von Porositätsdaten darstellt. Zum anderen zeigen die simulierten Kriechraten
in Abb. 6.24 deutlich, dass Korngrenzengleiten signifikant zu den Gesamtkriechdeformatio-
nen beitragen kann. So führte beispielsweise die Viskosität η2

KGG für Probe 1 annähernd zu
einer Verdreifachung und für Probe 8 zu einer Verdopplung der Kriechraten gegenüber den
jeweiligen Simulationen mit perfekten Korngrenzen.

Obwohl die experimentell erfassten Kriechraten der Cu-Sb-Proben zu keinem Zeitpunkt in
die Anpassung von Parametern mit eingeflossen sind, so kann dennoch für die Proben 1
und 3 beobachtet werden, dass die Größenordnungen der experimentellen Kriechraten sehr
gut mit den Kriechraten zusammenpassen, welche sich für die Viskosität η1

KGG aus den
Simulationen ergeben. In diesem Sinne stützen die in Abb. 6.24 dargestellten Ergebnisse
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Abb. 6.24: Vergleichende Darstellungen der experimentell erfassten Kriechraten und der aus den Simu-
lationen bestimmten Kriechraten für die Minikriechproben 1, 2, 3 und 8 (die experimentellen
Kriechraten basieren auf den in Abb. 6.6 dargestellten Kriechkurven).
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die in Abschnitt 6.2.3 geäußerte Schlussfolgerung, dass die Korngrenzenviskosität für die
untersuchte Cu-Sb-Legierung in der Größenordnung ηKGG = 107 Ns/mm3 liegt.

Aus dem Vergleich von experimentellen und simulierten Kriechraten ist jedoch auch ersicht-
lich, dass die Dauer des primären Kriechbereiches, welcher durch eine abnehmende Kriech-
rate gekennzeichnet ist, durch das angepasste Polykristallmodell überschätzt wird. Da in Abb.
6.24 die aus den Simulationen resultierenden Kurven stets einen sehr ähnlichen Verlauf für
eine Probe aufweisen, und zwar unabhängig von der jeweiligen Modellierung der Korngren-
zen, muss die Ursache für diese Überschätzung mit dem Deformationsverhalten der Körner
in Zusammenhang stehen. In der Tat ist aus Abb. 6.13 klar ersichtlich, dass die Kriechraten
der am Institut für Werkstoffe der RUB getesteten Kupfereinkristallproben, welche für die Ka-
librierung des konstitutiven Materialgesetzes in Abschnitt 6.2.1 genutzt wurden, innerhalb der
gesamten Versuchszeiträume abnahmen.

Das unterschiedliche Deformationsverhalten von Kupfereinkristallproben und Cu-Sb-Proben
ist wahrscheinlich auf zwei Ursachen zurückzuführen. Zum einen wird im Rahmen der An-
wendung des kalibrierten Einkristallmodells zur Beschreibung der Cu-Sb-Proben ein mögli-
cher Einfluss der polykristallinen Mikrostruktur auf das Materialverhalten der einzelnen Kör-
ner vernachlässigt. Dabei ist durchaus bekannt (siehe [Ber03]), dass Korngrenzen die Ver-
setzungsbewegungen und folglich das Deformationsverhalten beeinflussen können. Zum an-
deren muss davon ausgegangen werden, dass, obwohl sich die Sb-Atome bevorzugt an den
Korngrenzen anlagern, sich auch eine gewisse Menge an Sb in der Kupfermatrix löst. Die ge-
lösten Fremdatome können dann zu einem Verfestigungseffekt führen, was bereits in [YN84b]
als wahrscheinlicher Grund für niedrigere Kriechraten eines Cu-Sb-Werkstoffes gegenüber
reinem Kupfer diskutiert wurde.

Eine Berücksichtigung derartiger Effekte, welche gegebenenfalls eine Erweiterung der Mo-
dellgleichungen erforderlich machen würden, erfolgt jedoch nicht im Rahmen der vorliegen-
den Arbeit, da der Fokus auf dem Einfluss und der Modellierung der Korngrenzen liegt.

Letztendlich erfordert die Anpassung der Materialparameter des Polykristallmodells aufgrund
der betrachteten Deformations- und Schädigungsmechanismen mehr Information über das
Werkstoffverhalten, als in einer einfachen Kriechkurve enthalten sind.

Die zusätzlichen Informationen sind zum einen nötig, um die Beiträge der einzelnen Defor-
mationsmechanismen zu den Gesamtdeformationen zu erfassen. Entsprechende Informa-
tionen können beispielsweise durch die Quantifizierung von Korngrenzengleiten mittels DIC-
Messungen gewonnen werden, so wie dies in Abschnitt 6.1.5 für die grobkörnige Cu-Sb-
Legierung beschrieben wurde. Die Erfassung von Korngrenzengleiten kann aber auch durch
andere Techniken erfolgen, beispielsweise durch mittels fokussierten Ionenstrahl an der Pro-
benoberfläche aufgebrachter Markierungen [KOKSM03] oder durch Auswertung der infolge
von Korngrenzengleiten entstandenen Oberflächentopografie [KOKSM03].

Zum anderen wäre eine ausschließliche Anpassung der Schädigungsentwicklung mittels
Kriechdehnungen problematisch, da das Wachstum von Korngrenzenporen nur wenig zu den
Gesamtdeformationen beiträgt. Die Kombination von grobkörniger Mikrostruktur und kleinen
Probenabmessungen hat sich daher als vorteilhaft erwiesen, da für jeden am Institut für Werk-
stoffe der RUB durchgeführten Kriechversuch sowohl die Korngrenzenschädigung als auch
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das Auftreten von Korngrenzengleiten quantifiziert werden konnte. Dennoch sollten in Zu-
kunft auch alternative Anpassungsstrategien entwickelt und getestet werden, so dass das
Polykristallmodell mit vertretbarem Aufwand auch anhand von Kriechversuchen mit feinkör-
nigen Werkstoffen angepasst werden kann.

Speziell mit Blick auf die Beschreibung des Deformationsverhaltens wäre es vermutlich von
Vorteil, wenn die Anpassung sämtlicher Parameter nur auf Basis der Kriechdaten eines poly-
kristallinen Werkstoffes erfolgen könnte. In diesem Fall könnte auf zusätzliche Kriechversuche
mit Einkristallproben verzichtet werden. Unter der Annahme, dass der Beitrag der Korngren-
zenschädigung zu den Gesamtdeformationen vernachlässigbar ist, könnten beispielsweise
die Gesamtdehnungen unter Berücksichtigung der zusätzlichen Informationen zum Korngren-
zengleiten genutzt werden, um die Parameter des Einkristallmodells anzupassen. Da es sich
dabei um die Lösung eines komplexeren inversen Problems handelt, müsste aber geprüft
werden, inwiefern die resultierenden Parameter eindeutig sind.

Darüber hinaus sollte ebenfalls geprüft werden, ob für die Anpassung der Parameter des
Porositätsmodells auch alternative Schädigungsdaten, wie beispielsweise der A-Parameter
[Egg91; MLS92; LMS94], genutzt werden können. Dabei gilt: Je mehr alternative experimen-
telle Daten für die Anpassung der Modellparameter verwendet werden können, desto flexibler
kann das Polykristallmodell für die Beschreibung des Kriechverhaltens von Werkstoffen ein-
gesetzt werden.
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In Abschnitt 6.2 wurden FE-Modelle, welche auf Basis der am Institut für Werkstoffe der
RUB mittels EBSD-Messungen bestimmten Kornstrukturen erstellt wurden, genutzt, um das
Kriechverhalten einer Cu-Sb-Legierung durch das in Abschnitt 5 präsentierte mikromechani-
sche Polykristallmodell zu beschreiben. Aufgrund der im Vergleich zu den Probenabmessun-
gen sehr groben Kornstruktur der Cu-Sb-Legierung, für welche sich einzelne Körner mitunter
über den gesamten Probenquerschnitt erstreckten, erscheint die in Abschnitt 6.2.2 beschrie-
bene Erstellung der FE-Modelle geeignet, um die wesentlichen Eigenschaften der Mikrostruk-
tur abzubilden.

Die direkte Erfassung und anschließende Vernetzung von dreidimensionalen Kornstrukturen
ist technisch ebenfalls möglich [SMCQSZ08; SMCQK09; SC11; SC12] und stellt eine Mög-
lichkeit zur exakten Nachbildung von Mikrostrukturen dar. Dieser Weg der Modellerstellung
ist aber durch die Verwendung von Synchrotronstrahlung sehr aufwendig und auf Proben
mit kleinem Durchmesser begrenzt. Für größere Proben oder ganze Bauteile ist somit eine
messtechnische Erfassung der Kornstruktur praktisch nicht durchführbar.

Dennoch kann in vielen Fällen eine Aussage oder eine Abschätzung bezüglich der charak-
teristischen Kennwerte einer Mikrostruktur (hierzu zählen beispielsweise der mittlere Korn-
durchmesser, die Anzahl direkt benachbarter Körner oder das Verhältnis von Kornoberfläche
zu Kornvolumen) getroffen werden. Diese Informationen können dann genutzt werden, um
künstliche Modelle einer Mikrostruktur zu generieren [GGUD08a; GGUD08b; SPHDCBB08].
Für gewöhnlich umfasst der modellierte Bereich dabei nur einen Ausschnitt des tatsächli-
chen Werkstoffgefüges. Oftmals können aber anhand von Modellen, welche nur eine geringe
Anzahl an Körnern umfassen, bereits grundlegende Fragestellungen untersucht werden. Al-
lerdings muss für derartige Modelle berücksichtigt werden, dass eine konkrete Mikrostruktur
die resultierenden Ergebnisse beeinflussen kann. Erst durch die Betrachtung einer Vielzahl
von Körnern, welche die wesentlichen Gefügemerkmale unabhängig von der jeweiligen Mi-
krostruktur abbilden, kann ein Modell als RVE angesehen werden.

Zur Erstellung entsprechender Modell wird dabei oft auf Voronoi-Strukturen zurückgegriffen
[WA04; GGUD08b; FBS09; MN10; ZKBL12]. Diese können genutzt werden, um rechteckige
Flächen oder quaderförmige Volumina zu unterteilen, wobei die resultierenden Strukturen der
Voronoi-Zellen Ähnlichkeiten zu realen polykristallinen Mikrostrukturen aufweisen.

Im Folgenden soll das in Abschnitt 6.2 kalibrierte Polykristallmodell in Kombination mit künst-
lich generierten periodischen Voronoi-Modellen genutzt werden, um das Kriechverhalten von
Polykristallen genauer zu untersuchen. In Abschnitt 7.1 wird dabei zunächst die Vorgehens-
weise bei der Erstellung entsprechender FE-Modelle beschrieben. Anschließend wird in Ab-
schnitt 7.2 der Einfluss unterschiedlicher Vernetzungen auf die Simulationsergebnisse disku-
tiert. In Abschnitt 7.3 werden abschließend verschiedene Aspekte bei der Anwendung des
Polykristallmodells zur Beschreibung des Kriechverhaltens anhand von ausgewählten Simu-
lationen betrachtet.
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7 Kriechschädigungsentwicklung in Polykristallen

7.1 Erzeugung von periodischen polykristallinen
Finite-Elemente-Modellen

Um bei der Simulation des Kriechverhaltens mittels künstlicher Mikrostrukturen eine Beein-
flussung der Ergebnisse durch Randeffekte zu vermeiden, empfiehlt sich die Verwendung von
periodischen Kornstrukturen. Hierbei ergeben sich die am äußeren Rand eines FE-Modells
aufzubringenden Verschiebungsrandbedingungen unmittelbar aus der periodischen Fortset-
zung der Mikrostruktur. Für die Implementierung von periodischen Verschiebungsrandbedin-
gungen ist es von Vorteil, wenn ein FE-Modell auf gegenüberliegenden äußeren Randflächen
eine exakt gleiche Oberflächenvernetzung aufweist. Dies kann beispielsweise durch Anwen-
dung der in [FBS09] präsentierten Vorgehensweise erreicht werden, bei welcher zuerst die
Tripellinien, anschließend die Korngrenzen und zuletzt die Körner diskretisiert werden.

Vor der Erstellung eines FE-Modells muss jedoch zunächst die eigentliche periodische Mi-
krostruktur erzeugt werden. Im Folgenden sollen dabei periodische Voronoi-Strukturen be-
trachtet werden. Die Vorgehensweise bei der Erzeugung ist in vereinfachter Form für den
zweidimensionalen Fall in Abb. 7.1 skizziert.

In einem ersten Schritt wird eine Gruppe von Referenzpunkten innerhalb einer quaderförmi-
gen Volumenzelle platziert. Die Randflächen der Volumenzelle entsprechen dabei der Form
des späteren FE-Modells. Die Anordnung der Referenzpunkte innerhalb der Volumenzelle
bestimmt letztendlich die resultierende Mikrostruktur. So führen beispielsweise clusterförmige
Anordnungen typischerweise zu Inhomogenitäten bezüglich der Korngrößen. Um eine peri-
odische Struktur zu erhalten, werden die Referenzpunkte der Volumenzelle in alle benachbar-
ten Volumenzellen kopiert (periodische Fortsetzung). Anschließend wird unter Berücksichti-
gung aller Referenzpunkte, welche auch die kopierten Punkte umfassen, eine Zerlegung der
ursprünglichen Volumenzelle in einzelne Voronoi-Zellen konstruiert.

Hierzu werden zunächst alle Mittelebenen zwischen jeweils zwei Referenzpunkten gebildet.
Die Mittelebenen bilden zusammen mit den sechs Randflächen der ursprünglichen Volumen-
zelle die Begrenzungsflächen einzelner Voronoi-Zellen. Zur Festlegung der Geometrien wer-
den alle Schnittpunkte von jeweils drei Begrenzungsflächen bestimmt, wobei im weiteren
Ablauf nur jene Schnittpunkte berücksichtigt werden, die auf den Begrenzungsflächen ein
konvexes Polygon mit minimalem Umfang bilden. Aufgrund der periodischen Fortsetzung der
Referenzpunktanordnung ergeben sich auf jeweils gegenüberliegenden Randflächen der ur-
sprünglichen Volumenzelle identische Polygone. Eine Voronoi-Zelle ist dann durch eine zu-

Abb. 7.1: Schematische Darstellung der Konstruktion einer periodischen Voronoi-Struktur.
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7.1 Erzeugung von periodischen polykristallinen Finite-Elemente-Modellen

sammenhängende konvexe Hülle mit minimaler Oberfläche definiert, welche sich stückweise
aus einzelnen Polygonen zusammensetzt. Die Summe aller resultierenden Voronoi-Zellen
entspricht schließlich wieder der ursprünglichen Volumenzelle.

Bevor eine Voronoi-Struktur durch Diskretisierung in ein FE-Modell überführt wird, werden
noch besonders kurze Liniensegmente zu einem einzelnen Punkt reduziert. Dabei wird bei
der Umsetzung darauf geachtet, dass die Struktur der Voronoi-Zellen auf gegenüberliegen-
den Randflächen der ursprünglichen Volumenzelle identisch bleibt. Für Polygone, welche
durch diesen Bearbeitungsschritt betroffen sind und nicht auf den Randflächen liegen, führt
dies dazu, dass die Liniensegmente nicht mehr exakt in einer Ebene liegen. Dennoch ist diese
Anpassung der Voronoi-Struktur sinnvoll, da anderenfalls besonders kurze Liniensegmente
zu extrem verzerrten Elementen führen können.

Für die Vernetzung der Voronoi-Zellen im Sinne der Vorgehensweise aus [FBS09] werden
zuerst die einzelnen Liniensegmente der Polygone entsprechend einer angestrebten Ele-
mentkantenlänge in Unterabschnitte eingeteilt. Da ein Liniensegment stets Teil von mehreren
Polygonen ist, muss dabei auf die Eindeutigkeit der Unterteilungen geachtet werden. Auf
Basis der diskretisierten Liniensegmente kann für jedes Polygon unabhängig voneinander
eine flächenhafte Dreiecksvernetzung erstellt werden. Ausgangspunkt ist dabei stets die aus
den unterteilten Liniensegmenten bestehende Randkurve eines Polygons. Durch Anwendung
einer deterministischen Vernetzungsstrategie, für welche aus unterschiedlich positionierten,
aber gleich geformten Randkurven stets eine übereinstimmende Flächenvernetzung resul-
tiert, kann sichergestellt werden, dass die Vernetzungen auf gegenüberliegenden äußeren
Randflächen der Volumenzelle identisch sind.

Wie in Abb. 7.2 dargestellt ist, beginnt die Vernetzung eines Polygons mit der Erstellung einer
trivialen Startvernetzung, für welche ein einzelner Knoten im Zentrum des Polygons hinzu-
gefügt wird und für alle Liniensegmente unter Einbeziehung des neuen Knotens Dreiecks-
elemente definiert werden. Anschließend wird die Vernetzung durch sukzessive Anwendung
verschiedener Optimierungsoperationen (siehe [FG00]) verbessert, wobei lokal eine Minimie-
rung des kleinsten Dreiecksinnenwinkels sowie die Einstellung einer vorgegebenen Element-
größe angestrebt werden. Die zur Anwendung kommenden Optimierungsoperationen sind in

Start Ende

Abb. 7.2: Veranschaulichung der schrittweisen Erstellung einer Flächenvernetzung für ein Beispielpoly-
gon ausgehend von einer diskretisierten Randkurve.
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7 Kriechschädigungsentwicklung in Polykristallen

(a) (b) (c) (d)

Abb. 7.3: Verwendete Optimierungsoperationen für eine räumliche Dreiecksvernetzung: (a) Neupositio-
nierung von Knoten (engl. smoothing). (b) Austausch der gemeinsamen Kante zweier benach-
barter Dreieckselemente (engl. edge swapping). (c) Unterteilung von zu großen Elementen.
(d) Entfernen von zu kleinen Kanten. Die gestrichelten Linien und die nicht ausgefüllten Kreise
stellen jeweils die Dreieckselemente und die Knoten vor einer Optimierungsoperation dar.

Abb. 7.3 skizziert und umfassen im Wesentlichen die Neupositionierung von Knoten (engl.
smoothing), den Austausch der gemeinsamen Kante zweier benachbarter Dreieckselemente
(engl. edge swapping), die Unterteilung von zu großen Elementen und das Entfernen von zu
kleinen Kanten. Dabei wird die Umsetzung sämtlicher Operationen so gestaltet, dass die Dis-
kretisierung der Randkurve stets erhalten bleibt und dass die Dreieckselemente nicht in einer
Ebene liegen müssen. Letzteres ist eine Anforderung an die Vernetzungsstrategie, welche
der oben beschriebenen Anpassung der Voronoi-Struktur und den resultierenden, nicht ebe-
nen Polygonen Rechnung trägt. Für zukünftige Anwendungen ergibt sich daraus aber auch
die Möglichkeit zur gezielten Vernetzung von polykristallinen Mikrostrukturen mit gekrümm-
ten Korngrenzen. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass es sich in dem in Abb.
7.2 dargestellten Beispiel um ein nicht ebenes Polygon mit nicht konvexer Randkurve han-
delt. Die Optimierung einer Vernetzung wird schließlich beendet, wenn keine der möglichen
Operationen zu einer weiteren Verbesserung beitragen kann. Dies ist für gewöhnlich der Fall,
wenn, wie in Abb. 7.2 gezeigt, sich eine sehr gleichmäßige Vernetzung eingestellt hat.

Ausgehend von den vernetzten Polygonen kann für jede Voronoi-Zelle eine räumlich ge-
schlossene Oberflächenvernetzung definiert werden. Ein Korn im FE-Modell kann dabei auf-
grund der periodischen Fortsetzung der Mikrostruktur aus mehreren Voronoi-Zellen beste-
hen. Im anschließenden Arbeitsschritt wird das Programm NETGEN genutzt, um für jede
Voronoi-Zelle unabhängig voneinander eine Tetraedervernetzung zu erzeugen, wobei die als
Ausgangspunkt dienende Oberflächenvernetzung unverändert bleibt. Letzteres stellt beim fol-
genden Zusammenfügen der einzelnen Tetraedervernetzungen zum finalen polykristallinen
FE-Modell sicher, dass die Vernetzungen der einzelnen Körner entlang der Korngrenzen und
auch auf den jeweils gegenüberliegenden Randflächen der Volumenzelle identisch sind.

Trotz der oben beschriebenen Anpassung der Voronoi-Struktur beinhalten die resultierenden
Vernetzungen einige stärker verzerrte Tetraederelemente. Oft treten diese am äußeren Rand
der Volumenzelle auf, wenn eine Korngrenze unter spitzem Winkel eine Randfläche schnei-
det. Wie in [MN10] diskutiert, lässt sich dieser Umstand aufgrund der komplexen Geometrien
dreidimensionaler Voronoi-Strukturen kaum vermeiden. Eine Beeinflussung der Simulations-
ergebnisse durch stärker verzerrte Tetraederelemente konnte jedoch im Rahmen der vorlie-
genden Arbeit nicht festgestellt werden.
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Abb. 7.4: Fertig vernetztes FE-Modell einer aus 16 Körnern bestehenden Mikrostruktur, welche auf einer
periodischen Voronoi-Struktur basierte.

Im letzten Schritt wird schließlich auf automatisiertem Wege ein vollständiges FE-Modell
erstellt, wobei wahlweise lineare oder quadratische Tetraederelemente verwendet werden
können. Im Falle der quadratischen Tetraederelemente muss die Vernetzung um zusätzli-
che Knoten entsprechend der Elementdefinition erweitert werden. Zur Verknüpfung jeweils
zweier benachbarter Körner werden entlang der Korngrenze kohäsive Elemente zwischen
den Knoten der identischen Oberflächenvernetzungen aufgespannt. In Abb. 7.4 ist beispiel-
haft ein aus 16 Körnern bestehendes FE-Modell abgebildet, wobei einige Teile der Tetra-
edervernetzung ausgeblendet wurden, um den Verlauf der Korngrenzen zu zeigen. Da der
Standardumfang des FE-Programmes Abaqus zum gegenwärtigen Zeitpunkt keine zu qua-
dratischen Tetraederelementen kompatiblen kohäsiven Elemente beinhaltet, werden, wie in
Abb. 7.5 schematisch dargestellt, vier lineare kohäsive Elemente zwischen den sechs Knoten
einer Seitenfläche platziert. Obwohl die Deformationsbeschreibungen von linearen und qua-

Abb. 7.5: Anordnung von vier linearen kohäsiven Elemen-
ten (rot, grün, blau und gelb) zwischen den Kno-
ten eines quadratischen Tetraederelements ent-
lang einer Seitenfläche.
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7 Kriechschädigungsentwicklung in Polykristallen

dratischen Elementen streng genommen inkompatibel sind, konnte keine negative Beeinflus-
sung der Simulationsergebnisse durch diese Vorgehensweise festgestellt werden. Darüber
hinaus kann auf den Einsatz der in Abschnitt 5.3.1 beschriebenen CDJ-Technik zur verbes-
serten geometrischen Beschreibung gekrümmter Grenzflächen verzichtet werden, da die aus
der oben beschriebenen Anpassung der Voronoi-Struktur resultierenden leicht gekrümmten
Korngrenzen ebenfalls keinen Einfluss auf die Simulationsergebnisse erkennen ließen.

Aufgrund der identischen Oberflächenvernetzungen können entlang der äußeren Randflä-
chen der Volumenzelle jeweils gegenüberliegende Knotenpaare identifiziert werden. Durch
Definition von jeweils drei Zwangsbedingungen pro Knotenpaar werden schließlich periodi-
sche Randverschiebungen an den äußeren Rändern realisiert. Die Zwangsbedingungen kön-
nen für ein Knotenpaar in vektorieller Form durch

0 = u+ − u− −E ·
(
x+ − x−

)
(7.1)

ausgedrückt werden, worin u− und u+ die Verschiebungsvektoren der beiden Knoten, x−

und x+ die Ortsvektoren zu den Knoten in der Ausgangskonfiguration und E der makro-
skopische Dehnungstensor der Volumenzelle sind. Die Kennzeichnungen − und + stehen
dabei für die jeweilige Zugehörigkeit zu den gegenüberliegenden äußeren Randflächen. Die
sechs makroskopischen Deformationsfreiheitsgrade, welche durch die Komponenten von E

beschrieben werden, können dabei durch die Verschiebungen zweier zusätzlich eingefügter
Knoten, welche nur über die Zwangsbedingungen mit dem übrigen Modell verbunden sind,
modelliert werden.

Für die Knotenpaare entlang der Volumenzellenkanten ist zudem zu beachten, dass diese je-
weils zu vier Randflächen gehören. Für die Eckpunkte der Volumenzelle müssen schließlich
alle sechs Randflächen berücksichtigt werden. Das Aufbringen von Belastungen erfolgt durch
die Definition von Oberflächenlasten in Form eines Spannungsvektors pro Randfläche, wo-
bei die auf gegenüberliegenden Randflächen aufgebrachten Belastungen im Gleichgewicht
miteinander sein müssen.

7.2 Einfluss der Vernetzung auf Simulationsergebnisse

Für die in Abschnitt 6.2 beschriebenen FE-Modelle wurde bewusst versucht, die Vernetzungs-
feinheiten möglichst klein zu halten, um durch den minimierten Berechnungsaufwand die
Durchführung der Simulationen innerhalb von Optimierungsschleifen zu beschleunigen. Die-
se Vorgehensweise erscheint akzeptabel, da die in [Kia12] durchgeführten Simulationen, wel-
che gegenüber den FE-Modellen in Abschnitt 6.2 feiner vernetzt waren, darauf hindeuteten,
dass eine gröbere Vernetzung die Simulationsergebnisse nur in begrenztem Maße beein-
flusst. Die in [Kia12] durchgeführten Simulationen berücksichtigten allerdings keine Schädi-
gungsentwicklung an den Korngrenzen.

In den beiden folgenden Abschnitten werden die Auswirkungen unterschiedlicher Vernet-
zungen anhand von zwei Beispielfällen genauer diskutiert, wobei der Fokus insbesondere
auf der Entwicklung der Korngrenzenschädigung liegt. In Abschnitt 7.2.1 wird zunächst eine
idealisierte hexagonale Kornstruktur betrachtet. Diese eignet sich gegenüber einer komple-
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xen dreidimensionalen Voronoi-Struktur besser, um grundlegende Vernetzungseinflüsse zu
untersuchen. Anschließend werden in Abschnitt 7.2.2 für eine aus 16 Körnern bestehen-
de Voronoi-Struktur, für welche mittels der in Abschnitt 7.1 beschriebenen Vorgehensweise
unterschiedlich fein vernetzte FE-Modelle erstellt wurden, weitere Vernetzungsaspekte dis-
kutiert.

7.2.1 Idealisierte hexagonale Kornstruktur

Aufgrund der bestehenden Symmetrien ist es für die Betrachtung einer idealen hexagona-
len Kornstruktur ausreichend, wenn ein FE-Modell nur für einen Ausschnitt aus der gesam-
ten Mikrostruktur erstellt wird. In Abb. 7.6a ist eine aus sieben identisch geformten Sechs-
ecken bestehende Kornstruktur abgebildet. Der durch das gestrichelte Rechteck markier-
te Bereich kennzeichnet dabei den zu modellierenden Ausschnitt, welcher zwei Viertelkör-
ner, eine schräg verlaufende vollständige Korngrenze und zwei horizontal verlaufende halbe
Korngrenzenabschnitte umfasst. In Abb. 7.6b sind der Aufbau eines FE-Modells sowie die
verwendeten Verschiebungsrandbedingungen und Zwangsbedingungen skizziert. Die Ele-
mentierung wird dabei so gewählt, dass die Korngrenzen gleichmäßig unterteilt und die Ver-
netzungen der beiden Viertelkörner in der Nähe der Korngrenzen feiner sind.

Die Umsetzung der Symmetrierandbedingungen an den Rändern der Körner kann dabei je-
weils durch einfache Verschiebungsrandbedingungen bzw. durch einzelne Zwangsbedingun-
gen realisiert werden. Für die Symmetriebedingungen an den beiden horizontalen Korngren-

(a) (b)

Knoten-Set 1

Knoten-Set 2

0

1

1

2

2

3

3

Abb. 7.6: (a) Abbildung einer aus sieben identisch geformten Sechsecken bestehenden Kornstruktur.
Der aufgrund der geometrischen Symmetrien zu modellierende Bereich ist durch das gestri-
chelte Rechteck markiert. (b) Skizzierter Aufbau eines FE-Modells, welches für den in (a) mar-
kierten Bereich zu erstellen ist. In orange sind die deformierten kohäsiven Elemente entlang
der Korngrenzen dargestellt.
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7 Kriechschädigungsentwicklung in Polykristallen

Tab. 7.1: Auflistung von Kennzahlen, welche die Vernetzungsfeinheiten für die erstellten FE-Modelle mit
hexagonaler Kornstruktur veranschaulichen.

Modellbezeichnung H8x8 H16x16 H32x32 H64x64 H128x128 H256x256

Gesamtknoten 190 630 2 278 8 646 33 670 132 870

C3D8-Elemente 64 256 1 024 4 096 16 384 65 536

COH3D8-Elemente 12 24 48 96 192 384

Anzahl an Gleichungen 432 1 492 5 532 21 292 83 532 330 892

zenabschnitten muss hingegen eine gesonderte Betrachtung der Verschiebungen erfolgen,
da für den betrachteten Ausschnitt aus der Kornstruktur die Symmetrielinien mit den Korn-
grenzenabschnitten zusammenfallen. Wie in Abb. 7.6b gezeigt ist, werden nur entlang des
oberen horizontalen Korngrenzenabschnitts kohäsive Elemente platziert. Hierzu ist die Defi-
nition zusätzlicher Knoten, welche in Abb. 7.6b als Knoten-Set 1 markiert sind, erforderlich.

Die Freiheitsgrade dieser zusätzlichen Knoten werden dann mit den Verschiebungen des
Knoten-Sets 2 am unteren horizontalen Korngrenzenabschnitt in Verbindung gesetzt. Auf-
grund der Symmetrien in der Kornstruktur besteht für jeden Knoten aus Knoten-Set 1 eine
Beziehung zu einem Knoten aus Knoten-Set 2. Die jeweils zusammengehörigen Knoten sind
in Abb. 7.6b durch die Bezeichnungen 1, 2 und 3 markiert. Unter Einbeziehung der absolu-
ten Verschiebung des rechten Viertelkorns, welche durch die Verschiebung des Knotens in
der rechten oberen Ecke (markiert durch eine 0) gegeben ist, können für jedes Knotenpaar
geeignete Zwangsbedingungen implementiert werden. Diese gewährleisten dann die Konti-
nuität der Verschiebungen bezüglich der idealen hexagonalen Kornstruktur.

Für die im Folgenden präsentierten Simulationen wurden durch Extrusion senkrecht zum be-
trachteten Ausschnitt aus der Kornstruktur dreidimensionale FE-Modelle erstellt. Dabei wurde
lediglich ein Element in Dickenrichtung verwendet, für welches die Elementdicke in Abhän-
gigkeit von der Vernetzungsfeinheit jeweils so angepasst wurde, dass keine stark gestreckten
Elemente entstanden. Die Verschiebungen in Dickenrichtung wurden ebenfalls durch Sym-
metrierandbedingungen modelliert.

Um Vernetzungseinflüsse untersuchen zu können, wurden FE-Modelle mit verschiedenen

Korngrenze 1

Korngrenze 2

Pfad entlang
Korngrenze

Abb. 7.7: Erstellte Vernetzung für das FE-Modell
H16x16 (siehe auch Tab. 7.1).

126 BAM-Dissertationsreihe



7.2 Einfluss der Vernetzung auf Simulationsergebnisse

Tab. 7.2: Übersicht über die Materialparameter für das Einkristallmodell und das Kohäsionsmodell, wel-
che aus den in Abschnitt 6.2 durchgeführten Anpassungen zur Beschreibung des Kriechver-
haltens einer Cu-Sb-Legierung bei einer absoluten Temperatur von 823 K resultieren.

Einkristallmodell C11 = 148 GPa, C12 = 112 GPa, C44 = 62 GPa,
n = 8, 42, K = 24, 9 MPa, R0 = 0, 064 MPa,
Q = 11, 8 MPa, b = 5, 99

Kohäsionsmodell ψ = 70◦, ainit = 1 µm, γS = 1, 78 Jm−2, EInter = 111, 883 GPa,
β0 = 10−4, ρ0 = 103 mm−2,
σP = 42 GPa, bP = 1, D̃KG = 1, 2143× 10−14 mm5N−1s−1,
aP = 2, 6677× 102 mm−2s−1, ηKGG = 3, 85× 107 mm−3Ns

Vernetzungsfeinheiten erstellt. Der betrachtete rechteckige Ausschnitt wurde dabei stets auf
eine Größe von 3×

√
3 mm skaliert. In Tab. 7.1 sind die wichtigsten Eckdaten der FE-Modelle

sowie die zugehörigen Bezeichnungen, welche sich aus den jeweils verwendeten Anzahlen
an Kontinuumselementen ergeben, zusammengetragen. In Abb. 7.7 ist exemplarisch die für
das Modell H16x16 erstellte Vernetzung abgebildet.

Für die Beschreibung des Materialverhaltens wurde beiden Viertelkörnern die gleiche Kristall-
orientierung zugeordnet, wobei die drei Kristallgitterrichtungen senkrecht zu den drei Sym-
metrieebenen des FE-Modells ausgerichtet waren. Weiterhin wurden für das Einkristallmodell
die in Abschnitt 6.2.1 präsentierten vorgewählten elastischen Konstanten C11, C12 und C44

sowie der angepasste Parametersatz MP111 aus Tab. 6.3 genutzt. Das physikalische Verhal-
ten der Korngrenzen wurde entsprechend dem mikromechanischen Kohäsionsmodell durch
die in Abschnitt 6.2.4 vorgewählten Parameter ψ, ainit, γS und EInter , die ebenfalls in Ab-
schnitt 6.2.4 bestimmten Anfangswerte β0 und ρ0 und den Parametersatz COH-2 aus Tab.
6.6 beschrieben. Der Übersicht halber sind die verwendeten Parameter noch einmal in Tab.
7.2 zusammengestellt.

Für die hier präsentierten Simulationen ist ausschließlich eine konstante äußere Zugbean-
spruchung von 10 MPa senkrecht zu den horizontalen Korngrenzen betrachtet worden. Für
eine konstante Zugbelastung parallel zu den horizontalen Korngrenzen ergeben sich qua-

Abb. 7.8: Zeitliche Entwicklungen der auf Korn-
grenze 1 (siehe Abb. 7.7) einwir-
kenden mittleren Normalspannung für
die mit den in Tab. 7.1 aufgelisteten
FE-Modellen durchgeführten Simula-
tionen.
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Abb. 7.9: Zeitliche Entwicklungen für die mitt-
lere Schädigungsvariable β auf
Korngrenze 1.

Abb. 7.10: Zeitliche Entwicklungen für die mittlere
Porendichte ρ auf Korngrenze 1.

litativ vergleichbare Ergebnisse, welche aber durch die unterschiedlich orientierten Korn-
grenzen geprägt sind. Alle Simulationen wurden beim Erreichen einer Simulationszeit von
2, 55× 105 s, für welche Korngrenze 1 kurz vor dem vollständigen Versagen war, beendet.

In Abb. 7.8 sind die zeitlichen Verläufe der auf Korngrenze 1 einwirkenden mittleren Nor-
malspannung dargestellt, welche sich jeweils für die in Tab. 7.1 aufgelisteten FE-Modelle
ergaben. Weiterhin sind die gemittelten Werte der beiden Schädigungsvariablen β und ρ auf
Korngrenze 1 in Abhängigkeit von der Simulationszeit in Abb. 7.9 und Abb. 7.10 abgebildet.
Es sei darauf hingewiesen, dass die in Abb. 7.8, Abb. 7.9 und Abb. 7.10 dargestellten Mit-
telwerte sich immer auf die noch nicht vollständig geschädigte Fläche1 von Korngrenze 1
beziehen.

Für die in Abb. 7.8, Abb. 7.9 und Abb. 7.10 dargestellten Größen ist zu beobachten, dass
bis zu einer Simulationszeit von ungefähr 32 h die Verläufe aller Kurven unabhängig von
der jeweiligen Vernetzung gut übereinstimmen. Im weiteren Simulationsverlauf zeigen die
Kurvenverläufe weiterhin ein übereinstimmendes Verhalten, jedoch ergeben sich speziell für
die grob vernetzten FE-Modelle Sprünge in den zeitlichen Entwicklungen. Die Ursache die-
ser Sprünge liegt im lokalen Versagen einzelner Integrationspunkte, welches im Rahmen
des Kohäsionsmodells unmittelbar mit dem Erreichen eines geschädigten Flächenanteils von
ω = 50 % eintritt. Da ein vollständig geschädigter Integrationspunkt von einem auf den
nächsten Moment keine Kräfte mehr überträgt und auch nicht mehr in die Berechnung der in
Abb. 7.8, Abb. 7.9 und Abb. 7.10 dargestellten Mittelwerte eingeht, kommt es zu den beob-
achteten Sprüngen in den Kurvenverläufen. Diese sind umso ausgeprägter, je größer die mit
einem Integrationspunkt assoziierte Korngrenzenlänge ist. Letztere nimmt mit zunehmender
Vernetzungsfeinheit entsprechend ab.

1Innerhalb einer polykristallinen Mikrostruktur ergibt sich die vollständig geschädigte Korngrenzenfläche aus der Sum-
me aller Korngrenzenbereiche, welche infolge der voranschreitenden Korngrenzenschädigung vollständig versagen
und einen Korngrenzenriss oder -anriss bilden. Im Rahmen der FE-Simulationen werden diese Bereiche durch jene
Integrationspunkte der kohäsiven Elemente gebildet, für welche ω ≥ 0, 5 gilt (siehe Abschnitt 5.2.2).
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Abb. 7.11: Zeitliche Entwicklungen des vollstän-
dig geschädigten Flächenanteils von
Korngrenze 1.
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Weiterhin ist aus der Entwicklung des vollständig geschädigten Flächenanteils von Korngren-
ze 1, welcher für die FE-Modelle in Abb. 7.11 dargestellt ist, zu erkennen, dass das lokale
Versagen von Integrationspunkten für die feineren Vernetzungen früher beginnt. Während es
für das FE-Modell H256x256 nach ungefähr 32 h zum Versagen des ersten Integrationspunk-
tes kommt, tritt das erste Versagen eines Integrationspunktes im FE-Modell H8x8 erst nach
ca. 42 h ein.

Es sei an dieser Stelle ausdrücklich darauf hingewiesen, dass es sich bei dem geschädigten
Flächenanteil ω und dem vollständig geschädigten Flächenanteil einer Korngrenze um zwei
verschiedene Größen handelt. Während Ersterer ein Maß für die Porosität einer Korngrenze
ist, beschreibt Letzterer das Ausmaß an Schädigung durch Korngrenzenrisse.

Für den vollständig geschädigten Flächenanteil von Korngrenze 1 ist zu beobachten, dass,
wie bereits für die mittlere Normalspannung und die mittleren Schädigungsvariablen festge-
stellt werden konnte, der Trend der zeitlichen Entwicklung für alle Vernetzungen übereinstim-
mend abgebildet wird (siehe Abb. 7.11). Dabei ergeben sich speziell für die gröber vernetz-
ten FE-Modelle ausgeprägte stufenförmige Verläufe, welche aus den begrenzten räumlichen
Auflösungen dieser Vernetzungen resultieren. Letzteres scheint jedoch keinen wesentlichen
Einfluss auf die Entwicklung des vollständig geschädigten Flächenanteils zu haben.

Während die zeitlichen Entwicklungen der über eine Korngrenze gemittelten Größen für die
betrachteten FE-Modelle ein übereinstimmendes Bild ergeben, kann ein Einfluss der Vernet-
zungsfeinheit bezüglich der lokalen Verteilungen von Spannungen und Schädigungsvariablen
beobachtet werden. In Abb. 7.12 und Abb. 7.13 sind jeweils die lokalen Normalspannungen
entlang der Korngrenzen 1 und 2 nach einer Simulationszeit von 15, 09 h dargestellt, was
ungefähr der halben Zeit bis zum ersten lokalen Versagen eines Integrationspunktes im FE-
Modell H256x256 entspricht. Dabei zeigt sich, dass je feiner die Vernetzung eines FE-Modells
ist, desto höher sind die sich einstellenden Spannungskonzentrationen am Tripelpunkt, wo
Korngrenze 1 und Korngrenze 2 zusammentreffen. Speziell für das am gröbsten vernetz-
te FE-Modell (H8x8) ist zu beobachten, dass im Vergleich mit den anderen FE-Modellen
die Spannungskonzentration unmittelbar am Tripelpunkt von Korngrenze 1 am niedrigsten
ist (siehe Abb. 7.12). Stattdessen kommt es zu einer Erhöhung der Normalspannungen in
Bereichen von Korngrenze 1, welche sich etwas weiter entfernt vom Tripelpunkt befinden.
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Abb. 7.12: Lokale Verteilungen der Normalspan-
nung entlang von Korngrenze 1 nach ei-
ner Simulationszeit von 15, 09 h.

Abb. 7.13: Lokale Verteilungen der Normalspan-
nung entlang von Korngrenze 2 nach ei-
ner Simulationszeit von 15, 09 h.

Die Ursache für diese Spannungskonzentrationen sind im Wesentlichen Spannungsumlage-
rungen infolge von Korngrenzengleiten. Da die für die Simulationen verwendete Korngren-
zenviskosität ηKGG = 3, 85 × 107 mm−3Ns eine ausgesprochen schnelle Relaxation der
auf Korngrenze 2 einwirkenden Tangentialspannungen bewirkt, kommt es im Rahmen der
Modellbildung zu einem Verhalten, welches der Spannungssingularität an einem durch Sche-
rung belasteten Riss ähnelt. Während die Zugspannungskonzentrationen im weiteren Simu-
lationsverlauf sowohl durch Korngrenzenschädigung als auch durch die Deformationen der
Körner reduziert werden, können Druckspannungskonzentrationen, deren Intensitäten mit
zunehmender Simulationszeit ansteigen, in ihrer Entwicklung nur durch die Deformationen
der Körner abgeschwächt werden. Ein umfassender Abbau der Druckspannungskonzentra-
tionen erfolgt dabei jedoch nicht. Letzteres kann zur Entstehung von unnatürlich hohen Druck-
spannungen in der unmittelbaren Nähe von Tripelpunkten bzw. Tripellinien führen. Hierdurch
konnte aber keine signifikante Beeinflussung des Deformations- oder Schädigungsverhaltens
festgestellt werden. Zwar kommt es bei einer Entlastung zu einem raschen Abbau von Span-
nungskonzentrationen innerhalb der FE-Modelle, eine vollständige Verhinderung der Span-
nungskonzentrationen ist jedoch nur durch die Unterdrückung von Korngrenzengleiten mög-
lich.

Die vernetzungsabhängigen Unterschiede in den lokalen Verteilungen der Normalspannun-
gen an Korngrenze 1 wirken sich dabei auch auf die lokalen Verteilungen der entstehenden
Korngrenzenschädigungen aus. In Abb. 7.14 und Abb. 7.15 sind die lokalen Werte der bei-
den Schädigungsvariablen entlang von Korngrenze 1 nach einer Simulationszeit von 15, 09 h

dargestellt. Aus dem Vergleich mit Abb. 7.12 ist gut zu erkennen, dass die Entwicklungen von
β und ρ mit den Verteilungen der lokalen Normalspannungen in Verbindung stehen. Genau-
er gesagt führen die Zugspannungskonzentrationen für die feiner vernetzten FE-Modelle zu
einer stärkeren Schädigung in der unmittelbaren Nähe des Tripelpunktes, während für die
gröber vernetzten FE-Modelle eine Verlagerung der Schädigung in weiter vom Tripelpunkt
entfernte Bereiche zu beobachten ist.
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Abb. 7.14: Lokale Verteilungen der Schädigungs-
variable β entlang von Korngrenze 1
nach einer Simulationszeit von 15, 09 h.

Abb. 7.15: Lokale Verteilungen der Porendichte ρ

entlang von Korngrenze 1 nach einer
Simulationszeit von 15, 09 h.

Wie aber bereits festgestellt wurde, haben diese lokalen Unterschiede in den Schädigungs-
entwicklungen keinen signifikanten Einfluss auf die zeitlichen Entwicklungen der Mittelwerte
(siehe Abb. 7.9 und Abb. 7.10). Auch ist aus den Entwicklungen der vollständig geschädig-
ten Flächenanteile (siehe Abb. 7.11) keine Beeinflussung des Aufreißens von Korngrenze
1, welches letztendlich das finale Versagen der Kornstruktur einleitet, ersichtlich. Letzteres
ist eine wichtige Voraussetzung für das im folgenden Abschnitt abgeleitete makroskopische
Versagenskriterium für eine polykristalline Mikrostruktur.

7.2.2 Periodische Voronoi-Struktur

Während bei den im vorangegangenen Abschnitt präsentierten Simulationen das Haupt-
augenmerk einzelnen Korngrenzen galt, liegt der Fokus der im Rahmen dieses Abschnitts
durchgeführten Simulationen auf dem makroskopischen Deformations- und Schädigungs-
verhalten einer gesamten Kornstruktur. Anhand der resultierenden Ergebnisse werden dabei
die Einflüsse der Vernetzungsfeinheit und unterschiedlicher Elementtypen diskutiert. Darüber
hinaus sollen die Ergebnisse auch als Grundlage dienen, um eine anzustrebende Vernet-
zungsfeinheit abzuschätzen, welche für die Erstellung von FE-Modellen genutzt werden soll.

Mit diesen Zielen wurde eine aus 16 Körnern bestehende periodische Mikrostruktur betrach-

Tab. 7.3: Auflistung von Kennzahlen, welche die Vernetzungsfeinheiten für die erstellten FE-Modelle mit
der aus 16 Körnern bestehenden periodischen Mikrostruktur veranschaulichen.

Modellbezeichnung 16K-1 16K-2 16K-3 16K-4 16K-5

Gesamtknoten 12 885 26 686 51 813 106 208 216 940

C3D10M-Elemente 4 274 9 102 18 010 38 674 79 865

COH3D6-Elemente 3 416 6 604 12 216 20 340 39 396

Anzahl an Gleichungen 23 298 47 757 92 514 187 983 383 232
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tet, welche mittels der in Abschnitt 7.1 beschriebenen Vorgehensweise erstellt wurde. Die 16
Referenzpunkte, welche die Grundlage für die Konstruktion der periodischen Voronoi-Struktur
bildeten, wurden dabei zufällig in der betrachteten würfelförmigen Volumenzelle mit Kanten-
länge 756 µm positioniert. Die resultierende Kornstruktur wurde bereits in Abschnitt 5.3 als
Beispiel für eine künstlich erzeugten Kornstruktur präsentiert (siehe Abb. 5.3c).

Für die Kornstruktur wurden FE-Modelle mit verschiedenen Vernetzungsfeinheiten erstellt,
wobei die für das Programm Abaqus verfügbaren und als numerisch robuster geltenden qua-
dratischen Tetraederelemente vom Typ C3D10M für die Modellierung der Körner verwendet
wurden. In Tab. 7.3 sind die wichtigsten Eckdaten der FE-Modelle sowie die zugehörigen
Bezeichnungen zusammengetragen. In Abb. 7.16 sind stellvertretend für die fünf erstellten
FE-Modelle die Vernetzungen der Modelle 16K-1 und 16K-3 abgebildet.

Es sei darauf hingewiesen, dass aufgrund der geringen Anzahl an Körnern kein makrosko-
pisch homogenes Verhalten für die betrachtete Kornstruktur zu erwarten ist. Die 16 Körner
umfassende Mikrostruktur kann somit als eine spezielle von vielen möglichen Kornstruktu-
ren betrachtet werden. Da sich Vernetzungseinflüsse aber unabhängig von einer konkreten
Kornstruktur auswirken, stellt dieser Umstand keinen Nachteil für die durchgeführten Unter-
suchungen dar.

Für die Beschreibung des Materialverhaltens wurde jedem Korn eine zufällige Kristallorientie-
rung zugeordnet. Die resultierende Textur muss ebenfalls als eine spezielle von vielen mögli-
chen Texturen angesehen werden. Darüber hinaus wurden für die Durchführung von Simula-
tionen die bereits im vorangegangenen Abschnitt verwendeten Materialparameter, welche in
Tab. 7.2 aufgelistet sind, genutzt. Für alle hier präsentierten Simulationen wurde ausschließ-

(a) (b)

x1

x2

x3

Abb. 7.16: (a) und (b) zeigen die Vernetzungen der FE-Modelle 16K-1 und 16K-3 (siehe Tab. 7.3). In
den rechten Hälften der beiden Abbildungen wurden jeweils die Körner ausgeblendet, um die
kohäsiven Elemente entlang der Korngrenzen sichtbar zu machen.
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Abb. 7.17: Darstellung der zeitlichen Entwicklun-
gen der Kriechdehnung in Zugrichtung
für die mit den in Tab. 7.3 aufgelisteten
FE-Modellen durchgeführten Simulatio-
nen.

Abb. 7.18: Darstellung der Kriechraten in Abhän-
gigkeit von den Kriechdehnungen für
die in Abb. 7.17 betrachteten Simula-
tionen. Ab der durch den Pfeil gekenn-
zeichneten Stelle steigen die simulier-
ten Kriechraten in Abhängigkeit von den
Kriechdehnungen weniger stark an.

lich eine einachsige Zugbelastung mit 10 MPa parallel zu der in Abb. 7.16 dargestellten
x3-Richtung betrachtet.

Die elastischen Dehnungen in Zugrichtung, welche sich unmittelbar nach Aufbringung der
äußeren Last einstellten, betrugen für alle Simulationen weniger als 0, 01 %. Da der Beitrag
der elastischen Dehnungen zu den Gesamtdehnungen vernachlässigbar klein war, ist eine
Unterscheidung zwischen Gesamtdehnungen und Kriechdehnungen für die Darstellung der
hier betrachteten Simulationen nicht von Bedeutung. Stattdessen werden die aus den Simu-
lationen resultierenden Gesamtdehnungen, welche sich aus den Deformationen der Körner,
Korngrenzengleiten und Korngrenzenaufdickung zusammensetzen, im Folgenden vereinfa-
chend als Kriechdehnungen angesehen.

In Abb. 7.17 sind die zeitlichen Verläufe der Kriechdehnungen in Zugrichtung, welche jeweils
durch die Komponente E33 des makroskopischen Dehnungstensors (siehe (7.1)) gegeben
waren, für die unterschiedlichen Vernetzungsfeinheiten abgebildet. Die jeweils zugehörigen
Kriechraten sind in Abb. 7.18 dargestellt. Aus Abb. 7.17 ist dabei ersichtlich, dass das makro-
skopische Deformationsverhalten mit zunehmender Vernetzungsfeinheit etwas nachgiebiger
wird. Allerdings sind die beobachtbaren Unterschiede vergleichsweise moderat. Bedenkt man
die Streuungen, welche oft für experimentell erfasste Kriechdehnungen beobachtet werden,
so stellt angesichts der absoluten Kriechdehnungen im einstelligen Prozentbereich eine ma-
ximale relative Abweichung von ungefähr 15 % zwischen dem gröbsten und dem feinsten
FE-Modell keine signifikante Abweichung bezüglich der Beschreibung des makroskopischen
Deformationsverhaltens dar. Darüber hinaus zeigen die Kriechkurven in Abb. 7.17 auch kei-
ne sonstigen Auffälligkeiten, die auf einen problematischen Vernetzungseinfluss schließen
lassen.
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Abb. 7.19: Darstellung der zeitlichen Entwicklun-
gen für die über die noch nicht vollstän-
dig geschädigte Korngrenzenfläche ge-
mittelte Schädigungsvariable β.

Abb. 7.20: Darstellung der zeitlichen Entwicklun-
gen für die über die noch nicht vollstän-
dig geschädigte Korngrenzenfläche ge-
mittelte Porendichte ρ.

Einzig das Auftreten von Druckspannungskonzentrationen in tripelliniennahen kohäsiven Ele-
menten, wie sie bereits im vorangegangen Abschnitt für eine ideale hexagonale Kornstruktur
beobachtet wurden, ist erwähnungswürdig. Dabei waren die simulierten Druckspannungen
in einzelnen Integrationspunkten mitunter zwei bis drei Größenordnungen größer als die ma-
kroskopisch aufgebrachte Belastung. Eine wesentliche Beeinflussung des makroskopischen
Deformations- und Schädigungsverhaltens durch die Spannungskonzentrationen konnte je-
doch nicht festgestellt werden.

Auch das makroskopische Schädigungsverhalten zeigt keine Auffälligkeiten, welche mit den
Spannungskonzentrationen in Verbindung stehen könnten. Vielmehr kann anhand von Abb.
7.19 und Abb. 7.20 beobachtet werden, dass die zeitlichen Verläufe der Schädigungsvaria-
blen β und ρ, welche jeweils über die noch nicht vollständig geschädigte Korngrenzenfläche
gemittelt wurden, nahezu unabhängig von der Vernetzungsfeinheit sind. Eine ähnliche Be-
obachtung ergibt sich auch für den vollständig geschädigten Korngrenzenflächenanteil Ω.
Dieser ergibt sich aus dem Verhältnis der aufsummierten Korngrenzenflächen, für welche
lokales Versagen eingetreten ist (ω ≥ 50 %, siehe Abschnitt 5.2.2), zur gesamten Korngren-
zenfläche in einem FE-Modell. Die in Abb. 7.21 gezeigten Kurvenverläufe lassen dabei auf ein
vernetzungsunabhängiges Verhalten schließen. Daher erscheintΩ als eine geeignete Größe
zur Definition eines makroskopischen Versagenskriteriums.

Um einen kritischen Wert fürΩ festzulegen, sollen die Kurvenverläufe der in Abb. 7.18 darge-
stellten Kriechraten detaillierter ausgewertet werden. Experimentell erfasste Kriechdehnun-
gen zeigen typischerweise eine beschleunigte Zunahme der Kriechraten unmittelbar vor dem
finalen Versagen. Im Gegensatz dazu ist aber ab der Stelle, welche durch einen Pfeil in Abb.
7.18 gekennzeichnet ist, zu beobachten, dass die simulierten Kriechraten in Abhängigkeit
von den Kriechdehnungen weniger stark ansteigen.

Dieses Verhalten ergibt sich aufgrund der Tatsache, dass innerhalb des Polykristallmodells
nur ein einzelner Schädigungsmechanismus berücksichtigt wird. Das Porositätsmodell, wel-

134 BAM-Dissertationsreihe



7.2 Einfluss der Vernetzung auf Simulationsergebnisse

Abb. 7.21: Darstellungen der zeitlichen Entwick-
lungen des vollständig geschädigten
Korngrenzenflächenanteils Ω.
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ches im Rahmen des Kohäsionsmodells zur Anwendung kommt, berücksichtigt ausschließ-
lich eine Zunahme der Schädigung durch Nukleation und diffusives Wachstum von Korngren-
zenporen. Auch wenn es infolge des vollständigen Versagens von lokalen Korngrenzenberei-
chen zu Spannungsumlagerungen kommt, welche die Normalspannungen auf den noch nicht
vollständig geschädigten Korngrenzen erhöhen, so ist die zeitliche Entwicklung der Schädi-
gung weiterhin durch die Entwicklungsgleichungen des Porositätsmodells bestimmt.

In einem realen Werkstoff würden die erhöhten Spannungen an den Korngrenzen aber zur
Aktivierung weiterer Schädigungsmechanismen, wie beispielsweise Porenwachstum durch
plastische Deformationen des umliegenden Materials oder Bildung und Wachstum von Mikro-
rissen, führen. Der resultierenden beschleunigten Schädigungsentwicklung folgt dann meist
ein baldiges Werkstoffversagen. Da diese letzte Etappe der Schädigungsentwicklung für ge-
wöhnlich innerhalb kurzer Zeiträume abläuft, ist die Berücksichtigung der zugehörigen Effekte
für Lebensdauerbetrachtungen aber von nachrangiger Bedeutung.

Ein Vergleich zwischen Abb. 7.18, Abb. 7.17 und Abb. 7.21 zeigt auf, dass das Abknicken
der Kurven an der durch den Pfeil gekennzeichneten Stelle in Abb. 7.18 ungefähr bei ei-
nem vollständig geschädigten Korngrenzenflächenanteil von Ω = 5 % auftritt. Weiterhin ist
aus Abb. 7.21 ersichtlich, dass auch die Anstiege der dargestellten Kurven ab einem Wert
Ω = 5 % praktisch nicht mehr zunehmen. Ein vergleichbares Verhalten konnte ebenfalls in
weiteren Simulationen, welche für andere Mikrostrukturen und Belastungen zu Testzwecken
durchgeführt wurden, jedoch im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht weiter beschrieben
sind, beobachtet werden.

Durch das Ausbleiben einer weiteren Beschleunigung der Schädigungsentwicklung können
die Simulationen aus rein numerischer Sicht problemlos über Ω = 5 % hinaus fortgesetzt
werden. Für einen realen Werkstoff wäre jedoch ein zeitnahes Versagen zu erwarten. Daher
soll das Erreichen des WertesΩ = 5 % im Folgenden als makroskopisches Versagenskrite-
rium für eine gesamte Kornstruktur genutzt werden. Dabei ergeben sich aus der Anwendung
dieses Kriteriums bezüglich der durchgeführten Simulationen Versagenszeiten von 45, 13 h

für das FE-Modell 16K-1 bis hin zu 46, 44 h für das FE-Modell 16K-5.

Im Rahmen der durchgeführten Untersuchungen hat sich darüber hinaus gezeigt, dass im
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Vergleich mit der Vernetzungsfeinheit die Wahl der jeweils verwendeten Elementtypen sehr
wohl einen bedeutenden Einfluss auf die Simulationsergebnisse hat. Die Entscheidung für die
quadratischen C3D10M-Elemente des Programmes Abaqus soll anhand der im Folgenden
präsentierten Ergebnisse genauer diskutiert werden.

Laut der Abaqus-Dokumentation [Aba] umfasst die Implementierung der C3D10M-Elemente
zusätzliche Freiheitsgrade, welche eine robustere Beschreibung von Kontaktproblemen und
inkompressiblen Deformationen ermöglichen. Allerdings vergrößert sich durch die zusätzli-
chen Freiheitsgrade auch die zugehörige Systemmatrix für ein FE-Modell, was eine nicht
unwesentliche Erhöhung des Berechnungsaufwandes zur Folge hat. Die Verwendung der
C3D10M-Elemente für die Modellierung der Körner ist aber aus zweierlei Gründen erforder-
lich.

Zum einen ergaben sich bei der Nutzung von regulären quadratischen Tetraederelementty-
pen (z. B. C3D10) Störungen bezüglich der berechneten Deformationen und Spannungen.
Diese äußerten sich durch die auffällige Ausbildung regelmäßiger Muster in den entlang der
Korngrenzen platzierten kohäsiven Elementen. Die Störungen sind dabei sehr wahrscheinlich
eine Folge der Ähnlichkeiten zwischen der Beschreibung von Grenzflächen mittels kohäsiver
Elemente und einem Kontaktproblem. Für Letzteres können sich die Kontaktkräfte, welche
unter bestimmten Belastungsfällen für reguläre quadratische Tetraederelementtypen in den
Knoten einer Elementseitenfläche resultieren, signifikant unterscheiden [Aba]. Bei der Ver-
wendung von Elementen des Typs C3D10M kam es hingegen zu keinen Unregelmäßigkeiten
an den Korngrenzen.

Zum anderen kann es bei der Verwendung bestimmter Elementtypen auch zum Auftreten
von Volumenlocking infolge von nahezu inkompressiblen Deformationen kommen. Letztere
ergeben sich aus den Deformationen der Körner, welche im Wesentlichen durch den visko-
plastischen Anteil des Einkristallmodells bestimmt sind. Volumenlocking konnte dabei insbe-
sondere für lineare Tetraederelemente vom Typ C3D4 beobachtet werden.

Eine Vermeidung von Volumenlocking für die hier verwendeten Materialmodelle kann durch
die Verwendung von sogenannten hybriden Elementen [Aba] (z. B. C3D4H) oder von modi-
fizierten Elementen [Aba] (z. B. C3D10M) erreicht werden. Um den Einfluss von Volumen-
locking zu verdeutlichen, wurden auf Basis der Vernetzung des FE-Modells 16K-5 zwei wei-
tere FE-Modelle erstellt, für welche entweder lineare Tetraederelemente vom Typ C3D4 oder

Tab. 7.4: Auflistung von Kennzahlen, welche die Vernetzungen zweier FE-Modelle für die aus 16 Kör-
nern bestehende periodische Mikrostruktur veranschaulichen. Für das FE-Modell 16K-5-C3D4
wurden lineare Tetraederelemente vom Typ C3D4 und für das FE-Modell 16K-5-C3D4H lineare
Tetraederelemente vom Typ C3D4H verwendet.

Modellbezeichnung 16K-5-C3D4 16K-5-C3D4H

Gesamtknoten 21 630 43 258

C3D4-Elemente / C3D4H-Elemente 79 865 79 865

COH3D6-Elemente 9 849 9 849

Anzahl an Gleichungen 57 072 78 700
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Abb. 7.22: Darstellung der zeitlichen Entwicklun-
gen der Kriechdehnung in Zugrichtung
für die mit den in Tab. 7.4 aufgelisteten
FE-Modellen durchgeführten Simulatio-
nen.

Abb. 7.23: Darstellung der Kriechraten in Abhän-
gigkeit von den Kriechdehnungen für
die in Abb. 7.22 betrachteten Simulatio-
nen.

vom Typ C3D4H verwendet wurden. Die Eckdaten dieser Modelle sind in Tab. 7.4 aufgelistet.

In Abb. 7.22 sind für die FE-Modelle 16K-5-C3D4 und 16K-5-C3D4H die Kriechdehnungen,
welche aus den simulierten einachsigen Zugbelastungen resultieren, mit den Ergebnissen
des FE-Modells 16K-2 (siehe Tab. 7.3) verglichen. Die jeweils zugehörigen Kriechraten sind
in Abb. 7.23 abgebildet. Während sich für den Elementtyp C3D4H keine wesentlichen Unter-
schiede zu den Ergebnissen des FE-Modells 16K-2 ergeben, kommt es bei der Verwendung
der Tetraederelemente vom Typ C3D4 zu einer deutlichen Beeinflussung des Deformations-
verhaltens. Letzteres ist eine Konsequenz der mit dem Auftreten von Volumenlocking einher-
gehenden Verfälschungen der berechneten Spannungen [Aba]. Genauer gesagt kommt es
zu einer deutlichen betragsmäßigen Überschätzung des hydrostatischen Spannungsanteils,
was zu einer künstlichen Versteifung eines Elements bezüglich inkompressibler Deformatio-
nen führt. In der Folge ergeben sich kleinere Kriechdehnungen und -raten (siehe Abb. 7.22
und Abb. 7.23).

Während sich für die FE-Modelle 16K-2 und 16K-5-C3D4H große Ähnlichkeiten bezüglich
des makroskopischen Deformationsverhaltens ergeben (siehe Abb. 7.22), ist die Anzahl an
Gleichungen, die in die Systemmatrix eingehen, für das Modell 16K-5-C3D4H mehr als ein-
einhalbmal so groß wie für das Modell 16K-2. Um Berechnungszeit einzusparen, empfiehlt
sich daher die Verwendung der quadratischen C3D10M-Tetraederelemente.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass Volumenlocking-Effekte nicht für C3D8-Elemente, wohl
aber für C3D6-Elemente festgestellt werden konnten. Da C3D6-Elemente nur in geringem
Umfang für die in Abschnitt 6.2 präsentierten Simulationen verwendet wurden, sind die Aus-
wirkungen auf die Ergebnisse vernachlässigbar. Dies wird auch durch nachträglich durchge-
führte Verifikationssimulationen, für welche hybride Elemente vom Typ C3D8H und C3D6H
verwendet wurden, untermauert.
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Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass für die Modellierung der Körner die Wahl des
verwendeten Elementtyps, welcher für die Beschreibung von inkompressiblen Deformationen
und Kontaktproblemen geeignet sein sollte, von besonderer Bedeutung ist. Im Vergleich mit
dem Elementtyp führt die Vernetzungsfeinheit zu einer wenig ausgeprägten Beeinflussung
der Simulationsergebnisse. Eine konkrete Aussage bezüglich einer benötigten Mindestver-
netzungsfeinheit kann daher nicht getroffen werden. Bei der Diskretisierung einer vorgege-
benen Mikrostruktur sollte aber versucht werden, extrem verzerrte Elemente zu vermeiden.
Es kann zwar davon ausgegangen werden, dass der Einfluss einzelner Elemente auf das
makroskopische Gesamtverhalten vernachlässigbar ist. Numerische Probleme einzelner Ele-
mente können aber dennoch zu Konvergenzproblemen führen und in manchen Fällen eine
Verkleinerung der jeweils verwendeten Zeitinkrementgröße erforderlich machen.

7.3 Untersuchungen zum Kriechschädigungsverhalten

Für die Untersuchungen von Vernetzungseinflüssen genügte im vorangegangenen Abschnitt
7.2.2 die Betrachtung einer polykristallinen Mikrostruktur mit niedriger Anzahl an Körnern.
Wie aber im Folgenden noch gezeigt wird, ergeben sich richtungsabhängige Unterschiede
im makroskopischen Deformationsverhalten für die nur 16 Körner umfassende Mikrostruktur.
Durch die Betrachtung von Mikrostrukturen mit möglichst vielen Körnern können die Einflüs-
se der Morphologie einzelner Körner sowie der zugeordneten Kristallorientierungen reduziert
werden. Wie viele Körner innerhalb einer Mikrostruktur betrachtet werden müssen, um ma-
kroskopisch repräsentative Simulationsergebnisse zu erhalten, ist dabei eine schwierige Fra-
ge, welche nicht im Rahmen der vorliegenden Arbeit beantwortet werden soll. Stattdessen
soll das Kriechverhalten anhand einer polykristallinen Mikrostruktur, welche möglichst gerin-
ge Richtungseinflüsse zeigt, untersucht werden.

Zu diesem Zweck wurde für eine aus 125 Körnern bestehende Mikrostruktur ein FE-Modell
mittels der in Abschnitt 7.1 beschriebenen Vorgehensweise erstellt. Dabei wurde zur Positio-
nierung der Referenzpunkte die betrachtete würfelförmige Volumenzelle in 125 gleiche Unter-

x1

x2

x3

Abb. 7.24: Darstellung der 125 Körner umfas-
senden Mikrostruktur, welche mittels
der in Abschnitt 7.1 beschriebenen
Vorgehensweise erstellt wurde.
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Tab. 7.5: Vergleich von Kennzahlen, welche sich für die Kornstrukturen und die Vernetzungen der be-
trachteten 16 und 125 Körner umfassenden Mikrostrukturen ergaben.

Modellbezeichnung 16K 125K

Körner 16 125

Korngrenzen 95 949

Gesamtknoten 18 390 115 288

C3D10M-Elemente 6 191 39 090

COH3D6-Elemente 4 700 33 388

Anzahl an Gleichungen 33 054 215 535

würfel geteilt. In jedem Unterwürfel wurde dann ein einzelner Referenzpunkt zufällig platziert.
Die Kornstruktur der resultierenden periodischen Voronoi-Struktur ist in Abb. 7.24 abgebildet.
Für die Vernetzung wurde die Struktur derart skaliert, dass die mittlere Korngröße 300 µm

betrug. Die für das FE-Modell verwendete Vernetzungsfeinheit pro Kornanzahl liegt dabei
zwischen denen der FE-Modelle 16K-1 und 16K-2 (siehe Tab. 7.3). Zu Vergleichszwecken
wurde daher für die im vorangegangen Abschnitt betrachtete 16 Körner umfassenden Mi-
krostruktur ein weiteres FE-Modell mit einer Vernetzungsfeinheit, welche ebenfalls zwischen
denen der FE-Modelle 16K-1 und 16K-2 einzuordnen ist, erstellt. Die wichtigsten Eckdaten
der beiden FE-Modelle sowie die zugehörigen Bezeichnungen sind in Tab. 7.5 aufgelistet.

Für die Beschreibung des Materialverhaltens wurden zum einen die in Tab. 7.2 aufgeführten
Materialparameter genutzt. Zum anderen wurden mehrere Gruppen von zufälligen Kristall-
orientierungen generiert, welche jeweils 125 Einzelorientierungen umfassten. Eine einzelne
Orientierung war dabei durch Angabe der drei Euler-Winkel ϕ1, Φ und ϕ2 nach der Definiti-
on von Bunge [Bun68] bestimmt. Für eine zufällige Orientierung müssen die Winkel ϕ1 und
ϕ2 jeweils als zufällige Wert aus einem Intervall [0, 2π] und Φ als der Arkuskosinus eines
zufälligen Wertes aus einem Intervall [−1, 1] gewählt werden.

Aus den generierten Kristallorientierungsgruppen wurden zwei ausgewählt, welche in An-
hang B dokumentiert sind. Während die in Tab. B.1 aufgelistete und im Folgenden mit ORI1
bezeichnete Gruppe von Orientierungen willkürlich ausgewählt wurde, konnte für die in Tab.
B.2 aufgelistete und im Folgenden mit ORI2 bezeichnete Gruppe von Orientierungen ein ma-
kroskopisch gleichmäßiges Kriechverhalten im Rahmen von Kriechsimulationen mit dem FE-
Modell 125K beobachtet werden. Zur Beurteilung von Letzterem wurden für das FE-Modell
125K unter Anwendung der Kristallorientierungen ORI1 und ORI2 jeweils einachsige Zug-
beanspruchungen von 10 MPa entlang der drei Kantenrichtungen des würfelförmigen FE-
Modells simuliert. Zum Vergleich wurden ebenfalls mit dem FE-Modell 16K (siehe Tab. 7.5)
entsprechende Simulationen durchgeführt, wobei den Körnern jeweils die ersten 16 Orientie-
rungen aus ORI1 und ORI2 zugeordnet wurden.

Die jeweils in Zugrichtung resultierenden makroskopischen Kriechdehnungen sind für das
FE-Modell 16K in Abb. 7.25 und für das FE-Modell 125K in Abb. 7.26 dargestellt. Für die
16 Körner umfassende Mikrostruktur sind dabei deutliche Streuungen in den Kurvenverläu-
fen beider Kristallorientierungen zu beobachten. Auch die makroskopischen Versagenszei-
ten zwischen 40, 42 h und 45, 23 h, welche sich entsprechend dem im vorangegangenen
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Abb. 7.25: Zeitliche Verläufe der makroskopischen
Kriechdehnungen für einachsige Zug-
versuche mit dem FE-Modell 16K.

Abb. 7.26: Zeitliche Verläufe der makroskopischen
Kriechdehnungen für einachsige Zug-
versuche mit dem FE-Modell 125K.

Abschnitt festgelegten Kriterium für das FE-Modell 16K und die Kristallorientierungen ORI1
ergeben, kennzeichnen die vorhandenen Unterschiede in den Schädigungsentwicklungen.

Für das FE-Modell 125K ist das makroskopische Deformationsverhalten bereits deutlich un-
abhängiger von den jeweils verwendeten Kristallorientierungen. Wie bereits erwähnt, ergibt
sich für die Kristallorientierungen ORI2 die geringste Streuung zwischen den einzelnen Kur-
venverläufen. Auch die Versagenszeiten liegen mit Werten zwischen 42, 30 h und 42, 47 h

vergleichsweise dicht beieinander. Aufgrund dieser geringen Beeinflussungen des makrosko-
pischen Kriechverhaltens wurden ausschließlich die Kristallorientierungen ORI2 in Kombina-
tion mit dem FE-Modell 125K für die in den folgenden Abschnitten präsentierten Simulationen
verwendet.

7.3.1 Spannungsabhängigkeit im einachsigen Zugversuch

Das Ziel der in Abschnitt 6.2 durchgeführten Parameteranpassung war die Beschreibung
des Deformations- und Schädigungsverhaltens einer grobkörnigen Cu-Sb-Legierung unter
Kriechbedingungen. Dabei standen speziell für die Anpassung des Kohäsionsmodells aus-
schließlich experimentelle Daten für niedrige Belastungen von 8 MPa und 10 MPa zur
Verfügung. Um die Übertragbarkeit des angepassten Polykristallmodells bezüglich anderer
Belastungsniveaus zu testen, wurde das FE-Modell 125K (siehe Abb. 7.24) in Kombination
mit den in Tab. 7.2 aufgelisteten Materialparametern sowie den Kristallorientierungen ORI2
(siehe Tab. B.2) genutzt, um jeweils einachsige Kriechversuche für Beanspruchungen von
10 MPa, 15 MPa und 20 MPa entlang der x3-Richtung des FE-Modells zu simulieren.

Die aus den Simulationen resultierenden Kriechdehnungen sowie die zugehörigen Kriechra-
ten sind in Abb. 7.27 und Abb. 7.28 dargestellt. Zum Vergleich sind in Abb. 7.27 und Abb.
7.28 ebenfalls die Kurvenverläufe aus [Ott11] für experimentell getestete Minikriechproben,
welche eine vergleichbare chemische Zusammensetzung wie der in Abschnitt 6.1 beschrie-
bene grobkörnige Cu-Sb-Werkstoff besaßen, abgebildet. Der in [Ott11] verwendete Cu-Sb-

140 BAM-Dissertationsreihe



7.3 Untersuchungen zum Kriechschädigungsverhalten

0 20 40 60 80
0

0,05

0,10

0,15
K

rie
ch

de
hn

un
g

Zeit / h

Exp.◮10 MPa
Exp.◮15 MPa
Exp.◮20 MPa
Sim.◮10 MPa
Sim.◮15 MPa
Sim.◮20 MPa

Ω = 5 %

0 0,05 0,10 0,15

10-7

10-6

10-5

10-4

K
rie

ch
ra

te
/
s−

1

Kriechdehnung

Exp.◮10 MPa
Exp.◮15 MPa
Exp.◮20 MPa
Sim.◮10 MPa
Sim.◮15 MPa
Sim.◮20 MPa

Ω = 5 %

Abb. 7.27: Darstellung der sich für unterschied-
liche Spannungsniveaus ergebenden
zeitlichen Kriechdehnungsentwicklun-
gen in Zugrichtung für eine Cu-Sb-
Legierung [Ott11] (Exp.) und für die mit
dem FE-Modell 125K durchgeführten
Simulationen (Sim.).

Abb. 7.28: Darstellung der Kriechraten in Abhän-
gigkeit von den Kriechdehnungen für
die in Abb. 7.27 betrachteten Kriechver-
suche und Simulationen.

Werkstoff wurde vor den eigentlichen Kriechversuchen ebenfalls für 48 h bei 823 K aus-
gelagert, besaß jedoch aufgrund einer vorangegangenen thermomechanischen Behandlung
ein feinkörnigeres Gefüge mit einer mittleren Korngröße von 316 µm. In den simulierten
Kurvenverläufen ist zudem jeweils der Punkt markiert, an dem der vollständig geschädigte
KorngrenzenflächenanteilΩ das in Abschnitt 7.2.2 definierte Kriterium für makroskopisches
Versagen (Ω = 5 %) erreicht.

In Abb. 7.27 ist für alle betrachteten Spannungsniveaus eine Überschätzung in den zeitli-
chen Entwicklungen der simulierten Kriechdehnungen gegenüber den Daten aus [Ott11] zu
beobachten. Die Ursache für dieses Verhalten liegt vor allem in der bereits in Abschnitt 6.3
festgestellten Überschätzung des primären Kriechbereiches durch das Einkristallmodell, wel-
ches mittels Kriechdaten für reines Kupfer angepasst wurde. In der Folge ergibt sich inner-
halb der Simulationen nur eine mäßige Verringerung der Kriechraten in Abhängigkeit von den
Kriechdehnungen, während für die experimentellen Kriechkurven eine rasche Abnahme der
Kriechraten zu Beginn eines Versuchs zu beobachten ist (siehe Abb. 7.28).

Letztendlich spiegelt dies das experimentell erfasste und in Abb. 6.13 dargestellte Deforma-
tionsverhalten der einkristallinen Reinkupferproben wider, für welche sich die Abnahme der
Kriechraten über einen größeren Kriechdehnungsbereich erstreckt. Für die in [Ott11] geteste-
ten Cu-Sb-Proben endet hingegen die für den primären Kriechbereich typische Verfestigung
mit dem Erreichen einer Kriechdehnung von ungefähr 1 % (siehe Abb. 7.28).

Daher wäre es von Vorteil, wenn das Einkristallmodell, beispielsweise durch eine spezia-
lisierte Anpassung der Materialparameter, den Bereich kleiner Dehnungen für die Cu-Sb-
Legierung besser beschreiben könnte. Aufgrund der kleinen Dehnung zu Beginn von Kriech-
versuchen können die zugehörigen Kriechraten jedoch nur mit begrenzter Genauigkeit erfasst

141



7 Kriechschädigungsentwicklung in Polykristallen

werden. Die Nutzung dieser Daten für eine Anpassung von Materialparametern wäre daher
nicht optimal. Es kann folglich auch nur gemutmaßt werden, ob es sich bei den stärker ab-
nehmenden Kriechraten, welche in Abb. 6.13 für die 〈001〉-orientierten Proben bei kleinen
Kriechdehnungen zu beobachten sind, um das tatsächliche Materialverhalten handelt.

Wie bereits in Abschnitt 6.3 diskutiert wurde, muss bei der Einordnung der Ergebnisse stets
berücksichtigt werden, dass sich auch das Deformationsverhalten von Cu-Sb-Kristalliten in
einer polykristallinen Mikrostruktur vom Deformationsverhalten reiner Kupfereinkristalle un-
terscheiden könnte.

Aus den durch das makroskopische Versagenskriterium festgelegten Zeitpunkten ist darüber
hinaus ersichtlich, dass die simulierten Versagenszeiten gegenüber den in [Ott11] getesteten
Cu-Sb-Proben für eine Beanspruchung mit 10 MPa unterschätzt, jedoch für Beanspruchun-
gen mit 15 MPa und 20 MPa überschätzt werden. Dieses Verhalten kann dabei vielfältige
Ursachen haben.

Einerseits führt die Überschätzung der Kriechdehnungsentwicklung durch das Polykristall-
modell speziell für die höheren Spannungsniveaus zu einer Veränderung der Spannungsum-
lagerungen innerhalb der Kornstruktur und folglich zu einer Beeinflussung der Schädigungs-
entwicklung.

Andererseits besteht die Möglichkeit, dass die tatsächlichen Deformationsbehinderungen
durch das umliegende Material innerhalb der idealisierten prismatischen Mikrostrukturen,
welche im Rahmen der Anpassung des Korngrenzenschädigungsverhaltens verwendet wur-
den (siehe Abschnitt 6.2.4), nicht korrekt abgebildet wurden. Da sich dies auf die angepassten
Parameter auswirken würde, käme es ebenfalls zu einer Beeinflussung der Schädigungsent-
wicklung bei Simulationen mit dem FE-Modell 125K, welches aufgrund der unregelmäßigen
dreidimensionalen Kornstruktur eine realistischere Modellierung der Deformationsbehinde-
rungen ermöglicht.

Aufgrund der unterschiedlichen thermomechanischen Vorbehandlung des in [Ott11] verwen-
deten Cu-Sb-Werkstoffes muss zudem davon ausgegangen werden, dass sich für den Werk-
stoff aus [Ott11] die durch β0 und ρ0 beschriebene Anfangsschädigung der Korngrenzen von
dem in Abschnitt 6.2.4 bestimmten Zustand unterscheidet. Dabei gilt: Je geringer die An-
fangsschädigung ist, desto mehr Zeit benötigt die Schädigungsentwicklung zum Erreichen
des Versagenskriteriums.

Darüber hinaus muss berücksichtigt werden, dass für die Anpassung des Schädigungs-
verhaltens in Abschnitt 6.2.4 nur Kriechdaten von niedrigen Spannungsniveaus (10 MPa

und 8 MPa) genutzt wurden. Zwar stellt das Porositätsmodell aufgrund der Mechanismen-
orientierten Formulierung eine gute Ausgangslage für die Beschreibung der Spannungsab-
hängigkeit dar. Die Berücksichtigung von Kriechdaten von mehreren unterschiedlichen und
vor allem höheren Spannungsniveaus dürfte aber zu einer verbesserten Beschreibung der
Spannungsabhängigkeit führen.

Schließlich muss auch in Betracht gezogen werden, dass für höhere Spannungsniveaus nicht
nur Porenwachstum durch Korngrenzendiffusion stattfindet. Vielmehr ist mit zunehmender
Belastung davon auszugehen, dass das Porenwachstum ebenfalls durch plastische Defor-
mationen des umliegenden Materials beschleunigt wird.
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Bedenkt man aber, dass keine Daten aus [Ott11] für die Anpassung des Polykristallmodells
genutzt wurden, so werden angesichts der Vielzahl an Einflussgrößen für die Simulatio-
nen, der Unsicherheiten bei der Bestimmung der Materialparameter sowie der möglichen
mikrostrukturellen Unterschieden zwischen beiden Cu-Sb-Werkstoffen die Abweichungen in
Abb. 7.27 und Abb. 7.28 teilweise relativiert. Dies gilt insbesondere für das Spannungsniveau
von 10 MPa.

Um die Modellierung für Cu-Sb-Werkstoffe zu verbessern, sollte primär die Beschreibung
des Deformationsverhaltens durch das Einkristallmodell verbessert werden, da hierfür die
Unterschiede zu den experimentellen Kriechversuchen eindeutiger zu erkennen sind. Erst im
Anschluss daran sollten Anpassungen am Schädigungsverhalten vorgenommen werden.

7.3.2 Einfluss der Korngrenzenviskosität

Aus den in Abschnitt 6.1.5 präsentierten experimentellen Daten ist ersichtlich, dass Korn-
grenzengleiten einen nicht vernachlässigbaren Mechanismus für das Kriechverhalten der am
Institut für Werkstoffe der RUB getesteten grobkörnigen Cu-Sb-Legierung darstellt. Im Fol-
genden sollen daher Wechselwirkungen mit anderen Deformationsmechanismen sowie der
Einfluss auf das makroskopische Kriechverhalten anhand der Extremfälle von ungehindertem
und unterdrücktem Korngrenzengleiten diskutiert werden.

Zu diesem Zweck wurden zwei Simulationen mit dem FE-Modell 125K unter Verwendung
der Materialparameter aus Tab. 7.2 durchgeführt. Im Gegensatz zu den Simulationen aus
dem vorangegangenen Abschnitt wurden aber die Werte für die KorngrenzenviskositätηKGG

wie folgt angepasst: Durch Verwendung einer Korngrenzenviskosität, welche gegenüber dem
Wert in Tab. 7.2 tausendfach kleiner war, wurde für die erste Simulation ungehindertes Korn-
grenzengleiten approximiert. Eine tausendfach größere Korngrenzenviskosität wurde hinge-
gen genutzt, um die Auswirkungen von unterdrücktem Korngrenzengleiten innerhalb der zwei-
ten Simulation abzubilden. In beiden Fällen wurde das Kriechverhalten jeweils für eine ein-
achsige Beanspruchung von 10 MPa entlang der x3-Richtung des FE-Modells (siehe Abb.
7.24) simuliert.

Die aus diesen Simulationen resultierenden Kriechdehnungen sowie die zugehörigen Kriech-
raten sind in Abb. 7.29 und Abb. 7.30 dargestellt. Zum Vergleich sind in Abb. 7.29 und Abb.
7.30 ebenfalls die Kurvenverläufe des experimentellen Kriechversuchs aus [Ott11] sowie der
zugehörigen Simulation mit den Materialparametern aus Tab. 7.2 abgebildet, welche bereits
im vorangegangenen Abschnitt für das Spannungsniveau von 10 MPa präsentiert wurden.

Wie zu erwarten war, ist für den Fall des ungehinderten Korngrenzengleitens eine beschleu-
nigte Entwicklung der makroskopischen Kriechdehnung zu beobachten. Im Falle der Unter-
drückung von Korngrenzengleiten ergibt sich hingegen eine verlangsamte Kriechdehnungs-
entwicklung. Da im letzteren Fall das Deformationsverhalten für kleine Kriechdehnungen im
Wesentlichen durch das Einkristallmodell bestimmt ist, verdeutlicht die in Abb. 7.30 darge-
stellte Entwicklung der Kriechrate noch einmal, dass das Verfestigungsverhalten für die Cu-
Sb-Legierung bei kleinen Dehnungen weniger gut beschrieben wird. Speziell die experimen-
tell erfasste starke Verfestigung bei Kriechdehnungen kleiner als 0, 005 (siehe Abb. 7.30) wird
durch das Einkristallmodell nicht reproduziert.
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Abb. 7.29: Darstellung der sich unter einer Last
von 10 MPa ergebenden zeitlichen
Kriechdehnungsentwicklungen in Zug-
richtung für eine Cu-Sb-Legierung
[Ott11] (Exp.) und für die für unter-
schiedliche Korngrenzenviskositäten
jeweils mit dem FE-Modell 125K
durchgeführten Simulationen (Sim.).

Abb. 7.30: Darstellung der Kriechraten in Abhän-
gigkeit von den Kriechdehnungen für
die in Abb. 7.29 betrachteten Kriechkur-
ven.

Aus einer genaueren Analyse der Simulationsergebnisse ist zudem ersichtlich, dass durch die
Korngrenzenviskosität nicht nur das Ausmaß an Korngrenzengleiten beeinflusst wird. Hierzu
wurden gängige Mittelungsverfahren für Kontinua mit inneren Grenzflächen [GS01] genutzt,
um die Beiträge der Körner und der Korngrenzen zur Gesamtdeformation einer Kornstruktur
zu bestimmen:

EK =
1

VK.0

ˆ

VK.0

eL ·ǫ ·eL dV , (7.2)

EKGG=
1

2VK.0

ˆ

SKG.0

eL · (JuKKGG ⊗ nKG + nKG ⊗ JuKKGG) ·eL dS . (7.3)

In (7.2) und (7.3) sind EK und EKGG die makroskopischen Kriechdehnungsanteile, welche
jeweils entlang der äußeren Belastungsrichtung eL aus den Deformationen der Körner und
aus Korngrenzengleiten resultieren. Weiterhin sind VK.0 das Gesamtvolumen der Körner im
undeformierten Zustand, SKG.0 die gesamte Korngrenzenfläche im undeformierten Zustand,
ǫ der lokale Dehnungstensor der Körner, JuKKGG der lokale Verschiebungssprungvektor tan-
gential zur Korngrenzenfläche und nKG der lokale Normalenvektor einer Korngrenzenfläche.
Da die Korngrenzen zu Beginn einer Simulation keine Aufdickung besitzen, entspricht das
Gesamtvolumen der Mikrostruktur gerade VK.0.

Bezüglich der Korngrenzenaufdickung kann eine zu (7.3) vergleichbare Mittelung durchge-
führt werden, welche entsprechend dem Kohäsionsmodell den Beitrag von Korngrenzenpo-
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Abb. 7.31: Vergleich der sich entsprechend (7.2)
aus den Deformationen der Körner
ergebenden mittleren Dehnungsanteile
für die in Abb. 7.29 betrachteten Simu-
lationen.

Abb. 7.32: Vergleich der sich entsprechend (7.3)
durch Korngrenzengleiten ergebenden
mittleren Dehnungsanteile für die in
Abb. 7.29 betrachteten Simulationen.

ren zu den Gesamtdeformationen beschreiben würde. Dieser Beitrag ist jedoch gegenüber
den Deformationen der Körner und Korngrenzengleiten eine halbe Größenordnung kleiner, so
dass Wechselwirkungen primär zwischen dem Deformationsverhalten der Körner und Korn-
grenzengleiten in Erscheinung treten.

In Abb. 7.31 und Abb. 7.32 sind die entsprechend (7.2) und (7.3) bestimmten Dehnungs-
anteile für die mit unterschiedlichen Korngrenzenviskositäten durchgeführten Simulationen
dargestellt. Erwartungsgemäß führt die tausendfach größere Korngrenzenviskosität zu einer
fast vollständigen Unterdrückung von Korngrenzengleiten (siehe Abb. 7.32). Für die tausend-
fach kleinere Viskosität ergibt sich hingegen eine beschleunigte Entwicklung der Deforma-
tionen. Doch obwohl die Schubspannungen an den Korngrenzen für ungehindertes Korn-
grenzengleiten praktisch vollständig relaxieren, bleibt das Ausmaß an Korngrenzengleiten
beschränkt. Dies ist darauf zurückzuführen, dass innerhalb der unregelmäßigen dreidimen-
sionalen Kornstruktur des FE-Modells die makroskopischen Deformationen nicht allein durch
Korngrenzengleiten realisiert werden können. Stattdessen stellt sich zusammen mit den De-
formationen der Körner und der Korngrenzenaufdickung durch Schädigung eine kompatible
Gesamtdeformation ein.

Aus Abb. 7.31 ist darüber hinaus ersichtlich, dass eine Veränderung der Korngrenzenvis-
kosität auch das gemittelte Deformationsverhalten der Körner beeinflusst. Während es für
ungehindertes Korngrenzengleiten zu einer Beschleunigung der Korndeformationen kommt,
ist für unterdrücktes Korngrenzengleiten eine Verlangsamung zu beobachten. Dieses Verhal-
ten kann dabei auf Deformationsbehinderungen, welche durch das umliegende Material auf
einzelne Körner ausgeübt werden, zurückgeführt werden. Da sich mit abnehmender Korn-
grenzenviskosität auch die auf einzelne Körner einwirkenden Zwangsspannungen verringern,
können sich die Körner zunehmend unabhängiger von den jeweiligen Nachbarkörnern verfor-
men. Die sich in der Folge einstellenden Deformationen sind daher stärker durch die äußere
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Abb. 7.33: Vergleich der sich nach einer Simulati-
onszeit von 1 s an den Korngrenzen ein-
stellenden mittleren Normalspannun-
gen in Abhängigkeit von der Korngren-
zenorientierung bezüglich der äußeren
Belastungsrichtung für die in Abb. 7.29
betrachteten Simulationen.

Abb. 7.34: Vergleich der sich unmittelbar vor dem
ersten vollständigen Versagen eines In-
tegrationspunktes eines kohäsiven Ele-
ments an den Korngrenzen einstel-
lenden mittleren Normalspannungen in
Abhängigkeit von der Korngrenzenori-
entierung bezüglich der äußeren Belas-
tungsrichtung für die in Abb. 7.29 be-
trachteten Simulationen.

Belastung geprägt, was sich letztendlich in dem beschleunigten Verformungsverhalten der
Körner äußert.

Die Wechselwirkungen zwischen mehreren aktiven Verformungsmechanismen sind dabei im
Allgemeinen komplexer, aber im Wesentlichen durch die Geschwindigkeiten bestimmt, mit
denen die Mechanismen Verformungsunterschiede ausgleichen können. Die Zeit bis zum
makroskopischen Versagen hängt aber nicht in jedem Fall nur vom langsamsten Deformati-
onsmechanismus ab. Stattdessen kommt es darauf an, wie die mit fortschreitender Schädi-
gung einhergehende Korngrenzenaufdickung durch andere Deformationsmechanismen aus-
geglichen werden kann.

Als treibende Kraft für die Schädigungsentwicklung ist aber vor allem die senkrecht auf eine
Korngrenzenfläche einwirkende Zugspannung σn von Bedeutung. In [NEEI89] wurde daher
die sogenannte Facetten-Hauptspannung σF, welche der mittleren Zugspannung an einer
Korngrenze senkrecht zur größten Hauptspannung entspricht, zur Beschreibung der Versa-
genszeiten von polykristallinen Werkstoffen unter Kriechbeanspruchungen vorgeschlagen.

Für die mit unterschiedlichen Korngrenzenviskositäten durchgeführten Simulationen sind in
Abb. 7.33 und Abb. 7.34 die gemittelten Normalspannungen an den Korngrenzen, welche
sich jeweils nach einer Simulationszeit von 1 s und unmittelbar vor dem ersten vollständi-
gen Versagen eines Integrationspunktes der kohäsiven Elemente ergaben, in Abhängigkeit
von der Korngrenzenorientierung bezüglich der äußeren Belastungsrichtung dargestellt. Die
Orientierung einer Korngrenze wird dabei, wie in Abb. 7.35 skizziert, durch den Neigungswin-
kel zwischen der Korngrenzennormalenrichtung nKG und der äußeren Belastungsrichtung
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Abb. 7.35: Veranschaulichung der Korngrenzen-
neigung bezüglich der äußeren Be-
lastungsrichtung.
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eL beschrieben. Die Mittelung der Normalspannungen erfolgte jeweils innerhalb von sechs
vorgegebenen, 15◦ breiten Orientierungsbereichen.

Bei der Bewertung der in Abb. 7.33 und Abb. 7.34 dargestellten Normalspannungsvertei-
lungen ist zu beachten, dass die mittels des FE-Modells 125K gewonnenen Simulationser-
gebnisse bis zu einem gewissen Grad von der konkret betrachteten Kornstruktur abhängen.
Aufgrund der unregelmäßigen dreidimensionalen Kornstruktur sowie dem generellen Trend,
dass Korngrenzengleiten auf kleineren Korngrenzenflächen zu höheren Spannungskonzen-
trationen führt [GOB97], ergibt sich für gleich orientierte Korngrenzen eine Streuung in den
simulierten Normalspannungen. Die Anzahl von 949 Korngrenzen innerhalb des FE-Modells
125K ist dabei noch zu niedrig, um die Streuung im Rahmen der Mittelung vollständig zu
kompensieren. Der Peak, welcher für die nahezu senkrecht zur äußeren Belastungsrichtung
orientierten Korngrenzen zu beobachten ist, ergibt sich speziell für die untersuchte Kornstruk-
tur und ist somit kein Effekt, der aus dem Material- oder Schädigungsverhalten resultiert.

Zum Vergleich ist in Abb. 7.33 und Abb. 7.34 der Spannungsbereich zwischen den beiden
Referenzspannungen

σref1
n = nKG ·Σ ·nKG , (7.4)

σref2
n =

5

2
nKG ·Σ ·nKG − 1

2
Sp (Σ) (7.5)

hervorgehoben. Dabei ist zu beachten, dass sich die Kurvenverläufe von σref1
n und σref2

n bei
54, 74◦ schneiden. In (7.4) und (7.5) ist Σ der makroskopische Spannungstensor, welcher für
die in den Simulationen betrachtete einachsige Belastung nur die eine von Null verschiedene
KomponenteΣ33 = 10 MPa besitzt. Die Referenzspannung σref1

n beschreibt dabei die Nor-
malspannungsverteilung, welche sich allein entsprechend der Orientierung einer Korngrenze
aus Σ ergibt. Im Gegensatz dazu wird durch die in [Rod95] abgeleitete Referenzspannung
σref2
n eine Normalspannungsverteilung beschrieben, welche sich durch Spannungsumlage-

rungen in einer polykristallinen Kornstruktur unter Berücksichtigung von ungehindertem Korn-
grenzengleiten und Vernachlässigung von Korngrenzenschädigung einstellt.

Im Fall der in Tab. 7.2 aufgeführten Korngrenzenviskosität, welche ursprünglich aus der An-
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passung an die experimentellen Daten der am Institut für Werkstoffe der RUB getesteten
grobkörnigenCu-Sb-Legierung stammt (siehe Abschnitt 6.2.3), sowie im Fall des unterdrück-
ten Korngrenzengleitens sind die sich unmittelbar nach Simulationsbeginn ergebenden Nor-
malspannungsverteilungen praktisch identisch mit dem Verlauf von σref1

n (siehe Abb. 7.33). In
beiden Fällen sind die Deformationsgeschwindigkeiten der innerhalb des Polykristallmodells
berücksichtigten Mechanismen zu gering, um bereits zu einem so frühen Zeitpunkt Span-
nungsumlagerungen zu verursachen.

Für ungehindertes Korngrenzengleiten stellt sich hingegen eine Normalspannungsverteilung
ein, welche vergleichbar mit dem Verlauf von σref2

n ist. Aus den Ergebnissen der für ungehin-
dertes Korngrenzengleiten durchgeführten Simulation ist zudem ersichtlich, dass für den in
Abb. 7.33 betrachteten Zeitpunkt die Schubspannungen an den Korngrenzen bereits deutlich
relaxiert und somit die Spannungsumlagerungen durch Korngrenzengleiten nahezu vollstän-
dig umgesetzt waren.

Wie in Abb. 7.34 beobachtet werden kann, kommt es für die Korngrenzenviskosität aus Tab.
7.2 erst im weiteren Simulationsverlauf zu Spannungsumlagerungen.Diese sind primär durch
Korngrenzengleiten bestimmt und führen wie im Falle des ungehinderten Korngrenzenglei-
tens zur Erhöhung der Normalspannungen auf Korngrenzen, welche eher senkrecht zur äu-
ßeren Belastungsrichtung orientiert sind. Dabei nähert sich die Normalspannungsverteilung
dem Kurvenverlauf der Referenzspannung σref2

n an, jedoch nicht so stark wie es für den Fall
des ungehinderten Korngrenzengleitens zu beobachten ist. Da somit für ungehindertes Korn-
grenzengleiten die höchsten Normalspannungen auf die Korngrenzen einwirken, kommt es in
der Folge zu einer beschleunigten Schädigungsentwicklung und zu einem früheren Erreichen
des makroskopischen Versagenskriteriums.

Für unterdrücktes Korngrenzengleiten ist eine gegensätzliche Umlagerung der Normalspan-
nungen zu beobachten. Während es für die senkrecht zur äußeren Belastungsrichtung orien-
tierten Korngrenzen zu einer Entlastung kommt, ergibt sich auf Korngrenzen, welche gegen-
über der äußeren Belastungsrichtung stärker geneigt sind, eine leichte Normalspannungs-
erhöhung (siehe Abb. 7.34). Darüber hinaus findet an den Korngrenzen auch eine partiel-
le Umlagerung der Normalspannungen in Schubspannungen statt, da diese aufgrund der
hohen Korngrenzenviskosität nicht durch Korngrenzengleiten abgebaut werden können. Zu-
dem wird innerhalb der Simulation eine keilförmige Schädigungsentwicklung an Tripellinien
verhindert, da Korngrenzengleiten auf den jeweils angrenzenden Korngrenzen nicht stattfin-
den kann. Aufgrund der resultierenden niedrigen Normalspannungen an den Korngrenzen
ist die Schädigungsentwicklung für unterdrücktes Korngrenzengleiten entsprechend verlang-
samt und das makroskopische Versagenskriterium wird gegenüber den anderen Simulatio-
nen später erreicht (siehe Abb. 7.29).

Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass sowohl Korngrenzengleiten als auch die Ent-
stehung von Korngrenzenschädigung die Spannungsumlagerungen innerhalb einer polykris-
tallinen Mikrostruktur beeinflussen, jedoch mit gegensätzlichen Auswirkungen. Welcher Me-
chanismus dabei dominiert, hängt im Wesentlichen von der Geschwindigkeit ab, mit welcher
Deformationsunterschiede ausgeglichen werden können. Für die in Tab. 7.2 aufgeführte, auf
experimentellen Daten basierende Korngrenzenviskosität sind, abgesehen von der Anfangs-
phase einer Simulation, die Spannungsumlagerungen durch Korngrenzengleiten bestimmt.
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7.3.3 Ausblick auf mehrachsige Belastungszustände

Ein Vorteil des in Abschnitt 5 vorgestellten Polykristallmodells liegt darin begründet, dass
die für die Diskretisierung von Kornstrukturen benötigten Elementtypen und Optionen zum
gegenwärtigen Zeitpunkt bereits zum Standardumfang des FE-Programmes Abaqus gehö-
ren. Gegenüber früheren Untersuchungen [GT91; GT94a; GT94b; GT94c; GOB97; OG97a;
OG97b], für welche vergleichsweise einfache zweidimensionale Kornstrukturen betrachtet
wurden, ermöglicht dies die Modellierung komplexerer dreidimensionaler Mikrostrukturen.
Letztere stellen einen guten Ausgangspunkt für Untersuchungen zum Kriechverhalten po-
lykristalliner Werkstoffe unter mehrachsigen Belastungen dar.

Eine umfassende Studie zu diesem Thema liegt jedoch außerhalb des Fokus der vorliegen-
den Arbeit. Stattdessen sollen mögliche zukünftige Untersuchungsschwerpunkte durch eine
erste Anwendung mit begrenztem Umfang aufgezeigt werden.

Wie bereits im vorangegangenen Abschnitt diskutiert wurde, ist die Schädigungsentwick-
lung im Wesentlichen durch die auf die Korngrenzen einwirkenden Normalspannungen be-
stimmt. Angesichts der durch Deformations- und Schädigungsmechanismen verursachten
Spannungsumlagerungen innerhalb der Kornstruktur ergibt sich mit Blick auf die Vorhersage
von Versagenszeiten die Frage, wie die resultierenden Normalspannungen an den Korngren-
zen vom makroskopischen Spannungszustand abhängen.

In [NEEI89] wurde vorgeschlagen, die sogenannte Facetten-HauptspannungσF, ausgehend
von Ergebnissen der in [AR85] für ungehindertes Korngrenzengleiten durchgeführten Analy-
se, durch

σF = 2, 24 ΣI − 0, 62 (ΣII +ΣIII) = 2, 86 ΣI − 0, 62 Sp (Σ) (7.6)

auszudrücken. In (7.6) sind ΣI, ΣII und ΣIII die den makroskopischen Spannungszustand
charakterisierenden Hauptspannungen, für welche ΣI ≥ ΣII ≥ ΣIII gilt.

Die Formulierung der Facetten-Hauptspannung in (7.6) durch eine Kombination von maxi-
maler Hauptspannung und Spur des Spannungstensors soll dabei die Ähnlichkeit zur maxi-
malen Normalspannung an einer Korngrenze, die sich aus der Normalspannungsverteilung
(7.5) ergibt (siehe [Rod95]), hervorheben. Unterschiede bestehen dabei lediglich bezüglich
der Koeffizienten, welche sich in geringem Maße voneinander unterscheiden. Auf Basis der in
[DR93] durchgeführten Untersuchungen wurde hingegen vorgeschlagen, dass die Facetten-
Hauptspannung eine Funktion der maximalen Hauptspannung und der von Mises-Spannung
sein sollte.

In Ergänzung zu den Simulationen aus Abschnitt 7.3.1 wurden zwei weitere Simulationen für
zwei unterschiedliche mehrachsigen Belastungszustände durchgeführt. In beiden Fällen wa-
ren σF und der makroskopische hydrostatische SpannungsanteilΣP = Sp (Σ) /3 identisch
zu einer einachsigen Belastung von 10 MPa. Lediglich die von Mises-Spannungen variierten
gegenüber der einachsigen Belastung. Für die Simulationen wurden, wie bereits in Abschnitt
7.3.1, das FE-Modell 125K und die Materialparameter aus Tab. 7.2 verwendet.

In Tab. 7.6 sind für die simulierte einachsige Belastung mit 10 MPa aus Abschnitt 7.3.1 (Be-
zeichnung MA1) sowie für die beiden simulierten mehrachsigen Belastungen (Bezeichnung
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Tab. 7.6: Auflistung der charakteristischen Spannungen sowie der resultierenden Versagenszeiten tf für
die untersuchten mehrachsigen Spannungszustände.

Bezeichnung
ΣI

MPa

ΣII

MPa

ΣIII

MPa

ΣP

MPa

ΣV

MPa

σF
MPa

tf
h

MA1 10,00 0,00 0,00 3,33 10,00 22,40 43,06

MA2 10,00 3,33 −3,33 3,33 11,55 22,40 40,29

MA3 10,00 10,00 −10,00 3,33 20,00 22,40 27,80

MA2 und MA3) jeweils die charakteristischen Spannungen und die makroskopische Versa-
genszeit tf , welche sich entsprechend dem in Abschnitt 7.2.2 definierten Kriterium ergab, zu-
sammengetragen. Im Unterschied zur einachsigen Zugbelastung der Simulation MA1 können
die Simulationen MA2 und MA3 als Torsionsbelastung und als zweiachsige Zugbelastung, je-
weils mit überlagertem hydrostatischen Spannungsanteil, angesehen werden. In Abb. 7.36
sind für die Simulationen MA1, MA2 und MA3 die resultierenden zeitlichen Entwicklungen
des vollständig geschädigten KorngrenzenflächenanteilsΩ abgebildet

Obwohl für die drei Simulationen die Facetten-Hauptspannungen nach (7.6) gleich sind, er-
geben sich teils deutliche Unterschiede bezüglich der Versagenszeiten. Während sich für Si-
mulation MA2 eine um 6, 43 % verkürzte Versagenszeit gegenüber Simulation MA1 einstellt,
beträgt für Simulation MA3 die Verringerung der Versagenszeit 35, 44 %. Selbst wenn für Si-
mulation MA3 berücksichtigt wird, dass bei einer zweiachsigen Zugbelastung sich die Korn-
grenzenschädigung entlang von zwei unabhängigen räumlichen Ebenen akkumuliert und so-
mit gegenüber einer einachsigen Belastung über eine größere Korngrenzenfläche erstreckt,
so ergibt sich aus der Anwendung eines kritischen Wertes von Ω = 10 % noch immer ei-
ne Verringerung der Versagenszeit um 18, 40 % gegenüber dem Ω = 5 % Kriterium für
Simulation MA1 (siehe auch Abb. 7.36). Es sei noch angemerkt, dass anhand von Wieder-
holungssimulationen, für welche die Richtungen der in Tab. 7.6 aufgelisteten Belastungen
variierten, geprüft wurde, dass es sich bei den unterschiedlichen Versagenszeiten der Simu-
lationen MA1, MA2 und MA3 nicht um eine Richtungsabhängigkeit bezüglich der Kornstruktur
des FE-Modells 125K handelte.
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Abb. 7.36: Darstellungen der zeitlichen Entwick-
lungen des vollständig geschädigten
Korngrenzenflächenanteils Ω für die
in Tab. 7.6 aufgelisteten Simulatio-
nen.
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Aus den in Tab. 7.6 zusammengetragenen Daten ist dabei eine Abhängigkeit der Versagens-
zeit von der makroskopischen von Mises-Spannung

ΣV =

√[
(ΣI −ΣII)

2 + (ΣII −ΣIII)
2 + (ΣIII −ΣI)

2
]
/2 (7.7)

ersichtlich. Dies deutet darauf hin, dass auch die Schädigungsentwicklung und folglich die auf
die Korngrenzen einwirkenden Normalspannungen durch ΣV maßgeblich beeinflusst wer-
den. Die Ergebnisse in Tab. 7.6 sind allerdings weniger als Widerspruch zu den Betrachtun-
gen in [NEEI89; Rod95] zu werten, sondern sollten stattdessen als eine Ergänzung bezüg-
lich des funktionalen Zusammenhangs zwischen makroskopischem Spannungszustand und
Facetten-Hauptspannungen angesehen werden.

Speziell in [NEEI89], wo eine gute Korrelation zwischen experimentellen Versagenszeiten
und der Facetten-Hauptspannungen (7.6) beobachtet werden konnte, wurden ausschließlich
Spannungszustände betrachtet, welche zu denen der Simulationen MA1 und MA2 vergleich-
bar sind. Für diese Spannungszustände unterscheidet sich jedoch eine funktionale Beschrei-
bung in Abhängigkeit von maximaler Hauptspannung und Spur des Spannungstensors nicht
besonders stark von einer Beschreibung mittels maximaler Hauptspannung und von Mises-
Spannung. So kann beispielsweise die alternative Facetten-Hauptspannung

σF2 = ΣI + 1, 24 ΣV (7.8)

definiert werden, für welche σF (ΣI, ΣII = ΣIII) = σF2 (ΣI, ΣII = ΣIII) unter einachsi-
gen Belastungen gilt. Während die relative Abweichung von (7.8) zu (7.6) für Simulation MA2
8, 56 % beträgt, ergibt sich für Simulation MA3 eine relative Abweichung von 55, 36 %. Für
die in [NEEI89] betrachteten Anwendungsfälle führt daher eine Beschreibung der Versagens-
zeiten durch (7.8) zu keiner signifikanten Verbesserung oder Verschlechterung. Deutliche
Unterschiede könnten sich jedoch für mehrachsige Belastungen ergeben, welche mehr dem
Charakter einer zweiachsigen Zugbelastung entsprechen.

Der Umfang der hier durchgeführten Untersuchungen ist jedoch zu gering, um das Kriech-
schädigungsverhalten unter mehrachsigen Belastungen vollständig zu charakterisieren. Auch
muss berücksichtigt werden, dass das Zusammenwirken der unterschiedlichen Deformations-
und Schädigungsmechanismen auf der Ebene der Kornstruktur von den verwendeten Mate-
rialparametern (siehe Tab. 7.2) abhängt.

Ausführlichere Untersuchungen sind daher erforderlich, um die Abhängigkeit der auf die
Korngrenzen einwirkenden Normalspannungen besser zu erfassen. Insbesondere das Werk-
stoffverhalten unter zweiachsigen Belastungen, welches experimentell nur mit größerem Auf-
wand untersucht werden kann [Kel75], sollte dabei besondere Beachtung finden. Das Po-
lykristallmodell bietet letztendlich eine interessante Möglichkeit, um das Kriechverhalten für
Spannungszustände, welche experimentell nur schwer realisierbar sind, zu untersuchen. Dar-
über hinaus könnte das Modell speziell für die Analyse von komplexeren Spannungszustän-
den mit negativem hydrostatischen Spannungsanteil angewendet werden.
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7.4 Diskussion der Ergebnisse

Durch die gezielte Anwendung des in Abschnitt 6.2 für eine Cu-Sb-Legierung kalibrierten
Polykristallmodells in Kombination mit künstlich erzeugten Kornstrukturen konnten verschie-
dene Aspekte untersucht werden, welche für den Gebrauch des Modells zur Beschreibung
des Kriechverhaltens polykristalliner Werkstoffe von Bedeutung sind. Von besonderem Inter-
esse waren hierbei numerische und modellierungstechnische Einflüsse, welche sich auf die
Ergebnisse der FE-Simulationen auswirken.

Dabei zeigte sich, dass das nahezu inkompressible Deformationsverhalten der Körner für be-
stimmte Kontinuumselementtypen, hierzu zählen vor allem lineare Tetraederelemente, zum
Auftreten von Volumenlocking führen kann. Aus Letzterem ergab sich eine deutliche Beein-
flussung des Deformationsverhaltens, welche aber durch Verwendung von speziellen Ele-
menttypen, wie beispielsweise C3D4H und C3D10M innerhalb des FE-Programmes Abaqus,
vermieden werden kann.

Die Analyse von Simulationsergebnissen, welche mittels verschiedener quadratischer Tetra-
ederelementtypen gewonnen wurden, deuten zudem darauf hin, dass das Verhalten zweier
Körner an einer mittels kohäsiver Elemente modellierten Korngrenze mit einem harten Kon-
taktproblem vergleichbar ist. Um Störungen in den Simulationsergebnissen zu vermeiden,
empfiehlt sich für das FE-Programm Abaqus die Verwendung des Elementtyps C3D10M.

Auffälligkeiten in den Simulationsergebnissen, welche aus der gemeinsamen Verwendung
von quadratischen Tetraederelementen vom Typ C3D10M und linearen kohäsiven Elemen-
ten resultieren, konnten nicht festgestellt werden. Dies dürfte vor allem daran liegen, dass
Verschiebungsunterschiede,welche aus den inkompatiblen Deformationsbeschreibungender
unterschiedlichen Elementtypen resultieren, klein im Vergleich mit den inelastischen Defor-
mationen an einer Korngrenze sind. Der Vollständigkeit halber sollte dieser Punkt aber bei
zukünftigen Untersuchungen anhand von Simulationen, welche eine Elementformulierung für
quadratische kohäsive Elemente [OP99] berücksichtigen, genauer analysiert werden. Unter
Umständen könnte sich die Verwendung von kompatiblen Elementformulierungen vorteilhaft
auf das Konvergenzverhalten auswirken.

Darüber hinaus zeigen die Ergebnisse der durchgeführten Simulationen bezüglich des ma-
kroskopischen Deformations- und Schädigungsverhaltens nur eine vergleichsweise geringe
Abhängigkeit von der Vernetzungsfeinheit der FE-Modelle.

Das beobachtbare Zusammenspiel der betrachteten Mechanismen auf der Ebene der Korn-
struktur ist qualitativ konsistent mit den Ergebnissen früherer Studien, welche anhand von
einfachen zweidimensionalen Mikrostrukturen [Tve85; GT94a; GOB97; OG97b] durchgeführt
wurden. Hierzu zählt insbesondere die deutliche Beeinflussung des Kriechverhaltens durch
Korngrenzengleiten, welche durch das im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickelte Poly-
kristallmodell abgebildet werden kann.

Für die Korngrenzenviskosität, welche anhand experimenteller Daten einer Cu-Sb-Legierung
bestimmt wurde (siehe Abschnitt 6.2.3), ist dabei der Beitrag von Korngrenzengleiten zu den
Gesamtdeformationen innerhalb der Simulationen nicht vernachlässigbar. Auch die resultie-
renden Spannungsumlagerungen innerhalb der Kornstruktur, welche sich für die experimen-
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7.4 Diskussion der Ergebnisse

tell bestimmte Korngrenzenviskosität mit zunehmender Simulationszeit ähnlich auswirken wie
für ungehindertes Korngrenzengleiten, prägen die Schädigungsentwicklung und folglich die
Versagenszeiten.

Wie bereits in Abschnitt 6.3 festgestellt wurde, führt Korngrenzengleiten innerhalb der Simula-
tionen zu einer verstärkten Ausbildung von keilförmigen Korngrenzenanrissen an Tripellinien.
Dies betrifft nahezu alle Korngrenzen, auf denen es infolge einer Normalspannungsbelas-
tung zu einer Schädigungsentwicklung kommt. Die Häufigkeit des Auftretens deutet dabei
aber auf eine überschätze Ausbildung dieser Schädigungsform durch die Modellierung des
Kriechverhaltens hin.

Bei der Bewertung von Spannungsumlagerungen zeigte sich zudem, dass die mittleren Nor-
malspannungen an den Korngrenzen teilweise von der Mikrostruktur des FE-Modells 125K
abhängen. Dies ist darauf zurückzuführen, dass die Korngrenzen innerhalb der periodischen
Voronoi-Struktur (siehe Abschnitt 7.3) eben sind und somit nur eine begrenzte Anzahl unter-
schiedlicher Korngrenzenorientierungen für die Auswertung zur Verfügung stehen.

Ein Weg, um die Anzahl unterschiedlich orientierter Korngrenzenflächen innerhalb eines FE-
Modells zu vergrößern, besteht in der Betrachtung von Mikrostrukturen mit gekrümmten Korn-
grenzen. Da die Korngrenzen in realen Werkstoffen für gewöhnlich eine gewisse Krümmung
aufweisen, wäre ein solches Vorgehen auch im Sinne einer möglichst realitätsnahen Abbil-
dung der tatsächlichen Kornstruktur. Wie bereits erwähnt wurde, stellt die Betrachtung kompli-
zierterer Mikrostrukturen keine Begrenzung für die Anwendung des Polykristallmodells dar.
Die Erstellung von FE-Modellen konnte sogar schon für eine Kornstruktur mit gekrümmten
Korngrenzen (siehe Abb. 7.37), welche gegenüber einer Voronoi-Struktur die Beschreibung
einer breiten Korngrößenverteilung ermöglicht, sowie für eine Kornstruktur mit gestreckten
Körnern (siehe Abb. 7.38) erfolgreich getestet werden.

Gerade mit Blick auf die in Abb. 7.38 abgebildete Mikrostruktur bietet das im Rahmen dieser
Arbeit entwickelte Polykristallmodell einen vielversprechenden Ansatz für die Beschreibung

Abb. 7.37: Darstellung einer aus 216 Körnern
bestehenden, künstlich erzeugten
periodischen Mikrostruktur mit ge-
krümmten Korngrenzen.
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7 Kriechschädigungsentwicklung in Polykristallen

Abb. 7.38: Darstellung einer aus 50 Körnern bestehenden, künstlich erzeugten periodischen Mikrostruk-
tur, deren Körner entlang einer Richtung um das Vierfache gestreckt sind.

des Kriechverhaltens von polykristallinen Werkstoffen mit ungleichmäßigen Kornmorphologi-
en. Für Letztere ist davon auszugehen, dass im Vergleich mit Untersuchungen, welche für
gleichmäßig geformte Kornstrukturen durchgeführt wurden [AR85; NEEI89; DR93; Rod95],
sich Spannungsumlagerungen anders auswirken werden.

Für zukünftige Untersuchungen sollte daher auch der Erstellung von FE-Modellen eine grö-
ßere Aufmerksamkeit zukommen. Realistischere Kornstrukturen können dabei aus direkten
Messungen [SMCQSZ08; SMCQK09; SC11; SC12] oder durch Erzeugung künstlicher Mi-
krostrukturen, welche auf statistischen Morphologie- und Texturdaten basieren [GGUD08a;
GGUD08b; SPHDCBB08], gewonnen werden.

Mit Blick auf die Beschreibung der Kriechschädigungsentwicklung ist es zudem zweckmäßig,
nur die am stärksten schädigenden Korngrenzen zu berücksichtigen. Wie in [Ott11] festge-
stellt wurde, neigen Kleinwinkel- und Koinzidenzkorngrenzen deutlich weniger zur Ausbildung
von Kriechschädigung. Eine Gruppe von Körnern, welche beispielsweise durch Zwillings-
korngrenzen miteinander verbunden sind, kann daher als ein zusammenhängendes großes
Korn angesehen werden. Dies sollte sowohl bei der experimentellen Charakterisierung als
auch bei der Erzeugung künstlicher Mikrostrukturen bedacht werden. Die Berücksichtigung
des Korngrenzencharakters für die Beschreibung des Kriechverhaltens kann somit entweder
über eine angepasste Modellierung der Kornstruktur, für welche nur die stärker schädigenden
Korngrenzen berücksichtigt werden, oder durch korngrenzencharakterabhängige Parameter
für das Kohäsionsmodell erreicht werden.

Wie bereits in Abschnitt 7.2.2 detailliert diskutiert wurde, wird innerhalb des Kohäsionsmo-
dells nur ein einzelner Schädigungsmechanismus berücksichtigt. Dieser beschreibt die zeit-
liche Schädigungsentwicklung durch Poren aufgrund von Korngrenzendiffusion und führt mit
Erreichen einer kritischen Porosität lokal zum vollständigen Versagen eines Korngrenzenbe-
reiches. Eine Erhöhung der auf eine Korngrenze einwirkenden Normalspannung führt zwar
zu einer Beschleunigung der Schädigungsentwicklung, jedoch wird im Rahmen der Model-
lierung keine kritische Belastung oder Deformation betrachtet, bei deren Überschreitung es
instantan zu einer Zunahme der Schädigung kommt.
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Speziell im tertiären Kriechbereich wird aber das vollständige Versagen eines Korngrenzen-
bereiches zunehmend durch andere Mechanismen als durch Korngrenzendiffusion bestimmt.
Es erscheint daher sinnvoll, das Kohäsionsmodell um einen passenden Versagensmechanis-
mus zu erweitern. Dieser sollte sich bevorzugt durch einen kontinuierlichen Übergang zum
vollständig geschädigten Zustand auszeichnen, um Konvergenzproblemen vorzubeugen.

Darüber hinaus sprechen die Simulationsergebnisse für die untersuchten mehrachsigen Be-
lastungszuständen dafür, dass für einen polykristallinen Werkstoff, dessen Kriechverhalten
durch die im Rahmen der vorliegenden Arbeit betrachteten Mechanismen bestimmt ist, die
Charakterisierung der Mehrachsigkeit auch anhand von zweiachsigen Zugversuchen erfolgen
sollte.

Neben numerischen und modellierungstechnischen Aspekten hat letztendlich die Anpassung
der Modellparameter einen sehr großen Einfluss auf das simulierte Kriechverhalten. Dies
zeigte sich sehr deutlich im Vergleich der makroskopischen Kriechdehnungen zwischen Ex-
perimenten und Simulationen für die betrachteten Cu-Sb-Werkstoffe in den Abschnitten 6.3,
7.3.1 und 7.3.2.

Es stellt sich somit noch einmal die Frage, welche experimentellen Daten am besten für ei-
ne Anpassung von Modellparametern geeignet sind. Für zukünftige Untersuchungen sollten
daher auch alternative Anpassungsstrategien, welche von der im Rahmen dieser Arbeit an-
gewendeten Vorgehensweise abweichen, in Betracht gezogen werden.
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Mit dem Ziel die tatsächlich in einem polykristallinen Werkstoff ablaufenden Prozesse mit in
die Beschreibung des Kriechverhaltens unter hohen Temperaturen und geringen Lasten ein-
gehen zu lassen, wurde in der vorliegenden Arbeit ein mikromechanisches Polykristallmodell
entwickelt. Die dabei berücksichtigten Mechanismen orientierten sich vor allem am Kriechver-
halten von Kupfer und Kupferlegierungen, für welche eine Vielzahl von veröffentlichten Daten
und Erkenntnissen existieren (siehe Abschnitt 6).

Unter Berücksichtigung der für hohe Temperaturen und geringe Lasten als relevant ange-
sehenen Prozesse, welche Nukleation, Wachstum durch Korngrenzendiffusion, Zusammen-
wachsen und Schrumpfen bis zum vollständigen Sintern von Korngrenzenporen umfassen,
wurde dabei zunächst das Schädigungsverhalten einer einzelnen Korngrenze untersucht.
Durch Betrachtung von Anordnungen unterschiedlich großer und ungleichmäßig verteilter
Korngrenzenporen innerhalb einer speziell hierfür weiterentwickelten Simulationsprozedur,
konnte die Schädigungsentwicklung einer Korngrenze für verschiedene Material- und Belas-
tungsparameter untersucht und charakterisiert werden. Für die durchgeführten Untersuchun-
gen wurde dabei angenommen, dass Korngrenzenporen stets eine linsenförmige Gleichge-
wichtsform besitzen, die angrenzenden Körner starr sind und sich die Korngrenze wie eine
perfekte Leerstellenquelle verhält.

Die Auswertung der Simulationsergebnisse zeigte, dass Wechselwirkungen zwischen meh-
reren Poren oft durch geometrische Aspekte einer Porenanordnung bestimmt werden. Die
relative Positionierung von Poren zueinander beeinflusste dabei nicht nur das diffusive Po-
renwachstum, sondern wirkte sich darüber hinaus auch auf das Zusammenwachsen und die
möglichen Nukleationsorte neuer Poren aus. Ungleichmäßigkeiten in einer Porenanordnung
führten dabei zu einer Reduzierung der Wachstumsraten, während die Häufigkeit, mit der
das Zusammenwachsen von Poren stattfand, mit zunehmenden geschädigten Flächenanteil
anstieg. Zudem zeigten die Simulationsergebnisse, dass neue Poren unter den getroffenen
Annahmen nicht in der unmittelbaren Nähe zu bereits existierenden großen Poren nukleieren,
da für diesen Fall ein stabiles Porenwachstum entsprechend der Lösung des Diffusionsrand-
wertproblems unwahrscheinlich war.

Durch genauere Analyse der Simulationsergebnisse konnten die für die Schädigungsentwick-
lung relevanten Prozesse identifiziert und ein vereinfachtes Porositätsmodell entwickelt wer-
den, für welches der Schädigungszustand einer Korngrenze durch die dimensionslose Schä-
digungsvariableβ (Korngrenzenaufdickung pro mittlerem Porenabstand) und die Porendichte
ρ ausgedrückt wird. Die zeitliche Schädigungsentwicklung wird im Rahmen des vereinfachten
Modells durch Mechanismen-orientierte Entwicklungsgleichungen beschrieben. Eine Erwei-
terung der Modellgleichungen erfolgte auf Basis von Porenschrumpfungssimulationen, für
welche die Poren einer vorgegebenen Porenanordnung infolge einer Druckbelastung jeweils
bis zum vollständigen Sintern schrumpften. Dabei zeigte sich, dass für die Beschreibung der
Verringerung der Porenanzahl unterschiedliche Porengrößen berücksichtigt werden müssen.

Ein mikromechanisches Polykristallmodell wurde für die Anwendung im Rahmen von FE-
Simulationen entwickelt, um die Einflüsse unterschiedlicher Deformations- und Schädigungs-
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mechanismen auf der Ebene der Kornstruktur für die Beschreibung des Kriechverhaltens zu
nutzen. Das Modell erfordert die Betrachtung einer expliziten Mikrostruktur, so dass auch
Wechselwirkungen zwischen mehreren Mechanismen und die aus der Kornmorphologie re-
sultierende Beeinflussung des Kriechverhaltens erfasst werden können. Neben einem Ein-
kristallmodell zur Beschreibung der Deformationen einzelner Körner nutzt das Polykristall-
modell ein neu entwickeltes Kohäsionsmodell, um die durch scharfe Grenzflächen modellier-
ten Korngrenzen zu beschreiben. Das Kohäsionsmodell berücksichtigt dabei die Entstehung
einer Korngrenzenschädigung entsprechend dem vereinfachten Porositätsmodell. Darüber
hinaus wird ein einfacher viskoser Zusammenhang in Abhängigkeit von einer phänomeno-
logischen Korngrenzenviskosität genutzt, um Korngrenzengleiten zu beschreiben. Für die
geometrische Modellierung von Kornstrukturen in Form eines FE-Modells werden Kontinu-
umselemente für die Körner und kohäsive Elemente entlang der Korngrenzen verwendet. Die
Modellierung von gekrümmten Korngrenzen erfordert darüber hinaus die Anwendung einer
speziellen Modellierungstechnik zur Verknüpfung jeweils benachbarter Körner, da die geo-
metrische Form einer mittels finiten Elementen diskretisierten gekrümmten Korngrenze nicht
in jedem Fall differenzierbar ist.

Mit dem Ziel, das Kriechverhalten eines Cu-Sb-Werkstoffes zu beschreiben, konnten experi-
mentelle Kriechversuchsdaten zur Anpassung der Parameter des Polykristallmodells genutzt
werden. Die Kriechdaten wurden am Institut für Werkstoffe der RUB anhand von Versuchen
mit Minikriechproben für reine Kupfereinkristalle sowie für eine grobkörnigeCu-Sb-Legierung
bei einer Versuchstemperatur von 823 K gewonnen. Die untersuchten Kriechlasten lagen
zwischen 8 MPa und 20 MPa.

Es zeigte sich, dass für die Kalibrierung der innerhalb des Polykristallmodells berücksichtigten
Mechanismen jeweils unterschiedliche Versuchsdaten genutzt werden müssen. So erfolgte
die Anpassung der Parameter des Einkristallmodells ausschließlich anhand der Kriechver-
suchsdaten der einkristallinen Reinkupferproben. Dabei war festzustellen, dass das Modell
die experimentell beobachtete Abhängigkeit des Deformationsverhaltens von der Kristallori-
entierung nicht im Detail reproduzieren konnte. Im Rahmen der Beschreibung des Kriech-
verhaltens der am Institut für Werkstoffe der RUB getesteten Cu-Sb-Minikriechproben zeigte
sich aber, dass eine Anpassung des Einkristallmodells ausschließlich anhand von 〈111〉-
orientierten Reinkupferproben geeignet war, um die Größenordnung der experimentellen
Kriechraten abzubilden. Aus der weiteren Anwendung des so kalibrierten Einkristallmodells
ergab sich im Vergleich mit den betrachteten Cu-Sb-Werkstoffen aber eine Überschätzung
des primären Kriechbereiches, woraus eine systematische Überschätzung der zeitlichen
Kriechdehnungsentwicklung folgte.

Im Rahmen der weiteren Anpassung konnten die am Institut für Werkstoffe der RUB mit-
tels orientierungsabbildender Rasterelektronenmikroskopie an der Oberfläche von Cu-Sb-
Proben erfassten Kornstrukturen genutzt werden, um jeweils die tatsächliche Kornstruktur
durch eine idealisierte prismatische Mikrostruktur zu approximieren. Letztere wurden dann
als Grundlage für die Erstellung von FE-Modellen verwendet. Die FE-Modelle wurden im
weiteren Verlauf genutzt, um das Kriechverhalten der am Institut für Werkstoffe der RUB ge-
testeten Cu-Sb-Proben im Rahmen der Parameteranpassung zu simulieren.

Weiterhin waren die mittels Bildkorrelationstechnik am Institut für Werkstoffe der RUB erfass-
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ten Oberflächenverschiebungen eine wichtige Voraussetzung für die Anpassung der Korn-
grenzenviskosität. Durch Auswertung dieser Daten konnte in [Kia12] das Ausmaß an Korn-
grenzengleiten für ausgewählte Cu-Sb-Minikriechproben bestimmt werden. Durch den Ver-
gleich mit simulierten Korngrenzenabgleitungen konnte die Größenordnung der Korngren-
zenviskosität mit ηKGG = 107 Ns/mm3 abgeschätzt werden. Angesichts der deutlich be-
obachtbaren Oberflächentopografien der getesteten grobkörnigenCu-Sb-Proben steht diese
Korngrenzenviskosität für ausgeprägtes Korngrenzengleiten.

Für die Anpassung der Parameter des verwendeten Porositätsmodells wurden hingegen die
am Institut für Werkstoffe der RUB mittels REM-Aufnahmen erfasste Korngrenzenschädigung
genutzt. Hierbei wurden vereinfachte stereologische Betrachtungen verwendet, um Anzahl
und Größe von Korngrenzenporen mit den Zustandsvariablen des Porositätsmodells in Ver-
bindung zu setzen. Aufgrund ihrer physikalischen oder geometrischen Bedeutung konnten
mehrere Parameter des Porositätsmodells durch Literaturangaben oder anderweitige Überle-
gungen auf sinnvolle Werte festgelegt werden, wodurch die Anzahl an anzupassenden Para-
metern deutlich gesenkt wurde. Mit dem Koeffizient D̃KG, welcher das Ausmaß an Korngren-
zendiffusion beschreibt, und dem Vorfaktor aP, welcher die Nukleationsintensität repräsen-
tiert, wurden nur zwei anzupassende Parameter betrachtet, welche aber jeweils einen starken
Einfluss auf die Korngrenzenporosität haben. Eine derartige Reduktion war auch deshalb nö-
tig, da die Basis an verfügbaren experimentellen Daten im Rahmen der vorliegenden Arbeit
nicht breit genug war, um sämtliche Parameter des Porositätsmodells anzupassen. Allerdings
führte dies auch dazu, dass die angepassten Parameter nicht eindeutig waren, sondern teil-
weise von den vorgewählten Parametern abhingen.

Mit dem angepassten Polykristallmodell konnten in weiteren Studien die Beeinflussung der
Simulationsergebnisse durch die jeweilige Vernetzung einer Kornstruktur sowie weitere mo-
dellierungstechnische Aspekte untersucht werden. Dabei zeigte sich, dass vor allem das
Auftreten von Volumenlocking, welches infolge des nahezu inkompressiblen Deformations-
verhaltens des Einkristallmodells für bestimmte Elementtypen auftrat, zu einer deutlichen
Verfälschung der Ergebnisse führte. Weiterhin deuteten die Ergebnisse von Simulationen
mit unterschiedlichen Kontinuumselementtypen daraufhin, dass sich für die Modellierung der
Korngrenzen durch scharfe Grenzflächen Ähnlichkeiten zu einem harten Kontaktproblem er-
geben. Trotz des höheren Berechnungsaufwandes empfiehlt sich daher im Rahmen der hier
präsentierten Modellierung die Verwendung des Elementtyps C3D10M des FE-Programmes
Abaqus.

Weiterhin ergab sich nur eine vergleichsweise geringe Beeinflussung der Simulationsergeb-
nisse durch die Vernetzungsfeinheit, so dass bereits für grob vernetzte FE-Modelle das
Kriechverhalten mit tolerierbaren Abweichungen beschrieben werden konnte. Eine Beein-
flussung des makroskopischen Kriechverhaltens durch Spannungskonzentrationen, welche
infolge von Korngrenzengleiten an Tripellinien innerhalb der Simulationen auftraten, konnte
nicht festgestellt werden. Da im Rahmen des mikromechanischen Polykristallmodells die Zu-
nahme der Korngrenzenschädigung ausschließlich durch das entwickelte Porositätsmodell
berücksichtigt wird, konnte die Kriechbeschleunigung im tertiären Kriechbereich noch nicht
hinreichend gut beschrieben werden. Auf Basis der Simulationsergebnisse konnte aber ein
vollständig geschädigter Korngrenzenflächenanteil von 5 % als makroskopisches Versagens-
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kriterium identifiziert werden, ab welchem mit größeren Abweichungen zwischen Simulatio-
nen und dem tatsächlichen Werkstoffverhalten gerechnet werden muss.

Die Anwendung des kalibrierten Polykristallmodells in Kombination mit künstlich erzeug-
ten Kornstrukturen konnte weiterhin genutzt werden, um das Kriechverhalten polykristalliner
Werkstoffe genauer zu untersuchen. Die Betrachtung einer 125 Körner umfassenden Mi-
krostruktur mit gleichmäßiger Kornmorphologie führte dabei zu einem nahezu richtungsunab-
hängigen makroskopischen Kriechverhalten. Aus dem Vergleich mit experimentellen Kriech-
daten eines feinkörnigeren Cu-Sb-Werkstoffes für verschiedene Spannungsniveaus war zu-
dem ersichtlich, dass die Spannungsabhängigkeit durch das angepasste Polykristallmodell
noch nicht zufriedenstellend beschrieben wird.

Die Simulationsergebnisse zeigten darüber hinaus sehr deutlich, dass Korngrenzengleiten
in mehrfacher Weise mit anderen Mechanismen wechselwirken kann. Zum einen waren die
resultierenden Kriechdehnungen der Körner umso größer, je stärker Korngrenzengleiten aus-
geprägt war. Zum anderen ergaben sich durch Korngrenzengleiten ebenso wie durch die Aus-
bildung der Korngrenzenschädigung Spannungsumlagerungen an den Korngrenzen. Wäh-
rend Korngrenzengleiten dabei zu einer Erhöhung der Normalspannungen an Korngrenzen,
welche senkrecht zur äußeren Belastungsrichtung orientiert waren, führte, konnten gegenläu-
fige Umlagerungen infolge der Korngrenzenschädigung beobachtet werden. Welcher Mecha-
nismus die Spannungsumlagerungen prägte, hing letztendlich von den Geschwindigkeiten
ab, mit denen Deformationsunterschiede ausgeglichen werden konnten. Für das Polykris-
tallmodell, welches anhand der vom Institut für Werkstoffe der RUB bereitgestellten Daten
kalibriert wurde, ergaben sich dabei Spannungsumlagerungen, welche, abgesehen von der
unmittelbaren Anfangsphase, mit dem Verhalten für ungehindertes Korngrenzengleiten ver-
gleichbar waren.

Erste Untersuchungen zum Kriechverhalten unter mehrachsigen Belastungszuständen deu-
teten zudem darauf hin, dass die Versagenszeiten und daher auch die Schädigungsentwick-
lung durch die maximale Hauptspannung und die von Mises-Spannung maßgeblich beein-
flusst werden. Die Unterschiede gegenüber einer Beschreibung der Versagenszeiten mittels
maximaler Hauptspannung und Spur des Spannungstensors äußerten sich jedoch im We-
sentlich nur bei einer zweiachsigen Zugbelastung.
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A Berechnung von Volumenwachstumsraten

Für die Berechnung der Volumenwachstumsrate der i-ten Pore wird die Definition des Diffu-
sionsflusses (4.3) in Verbindung mit (4.12) in die Berechnungsformel (4.10) eingesetzt:

V̇i =

˛

Li

jKG · (−nS) dL+ πa2i
˙JuKP

= −D̃KG

˛

Li

∇σh ·nS dL

︸ ︷︷ ︸
❶

−D̃KG

˛

Li

∇σ0 ·nS dL

︸ ︷︷ ︸
❷

+πa2i
˙JuKP . (A.1)

Für die Auswertung der Integrale ❶ und ❷ wird im Folgenden der Normalenvektor nS auf
dem Rand Li explizit durch

nS =
[
− cos θ − sin θ

]T
(A.2)

in Abhängigkeit vom Winkel θ ausgedrückt. Durch direktes Einsetzen der partikulären Lösung
(4.11) ergibt sich:

❷ =

2π
ˆ

0


−

˙JuKP

2D̃KG

(Re (ci) + ai cos θ)

−
˙JuKP

2D̃KG

(Im (ci) + ai sin θ)


 ·

(
− cos θ

− sin θ

)
aidθ

=
ai ˙JuKP

2D̃KG

2π
ˆ

0

Re (ci) cos θ + Im (ci) sin θ + aidθ

=
a2i π

˙JuKP

D̃KG

. (A.3)

Weiterhin kann der Gradient der durch (4.17) und (4.18) definierten reellen Funktion σh (z)
durch

∇σh =


 Re

(
dσhc
dz

)

−Im
(
dσhc
dz

)

 mit σhc (z) = f (z) +

NS0∑

k=1

Λk ln
z − ck

R
(A.4)

angegeben werden, worin σhc (z) das komplexe Pendant zu σh (z) ist. Einsetzen von (A.2)
und (A.4) in ❶ ergibt:

❶ = −
2π
ˆ

0

{
Re

(
dσhc

dz

)

z=ci+aieiθ
cos θ − Im

(
dσhc

dz

)

z=ci+aieiθ
sin θ

}
aidθ
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= −ai
2π
ˆ

0

Re

(
dσhc

dz
eiθ
)

z=ci+aieiθ
dθ

= − ai

2π
ˆ

0

Re

(
df

dz
eiθ
)

z=ci+aieiθ
dθ

︸ ︷︷ ︸
❸

−
NS0∑

k=1

Λk

2π
ˆ

0

Re

(
eiθ

eiθ + ci−ck
ai

)
dθ

︸ ︷︷ ︸
❹

. (A.5)

Durch direktes Einsetzen von (4.18) in ❸ folgt

❸ = −ai
2

2π
ˆ

0

{
df

dz
eiθ +

(
df

dz

)
e−iθ

}

z=ci+aieiθ

dθ

= −ai
2

+∞∑

m=1

m

R

2π
ˆ

0

{
Z0,m

( z
R

)m−1
eiθ +Z0,m

(
z

R

)m−1

e−iθ

}

z=ci+aieiθ

dθ

+
ai
2

NS0∑

k=1

+∞∑

m=1

m

ak

2π
ˆ

0

{
Zk,m

(
ak

z − ck

)m+1

z=ci+aieiθ
eiθ

+Zk,m

(
ak

z − ck

)m+1

z=ci+aieiθ
e−iθ

}
dθ

= −
+∞∑

m=1

ami
Rm

m

2

2π
ˆ

0

{
Z0,m

(
c

ai
+ eiθ

)m−1

eiθ

+Z0,m

(
ci

ai
eiθ + 1

)m−1 (
eiθ
)−m

}
dθ

+

NS0∑

k=1

+∞∑

m=1

amk
ami

m

2

2π
ˆ

0




Zk,m

eiθ
(
eiθ + ci−ck

ai

)m+1

+Zk,m

(
eiθ
)m

(
1 + eiθ ci−ck

ai

)m+1





dθ
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= i
+∞∑

m=1

ami
Rm

m

2





Z0,m

ˆ

E

(
c

ai
+ z

)m−1

dz

︸ ︷︷ ︸
❺

+Z0,m

ˆ

E

⑥︷ ︸︸ ︷(
ci
ai
z + 1

)m−1

zm+1
dz

︸ ︷︷ ︸
❻





− i

NS0∑

k=1

+∞∑

m=1

amk
ami

m

2





Zk,m

ˆ

E

1
(
z + ci−ck

ai

)m+1
dz

︸ ︷︷ ︸
❼

+Zk,m

ˆ

E

⑧︷ ︸︸ ︷
zm−1

(
1 + z

ci−ck
ai

)m+1
dz

︸ ︷︷ ︸
❽





, (A.6)

wobei im letzten Schritt die Substitution z = eiθ mit dθ = −i dz/z erfolgte. Da die Inte-
granden von ❺, ❻, ❼ und ❽ holomorph sind, kann der Residuensatz zur Berechnung genutzt
werden. Die Integrale ❺ und ❼ verschwinden dabei, da der Integrand von ❺ keine Polstelle
besitzt und die (m+ 1)-fache Polstelle z0 = − (ci − ck) /ai des Integranden von ❼ wegen
|ci − ck| = |ci − ck| > ai + ak außerhalb des Einheitskreises E liegt. Die Integranden ⑥

und ⑧ besitzen mit z0 = 0 und z0 = −ai/ (ci − ck) zwar jeweils eine Polstelle (m+ 1)-ter
Ordnung innerhalb des Einheitskreises E, jedoch ergeben sich die Integrale ❻ und ❽ auch
zu 0, da die zugehörigen Residuen verschwinden:

Res (⑥, z0 = 0) =
1

m!
lim

z→z0

dm

zm

[
(z − z0)

m+1 ·⑥

]

=
1

m!
lim
z→0

dm

zm

[(
ci

ai
z + 1

)m−1
]

︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 , (A.7)

Res

(
⑧, z0 = − ai

ci − ck

)
=

1

m!
lim

z→z0

dm

zm

[
(z − z0)

m+1 ·⑧

]

=
1

m!
lim

z→
(
−

ai
ci−ck

)
dm

zm

[(
ai

ci − ck

)m+1

zm−1

]

︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 . (A.8)
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Somit ergibt sich ❸ ebenfalls zu 0.

Durch die Substitution z = eiθ mit dθ = −i dz/z ergibt sich aus ❹:

❹ =
1

2

2π
ˆ

0

eiθ

eiθ + ci−ck
ai

+
1

1 + eiθ ci−ck
ai

dθ

=
1

2i

ˆ

E

1

z + ci−ck
ai

+
1(

1 + z
ci−ck
ai

)
z

︸ ︷︷ ︸
⑨

dz . (A.9)

Wenn i = k, dann vereinfacht sich ⑨ zu

⑨|i=k =
2

z
mit Residuum Res

(
2

z
, z0 = 0

)
= 2 . (A.10)

Für i 6= k ergeben sich die beiden Polstellen von ⑨ innerhalb des Einheitskreises zu z0 = 0

und z0 = −ai/ (ci − ck) mit den Residuen

Res (⑨, z0 = 0) = lim
z→z0

[(z − z0) ·⑨]

= lim
z→0


 z

z + ci−ck
ai

+
1(

1 + z ci−ck
ai

)




= 1 , (A.11)

Res

(
⑨, z0 = − ai

ci − ck

)
= lim

z→z0

[(z − z0) ·⑨]

= lim
z→

(
−

ai
ci−ck

)

[
1

z + ci−ck
ai

(
z +

ai
ci − ck

)
+

1
ci−ck
ai

z

]

= −1 . (A.12)

Entsprechend dem Residuensatz ergibt sich somit

❹ =

{
2π , wenn i = k

0 , wenn i 6= k
. (A.13)

Somit folgt unter Berücksichtigung von (A.5) und (A.3) aus (A.1):

V̇i = 2πD̃KGΛi . (A.14)
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B Zufällige Kristallorientierungen

Tab. B.1: Als ORI1 bezeichnete Gruppe von 125 generierten Kristallorientierungen, welche jeweils durch
die drei Euler-Winkel ϕ1, Φ und ϕ2 nach der Definition von Bunge [Bun68] angegeben sind.

Nr. ϕ1/◦ Φ/◦ ϕ2/◦ Nr. ϕ1/◦ Φ/◦ ϕ2/◦ Nr. ϕ1/◦ Φ/◦ ϕ2/◦

1 199,35 134,69 36,48 43 66,73 148,91 232,77 85 225,88 63,92 315,74

2 16,45 93,57 97,23 44 253,62 36,66 57,67 86 239,68 98,51 117,92

3 183,58 133,92 175,25 45 187,22 136,01 284,94 87 145,93 67,17 215,70

4 144,24 121,64 110,84 46 178,25 138,69 332,01 88 347,64 57,86 181,41

5 329,42 44,39 231,32 47 264,73 29,41 90,87 89 31,10 67,52 171,39

6 144,63 84,44 240,25 48 239,38 26,72 79,19 90 28,96 78,74 348,36

7 92,59 54,21 212,69 49 61,17 11,93 71,19 91 30,87 94,04 343,94

8 301,83 97,83 308,75 50 272,74 93,68 187,70 92 107,89 70,15 359,12

9 29,81 36,45 102,59 51 111,86 72,75 330,26 93 328,10 125,26 12,85

10 323,38 124,99 50,65 52 307,09 150,79 340,63 94 28,39 65,94 293,84

11 234,78 50,03 223,42 53 58,92 80,56 176,76 95 9,01 112,04 130,29

12 271,56 87,82 210,56 54 24,09 140,42 120,95 96 354,72 25,33 5,50

13 102,65 63,18 71,86 55 82,54 97,25 79,10 97 83,55 34,22 145,05

14 315,18 35,82 291,05 56 94,73 45,51 300,79 98 18,62 72,13 234,27

15 12,11 109,13 122,38 57 240,99 54,56 134,56 99 12,55 117,77 47,59

16 244,46 141,00 166,58 58 323,56 140,14 357,95 100 165,75 81,46 69,20

17 100,50 129,87 308,66 59 159,31 85,20 249,95 101 288,20 44,75 337,67

18 75,50 62,98 239,47 60 18,43 101,45 155,23 102 268,49 143,61 295,76

19 330,85 128,77 75,76 61 304,38 35,93 117,77 103 236,34 37,10 108,81

20 82,88 121,01 19,85 62 103,76 58,41 205,92 104 356,90 114,87 179,66

21 170,35 115,52 92,26 63 109,34 15,11 68,53 105 232,54 58,57 165,26

22 56,89 162,51 43,73 64 338,39 143,57 201,25 106 46,16 96,48 286,06

23 199,87 144,54 240,65 65 72,24 96,57 298,81 107 190,91 62,75 314,57

24 161,77 7,04 209,44 66 42,95 117,07 311,72 108 184,80 79,20 103,09

25 157,18 72,83 5,06 67 122,30 103,32 75,30 109 249,75 70,01 256,58

26 42,89 89,53 228,59 68 175,09 123,71 176,06 110 28,42 124,43 270,39

27 142,85 71,53 327,07 69 253,75 121,44 221,63 111 298,98 109,20 339,34

28 134,44 37,20 130,89 70 38,97 125,82 330,63 112 116,83 54,44 139,24

29 59,65 27,99 62,80 71 252,83 125,92 89,98 113 98,99 75,94 227,00

30 200,93 121,89 203,84 72 234,69 130,07 317,79 114 167,13 135,16 354,73

31 161,25 65,11 358,86 73 321,07 80,01 40,16 115 268,84 56,27 97,05

32 284,89 101,61 126,94 74 241,57 81,80 282,11 116 323,77 103,31 312,89

33 35,95 52,82 82,73 75 143,56 147,36 256,82 117 324,30 114,10 129,82

34 188,25 112,15 244,24 76 104,92 86,89 14,83 118 327,36 80,83 4,97

35 28,83 118,58 110,52 77 106,42 64,89 155,02 119 59,20 117,54 310,43

36 348,96 124,68 246,42 78 275,87 81,91 286,35 120 254,84 141,76 52,86

37 107,99 90,66 228,67 79 9,67 141,37 254,86 121 121,85 104,30 314,04

38 153,34 28,44 57,45 80 51,06 129,71 129,06 122 334,54 133,08 227,44

39 105,47 94,30 346,92 81 95,34 87,36 93,87 123 16,78 65,01 117,59

40 182,94 97,72 284,11 82 355,73 166,88 21,53 124 171,02 116,69 232,59

41 283,34 80,96 112,11 83 34,40 76,71 11,25 125 238,07 162,69 26,85

42 346,02 119,70 168,20 84 248,29 91,93 226,56
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Tab. B.2: Als ORI2 bezeichnete Gruppe von 125 generierten Kristallorientierungen, welche jeweils durch
die drei Euler-Winkel ϕ1, Φ und ϕ2 nach der Definition von Bunge [Bun68] angegeben sind.

Nr. ϕ1/◦ Φ/◦ ϕ2/◦ Nr. ϕ1/◦ Φ/◦ ϕ2/◦ Nr. ϕ1/◦ Φ/◦ ϕ2/◦

1 78,39 93,69 308,83 43 177,26 115,05 295,86 85 224,49 70,46 178,68

2 105,87 44,84 16,97 44 204,88 31,43 98,20 86 183,82 95,23 138,39

3 123,82 66,25 287,34 45 278,09 168,97 66,09 87 294,17 60,66 278,49

4 172,04 109,46 42,95 46 18,11 111,22 49,14 88 102,45 23,83 198,40

5 300,10 115,41 124,36 47 42,78 32,21 141,24 89 187,00 41,63 298,13

6 93,11 107,42 260,34 48 269,03 78,71 67,34 90 63,23 79,47 292,87

7 6,59 71,10 236,12 49 206,65 107,98 263,44 91 172,42 130,67 187,34

8 82,51 145,50 355,49 50 271,22 163,80 39,42 92 346,39 136,45 115,54

9 164,99 69,89 172,91 51 2,34 23,91 322,42 93 4,04 119,55 113,20

10 203,39 91,69 59,99 52 1,59 126,35 131,54 94 106,11 36,22 52,35

11 181,65 72,97 222,61 53 22,77 94,01 347,27 95 271,60 115,07 230,40

12 256,75 155,53 84,77 54 241,26 99,28 304,58 96 127,89 117,01 138,33

13 78,27 129,47 184,99 55 35,48 73,88 126,20 97 299,02 36,17 181,73

14 37,60 91,52 165,66 56 6,54 133,21 22,53 98 61,93 92,23 283,70

15 73,73 56,14 16,14 57 350,71 105,45 289,73 99 73,34 90,81 117,29

16 309,87 109,61 27,81 58 272,11 35,39 44,66 100 268,81 98,00 189,51

17 74,04 36,05 213,65 59 264,85 75,28 342,00 101 208,72 109,47 39,59

18 294,19 131,25 258,91 60 182,93 42,25 313,26 102 354,49 111,29 97,50

19 244,66 163,37 129,84 61 308,65 143,34 27,62 103 328,66 69,92 23,26

20 72,60 50,83 164,08 62 335,26 54,37 290,82 104 328,70 133,80 2,21

21 340,59 147,93 302,53 63 161,38 115,89 123,77 105 246,64 30,39 18,26

22 109,94 105,95 321,05 64 21,54 98,25 240,12 106 133,95 47,80 144,96

23 50,71 118,24 143,78 65 184,71 43,90 13,03 107 228,52 138,78 124,76

24 136,75 79,24 323,25 66 18,32 58,27 39,35 108 173,76 89,29 298,33

25 262,29 114,85 180,70 67 25,11 58,27 31,98 109 66,75 71,19 22,38

26 320,51 93,18 70,63 68 31,16 39,57 147,91 110 156,68 88,67 7,54

27 7,47 175,06 218,96 69 1,43 146,58 188,46 111 277,95 111,20 36,36

28 228,95 25,26 6,36 70 111,71 56,86 9,26 112 232,49 108,80 277,59

29 87,79 37,20 270,03 71 168,95 7,36 100,79 113 36,36 73,24 67,17

30 71,59 40,01 311,92 72 86,01 47,55 315,58 114 303,38 144,10 305,28

31 302,59 85,82 283,89 73 297,62 65,50 155,78 115 219,99 95,23 33,89

32 285,20 104,62 203,44 74 41,65 66,86 316,63 116 183,98 121,41 172,38

33 323,31 148,74 172,36 75 255,62 136,53 62,25 117 268,50 83,45 346,12

34 127,81 125,58 2,62 76 72,14 17,25 249,43 118 134,94 112,07 198,28

35 193,20 61,92 50,30 77 92,36 146,49 121,28 119 304,71 100,09 58,12

36 287,82 80,68 253,53 78 144,57 56,00 140,26 120 129,36 107,05 348,72

37 344,70 131,44 174,31 79 247,58 96,19 120,17 121 313,44 89,00 84,02

38 287,31 104,28 272,18 80 357,71 103,23 96,35 122 269,66 106,14 357,08

39 199,86 143,78 217,91 81 38,57 102,50 120,33 123 297,26 98,79 200,07

40 289,25 59,84 334,66 82 320,12 130,38 358,30 124 262,03 136,88 136,52

41 70,05 67,35 57,38 83 320,53 104,15 352,24 125 67,93 107,70 207,80

42 189,00 85,07 170,90 84 331,21 109,85 50,45
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