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Kurzfassung

Fiar unbewehrten Beton unter vorwiegend dreiaxialer Druckbe-
anspruchung wird ein Materialgesetz entwickelt, das MikroriBbil-
dung als Ursache der Nichtlinearitat postuliert. Es teilt den Beton
in einen linear-elastischen und einen nichtlinearen, durch
Mikrorisse gestorten Anteil auf, die miteinander durchdrungen
sind (,,Durchdringungsmodell”). Der Grad der Nichtlinearitat
wird bestimmt durch die Hohe der Beanspruchung, die sich an
der Bruchspannungsglocke des Beton im dreidimensionalen
Hauptspannungsraum orientiert.

Das Materialgesetz wird in ein Finite-Elemente-Verfahren
eingebettet, welches das nichtlineare Gleichungssystem nach
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno 16st. Das Erreichen des
Gleichgewichtszustandes wird durch Minimierung der Restkraf-
te kontrolliert.

Eine Algorithmen- und Verfahrensstudie zeigt gute Kopplungs-
eigenschaften zwischen Materialgesetz und Berechnungsver-
fahren. Das Materialgesetz wird an Wirfeldruckversuchen der
Bundesanstalt fur Materialprufung justiert. Als praktisches
Anwendungsbeispiel wird eine Bogen-Gewichts-Staumauer
unter Eigengewicht, Wasserdruck und eingepragten Funda-
mentverschiebungen analysiert. Die Ergebnisse belegen die
Eignung des methodischen Ansatzes flir ein vereinfachtes
Berechnungsverfahren.

Vorwort

Abstract

For plain concrete under predominantly triaxial compression a
material law is developed which postulates microcracking to be
the source of nonlinearity. It divides the concrete into a linear-
elastic and a nonlinear part which is disturbed by microcracks,
both of them penetrating each other (,,Penetration Model*). The
degree of nonlinearity is determined by the amount of stress
relating to the compressive failure envelope of concrete in
threedimensional stress space.

The material law is embedded into a Finite Element procedure
which solves the nonlinear equation system after Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno. Achievement of the equilibrium state
is controlled by minimization of residual forces.

A study of algorithms and method shows good coupling
characteristics between material law and overall system
procedure. The material law is adjusted to cube pressure tests
performed by the Bundesanstalt fur Materialprifung. As an
example of practical application an arch-gravity-damis analysed
under dead load, water pressure, and specified boundary
displacements. The results prove the usability of the methodical
principle for a simplified calculation procedure.
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1. Einleitung

Der technologische Fortschritt im Bauwesen steht zunehmend im
Zeichen einer Offnung nach Innen flir wissenschaftliche Diszi-
plinen untereinander. Die Weiterentwicklung klassischer Inge-
nieurtechnologie, die schnelle Entfaltung der Elektronischen
Datenverarbeitung sowie der Austausch zwischen Theorie und Ex-
periment fihren zu einer gegenseitigen Befruchtung, die Liicken
der Vergangenheit schlieBt und neue Felder fiir die Zukunft er-
O6ffnet.

Forschung im Bauwesen wird heute zunehmend getragen durch die
Forderung nach mehr Sicherheit, sowie generell nach mehr Aus-
sagekraft liber bestehende Verhdltnisse und Sicherheitsreser-

ven in einem Bauwerk.

Die vorliegende Arbeit beschdftigt sich mit dem dreidimensio-
nalen Materialverhalten von unbewehrtem Beton im Druckbereich.
Ziel der Arbeit ist es, Aussagen zum nichtlinearen statischen
Tragverhalten von Beton rechnerisch zu gewinnen, durch vorhan-
dene experimentelle Ergebnisse zu bestdtigen und einer mdégli-
chen praktischen Anwendung zuzufiihren. Dazu wird ein numeri-
sches Materialmodell entwickelt, das in seinem methodischen
Ansatz versucht, die als Hauptursache flir die Nichtlinearitit
erkannte MikroriBbildung durch einen einzigen Modellparameter
zu beschreiben und zu verifizieren. Ein solches Vorgehen er-
laubt eine klare Beurteilung der Wirklichkeitsnihe und fiihrt
im Falle der Akzeptanz zu einem vereinfachten Berechnungsver-

fahren fiir die Praxis.

Fir die Durchfiihrung der Arbeit wird umfangreiches Handwerkzeug
ben6tigt. Das Materialmodell wird in ein Berechnungsverfahren
nach der Methode der Finiten Elemente eingebettet. Dabei er-
geben sich Fragen der Kopplung mit Methoden zur L&sung nicht-
linearer Gleichungssysteme. Es wird Bezug genommen auf den der-
zeitigen Stand der Technik und die Wechselwirkung zwischen Ma-
terialmodell und Berechnungsverfahren untersucht. Nach Sicher-
stellung der formalen Rechentilichtigkeit wird in einer Material-
gesetzstudie das Verhalten des Rechenmodells experimentellen
Ergebnissen zu Wirfeldruckversuchen an Betonprobekdrpern gegen-

~

Uibergestellt.



Als m6glicher Anwendungsfall filir die statische Analyse von un-
bewehrtem Beton wird schlieBlich eine Bogen-Gewichts-Staumauer
mit nichtlinearem Materialgesetz berechnet.

Die wdhrend der Durchfiihrung dieser Arbeit anfallenden umfang-
reichen datentechnischen Aspekte schlagen sich in einem Pro-

grammsystem nieder, das in [36], [37] dokumentiert ist.

2. Materialgesetz von Beton

2.1 Vorbemerkung

Das nichtlineare Materialverhalten von Beton ist gekennzeichnet
durch eine Vielzahl von Ph&nomenen statischer, dynamischer,
thermischer, chemischer und zeitlicher Art, deren Erfassung mit
hohem theoretischem und besonders praktischem Aufwand-verbunden
ist. Wirklichkeitsnahe Materialmodelle sind gekennzeichnet durch
eine groBe Anzahl von Parametern, deren Quantifizierung nur mit
geeigneten Testdaten m&glich ist. Bei Einsatz von Materialmodel-
len im Rechner stellt sich zus&tzlich die Frage der rechnerischen
Effizienz im Verh&ltnis zur Aussagekraft der Ergebnisse. Im fol-
genden wird ein nichtlineares Materialmodell vorgeschlagen, das
flir quasistatische Berechnungen von Betonkdrpern vorwiegend im
dreiaxialen Druckzustand geeignet ist. Das Materialmodell zeich-
net sich gleichermaBen durch einfache Formuiierung, numerisch-
verfahrensfreundliches Verhalten und gute Ubereinstimmung mit
Testdaten aus und wird daher gegeniiber komplizierteren Modellen

bevorzugt.

Nichtlineare Materialmodelle von Beton nehmen hdufig Bezug auf
die fir Beton typische Bruchspannungsglocke [25], [31], [35] -
die Einhiillende aller denkbaren Spannungszustdnde bis zum Bruch,

deren prinzipielle Kenntnis heute zum Stand des Wissens gehért.

ber die Frage jedoch, welche analytischen Annahmen zur Nicht-
linearitdt von Beton vor dem Bruch zu treffen sind, herrscht in
der Literatur weitgehende Uneinigkeit. Hier reichen die Vorschlé&-
ge von nichtlinearer Elastizitdt liber Plastizit&dt und Viskopla-
stizitdt bis hin zur vollstdndigen Aufspaltung aller denkbargn
Phdnomene und Darstellung im Oktaederspannungsraum [18], [191,
[21], [35].



Es soll nicht Gegenstand dieser Arbeit sein, eine Wertung der
verschiedenen Schulen vorzunehmen, die allein schon wegen unter-
schiedlicher Zielsetzung ihre Existenzberechtigung haben. Eben-
sowenig ist beabsichtigt, zu der vorhandenen Vielfalt von Mate-
rialmodellen ein weiteres hinzuzufligen. Im Mittelpunkt der Be-
trachtung steht vielmehr die Wirkung eines einzigen, Nichtline-
aritdt verursachenden Parameters, das Zusammenspiel des Modells
mit einem modell - unabh&ngigen nichtlinearen Berechnungsverfah-
ren, die rechnerische Effizienz sowie die Brauchbarkeit der Er-

gebnisse.

Das im folgenden beschriebene Materialgesetz wird aufgrund sei-
nes analytischen Ansatzes "Durchdringungsmodell" genannt. Es
postuliert das Phdnomen der kontinuierlichen MikroriBbildung

als Hauptursache fiir die Nichtlinearit&t. Mit Hilfe der Bruch-
spannungsglocke als Versagensfldche wird eite Restriktionsbedin-
gung filir das Spannungs-Umlagerungsverhalten im Bruchzustand for-
muliert, die liber affine Teil-Versagensfldchen auf Zustinde vor

dem Bruch ausgedehnt werden kann.

2.2 Bruchspannungsglocke

Das Festigkeitsverhalten von Beton unter dreiaxialer Druckbean-
spruchung ist in den vergangenen Jahren Gegenstand umfangrei-
cher experimenteller Untersuchungen gewesen [ 7], [15], [31].
Dabei wurden meist vollstdndige Spannungs - Dehnungs-Verldufe zu
unterschiedlichen Laststrategien protokolliert und einer nach-
folgenden Auswertung zugefiihrt. Wdhrend die Diskussion iliber die
Nichtlinearitdt vor dem Bruch noch nicht abgeschlossen ist, k&n-
nen die Erkenntnisse {iber die Gestalt von Bruchspannungsglocken
praktisch als gesichert gelten. Danach zeichnet sich die typi-
sche Gestalt einer Bruchspannungsglocke u.a. durch folgende

Merkmale aus:

- dreifache Symmetrie beziiglich der Raumdiagonale des Haupt-

spannungsraumes (Zquisektrix),
- Konvexitdt (zumindest im Druckbereich),

- Kontinuitdt und Knickfreiheit.

Das hier gewdhlte algebraische Interpolationsmodell einer Bruch-

spannungsglocke beriicksichtigt die obigen Merkmale, wobei Kon-



vexitdt sowohl im Druck- wie im Zugbereich angenommen wird. Die
Gliltigkeit der Bruchspannungsglocke ist an folgende weitere Vor-

aussetzungen geknipft:

= Der Bruchzustand 148t sich als Funktion der Hauptspannungen

darstellen (Raumfldche im Hauptspannungsraum) .

- Die Bruchfunktion stellt eine obere Schranke aller denkbaren
Spannungszustdnde dar, die sich zu einer bestimmten Referenz-

Belastungszeit erzielen lassen.

- Die Bruchfunktion gilt im Mittel fir alle denkbaren quasi-
statischen Spannungspfade unter kurz- bis mittelfristiger

Belastungsdauer (z.B. Zeitrdume von Minuten).

- Langzeitliche, dynamische, thermische und sonstige Einfliisse

werden ausgeschlossen.

Das algebraische Interpolationsmodell setzt sich aus insgesamt
finf Ansdtzen (algebraische Gleichungen 2. Grades) zusammen, die
in Meridian- und deviatorischen Ebenen der Bruchspannungsglocke
formuliert und in Ubergangspunkten miteinander verkniipft sind
(siehe Bild 2.1). Als Stlitzpunkte dienen sieben Spannungspunkte
A bis G, die z.B. liber die in Bild 2.2 zusammengestellten Span-
nungspfade experimentell ermittelt werden kdnnen. Sind diese be-
kannt, so lassen sich nach Koordinatentransformation aus den
Hauptspannungskoordinaten 51, 52, 53 in geeignetere Polarkoor-
dinaten x, r, ¢ alle bendtigten Koeffizienten der algebraischen

Bildungsgesetze numerisch festlegen.

Die Koordinatentransformation besteht aus zwei Schritten:

Schritt 1: (Rotation)

Rs =8 , (2.1)
cos(s1, 01) cos(s1, 02) cos(s1, o5

R = cos(sz, 01) cos(sz, 02) cos(sz, 03) ,
cos(s3, 01) cos(s3, 02) cos(s3, 03)
9, ) s

S = 02 r’ s = 52 ’
o s



Oqr Opr O3 = Koordinaten des Hauptspannungsraumes,
s1 = Raumdiagonale des Hauptspannungsraumes,
S, kB S 4 in der Meridianebene zu 94 und Sqv
S 4 b Sir S, im Sinne eines Rechtssystems.
Schritt 2: (Polarkoordinaten)
X S4
2 2
y 4 = r e s2 + 33 . (2.2)
¢ arc tan (s,/s,)
L ’ 37727 |

In den deviatorischen Ebenen gilt die Ellipsengleichung:

2, '
c4 cos - c3 - 02 cos 6
r(d) = > ’ (2.3)
1 + (c‘I - 1) cos™®8

wobei die Koeffizienten <4 bis Cy jeweils flir eine bestimmte

deviatorische Ebene aus zugehdrigen Stilitzradien ermittelt werden:

T.C = t ’ (2.4)
r2 2 (0] c1 r2
2
T = r, 4r, 4 , € = c, , t = -3r22
2
r1 2r1 1 c3 0]

— 2 o
= C2 C1C3 + C3I

c
4

r1 = Stiitzradius 1 (z.B. P=-E oder Q-G),

r, = Stlitzradius 2 (z.B. P-D oder Q-F),

@
I

¢ - /3 (siehe Bild 2.1).

Insgesamt werden drei deviatorische Stilitzebenen durch die Punkte
P, Q sowie - nach Errechnung einiger Hilfsdaten — durch C aufge-
stellt. Diese Stilitzebenen dienen zur Aufsattelung eines parabo-
lischen Bildungsgesetzes im Druckbereich fiir beliebige Meridian-
ebenen, in Bild 2.1 z.B. die Parabeln B-D-F-H oder C-E-G-K.
Alle Parabeln folgen dem Ansatz:

_ 2
r(x) = a, + a x + a,X (2.5)



mit den Koeffizienten ags agr Ay die wie folgt zu bestimmen

sind:
Xa =r , (2.6)
- 2 - - = ~ 9
1 xc, xc ao rc
2
= 1 X , a = a , r = r
X x5 D 1 P
1 x x2 a r
] q q e | 9]
X xp, xq = x-Koordinaten der Punkte C, P, Q,
rc, rp, rq = r-Koordinaten der Punkte C, P, Q.

BILD 2.1 Bruchspannungsglocke mit
Interpolationsmodell

Aus numerischen Grinden (siehe Abschnitt 2.3, Bild 2.3) wird
eine Schdtzung filir die Gestalt der Bruchspannungsglocke im Be-
reich sehr hoher hydrostatischer Druckzustdnde bendtigt. Die
wahre Gestalt kann experimentell derzeit nicht ermittelt werden,
da es keine Priifmaschinen gibt, die die hierzu erforderlichen
hohen Drucklasten erzeugen kénnten. Bis auf weiteres wird ange-
nommen, daB die Glocke sich in Richtung der Aquisektrix 6ffnet.
Fir ihre Gestalt im Offnungsbereich wird eine prismatische Ver-
ldngerung beginnend an den Scheitelpunkten H bzw. K des Parabel-
bereiches gewahlt.

6



Stlitzpunkt zugehdriger Spannungspfad
A O - A o, < (o} einaxial Zug
B O -B o > o einaxial Druck
[+ 0o-2¢C 0y =0, > (o} zweiaxial Druck
D oO-P g, =0, =0, >0 hydrostatisch
1 2 3 Ao
P -D Ao1>0, A02=A03= -—71 deviatorisch
E o-p 04 =0y = 04 >0 hydrostatisch
P - E Aa1=Ao2 >0, bo 4= -ZA% deviatorisch
F o0 -0 (analog D) hydrostatisch
Q- F deviatorisch
G o -9Q (analog E) hydrostatisch
Q-G deviatorisch
Das Bildungsgesetz lautet:
2
a
r = a - L
- o 4a !
2
ao, a;, a, = Parabelkoeffizienten,
r =

BILD 2.2

Stiitzpunkte des Interpolationsmodells
und zugehdrige Spannungspfade fir

ihre experimentelle Bestimmung

(2.7)

r-Koordinate eines Parabelscheitelpunktes.

Im reinen Zugbereich wird Kugelgestalt der Bruchspannungsglocke

angenommen, wobei der Kugelradius der einaxialen Zugfestigkeit

entspricht.

Als letzte zu schlieBende Liicke innerhalb der Glocke bleibt der
Zug - Druckbereich idbrig, in Bild 2.1 dargestellt durch den Bo-

gen A-B bzw. A-C. Obwohl hierfilir in der Literatur teilweise

konkave Bruchkurven angegeben worden sind (z.B. experimentelle

Ergebnisse in [19]), soll hier aus Grinden einheitlicher Formu-

lierung ebenfalls ein konvexer Verlauf postuliert werden. Die-

ses wird durch eine Ellipsengleichung wie folgt erreicht:

r(x)

Darin werden die Koeffizienten b1,b2,b3,xo,r

2 2
Vb3 - (byby - by) (x=xg)

- b2(x—x )

b

3

¢
tr, - (2.8)

mit Hilfe von

()

ibergangsbedingungen an den Schnittstellen zum sphdrischen bzw.

parabolischen Meridianbereich ermittelt:



[ = - = =3 = = 1] 7 N
1 r1+x1r1 r1r1 Fb1 (0]
v B -2 - - -2 ~ B
X = X 2x,T r, , b= by| , 1= 1
- - = -2
_x2 2x2r2 r2 ] _b3j 1
x1 = xﬁ1 - Xo !
£y = Ty T Io v
b | _ 1
k| = T '
X2 = Xy T %X
' B '
) = T2 ' : :
0 Th2 T Tur Y Tao *ur T Tur Fuz
Xo = ' p ’
T2 = Ty
— 1) -
r, a2 (Xo = Xyq) + Tyq -

Die in diesen Formeln auftretenden GrdBen Xor T stellen die
Mittelpunktskoordinaten der Zug - Druck -=Ellipse dar. Die mit

i1 und 12 indizierten Gr&B8en sind die Koordinaten und Steigun-
gen der Ubergangspunkte zum Kreisbogen bzw. zur Parabel, in
Bild 2.1 z.B. die Punkte A und B oder A und C. Zur weiteren Er-
lduterung sei darauf hingewiesen, daB alle diese GrdBen sich
mit Drehung der Meridianebenen dndern, d.h. stets flir eine ak-

tuell gliltige Meridianebene berechnet werden miissen.

2.3 Beanspruchungszahl B

Im Rahmen des hier postulierten nichtlinearen Materialgesetzes
von Beton hat die relative Ndhe eines Spannungspunktes S im
Hauptspannungsraum (siehe Bild 2.3) zur Bruchgrenze maBgebenden
EinfluB auf die Nichtlinearitdt. Diese relative Nihe wird hier
definiert als "Beanspruchungszahl" B. Ihre Berechnung erfolgt
fir einen bestimmten Spannungspunkt S bei Kenntnis der Bruch-

spannungsglocke (siehe Abschnitt 2.2) durch:

6 = sl (2. 10)
ENT :



Bruch-
fliche

Fl&che
gleicher
Beanspru-
chungs-
zahl B

BILD 2.3

Gerade

wobei S der aktuelle Spannungszustand am Punkt S und Sc der
durch geradlinige Verl&dngerung des Vektors O - S erreichte
Punkt Cs auf der Bruchspannungsglocke ist (siehe Bild 2.3).

Die rechnerische Ermittlung von B ist in [36] ausfiihrlich do-
kumentiert. Sie erfolgt, indem zundchst die Meridianebene des
Punktes S festgestellt und die dort geltenden Bruchkurven mit
ihren Interpolations-Koeffizienten zur Verfligung gestellt werden.
In Abhdngigkeit vom jeweils geltenden Kurvenabschnitt (Kreis,
Ellipse, Parabel, Gerade) wird der Schnittpunkt mit der Verl&n-
gerung von O - S gesucht und schlieBlich B nach (2.10) berechnet.

Aus Bild 2.3 wird deutlich, daB alle Spannungspunkte S des Haupt-
spannungsraumes, die die gleiche Beanspruchungszahl B besitzen,

eine zur Bruchspannungsglocke affine Fl&che beschreiben.

DefinitionsgemdB ist B flir alle zul&ssigen Spannungspunkte unter-
halb der Bruchgrenze eine Zahl zwischen O und 1. Auf der Bruch-

spannungsglocke ist B = 1. Flir andere Spannungszustdnde, die nu-
merisch auftreten k&nnen, aber physikalisch unzuldssig sind, ist

B grdBer als 1.

Die Verwendung von g flir das nichtlineare Verhalten von Beton

vor dem Bruch ist in Abschnitt 2.5 beschrieben.

2.4 Gradient der Bruchspannungsglocke

Die in Abschnitt 2.2 beschriebene Bruchspannungsglocke dient im

Rahmen eines nichtlinearen Materialgesetzes als Versagensflidche,

Beanspruchungszahl B zum Spannungspunkt S



mit der eine Restriktion fiir das Spannungs - Umlagerungsverhalten
formuliert werden kann. Dieses soll hier geschehen, wobei gleich-
zeitig die Gliltigkeit der Drucker'schen Normalitdtsregel [10],
[28], [38] vorausgesetzt wird. Flir analytische Formulierungen
dieser Art wird der Gradient der Versagensfldche bendtigt.

Hier wird nun der Gradient auf die Bruchspannungsglocke bezogen
und richtungsgleich auf alle innenliegenden affinen Fl&dchen
(siehe Bild 2.3, Bild 2.4) angewendet. Die Berechnung des Gra-
dienten ist in [36] in algorithmischer Reihenfolge behandelt.
Wird die Bruchspannungsglocke (Abschnitt 2.2) allgemein durch

die implizite Funktion
F(Ss) = O (2.11)
dargestellt, so ist ihr Gradient:

g = %g% . (2.12)

zweckmiBigerweise wird auch hier in Polarkoordinaten transfor-

miert:
3 oF
S35 = 35 ¢ (2.13)

[ox/20, 3r/3c, 9¢/d0, ]

S = | x/30, dr/3c, 3/%0, |,
L8x/803 ar/ac3 8¢/803 |
[ 3F/0x aF/ao11

OF  _ F  _ -

_3_2- = BF/E)r ’ 35S aF/BO'Z g .

9F /3¢ 9F/30 4

Da S &ihnlich wie in (2.1), (2.2) zwei Transformationsschritte

umfassen muB, gilt - wie sich zeigen 1l&Bt:

1 o) 0
T 2
S = R 0 s,/T -=s3/T , (2.14)
2
o] s3/r sz/r
R = Rotationsmatrix wie in (2.1),
Sy, S3,T = Koordinaten eines Spannungspunktes
14

im rotierten bzw. Polar-System.
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Um den Gradienten an jeder Stelle der Bruchspannungsglocke zu
erhalten, muB8 (2.11) flir jeden Bereich des Interpolationsmodells
aufgestellt und gemdB (2.13) differenziert werden. So gilt fiir
den Parabelbereich des Druckspannungsoktanten der Glocke (siehe
Bild 2.4) unter Bezugnahme auf (2.5):

2

F(x,r,¢) = aj tax+a,x" -r = 0O (2.15)
oF _

ﬁ = a1+2a2x,

oF _

3r = N

3o a0 206 26 a6 ‘

Im Geradenbereich des Druckspannungsoktanten folgt aus (2.7):

a.2
1

F(x,r,¢) = aO - _4—3._2— - r = O, (2.16)
oF _
X = O
OF _
3T = -1 |
OF _ OF _ aao B a, aa1 . (a1 )2 aa2
3¢ ~ 96 96 2a2 36 2a2 96 :

Fir den reinen Zugbereich (siehe Bild 2.4) gilt mit dem Kugel-

radius §
F(xlrl¢) = X2+r2_&)2 = 0, (2.17)
oF oF  _ oF
X - X oy T 5y =0

Bei dem gemischten Zug-Druck-Bereich ist es nicht lohnend, die
Gradientenkomponente 9F/3¢ exakt zu bestimmen, zumal dieses nur
mit hohem Rechenaufwand m&glich ist. Stattdessen wird fiir 3F/%¢
linear beziiglich der Ubergangspunkte interpoliert. Es folgt

mit (2.8):

F(x,r,9) = b1(x-xo)2+2b2jx—xo)(r—ro)+b3(r—ro)2—1 = 0, (2.18)
%g = 2b, (x-x_)+2b, (r-r_),

%% = 2b,(x-x_)+2bs(r-r_),

5 x . i;? * i;; Xgo * i;% x5 ) -

a2 %41
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In (2.15) bis (2.18) treten Ableitungen der Parabelkoeffizien-
ten agyr a;, a, nach dem Winkel 6 (siehe Bild 2.1) auf, die sich
wie folgt berechnen:

Xa, = r, (2.19)
aao/ae arc/ae

X siehe (2.6), ae = 3a1/86 , re = arp/ae
3a2/36 8rq/86

Darin sind re die Ableitungen von (2.3) bezlglich drei devia-
torischer Stiitzebenen durch C, P, Q (siehe Bild 2.1) und fiir

eine durch 6 festgelegte Meridianebene.

Bruch-
fléche

Flé&che

BILD 2.4

Gradient g der Bruchspannungsglocke zum

Spannungspunkt S bzw. CS

Parabel Gerade

2.5 Durchdringungsmodell

Die vielfdltigen Ursachen der Nichtlinearitdt von Beton sind in
der Literatur bis heute Gegenstand umfangreicher phdnomenologi-
scher Betrachtungen [24], [30], [32]. Es ist jedoch eine Frage
der Grundsatzentscheidung, ob Materialmodelle in ihrer Tendenz
umfassend oder vereinfachend sein sollen. Die vorliegende Arbeit
geht im Hinblick auf nur beschr&nkt vorhandene Testdaten den
letzteren Weg.

Als Hauptursache fiir die Nichtlinearitdt des Beton vor dem
Bruch wird hier kontinuierliche MikroriBSbildung angesehen.
Gleichzeitig wird postuliert, daB andere Einfliisse von unterge-
ordneter Bedeutung fiir die Nichtlinearitdt sind und vernachléds-
sigt werden kdnnen. Insbesondere werden Elastizit#tsmodul und
Querkontraktionszahl konstant gesetzt. Trotz dieser Einschrin-
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kungen ist es mdglich, ein stetig gekrilimmtes und knickfreies
Spannungs—-Dehnungs-Verhalten von Beton rechnerisch herzustellen.
Dieses wird erreicht durch das nachfolgend beschriebene "Durch-
dringungsmodell". Erste Ansdtze, die in die hier verfolgte Rich-
tung weisen, sind in [23], [26] zu finden, wo durch Schichten-
modelle mit individuellem Materialverhalten der einzelnen

Schichten ein multilineares Verhalten erzeugt wird.

In dieser Arbeit wird die Idee verwirklicht, ein vollkommenes
Modell mit quasi unendlich vielen iliberlagerten Schichten aufzu-
bauen. Da die Uberlagerung dreidimensional ist, wird hier der
Begriff Durchdringung gebraucht. Das Modell ist in Bild 2.5 ge-

zeigt und wird im folgenden analytisch entwickelt.

Im unbelasteten Anfangszustand ist der Beton homogen und iso-

trop und folgt der linearen Spannungs-Dehnungs-Beziehung:

as = E_ae, (2.20)
das = Spannungszuwachs,
de = elastischer Dehnungszuwachs,
E, = E/N = Elastizitdtsmatrix,
T=v v v 0 0 0]
v 1=v v 0} 0 0
N - 1 v v o 1=v o o o
(1+v) (1=-2v) O 0} o] H 0 o |’
(0] 0 0 0 H 0
(0] 0] 0 (0] 0 H
_ 1=2v
H = 2 ’
EO = Anfangstangenten-Elastizitdtsmodul,
v = Querkontraktionszahl.
Realkorper: Modell:
linear nichtlinear-
A elastisch + elastisch
(1-p) * 100% p * 100%
oipii
gestdrte Zone
(Mikrorisse-Netz,ortliche BILD 2.5 Durchdringungsmodell eines durch Gefligeauflockerung
Gefigeauflock 9) teilweise gestdrten Betonkdrpers mit vollelastischem

Rest-Kdrper

13



EO und v bleiben wdhrend der Berechnung konstant. Nach dem Auf-
bringen des ersten infinitesimalen Spannungs-Dehnungs-Zuwachses
dS , d@ setzt in diesem Modell bereits der ProzeB der Mikrorig-
bildung ein. Dieser fiihrt dazu, daB Srtliche Zonen des Beton ge-
stért sind und sich nicht mehr linear-elastisch verhalten. Fort-
schreitende Belastung bewirkt die Ausbildung eines Mikrorisse-
Netzes, Gefligeauflockerung und schlieBlich vollstdndige Geflige-
zerstdrung. Das zu diesem ProzeB gehdrige nichtlinear-elastische
Spannungs-Dehnungs-Gesetz wird zundchst fiir den Bruchzustand ent-
wickelt und dann auf Zustdnde vor dem Bruch erweitert. Es be-
ruht auf der Annahme, daB gebrochener Beton im dreiaxialen Druck-
zustand beliebige Gestaltdnderungen, aber keine beliebigen Span-
nungsdnderungen mehr aufnehmen kann.

(Unter Zug f&llt der Beton ganz aus. Dieser Fall ist jedoch in

der vorliegenden Arbeit von untergeordneter Bedeutung) .

Flir den Bruchzustand teilt sich der Dehnungszuwachs d@ in einen

linearen und einen nichtlinearen Anteil auf:

-1
oF
d 3 -+ = —_—
e de, +de EO ds + iz k, (2.21)
d€ = vollstdndiger Dehnungszuwachs,
dee = linearer Anteil,
dep = nichtlinearer Anteil,
E, Elastizitdtsmatrix,
das Spannungszuwachs,
g—g = @ = Gradient der Bruchspannungsglocke F( S)=0,
k zu bestimmende Konstante.
Die in (2.21) auftretende Bruchspannungsglocke F(S) = O ist im

Rahmen dieser Arbeit allein eine Funktion der Hauptspannungen.
Drehungen des Hauptspannungszustandes sowie weitere Parameter
bleiben mangels Testdaten hier unberiicksichtigt. Die Bruchspan-
nungsglocke liefert als Versagensfliche eine Restriktionsbedin-
gung filir Spannungsdnderungen nach Erreichen des Bruchzustandes.

Totale Differentiation ergibt:
oF
28T

d.h. Spannungsdnderungen infolge weiterer Belastung sind nur noch

dr = ds = o, (2.22)

in der Versagensfldche selbst m&glich. Nun wird vorausgesetzt,
daB filir Beton das Stabilitdtskriterium von Drucker fiir "Indiffe-

rentes Materialverhalten im Kleinen" gilt [10], [28]:
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T
dep ds = O. (2.23)

Das Kriterium besagt, daB filir Spannungszustdnde auf der Bruch-
spannungsglocke die nichtlinearen Anteile weiterer Dehnungsdnde-
rungen keine Arbeit an weiteren Spannungsdnderungen leisten. Da
dS eine beliebige Richtung innerhalb der zum vorliegenden Span-
nungszustand gehdrigen Tangentialebene an die Bruchspannungsglok-
ke einnehmen kann, muBcieE>stets orthogonal zu ihr stehen, so
daB die Normalit&dtsregel gilt. Durch Koeffizientenvergleich wvon
(2.22) und (2.23) folgt:

_ 3F
dep = 7S k, (2.24)
wie bereits in (2.21) angegeben. Zur Bestimmung von k wird (2.21)
nach dS aufgeldst und in (2.22) substituiert. Mit der Abkiirzung

g fir 2L folgt dann:

39S

ds = E_ (ae - gx) , (2.25)

gldas - g'E_ @de - gk) =o0,

gE_ae = g'E_ gk .

Wegen EO = EON gemdB (2.20) f&llt E_ heraus, so daB:

T

k = —QTN—de . (2.26)
g’ Ng

Der nichtlineare Anteil am Dehnungszuwachs ist mit (2.24) und
(2.26):

T
se, - 9IN o
g'Ng

Durch Substitution von (2.26) in (2.25) folgt die Spannungs-Deh-

. (2.27)

nungs-Beziehung:

ds = Eepde (2.28)
mit der um einen nichtlinearen Korrekturterm erweiterten Elasti-
zitdtsmatrix

T

E - E - N9IN (2.29)
ep o o Thl
giNg

Diese Matrix gilt - wie oben erwdhnt - flir den Bruchzustand und
beschreibt das nichtlineare Verhalten infolge totaler Gefiligezer-
stdrung. In dhnlicher Weise sollen nun Zustdnde vor dem Bruch,
d.h. Ortliche Gefligeauflockerungen des Beton infolge MikroriB-

bildung beschrieben werden. (2.28) gilt dann nur filir einen Teil
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des Materials. Der Beton ist teilweise von gestdrten Zonen
"durchdrungen". In welchem MaBe dieses der Fall ist, hdngt weit-
gehend von der Belastungsgeschichte sowie anderen Einfliissen ab.
Im hier vorliegenden Fall wird wegen des quasistatischen Charak-
ters der Belastung angenommen, daB die Gefligeauflockerung allein
von der Ndhe eines erreichten Spannungszustandes zur Bruchgrenze
abhdngt. Eine Aussage hieriiber liefert die Beanspruchungszahl B
(siehe Abschnitt 2.3).

Das Durchdringungsmodell besagt, daB bei einem bestimmten Span-
nungszustand § ein gewisser Teil p des Materials gestdrt ist,
wdhrend der restliche Teil 1-p weiterhin intakt ist und sich

linear-elastisch verhidlt.

p wird "Gefligeauflockerungsgrad" genannt. Es gilt:
O £ p £ 1 (2.30)

Mit anderen Worten: der von Ortlicher Gefligeauflockerung be-
troffene Anteil p wird mit dem intakten Gefligeanteil 1-p ver-
schmiert. Der Faktor p ist eine noch zu bestimmende Funktion von
B. Beispiele hierzu sind in Bild (2.6) dargestellt. Vergleichs-
rechnungen haben jedoch gezeigt, daB bereits der einfachste Fall

p = B8 (2.31)

zu erstaunlich guten Ergebnissen fiir das kontinuierlich-nicht-

lineare Materialverhalten fihrt.

Uberlagert man nun die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen (2.20) und
(2.28) mit den Faktoren 1-p bzw. p, so folgt fiir das Durchdrin-
gungsmodell:

ds = Eae (2.32)

mit der nichtlinear-elastischen Materialmatrix

E = -» Ej

EO siehe (2.20),

Eep siehe (2.29).

+ pEep, (2.33)

Wdhrend jedoch die Matrix Eep anfangs flir Spannungszustdnde auf
der Bruchspannungsglocke entwickelt wurde, gilt sie nun fiir einen
beliebigen Spannungszustand vor dem Bruch mit einer zugeh&rigen
zur Bruchspannungsglocke affinen Teil-Versagensfliche (vgl.

Bild 2.4).
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Durch Substitution von (2.29) in (2.33) folgt fiir E schlieBlich:

Ngg™N
E = E_ - pE Ngg v (2.34)
o (@] gTNg
A P(8)
p=k_ +kB+k 82
(] 1 2
1.0 ———_ g f -
| |
3 | |
linear: |
elastilsch [
|
i i
: |
| p=8 :
0.5 i |
|
| |
|
pr-—-——/~- :
nichtlinear- |
| elastisch ! BILD 2.6
: I' Beispiele filir den Zusammenhang zwischen Gefiige-
Y + l » 8 auflockerungsgrad p und Beanspruchungszahl B8
8 0.5 1.0
2.6 Integration der Spannungs-Dehnungs-Beziehungen

Das in Abschnitt 2.5 entwickelte Durchdringungsmodell fiihrt auf
eine Tangenten-Materialmatrix E (2.34), die vom jeweils aktuel-

len Spannungszustand S abhé&dngt:

E = E; (s) . (2.35)

Bei Implementierung des Materialmodells in ein Finite-Elemente-
Berechnungsverfahren wird fiir die Integration der Spannungs-

Dehnungs-Beziehungen (2.32)
€1
AS = f Er(s) ae (2.36)
€

eine numerische Integrationsregel ben&tigt. Das hier verwende-
te F.E.-Verfahren basiert auf der inkrementellen Methode, so
daB (2.36) schrittweise jeweils fiir ein Spannungs-Dehnungs-In-
krement AS , A€ mit Hilfe der Crank-Nicolson-Methode gel&st

werden kann:

ETo = Tangentenmatrix am Anfang des Inkrementes,
ET1 = Tangentenmatrix am Ende des Inkrementes,

£ = Gewichtsfaktor (O £ ¢ < 1),

r = numerischer Approximationsfehler.

A
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Der in (2.37) enthaltene Ausdruck

E... = t¢Eq + (1-0)E (2.38)

so1

ist die lokale Sekanten-Materialmatrix des aktuellen Inkrementes

(siehe Bild 2.7). Zu Beginn des Inkrementes sind die Systemgro-
Ben bekannt. Gesucht sind S a nd
3 S, €. ETo ekannt. Gest s 17 ©€qv ET1 m Ende
des Inkrementes, wobei:
AS = S1 . So ’ (2.39)
A = - .
e 1 eo
AS (Traglast)
ET1 A
I
|
|
|
AS |
|
|
ETo Eso1 :
So F————- |
| |
| |
| |
: | BILD 2.7
|
: | Inkrementelle Spannungs-Dehnungs-Beziehungen
| : in symbolisierter eindimensionaler Darstellung
! |
| |
E, | |
|- - ~t > e
€o re 61

Der Dehnungszuwachs A@ ist zum Zeitpunkt der Integration (2.37)
bekannt. Seine Berechnung folgt aus der LOsung der Systemglei-
chungen (siehe Abschnitt 3.4). Der Spannungszuwachs AS und die
Tangentenmatrix ET1 k&nnen mit (2.37) nur gleichzeitig und
iterativ bestimmt werden, wobei sich fiir (2.38) als Startlo-

sung anbietet:

i- = ETo . (2.40)

sol
Der numerische Approximationsfehler rA wird vernachldssigt. Wie
sich durch Taylorentwicklung zeigen 1&8t, wird er flr £ = 1/2
am kleinsten. Seine Vernachldssigqung wirkt sich jedoch nur auf
das Materialverhalten aus und hat keinen EinfluB auf das Gleich-

gewicht des Systems.

Die in (2.38) enthaltenen Tangentenmatrizen Eo und E1 sind
i.a. orthogonal anisotrop, was durch die Art der Spannungsrestrik-

tion des vorliegenden Materialgesetzes (Abschnitt 2.5) induziert
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wird [20]. Orthogonale Anisotropie zeichnet sich durch Verschwin-
den der Nebendiagonalblbcke und Diagonalisierung der Schubkoeffi-
zienten innerhalb einer Materialmatrix E aus:

B | '}

€11 S12 €13

©21 ©22 ©23| o
. e e €,4 1
E - __3_1___32___3_3_;,_5 __________ (2.41)
| 44
0 : ®55
! ®66
|

wobei jedoch Bezug genommen wird auf die Achsrichtungen der An-
isotropie. (Diese Achsen haben die Eigenschaft, daB8 ein in ihrer
Richtung eingepridgter Hauptspannungszustand nur Hauptdehnun-

gen zur Folge hat - und umgekehrt.) Bezeichnet man die Anisotro-
pieachsen mit r, s, t und stellt ihnen ein globales Koordinaten-

system x, y, z gegeniiber, so gilt die Transformation:

E - C'EC, (2.42)
E = orthotrope Matrix im r,s,t-System,
E = rotierte Matrix im x,y,z-System,
cos(i,j)2 ; cos(i,j)cos(i,l)
e e, poes )|

2cos (i,j)cos(k,3)!
[
i = x,¥,z / j=r,s,t / k=y,z,x / l=s,t,xr

+cos(k,j)cos (i, 1)

Die Transformation (2.42) hat zur Folge, daB E trotz orthogona-
ler Anisotropie vollbesetzt ist. Da die in (2.38) beteiligten
Matrizen ETo und ET1 fiir verschiedene Hauptspannungszustdnde
und somit verschiedene Hauptrichtungen r,s,t gelten, verliert

die Sekantenmatrix E - abgesehen von Ausnahmefdllen - jeg-

sol
liche Richtungseigenschaften und wird allgemein anisotrop.

Die Integration der Spannungs-Dehnungs-Beziehungen (2.36) mit
Hilfe von (2.37) wirft die Frage nach der zuldssigen Inkrement-
gréBe fiir A€ auf. Allgemein diirfte diese Frage nicht beantwort-
bar sein. Vergleichsrechnungen fiir ein- und dieselbe Lastge-
schichte - jedoch mit unterschiedlich groBen Laststufen - haben
gezeigt, daB die Integrationsregel (2.37) auBerordentlich lei-
stungsfihig ist. Kritisch werden die Ergebnisse in der Regel

erst dann, wenn Ortliche Grenzlastzustdnde nicht mehr durch
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Tragreserven der Umgebung aufgefangen werden kdnnen, weil die

Traglast des Systems erreicht ist (siehe Bild 2.7).

Bei dem hier implementierten F.E.-Verfahren wird eine Lastge-
schichte in Laststufen eingeteilt, die ihrerseits eine Folge
von Lastschritten fiir die Restkrdfteabsorbtion beinhalten (sie-
he Abschnitt 3.3). Das gr&Bte Inkrement A€ entfdllt dabei in
der Regel auf den ersten Lastschritt, dem daher besondere Auf-
merksamkeit zu widmen ist. Im Ubrigen liefert die in Abschnitt
3.4 beschriebene Schrittweitenoptimierung ein verldssliches Re-

gulativ gegen Uberh&hte Inkremente.

Die Spannungs-Dehnungs-Linien, die vom Durchdringungsmodell in
Verbindung mit dem oben beschriebenen Integrationsverfahren be-
rechnet werden, sind kontinuierlich gekriimmt. Dieses wird an

Beispielen (siehe Abschnitt 4.3) gezeigt.

3. Nichtlineares Berechnungsverfahren

3.1 Vorbemerkung

Die L&sung nichtlinearer Gleichungssysteme stellt einen Problem-
kreis von groBer Tragweite dar, der seit langem Gegenstand in-
tensiver Forschungen gewesen ist. Hinter dem Begriff der Nicht-
linearitdt verbergen sich jedoch so vielfdltige unterschied-
liche Forderungen an einen LOsungsprozef, daB trotz der Exi-
stenz bewdhrter Verfahren bis heute wesentliche Fragen unbe-
antwortet geblieben sind. Im allgemeinen hat ein LOsungsver-
fahren gleichermaBen Vor- und Nachteile, und es bleibt zu pri-
fen, inwieweit es geeignet ist, eine spezielle nichtlineare
Aufgabe zu 1l8sen. Setzt man die LOsbarkeit an sich einmal vor-

aus, so ergeben sich folgende Grundfragen:

- Ist ein Verfahren prinzipiell in der Lage, die gesuchte
Losung zu finden ?

- Ist das Verfahren numerisch zuverlédssig ?

- Ist das Verfahren wirtschaftlich ?

Mathematisch numerische sowie ingenieursmdfige Betrachtungen
hierzu finden sich u.a. in [ 31, [ 91, [161, [27]1, [29].
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Im Rahmen dieser Arbeit wird ein nichtlineares Berechnungsver-
fahren ausgewdhlt, dessen numerische Stabilitdt gesichert ist

[ 81, [ 91, [13]1, [34] und dessen Wirtschaftlichkeit Gegen-
stand aktueller Untersuchungen ist [ 41, [11], [14], [22] . Es
handelt sich um das Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno-Verfahren
(BFGS), das zur Klasse der Quasi-Newton-Verfahren zdhlt und als
inverse Form des Davidon-Fletcher-Powell-Verfahrens (DFP) dar-
gestellt werden kann. Das Grundprinzip dieser Verfahren ist
seit langem bekannt [13], [34], konnte jedoch erst mit zuneh-

mender Entwicklung der EDV an Aktualitdt gewinnen [22].

Im folgenden wird gezeigt, wie sich das BFGS-Verfahren durch
Invertierung des DFP-Verfahrens gewinnen 1l&Bt. Flir beide Ver-
fahren werden Umwandlungen zwischen Darstellung in Summenform
und Produktform angegeben. Die Produktform erlaubt auf ein-
fache Weise, die numerische Stabilitdt beider Verfahren nach-
zuweisen sowie ihre algorithmische Wirtschaftlichkeit zu ver-
gleichen. AnschlieBend wird die Verwendung des BFGS-Verfahrens
zur Berechnung primdrer Gr&B8en und das Zusammenwirken mit der
Berechnung sekunddrer Gr&Ben beschrieben.

In Anhang A5 wird gezeigt, daB8 das BFGS-Verfahren bei Anwen-
dung auf Minimierungsaufgaben mit quadratischer Zielfunktion
die Eigenschaft hat, nach h&chstens n Schritten die exakte LO-

sung zu finden [27].

3.2 Quasi-Newton-Verfahren

Das Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno-Verfahren (BFGS) stellt
die inverse Form des Davidon-Fletcher-Powell-Verfahrens (DFP)
dar. Beide gehdren zur Klasse der Quasi-Newton-Verfahren und
eignen sich gleichermaBen zur Minimierung allgemeiner Zielfunk-
tionen von Optimierungsaufgaben wie zur L&sung nichtlinearer

Gleichungssysteme. Letzteres ist Gegenstand dieser Arbeit.

Der Grundgedanke fir den Einsatz von Quasi-Newton-Verfahren be-
steht darin, fir ein inkrementweise zu l8sendes nichtlineares
Gleichungssystem die Systemmatrix durch eine lokale Sekanten-
matrix zu approximieren. Gefordert wird, daB die Quasi-Newton-

Gleichung gilt:

Ki au; =ar; . (3.1)
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Ki = lokale Sekantenmatrix,

AU = Verschiebungszuwachs des letzten Inkrementes,
al; = r i=1 " I‘i, Differenz der Restkrdfte,

l‘i_1 = Restkrdfte am Anfang des letzten Inkrementes,
ri = Restkrédfte am Ende des letzten Inkrementes,

1 = Iterationsindex, Nr. des letzten Inkrementes.

Die Bedeutung von (3.1) ist in Bild 3.1 dargestellt. Flir einen
gegebenen Verschiebungszuwachs Aui und gegebene Differenz der
Restkrédfte A ; aus einem bereits berechneten Inkrement wird
nachtrdglich eine Matrix Ki gesucht, die (3.1) erfiillt und
sich zur Berechnung eines neuen Verschiebungszuwachses AU 4
eignet:

Ki asu; = ;. (3.2)
An die Stelle eines echten Newton-Raphson-Ldsungsschrittes tritt

also das lineare Gleichungssystem (3.2), bei dem Ki nicht die

Tangentenmatrix, sondern eine N&dherung dazu ist.

AP

. 0 _
| 1 :
! 4
| —
lri—1 ] Kl
1 |
| |
! |
|
| Ari:
|
| |
| |

K . ]
| BILD 3.1
|
| | | Graphische Deutung der Quasi-Newton-Gleichung
: | | fiir das DFP- oder BFGS-Verfahren zur Bestimmung
t f : > u der Sekantensteifigkeitsmatrix Ki
e

Aui Aui
Es sei ausdriicklich betont, daB nur (3.2) - nicht aber (3.1) -

als lineares Gleichungssystem verwendet wird. Die Quasi-Newton-
Gleichung (3.1) dient lediglich als Bedingung, die von Ki
stets einzuhalten ist. Gleichzeitig zeigt (3.1), daB es grund-
sdtzlich beliebig viele M&glichkeiten gibt, Ki zu bestimmen.
Um der Aufgabenstellung gerecht zu werden, soll Ki noch fol-

gende weitere Bedingungen erfiillen:
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- Die Matrix Ki soll die Systeminformationen der vorange-

henden Matrix Ki-1 mitbeinhalten.
- Bei symmetrischem Ki-1 soll auch Ki symmetrisch sein.

- Bei positiv definitem Ki- soll auch Ki positiv definit sein.

1

Die urspriinglich fiir Minimierungsaufgaben entwickelte DFP-For-
mel [ 91, [27], [29] erfiillt alle oben gestellten Forderungen,
wie im folgenden gezeigt wird. Die DFP-Formel wird {iblicherwei-
se in der Schreibweise der Summenform fir die Inverse K?

angegeben:

T -1 T -1
- - Aui Aui Ki_1Ari Ari Ki—1
Kl = Kl—1 + ——i'_— - T 7 o (3.3)
sU; AT, arc Ki_qar;

Multipliziert man (3.3) von rechts mit Ari, so folgt:

K;1 AT, = au, . (3.4)

Dieses ist die invertierte Form von (3.1), womit die Quasi-
Newton-Gleichung erfiillt ist.

Aus der Struktur der Korrekturterme der rechten Seite von (3.3)
geht hervor, daB fir symmetrisches KII1 auch KI1 symmetrisch
ist. Um die Erhaltung der Positiv-Definitheit in einem Korrek-
turschritt von K;11 nach K'.l'1 nachzuweisen, wird zundchst die
Summenform (3.3) gemdB Anhang A1 in eine &dquivalente Produkt-
form Uberfihrt. Durch Koeffizientenvergleich zwischen (3.3)
und (A1.1) folgt aus (A1.8) und (A1.4) fiir die DFP-Produktform:

-1 -1

_ T T T
T 1o -1 L -1
X - sryKiqary AUy Ky
T T =1 T 1p -1
AU AT ary Ki_qary  aryKiarg

=1
Wie nun aus Anhang A4, Formel (A4.7) hervorgeht, bleibt Ki

genau dann positiv definit, wenn gilt, daB:

T
T+ar; x # 0. (3.6)

Um die Bedingung (3.6) zu erfiillen, ist es notwendig, daB

AUy #0 und 7 r i # O sind. Dieses ist aber bei einer Itera-
tion im Rahmen einer F.E.-Analyse im allgemeinen zu erwarten.
A l'i = O stellt den bei groBen Systemen unwahrscheinlichen



Fall dar, daB sich trotz ALli # O keine Komponente der Rest-
krdfte dndert. Auf die in (3.3) und (3.5) zusdtzlich zu machende

Voraussetzung Al]? A ri > 0 wird noch eingegangen.

Eine Alternative zur DFP-Formel stellt die BFGS-Formel [ 9],
[13], [34] dar, die ebenfalls die Quasi-Newton-Gleichung (3.1)
und die ilbrigen Forderungen erfiillt. Als inverse Form zu DFP
138t sie sich sofort aus (3.3) entwickeln, indem dort alle Gro-
Ben entsprechend einem Koeffizientenvergleich zwischen (3.4) und
(3.1) vertauscht werden:

AT AT K,_pau.auiK,

K, = K,_,+—/— - =1 (3.7)

i-1 T T
ATy AUy su; Ky suy

Auch (3.7) ldBt sich gemdB8 Anhang A1 in eine &dquivalente Pro-

duktform iiberfihren. Aus (A1.1), (A1.8) und (A1.4) folgt fir
die BFGS-Produktform:
K, = (I +zaul) K,_, (I +zau)", (3.8)
wut K. au, AT, K, .su,
Z - i i-1" "1 i a %-1 i
srisuy  ouy K_puy auy K euy

In einem Iterationsalgorithmus wird jedoch die BFGS-Formel we-
der in der Gestalt (3.7) noch (3.8), sondern - dhnlich wie
(3.5) = in einer solchen Produktform verwendet, die sich auf
die Inverse I(;11 bezieht. Um diese Form zu gewinnen, wird (3.8)
gemdB Anhang A2 invertiert. Durch Koeffizientenvergleich zwi-
schen (3.8) und (A2.1) folgt dann mit (A2.2), (A2.6) und (A2.8)
die invertierte BFGS-Produktform:

-1

_ T, -1 T, T
K; = (I +au; yH K, (I +au; yH~, (3.9)
T 1
v - AP aU; K;_jau; ooy
T T T :
suj; Ky_jau; ar;auy Ariaug

Im folgenden soll fiir (3.9) die Erfiillung der in Anhang Al bis
A4 gemachten Voraussetzungen abgesichert werden. (In Anhang A5
ist dariiberhinaus gezeigt, daB das BFGS-Verfahren &hnlich dem
DFP-Verfahren die Eigenschaft der quadratischen Termination hat.)
In den zur Disposition stehenden Formeln (3.3), (3.5), (3.7),
(3.8) und (3.9) wird einheitlich gefordert, dasB:
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K,_, Kll1 symmetrisch, positiv definit, (3.10)
au., +# O, (3.11)
ar, +# O, (3.12)
sui ar, > o. (3.13)

Bedingungen (3.11) und (3.12) sind - wie oben erwidhnt - im all-
gemeinen erfiillt. Bedingung (3.10) ist erfiillt, wenn die Finite-
Elemente-Analyse mit einer exakt aufgestellten positiv definiten,
symmetrischen Systemmatrix ’(o beginnt, und in allen folgenden
Korrekturschritten (von i-1 nach i) gemd4B8 Anhang A4 die Deter-
minanten der Korrekturmatrizen.Clungleich Null sind (vgl. auch

Formel (3.6)). Beziiglich (3.9) wird demnach gefordert:
1 + yTAui = det [O.] #+ O. (3.14)

Substituiert man Yy gemdB (3.9) in (3.14), so folgt umgekehrt

als Versagensbedingung fiir Formel (3.9):

T 1
au; K._.au,
1+ y'au, = Ll - get [Q]= o. (3.15)
AT AUy

Der Zdhler der Wurzel von (3.15) ist positiv, solange AU + 0,
da '(i—1 positiv definit vorliegt. Numerische Schwierigkeiten
k&nnen auftreten, wenn Alji fast O ist. In diesem Fall befin-
det sich die Rechnung jedoch in einem Stadium unmittelbarer
Ndhe 2zur gesuchten L&sung, wo auf weitere BFGS-Korrekturen ggf.
verzichtet werden kann.

Damit eine reelle Wurzel (3.15) existiert, muB die Bedingung
(3.13) erfillt sein. Wdre (3.13) nicht erfillt, so lieBe sich
dieses an der Quasi-Newton-Gleichung (3.1) durch Linksmultipli-
kation mit AL]E wie folgt deuten:

rul K,

_ T <
i i AUy = aujyar;, = 0. (3.16)

1 1

Gesucht wdre filir gegebene AU, AT also eine (nachtrdglich zu
bestimmende) Sekantenmatrix I(i, die nicht mehr positiv definit
ist. Dieses widersprédche der Zielsetzung, alle '(i positiv de-

finit zu machen.

Entscheidend fiir die Erfillung von (3.13) sind die GrdBe und

Beschaffenheit von A r, = ri.,- ry (Differenz der Restkrdf-
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te, Gleichgewichtskrdfte). Diese werden ausschlieBlich durch die
Eigenschaften des bei der Berechnung sekunddrer Gr&Ben verwende-

ten Materialgesetzes (siehe Abschnitt 2) bestimmt. Der Fall
T = 0 3.17

stellt das auf der Systemebene inkrementell angegebene Stabili-
tdtskriterium von Drucker fiir "Indifferentes Materialverhalten
im GroBen" [10], [28] dar (vgl. Formel (2.23)).

Das in Abschnitt 2.5 beschriebene Durchdringungsmodell stellt
sicher, daB im allgemeinen (3.13) erfiillt ist und (3.17) als
Grenzfall nur dann eintritt, wenn im gesamten F.E.-System keine
Spannungsumlagerung mehr mdglich ist. In diesem Fall ist die
Traglast des Systems erreicht, so daB die F.E.-Analyse beendet

werden muf.

Zusammenfassend 148t sich zur Erfilillung obiger Voraussetzungen
feststellen:

- Die Versagensbedingung det[(1]= O gemdB (3.15) tritt prak-

tisch nicht ein.

- Die Existenz einer reellen Wurzel von (3.15) ist unter dem
gegebenen Materialgesetz gesichert, solange das F.E.-System

iber Tragreserven verfligt.

Unter den oben dargestellten Korrekturformeln flir die System-
matrix wird diejenige ausgewdhlt, die den geringsten Rechenauf-

wand erfordert. Hierzu werden zwei Forderungen gestellt:

- Die Systemmatrizen K. Ki sollen mit Ausnahme einer

i-1’
Startmatrix '(o nicht explizit aufgestellt und triangu-

liert. werden.

- Die Inversen Kll , KI1 sollen nicht explizit berechnet

werden.
Die Formeln (3.7) und (3.8) sind ineffizient, da sich explizite
Korrekturen der Systemmatrix oder ihrer Zerlegungsfaktoren
nicht vermeiden lassen.
Bei den Formeln (3.3), (3.5) und (3.9) gelingt es dagegen, Re-
kursionsvorschriften zu entwickeln, die die Berechnung der In-
versen umgehen. Diese unterscheiden sich jedoch in der HOhe des
Rechenaufwandes.
Ohne hier die Rekursionsvorschriften flr (3.3) und (3.5) anzu-

geben, 148t sich durch Inspektion erkennen, daf dort ein Term
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P(;11Al'i als Gleichungssystem geldst werden muB, der einen Zu-
satzaufwand gegeniliber (3.9) mit sich bringt. Der in (3.9) ent-
haltene vergleichbare Term P(i_1Alli ist dagegen zum Zeitpunkt

der Berechnung von Yy bekannt, wie im folgenden gezeigt wird.

Der in den Formeln (3.1) bis (3.17) auftretende Verschiebungs-
zuwachs Al]i wird im Rahmen dieser Arbeit unter Verwendung ei-

ner Schrittweitenoptimierung berechnet, so daB gilt:

Atll = S;_4 Alll_1, (3.18)
Ai]i-1 = Suchrichtung flir Verschiebungszuwachs,
Si—1 = optimale Schrittweite.

Darin ist die Suchrichtung Atii_1 die LOsung eines linearen

Gleichungssystems analog (3.2):

K. . au, ri_q - (3.19)

Substituiert man (3.18) und (3.19) in (3.9), so vereinfacht
sich dort die Berechnung des Vektors y:

s AUL AT, r._, ar
y = -1 —% = - — i (3.20)
AU P, AUGAT,  aujar

Formel (3.20) zeigt, daB sich Yy allein durch Skalarproduktope-
rationen berechnen 1d8t, wobei alle bendtigten GrdBen zum Zeit-

punkt der Berechnung bekannt sind.

AbschlieBend wird die Korrekturformel (3.9) des BFGS-Verfahrens
in der Form angegeben, wie sie in der nachfolgend beschriebenen
Berechnung primdrer GrdBen (Abschnitt 3.3) sowie in [36], [37]
verwendet wird. Mit der Definition der BFGS-Vektoren V und W

flir die Korrekturstufe i :
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ergibt sich dquivalent zu (3.9) und (3.20) die BFGS-Korrektur-

formel flir Systemmatrizen:

-1 T -1 T
K = « + w; v Kio, ol + v, wp) . (3.22)

Die Entwicklung einer Rekursionsvorschrift zur Vermeidung der

expliziten Inversenberechnung wird in Abschnitt 3.3 gezeigt.

3.3 Berechnung primdrer GrdBen

Die im Rahmen dieser Arbeit durchgefihrte F.E.-Analyse mit
nichtlinearem Materialgesetz gliedert sich in eine Folge von
Laststufen, jeweils bestehend aus einer Folge von Lastschritten
flir die Restkr&dfteabsorbtion (siehe Bild 3.2). Jede Laststufe
stellt eine in sich abgeschlossene Teilanalyse dar, die mit der
Aufstellung einer exakten Tangentenmatrix I(O (Newton-Raphson)
beginnt und mit approximierten lokalen Sekantenmatrizen l(i
(Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) fortgesetzt wird. Der L&-
sungsfortschritt des BFGS-Verfahrens innerhalb eines Lastschrit-
tes liegt zwischen dem des NR-Verfahrens und modifizierten NR-
Verfahrens (siehe Bild 3.3). Der Rechenaufwand des BFGS-Verfah-
rens zur Aktualisierung der Tangentenmatrizen I(i ist jedoch
erheblich niedriger als der Aufwand des NR-Verfahrens, und kaum
grbBer als der des modifizierten NR-Verfahrens.
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o
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ﬁ % E i BILD 3.2
T I S} Restkrédfte aus m——ts
- - NI Laststufe 1 Laststufen und Lastschritte (Inkremente) einer
ol v
“a:‘;J g % F.E.-Analyse mit Systemmatrixkorrektur nach
ﬁ Si % Newton-Raphson (NR) und Broyden-Fletcher-Gold-
§ fi= fi= farb-Shanno (BFGS)
& U

Im folgenden wird der Algorithmus der Berechnung primdrer Gro-
Ben einer Laststufe beschrieben.

Gegeben ist zu Beginn das Gleichungssystem:
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AuNR
K,asu, =ap . (3.23)
P(o = exakte Tangentenmatrix (Systemsteifigkeitsmatrix),
ALJO = Verschiebungszuwachs (Suchrichtung, s.u.),

Lastvektor der aktuellen Laststufe.

sp

Gleichung (3.23) wird als lineares Gleichungssystem mit der

Zerlegung

K

L
D

LDLT, (3.24)

Linksdreiecksmatrix,

o

Diagonalmatrix

gelSst. Der berechnete Verschiebungszuwachs Aiio wird im Zuge
der Berechnung sekunddrer GrdBen (siehe Abschnitt 3.4) einer

Schrittweitenoptimierung unterworfen, so daf gilt:

Au1 = soAuO , (3.25)
Aiio = Verschiebungszuwachs (Suchrichtung),

Sy = optimale Schrittweite,

Au1 = endgliltiger Verschiebungszuwachs.

Nach der Berechnung sekundidrer GrdBen sind die zu AP korrespon-

dierenden Gleichgewichts- und Restkridfte bekannt:

AT = r. - r

1 - 1 7 (3.26)
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AI’1 = Gleichgewichtskrdfte zu AP,
r o = Lastvektor AP ,
r1 = Restkrdfte zu AP .
Zur Vereinheitlichung der Schreibweise wird in (3.26) AP = rO

gesetzt. Der zu (3.23) gehbrige Lastschritt hat den Iterations-
index i = 1 (vgl. Formeln (3.1) bis (3.22)). Fir den folgenden
Lastschritt wird erstmalig mit i = 1 eine lokale Sekantenmatrix
P(i nach dem BFGS-Verfahren berechnet, die die Quasi-Newton-
Gleichung (3.1) erfiillt und in das Gleichungssystem (3.2) ein-
gesetzt wird (vgl. Abschnitt 3.2). Die Matrix '(i wird dabei
nicht explizit aufgestellt und trianguliert. Stattdessen wird
'(i in eine Rekursionsvorschrift eingebettet, die flr eine be-
liebige Iterationsstufe i im folgenden entwickelt wird. Mit dem
Produktansatz (3.21), (3.22) gilt zur Iterationsstufe i:

-1

_ T -1 T
-1 T -1 T
Kici= (b +w_ g viip Ky, b+ vy g wi_g)
-1 _ T -1 T
Ky =  +w, v Ko° (I + v, w))

Invertiert man das Gleichungssystem (3.2) und setzt dort P(;1

gemdfB (3.27) ein, so folgt:

- -1 _ -1
_ i T . T
- T T3 e s T

Der in (3.28) enthaltene Vektor b 148t sich allein durch Ska-
larproduktoperationen von rechts nach links berechnen. Mit be-
kanntem b wird dann der Term K;1b durch LOsung eines linearen

Gleichungssystems ermittelt:
-1

K b
o

K,c

I

C ,
LDLT¢c = b. (3.29)

In (3.29) wird die bereits vorhandene Zerlegung (3.24) wieder-

verwendet, so daB sich hier das Problem auf die Berechnung einer
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Vor- und Rilickwdrtsaufldsung reduziert. SchlieBlich wird auch A
in (3.28) nicht explizit berechnet. Die gesuchte L&sung Aiii
ergibt sich stattdessen allein durch Skalarproduktoperationen

von rechts nach links:

= Ac ., (3.30)

Al
A siehe (3.28),
Cc siehe (3.29).

Der berechnete Verschiebungszuwachs A[ii wird analog (3.25) im
Zuge der Berechnung sekunddrer GréBen einer Schrittweitenopti-

mierung unterworfen (vgl. auch (3.18)):

AU 4 = S5 AUy (3.31)
zxﬁj_ = Verschiebungszuwachs (Suchrichtung),

Sy = optimale Schrittweite,

Aui+1 = endgiltiger Verschiebungszuwachs.

Die zu ri (siehe (3.28)) korrespondierenden Gleichgewichts-

und Restkrdfte folgen aus der Berechnung sekunddrer Gr&Ben:

Ar iv1 = ri - ri+1 ’ (3.32)
AT iv1 = Gleichgewichtskrdfte zu ri ’

ri = Lastvektor,

r i+1 = Restkrdfte zu ri .

In den Formeln (3.31) und (3.32) findet die Indexerhdhung zur
Iterationsstufe i+1 statt, womit sich der Zyklus der Berechnung

primdrer GroBen schlieBt.

Die Rekursionsvorschrift (3.27) zeigt, daB sich der Aufwand zur
impliziten Aktualisierung von ’(i mit zunehmender Anzahl Last-
schritte erh&ht, da in jedem Schritt die gesamte bisherige
Aktualisierungsfolge neu durchlaufen werden muB. Der hierdurch
steigende Rechenaufwand bleibt jedoch unkritisch.

Wesentlicher ist die Frage, ob die nach (3.28) berechneten Ver-
schiebungszuwdchse Ai]i bei groBem i dem nichtlinearen F.E.-
System geniigend gerecht werden. Die Akzeptanz der AL]i wird
durch die Schrittweitenoptimierung kontrolliert (siehe Abschnitt

3.4). Werden die Ai]i durch Schrittweiten si«:1 zurilickgewiesen,
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so empfiehlt es sich, die Iteration der Laststufe abzubrechen
und mit der Aufstellung einer exakten Tangentenmatrix ’(o (sie-

he 3.23) neu zu beginnen.

3.4 Berechnung sekunddrer GrdBen

Flir jeden aus (3.23) oder (3.28) berechneten Verschiebungszu-
wachs zur Iterationsstufe i werden eine optimale Schrittweite
sowie sekunddre GroBen berechnet. Zur Vereinfachung der Schreib-
weise kann der Index i im folgenden weggelassen werden, wenn

vereinbart wird, daB:

AU , Verschiebungszuwachs zu s=1,

[l
>
c

i-1
AU = AUy , endgliltiger Verschiebungszuwachs,
s = si_1 , optimale Schrittweite,
AP = i , Lastvektor,
ap® = r, ,- I, Gleichgewichtskrifte,
P i-1 i
r =N , Restkridfte. (3.33)

Der endgliltige Verschiebungszuwachs gemdfB (3.18), (3.25) oder

fir das Folgeinkrement (3.31) wird damit:
AU = s AU - (3.34)

Die Bestimmung der optimalen Schrittweite s erfolgt nach einem
Polynomverfahren (quadrat. Parabel) zur Minimierung der Ziel-
funktion:

£ = rfr - Minimum. (3.35)

Da die Ableitungen der Zielfunktion f nicht explizit berechnet
werden konnen, kann (3.35) nur iterativ gel&st werden. Der zu-
gehdrige Algorithmus ist in [36], [37] beschrieben.

Die Bestimmung des Minimums von f erfordert, daB mehrere Schitz-
werte flir s angegeben und die zugehdrigen Zielfunktionswerte f
berechnet werden. Jeder Schdtzwert s zieht damit die vollstdn-
dige Berechnung aller sekunddren GrdBen nach sich, was sehr
rechenaufwendig ist. Flir eine gegebene Schrittweite s gliedert
sich die Berechnung sekunddrer GroBen in die nachfolgenden
Schritte.
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Zundchst wird aus dem Systemverschiebungszuwachs AU fir jedes

Element des F.E.-Systems der Elementverschiebungszuwachs Alje

selektiert:
Aue &= AU . (3.36)

Flir jeden Integrationspunkt (Gausspunkt) eines Elementes wird
mit der Dehnungs-Verschiebungs-Matrix B der Dehnungszuwachs

A @ berechnet:

re = BAue. (3.37)

Unter Berilicksichtigung des nichtlinearen Materialgesetzes wird
gemdB Abschnitt 2.6., Formeln (2.36) bis (2.40) der zugehOrige

Spannungszuwachs AS berechnet:

AS =fET(S)de
(2e)

Aus dem Spannungszuwachs AS eines Integrationspunktes folgen

ESO1Ae . (3.38)

die zugehdrigen Element-Gleichgewichtskr&dfte eines Integra-

tionspunktes:
o T T
Apg = fB AS dV = ajogoy det [J] B-xs, (3.39)

ai,aj,uk Gausspunkt-Gewichtsfaktoren,

det [J]

Die Summation der Gleichgewichtskrédfte liber das Element sowie

Jacobi-Determinante.

Uiber das ganze F.E.-System ergibt schliefBlich:

apl = ) ARG . (3.40)

(Element)

sp7- T opl. 240

(System)

Aus der Kenntnis des Lastvektors AP und der Gleichgewichts-

krdfte Apc folgen die Restkrédfte [ :

r = ap - ap®. (3.42)

Damit ist die einmalige Berechnung aller sekunddren Gr&B8en ab-

geschlossen.

Formeln (3.36) bis (3.42) wiederholen sich im Zuge der Schritt-
weitenoptimierung flir jeden vorgeschlagenen Wert von s. Der zu
s korrespondierende Wert f der Zielfunktion folgt durch Sub-
stitution von (3.42) in (3.35).
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Wegen des hohen Rechenaufwandes ist es nicht wirtschaftlich,
das Minimum von (3.35) sehr genau zu bestimmen. Die eigentliche
Bedeutung der Schrittweitenoptimierung liegt in der Kontroll-
funktion, die sie ilber die nichtlineare F.E.-Analyse ausiibt.
Sind n&mlich die mit (3.23) bzw. (3.28) berechneten Verschie-
bungszuwéchsez&ﬁ gut geeignet, noch vorhandene Restkrdfte I
abzutragen, so wird dieses durch Schrittweiten s > 1 bestdtigt.
Wird dagegen als optimale Schrittweite ein Wert O < s < 1 fest-

gestellt, so kann dieses folgende Ursachen haben:
1. Die Suchrichtung AU ist unginstig.

2. Das nichtlineare Umlagerungsverhalten des Systems ist
stark ausgeprdgt und verlangt kleinere Linearisierungs-

schritte.
3. Die Traglast des Systems ist fast erreicht.

SchlieBlich deutet eine negative Schrittweite s darauf hin,

daB die Traglast lberschritten wurde.

Welche der oben genannten Ursachen tatsdchlich vorliegt, 1l&a8t
sich allein aus der optimalen Schrittweite nicht ablesen. Soll
mit Sicherheit ausgeschlossen werden, daB lediglich die Such-
richtung AU unglinstig ist, so empfiehlt sich als SchluBkontrol-
le der Restkrdfteiteration die Neuaufstellung einer exakten

Systemmatrix Ko und ein Rechenschritt gemdl (3.23) mit AP =F

AbschlieBend eine Zusatzbemerkung zur Formel (3.35). In der Lite-
ratur wird statt (3.35) hdufig das Kriterium (3.43) verwendet
(111, [22]:

f = AU - O . (3.43)

Dieses Kriterium fordert, daB die zur optimalen Schrittweite s
sich ergebenden Restkrdfte I keine Komponente in Richtung wvon
AU mehr enthalten sollen. f + O wird iterativ nach der regula
falsi bestimmt. Dabei ist in jedem Iterationsschritt die voll-
stdndige Berechnung aller sekunddren Gr&Ben erforderlich.

Eine Gegeniliberstellung von (3.35) und (3.43) ergibt:

1. Beide Iterationsverfahren ermitteln Schdtzwerte von s ohne
direkte Kenntnis von Ursache und Eigenschaften der Nicht-

linearitéat.

2. Das Kriterium (3.35) beinhaltet ein Minimierungsproblem, das

Kriterium (3.43) dagegen eine Sduberungsvorschrift. (3.35)
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erzwingt die stdndige Verkleinerung der Restkrdfte I auch
im Rahmen der Lastschrittfolge. (3.43) 1ldB8t dagegen zu, daB
in einem folgenden Lastschritt eine Komponente von I wieder
eingeschleppt wird, die im vorangehenden Schritt durch Sdube-
rung zu Null gemacht wurde. (Sukzessive S&duberungen, die die-
sen Effekt vermeiden, sind i.a. nur bei Problemen mit kon-

stanter Systemmatrix moéglich [27].)

3. Bei nicht-gutartigem Systemverhalten liefert (3.35) ein Ab-
bruchkriterium fir die F.E.-Analyse, da ein Wiederanstieg der
Restkrdfte ausgeschlossen wird. Dagegen eignet sich (3.43)
fliir die LOsung von Problemen, die den Wiederanstieg der Rest-
krdfte erfordern. (Hierbei k&nnen jedoch Fdlle auftreten, in
denen ggf. Konvergenzschwierigkeiten nicht erkannt werden,

z.B. zyklisches Verhalten von AU und I .)

Flir die Bestimmung der Schrittweite s gibt es beliebige weitere
M&glichkeiten. In Anhang A5 wird fiir das Problem der Minimierung
quadratischer Zielfunktionen gezeigt, daB zur LOsung in n Schrit-

ten die zugehdrigen Schrittweiten eindeutig festliegen.

Ein Effizienzvergleich verschiedener Schrittweitenoptimierungs-
Kriterien ist nicht Gegenstand dieser Arbeit. Das Kriterium (3.35)
wird jedoch - wie oben erwdhnt - wegen seiner Kontrollfunktion be-

vorzugt.

4, Beispiele

4.1 Vorbemerkung

Die folgenden Beispiele wurden mit einem FORTRAN-Programmsystem
bearbeitet, welches im Rahmen dieser Arbeit entwickelt und auf
Rechenanlagen des Typs SIEMENS 7.738, CD 170-730 sowie TR 440
(flir Postprocessing) implementiert wurde. Das Programm und ein

zugehdriges Benutzerhandbuch sind in [36], [37] dokumentiert.

Die Beispiele sind in drei Gruppen eingeteilt:
1. Algorithmen- und Verfahrensstudie,

2., Materialgesetzstudie,

3. Demonstrationsbeispiel Staumauer.

Die Beispiele der Gruppe 1 dienen ausschlieBlich zur Kontrolle
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des numerisch-mathematischen Systemverhaltens. Anhand eines
normierten Ein-Element-Systems (Testwirfel) werden typische
Merkmale des nichtlinearen Berechnungsverfahrens untersucht.
Gruppe 2 beinhaltet die rechnerische Simulation von Wirfeldruck-
versuchen an Beton-Probekdrpern mit dem Ziel, die Spannungs-
Dehnungs—-Verldufe zwischen Versuch und Rechnung soweit mdglich
in Einklang zu bringen.

Als Demonstrationsbeispiel filir ein typisches Bauwerk mit unbe-
wehrtem Beton wird schlieBlich eine Bogen-Gewichts-Staumauer
unter Eigengewicht, Wasserdruck und Fundamentverschiebungen mit

nichtlinearem Materialgesetz fiir Beton untersucht.

4.2 Algorithmen- und Verfahrensstudie

Beispiel 1: Testwlirfel (Charakterist.Merkmale der nichtlin.

Analyse)

Das F.E.-System dieses Beispiels (siehe Bild 4.1) besteht aus
einem einzigen Achtpunkte-Quaderelement mit inkompatiblem Ver-
schiebungsansatz [5] in Wirfelform. Abmessungen, Belastung und
Materialparameter sind normiert auf dimensionslose, leicht kon-
trollierbare Werte. Die eingegebene Bruchspannungsglocke erfiillt
die Plausibilitdtskriterien fiir eine konvexe Form, reprdsentiert
aber nicht eine spezielle Betonsorte. Die Belastung wird als Ge-
samtlast in einer Laststufe aufgebracht (einaxiale Druckbelast-
ung in HO6he der Bruchlast), gefolgt von einer Reihe von Korrek-
tur-Lastschritten flir die Abtragung von Restkrdften. Die wesent-
lichen Ergebnisse der Analyse sind zahlenmdBig in Bild 4.2 zu-

sammengetragen und werden im folgenden diskutiert.

Die nichtlineare Analyse entwickelt innerhalb der aufgebrachten
Laststufe 6 Lastschritte (O bis 5), bestehend aus dem linearen
Tangenten-Anfangsschritt und 5 nachfolgenden lokalen Sekanten-
Korrekturschritten. Die linearen Ergebnisse stimmen mit der er-
warteten exakten L&sung (Hooke'sches Gesetz) liberein. Die nicht-
linearen Zwischenergebnisse zeigen klares Konvergenzverhalten.

Insbesondere ist zu beobachten:

- Die Determinante der Systemmatrix nimmt wdhrend der lokalen
Sekantenschritte (BFGS-Verfahren, siehe Abschnitt 3.3) suk-

zessive ab und hat am Ende der Rechnung weniger als 3% ihres
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Ausgangswertes. (Der exakte Wert wdre Null wegen Erreichens
der Bruchlast.)

miert auf den Ausgangswert dargestellt:

det [K]
det [Ko]

In Bild 4.2 sind die Determinantenwerte nor-

0.968%10°°.

(w]]

, det [KO] (4.1)

= 100.,0 (Elastizitatsmodul)
v = 0.3 (Querkontraktionszahl)
z
y o__=-1.0
Iz « zz
axx'_'cyy—o
ezz=—0.01 (linear)
€ = vy = 0.003 (linear)
1,
o =1
Bruchspannungsglocke :
O-A = 0.1
O-B = 1.0
o-C = 1.2 BILD 4.1
(0] P = 2.0 . 5 i .
0-0 = 3.0 Ein-Element-System (Testwilirfel) mit normierten
P-D = :?5 Last- und Materialparametern fiir Algorithmen-
P-E = o
Q-F = 1.35 und Verfahrensstudie
Q-G = 1.2
Last- Determi- | Quadrat Schritt- Dehnungen Spannungen Tangenten-Materialmatrizen
schritt | nante Restkr. weite
i D f s m Exx=€yy €2z Um(:cyy Cpa Exx:Eyy Exy Exz=Eyz Ezz
0.0 0.0 0.0 0.0 134.615| 57.692 57.692 134.615
(@] 1.000 40000.00 | 0.917 | 3 0.0028 |-0.0092 -0.1329 | -0.8940 97.195| 20.272 64.222 133.476
1 0.887 2569.22 | 0.960 | 3 0.0043 |-0.0115 -0.1184 | -1.0063 86.643 9.720 | 63.787 133.841
2 0.433 1684.51 1.458 | 6 0.0076 |-0.0150 -0.0629 | -1.0595 72.851 -4.072 61.679 134.358
3 0.215 616.69 | 2.100 | 5 0.0106 |-0.0171 -0.0066 | -0.9874 66.270 [ -10.653 | 59.063 | 134.588
4 0.075 11.64 | 2.237 |8 0.0138 |-0.0201 -0.0038 | -1.0018 65.429 [ -11.494 59.130 134.585
5 0.026 1.84 3.000 | 6 0.0169 |-0.0228 -0.0003 | -1.0008 64.249| -12.674 58.914 134.594
0.04
BILD 4.2 Ergebnisse der nichtlinearen Analyse eines normierten Testwiirfels (vgl.Bild 4.1)
- Die Restkrdfte aus der vorgegebenen Belastung werden erwar-
tungsgemdB vom System absorbiert. Das Konvergenzkriterium
flir das Quadrat der Restkrédfte ist wie folgt gewdhlt:
T
£ = r'r<1.00 . (4.2)
- Die Schrittweitenoptimierung ergibt, daB8 in den ersten Last-
schritten die Verschiebungsinkremente gebremst, in den fol-
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genden Lastschritten beschleunigt werden. Die Anzahl m der
Stiitzstellen zur iterativen Bestimmung des Minimums der Ziel-
funktion f = rTr (Berechnung sekunddrer GrdBen) liegt zwi-
schen 3 und 8 fiir einen Lastschritt. Dabei ist das Abbruch-
kriterium fiir die Verbesserung der optimalen Schrittweite s
bewuBt scharf gewdhlt:

|'s < 0.01 . (4.3)

i~ Sipl

Die Entwicklung der Verschiebungen und dazu proportionalen
Dehnungen im nichtlinearen Bereich ist plausibel, aber nicht
nachprifbar, da kein bekanntes Betonmodell zugrundeliegt.

Da die aufgebrachte Belastung die Bruchlast darstellt, miissen
theoretisch die Verschiebungen und Dehnungen gegen « gehen
(unbeschadet der Voraussetzung kleiner Verschiebungen und
linearer Dehnungs-Verschiebungs-Beziehungen). Infolge Er-
fiillung des Konvergenzkriteriums fir f besitzt hier das Sy-
stem am Ende der Rechnung in unmittelbarer Umgebung des Ver-
sagenszustandes noch eine gewisse Restfestigkeit, die es ihm
erméglicht, weitere sehr groBe nichtlineare Verschiebungs-
und Dehnungszuwidchse aufzunehmen und ins Gleichgewicht zu
bringen. Dieses wird rechnerisch dadurch begiinstigt, daB die
Systemmatrix des letzten Lastschrittes nicht die exakte Tan-
gentenmatrix des Versagenszustandes, sondern die lokale Se-
kantenmatrix eines unmittelbar davorliegenden Zustandes ist
(BFGS-Verfahren, siehe Abschnitt 3.3).

Die Normalspannungen S konvergieren erwartungsgemdfl gegen
die Bruchspannung og = -1.0, die Querspannungen L oyy
erwartungsgemdf gegen Null.

Die in Bild 4.2 eingetragenen Materialmatrizen-Werte sind die
nichtlinear reagierenden Koeffizienten der Tangenten-Materi-
almatrizen jeweils am Ende eines Inkrementes bzw. Lastschrit-
tes (vgl. Bild 2.7), wobei hier:

(2.36): s, = s, +[Eq ae, (4.4)
T - l -
XX XX "Xy Xz |
o ! o
Yy E yx Yy YZ:
S =10 ’ T=
1 __zz. __2X zy 2z _ _______.
| 3#®
i
0 0 E *»
L i _ ! *




Die Tangentenmatrizen ET zeigen folgenden EinfluB der Nicht-

linearitédt:
Die Diagonalkoeffizienten Exx’ Eyy fiir die Querrichtungen
nehmen sukzessive ab. Der Nebendiagonalkoeffizient E der

Xy
Querrichtungen untereinander wechselt liber zum negativen Vor-

zeichen. Dieses Phidnomen ist jedoch nicht wirklichkeitsnah.
(Eine Querdehnung deyy in Druckrichtung induziert nicht eine
Querspannung doxx in Zugrichtung.) Hervorgerufen wird es
durch die Gestalt der Bruchspannungsglocke, insbesondere die
Richtung des Gradienten g am eindimensionalen Bruchpunkt
(vgl.(2.34)). Der Effekt wird vermieden, wenn der zugehOri-
ge Bruchspannungsmeridian einen flacheren Verlauf nimmt, als
durch die hier postulierte Bruchspannungsglocke erzwungen.
Dieses ist bei einem wirklichkeitsnahen Betonmodell zu er-
warten. Die Koeffizienten der Hauptbelastungsrichtung EZZ
und Exz' Eyz
Iterations-Zwischenergebnisse kompensiert werden (vgl. Span-

zeigen Schwankungen, mit denen die "falschen"

nungen) . Am Ende der Iteration konvergieren sie gegen ihre
urspriinglichen Werte. Die Schubkoeffizienten bleiben durch
das nichtlineare Materialgesetz erwartungsgemdf unberihrt.

Da keine Drehungen von Hauptspannungszustdnden aus der La-
ge des globalen Koordinatensystems heraus stattfinden, bleibt
der orthogonal anisotrope Charakter der Tangenten-Materialma-

trizen sichtbar: Die Nebendiagonalbldcke bleiben unbesetzt.

Beispiel 2: Testwiirfel (Verletzung der Bruchbedingung)

In diesem Beispiel (siehe Bild 4.3) wird das Iterationsverhal-
ten der Spannungs-Dehnungs-Integration (2.37) bei Uberschrei-
tung der Bruchgrenze demonstriert. Ein Testwiirfel wird nun deh-
nungskontrolliert belastet, indem genau solche duBeren Dehnun-
gen eingepridgt und festgehalten werden, die flir lineares Mate-
rial einaxiale Spannungen (Hooke'sches Gesetz) zur Folge haben.
Die HOhe der eingepridgten Dehnungen wird so gewdhlt, daB die
einaxiale Bruchfestigkeit um 100% ilberschritten wird. In diesem
zustand wird das System einer erstmaligen Berechnung sekunddrer
GréBen mit nichtlinearem Materialgesetz (siehe Abschnitt 2.6)
zugefiihrt. Das Spannungs-Dehnungs-Inkrement beginnt am Punkt

SO =0, eo =0 mit der Ausgangsmatrix Eo (Ursprung des S-€ -
Diagramms in Bild 2.7, Ursprung des Hauptspannungsraumes in

Bild 4.3). Gesucht ist der Endzustand SW’ E1 des Inkrementes
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bei gegebenem e1. (Wegen der Dehnungskontrolle kann vorausge-
schickt werden, daB Konvergenz der Spannungen mdglich ist. Die-
ses ist aber wegen primdrer Berechnung der Dehnungen bei jedem

Aufruf sekunddrer GrdBen der Fall.)

Bild 4.3 zeigt die schrittweise Entwicklung der nichtlinearen
Spannungsumlagerung am Ende des Inkrementes. Bereits nach zwei
Iterationsschritten liegt der Endpunkt des Spannungspfades

wieder im zuldssigen Bereich unterhalb der Bruchgrenze. Die zu-

geh6rige Beanspruchungszahl B (siehe Abschnitt 2.3) nimmt Werte

B < 1 an. Die nichtlineare Spannungsumlagerung ist plausibel:
Wegen der Behinderung zusdtzlicher Querdehnungen entstehen

Stlitzspannungen in Querrichtung.

Das in diesem Beispiel demonstrierte Umlagerungsverhalten ist

typisch filir das "Durchdringungsmodell" von Beton. Es macht das

a
4 /
(¢} ! 2
.0 3
e /
5 /
H /
o
5/ =¢
s/ aT ¢
a /
]
/ /e3=0.25'
/B pogi !
° © a9
N B
o = -+ I T o.2¢!
/ €,=0.2¢" / €,=0.2¢
/
// e3=0.251
/ !
/ €, =¢
1.0
7 E_ = 22000
| o
T v = 0.2
| e = 1/11000
1t
|
|+
|
| £
| Iterations- =3 = -3
| loss schritt £ 7 i ’3 BILD 4.3
| 5
| 0 2.0 2.0 0.0 0.0 Iterationsverhalten der Spannungs-
I 1 1.085 2.012 | 0.221 0.221 Dehnungs-Integration bei Verletzung
|
L1 2 0.941 1.995 | 0.259 0.259 der Bruchgrenze
| 3 0.947 1.988 [ 0.255 | 0.255
|
|
|
|
| Ebene
N S B 62,63
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Materialgesetz gutmiitig im Vergleich zu bilinearen Gesetzen
(z.B. von Mises), die bei Uberschreitung der Bruchgrenze eine
Aufteilung des Spannungsinkrementes in einen zuldssigen und
einen unzuldssigen Anteil erfordern [33]. Bei Wahl kleinerer
Inkremente als in diesem Beispiel 148t sich tendenziell der-
selbe Effekt beobachten: Spannungspunkte, die in die Ndhe der
Bruchgrenze geraten, werden durch die Nichtlinearitdt vor dem
Bruch iterativ von der Bruchgrenze weggedrdngt, zurlick auf ein
Niveau kleinerer Beanspruchungszahl B . Dieses ist auch verstdnd-
lich, da die Startldsung (2.40) fir (2.38), (2.37) die Ndhe der

Bruchgrenze in der Regel zu "pessimistisch" vorausschdtzt.

Beispiel 3: Testwlirfel (Variation der InkrementgrdBen)

Die Integration der Spannungs-Dehnungs-Beziehungen mit der Tra-
pezregel (2.37) wirft die Frage nach der numerischen Genauig-
keit und damit der zuldssigen InkrementgrdBen auf. Im folgenden
Beispiel (siehe Bild 4.4) wird ein Testwlirfel auf einaxialem
Spannungspfad bis zur Bruchgrenze belastet, wobei Parallelrech-
nungen mit unterschiedlicher Anzahl Laststufen durchgefiihrt wer-

den.

Es ist davon auszugehen, daB in jeder Laststufe das erste In-
krement das grdBte ist, da jeweils die folgenden Inkremente

(Lastschritte) nur Restkrdfte abtragen. Das erste Inkrement ent-

BILD 4.4

nungen libereinstimmend)

12 Laststufen

0 = 6 Laststufen

Zf>§= 3 Laststufen

€ = e*103 (Druck)

B

-2 -1 T 1 2 3

Spannungs-Dehnungs-Verlauf filir einaxiale Bela-

stung mit 3, 6 bzw. 12 Laststufen bis zur Bruch-

grenze (auf mind. 3 Dezimalstellen in den Rech-
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scheidet also liber eventuell eingeschleppte numerische Span-

nungs—-Dehnungs-Pfadabweichungen.

Das Ergebnis der Vergleichsrechnungen ist in Bild 4.4 und Bild
4.5 fliir Liufe mit 1, 3, 6 und 12 Laststufen dargestellt. An ver-
gleichbaren Stationen stimmen die berechneten Dehnungen auf 3
Dezimalstellen Uberein. Die Abweichungen in unmittelbarer Ndhe
der Bruchgrenze sind nicht verfahrensbedingt. Sie werden viel-
mehr verursacht durch zunehmende Singularitdt der Materialma-

trix in den Restkridfte-Iterationsschritten der letzten Last-

stufe.
Laststufen: 1 Laststufen: 3 Laststufen: 6 Laststufen: 12
Inkrement : Ao, = 30.6 Inkrement : Ao, = 10.2 Inkrement : Ag, = 5.1 Inkrement : Ao, = 2.55
iy g g2 | & £y Sy £y € € &3 &1 £ €3
2.55 0.116 |-0.024 |[-0.024
5.10 0.233 |-0.050 |-0.050 0.233 |-0.050 |-0.050
7.65 0.352 |-0.079 |-0.079
10.20 0.471 |-0.110 [-0.110 0.471 |-0.110 |-0.110 0.471 |-0.110 |-0.110
12.75 0.593 |-0.146 |-0O.146
15.30 0.716 |-0.186 |-0.186 0.716 |-0.186 |-0.186
17.85 0.842 |-0.233 |-0.233
20.40 0.974 |-0.289 [-0.289 0.973 {-0.290 |-0.290 0.973 |-0.290 |-0.290
22.95 1.111 | -0.363 [-0.363
25.50 1.261 |-0.463 |-0.463 1.260 |-0.463 |-0.463
28.05 1.439 |-0.629 [-0.629
30.60 2.597 [-3.004 |-3.004 2.598 |-3.026 |-3.026 1.736 |-1.002 |-1.002 2.648 [-3.148 |-3.148

BILD 4.5 Vergleich Spannungs-Dehnungs-Verldufe fiir einaxiale Belastung mit

1, 3, 6 oder 12 Laststufen bis zur Bruchgrenze

Beispiel 4: Testwlirfel (Belastung-Entlastung)

Die durch das Materialgesetz (siehe Abschnitt 2) beschriebenen
nichtlinearen Dehnungen werden im Rahmen dieser Arbeit als voll-
stdndig reversibel behandelt. Vergleichsrechnungen mit alternie-
renden Laststufen AP, =ApP auf einaxialem Spannungspfad (siehe
Bild 4.4) bestdtigen, daB durch Belastung erzeugte nichtlineare

Dehnungen bei Entlastung vollstdndig zurilickgenommen werden.
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4.3 Materialgesetzstudie

Beispielserie: Rechnerische Simulation von Wirfeldruckversuchen

Die praktische Eignung des in Abschnitt 2 beschriebenen Material-
gesetzes (Durchdringungsmodell) wird mit Rechenldufen untersucht,
in denen Wiirfeldruckversuche an Beton-Probek&rpern simuliert wer-
den. Die Rechenliufe werden ausgerichtet auf die in [31] berich-
teten Wiirfeldruckversuche der Bundesanstalt flir Materialpriifung
(BAM) in Berlin. Das im "Durchdringungsmodell" als Ursache fir
die Nichtlinearit&dt postulierte Ph&nomen der Gefiigeauflockerung
(MikroriBbildung) wird rechnerisch durch einen einzigen Parame-
ter beschrieben - den Gefiigeauflockerungsgrad p. Die folgenden
Beispiele zeigen den Grad der Ubereinstimmung zwischen Versuch
und Rechnung. Auf eine analytische Verfeinerung des Material-
gesetzes wird im Interesse der Klarheit der Darstellung bewu3t
verzichtet.

Die Wiirfeldruckversuche werden durch Finite-Element-Analysen si-
muliert, indem Versuchsaufbau und Versuchsstrategie durch ein
F.E.-System und eine inkrementelle Belastungsgeschichte ersetzt
werden. Die eingegebenen Materialparameter Eo und v (Elastizi-
titsmodul, Querkontraktionszahl) werden zundchst geschatzt. EO
kann spiter durch Regressionsanalyse so justiert werden, daB

die Spannungs-Dehnungs-Verldufe aus Versuch und Rechnung m&g-
lichst gut libereinstimmen. Folgende Angaben werden aus dem Be-
richt der BAM [31] entnommen und zur Grundlage der Berechnun-

gen gemacht:

- Den Rechnungen werden nur Wirfeldruckversuche mit sogenann-
ten "schlaffen Druckplatten" zugrundegelegt (Konstante ein-
geprigte Flichenlast mit Dehnungsausgleich im Polymer-Lager,
keine Querdehnungsbehinderung wegen Bilirstenanordnung der

Lasteinleitungsstdbe), nicht jedoch "starre Druckplatten".

- Es werden nur Versuche an Beton-Probekdrpern (Betonmischun-
gen C1 bis C4 und T1 bis T9) betrachtet, nicht jedoch Mor-

tel- ProbekOrper.

- Von den erzielten MeBergebnissen werden nur die daraus nach-

trdglich berechneten Mittelwerte beriicksichtigt.

- Es werden einaxiale, zwei- und dreiaxiale Versuche simuliert.
Die Belastung folgt den in Bild 4.7 beschriebenen Spannungs-

pfaden.



- Die dreiaxialen Spannungspfade bleiben zundchst hydrostatisch
und verzweigen dann in eine von vier festgelegten deviatori-
schen Ebenen. Die Verzweigungspunkte auf der Aquisektrix lie-
gen bei 01=0,=03= k*fé mit dem Bezugswert fé = 34.0 [N/mmz]
und den Faktoren k = 0.75, 1.00, 1.25 bzw. 1.50.

- Die aus den Versuchsergebnissen errechneten mittleren Druck-
festigkeiten sind in Bild 4.7 eingetragen. Aus ihnen werden
Stltzwerte zum Aufspannen der Bruchspannungsglocke ausge-
wdhlt. Sdmtliche Druckfestigkeiten werden einer rechnerischen

Verifizierung unterzogen.

Das Finite-Element-Modell (siehe Bild 4.6) besteht aus einem
einzigen Quaderelement, mit dem unter Ausnutzung der Symmetrie
ein Achtelsegment eines Beton-Wiirfels dargestellt wird. Der
Quader hat die Kantenldnge 50[mm] und ist gegen Verschiebung
senkrecht zu den Symmetrieebenen gefesselt. Filir alle Rechenl&u-
fe wird einheitlich dieselbe Bruchspannungsglocke verwendet,
deren Stlitzwerte (Programm-Eingabedaten) Bild 4.7 zu entnehmen

sind. (Flir den Zugbereich wird formal eine kleine Zugfestigkeit

_ 2
qug = 1.0[N/mm~] angegeben.)
i N E, = 22000.0 [N/mi’]
f‘/———‘L“—“ : \Y o 0.2
| l !
| | |
Lo A
[ I l
T
b b
R
L : s
L ____ l_____ 17
SO[rmm]

Bruchspannungsglocke [N/rrm2] :

0O-A = 1.0
O0-B = 30.6
o-Cc = 37.1
0-P = 42.5% /3 BILD 4.6
0-Q = 51.0% /3 ] )
P-D = 36.0% V3 Symmetrisches Achtelsegment eines Beton-Probe-
P-E = 27.0 % ‘5_3 wiirfels fir Nachrechnung Wirfeldruckversuche
- F = 40.6 * V3
8_ G = 31.5 % /3 der BAM mit vorgegebener Bruchspannungsglocke

Bei den Belastungsgeschichten wird unterschieden zwischen ein-,
zwei- und dreiaxialen Versuchen. Die ein- und zweiaxialen Ver-
suche werden simuliert durch drei aufeinander folgende propor-
tionale Laststufen bis zur erwarteten Bruchlast, gefolgt von

einer vierten Kontroll-Laststufe. Die Proportionalitdt der Last-
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steigerung wird lediglich gestdrt durch die jeweilige Ubernahme
von Restkrdften einer vorangehenden Laststufe in die darauf fol-
gende. Die gewdhlten Lasten sind in Bild 4.8 zusammengestellt.
Sie beziehen sich auf die in Bild 4.7 angegebenen Mittelwerte

der Druckfestigkeiten.

Spannungspfad | DAfStb- Mittelwerte der Druckfestigkeiten ﬁvﬂnnq Stuetzwerte der Bruchspannungsglocke
He£t 277 a a a g ¥ T \& a a a a T
Bild Nr. 1 2 3 Okta Okta 1 2 3 Okta Okta

EINAXIAL 6.3-3 30.6 (¢} [¢] 30.6 [o] [¢]

01/02 = 3/1 6.3-3 43.1 14.2 (o}

0,/0, = 3/2 6.3-3 42.6 |28.2 o)

01/02 = 3/3 6.3-3 37.1 | 37.1 o 37.1 37.1 0]

0.75f¢&,PFAD 1 6.5-4 62.1 11 7.3 25.5 25.9

1.00£E, PFAD 1 6.5-4 78.9 | 12.0 | 12.0 | 34.3 | 31.5

1.25f<':,PFAD 1 6.5-4 93.5 17.2 17.1 42.6 36.0 42.5 36.0

1.25£C, PFAD 2 6.5-5 80.3 | 43.4 6.0 | 43.2 | 30.3

1.25f<‘:,PFAD 3 6.5-6 61.3 61.3 4.1 42.2 27.0 42.5 27.0

1.50£&,PFAD 1 6.5-4 108.3 22.2 22.3 50.9 40.6 51.0 40.6

1.50£C&,PFAD 2 6.5-5 93.7 51.4 8.6 51.2 34.7

1.50f¢&,PFAD 3 6.5-6 73.5 73.4 5.8 50.9 31.9 51.0 31.5

BILD 4.7 Mittlere Bruchfestigkeiten aus Wiirfeldruckversuchen der BAM QyDAfStb—Heft 2717,

und daraus entnommene Stiitzwerte (Programm-Eingabedaten) Bild 6.5-12

fiir eine Bruchspannungsglocke

&
L
Lo g g o DAFSth- Belastungszuwachs Gesamtbelastung
%g §$§§ Heft 277
g8 Agab Bild Spannungspfad Ao1 Aoz A03 9, 9, 93
BAM.CC \1\Ol)£ 6.3-3 01/02/03 = 3/0/0 10.2 o (¢] 10.2 0] (e}
6.4-21A 10.2 (0] (o} 20.4 0] 0]
10.2 (0] (¢] 30.6 (6] (€]
10.2 (¢] [¢] = -
BAM.CC 2012 6.3-3 01/02/03 = 3/1/0 14.37 4.73 (¢] 14.37 4.73 (0]
6.4-22A 14.37 4.73 (6] 28.74 9.46 (¢]
14.37 4.73 (o} 43.11 14.19 o)
14.37 4.73 o - - -
BAM.CC 2022 6.3-3 01/02/03 = 3/2/0 14.2 9.4 o 14.2 9.4 (6]
6.4-23A 14.2 9.4 (6] 28.4 18.8 0
14.2 9.4 O 42.6 28.2 (0]
14.2 9.4 (o} - - -
BAM.CC 2032 6.3-3 01/02/03 = 3/3/0 12.37 12.37 o 12.37 12.37 (0]
6.4-24A 12.37 12.37 (0] 24.74 24.74 (0]
12.37 12.37 (¢] 37.1 37.1 0]
12.37 12.37 (¢] - .

BILD 4.8 Ein- und zweiaxiale Lastpfade filir Nachrechnung Wirfeldruckversuche der BAM
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é § §§ . DAfSth- Belastungszuwachs Gesamtbelastung
oA Heft 277 A A Ao o o [}
g"g g 5 ;.4:5;’ Bild Spannungspfad % %2 3 1 2 3
~ Qounn
\\ |
T
BAM.CC 3112 6.5-4 hydrostatisch: 61=€2=63=o,75fc" 25.5 25.5 25.5 25.5 25.5 25.5
6.6-17 deviatorisch : 12.2 -6.1 -6.1 37.7 19.4 19.4
A6, 12.2 -6.1 -6.1 49.9 13.3 13.3
86,=-A6,/2 12.2 -6.1 -6.1 62.1 7.2 7.2
A6,=-46,/2 12.2 -6.1 -6.1 = - -
BAM.CC 3212 6.5-4 hydrostatisch: 61=62=63=1,0{: 34.0 34.0 34.0 34.0 34.0 34.0
6.6-18 deviatorisch : 14.8 -7.4 -7.4 48.8 26.6 26.6
As, 14.8 -7.4 -7.4 63.6 19.2 19.2
86,=-146,/2 14.8 -7.4 -7.4 78.4 11.8 11.8
463=-46,/2 14.8 -7.4 -7.4 - - -
BAM.CC 3312 6.5-4 hydrostatisch: 61=62=53=1.25fc' 42.5 42.5 42.5 42.5 42.5 42.5
6.6-19 deviatorisch : 17.0 -8.5 -8.5 59.5 34.0 34.0
46, 17.0 -8.5 -8.5 76.5 25.5 25.5
86,=-46,/2 17.0 -8.5 -8.5 93.5 17.0 17.0
46;=-A6,/2 17.0 -8.5 -8.5 - = .
BAM.CC 3322 6.5-5 hydrostatisch: s1=62=63=1.25ﬁ_.' 42.5 42.5 42.5 42.5 42.5 42.5
6.6-21 deviatorisch : 12.4 (o] -12.4 54.9 42.5 30.1
46, 12.4 0 -12.4 67.3 42.5 17.7
46,= 0 12.4 o -12.4 79.7 42.5 5.3
46,=-AS6, 12.4 (o} -12.4 - - -
BILD 4.9 Dreiaxiale Lastpfade filir Nachrechnung Wirfeldruckversuche der BAM
59
257 DAfStb- Belastungszuwachs Gesamtbelastung
5 PAEY | her 277 : : y
g“g g ; "lg Bild Spannungspfad 9 %2 93 9 92 %3
X~ QT0nn
O
BAM.CC 3332 6.5-6 hydrostatisch: 61=62=63=1.25fc' 42.5 42.5 42.5 42.5 42.5 42.5
6.6-23 deviatorisch : 6.3 6.3 ~12.6 48.8 48.8 29.9
1 6.3 6.3 -12.6 55.1 55.1 17.3
A6,= A6, 6.3 6.3 -12.6 61.4 61.4 4.7
A6;=-2 A6, 6.3 6.3 -12.6 - = i
BAM.CC 3412 6.5-4 hydrostatisch: 61=62=63=1.5f'c' 51.0 51.0 51.0 51.0 51.0 51.0
6.6-20 deviatorisch : 19.1 =9.55 -9.55 70.1 41.45 41.45
As, 19.1 -9.55 -9.55 89.2 31.9 31.9
46,=-06,/2 19.1 -9.55 -9.55 [108.3 22.35 22.35
A6,=-A6,/2 19.1 -9.55 -9.55 - - -
BAM.CC 3422 6.5-5 hydrostatisch: 61=62=63=4.5f;' 51.0 51.0 51.0 51.0 51.0 51.0
6.6-22 deviatorisch : 14.2 o] -14.2 65.2 51.0 36.8
A6, 14.2 [¢] -14.2 79.4 51.0 22.6
A6,= 14.2 (o] -14.2 93.6 51.0 8.4
46;=-As, 14.2 o] -14.2 - - -
BAM.CC 3432 6.5-6 hydrostatisch: 61=5z=53=1,5i;' 51.0 51.0 51.0 51.0 51.0 51.0
6.6-24 deviatorisch : 7.5 7.5 -15.0 58.5 58.5 36.0
46, 7.5 7.5 -i5.0 66.0 66.0 21.0
846,=A6, 7.5 7.5 -15.0 73.5 73.5 6.0
46,=-2 A6, 7.5 7.5 -15.0 - - -
BILD 4.10 Dreiaxiale Lastpfade fiir Nachrechnung Wirfeldruckversuche der BAM

Die dreiaxialen Versuche werden nachgerechnet unter Ubernahme

dort gewdhlten zweiteiligen Spannungspfade im Hauptspannungs-

raum (hydrostatisch, deviatorisch). Wegen der Linearitdt des

postulierten Materialgesetzes ldngs der Aquisektrix k&nnen die

der

hydrostatischen Belastungszustdnde in einer Laststufe gerechnet

werden.

Danach werden die deviatorischen Belastungen bis zur

erwarteten Bruchlast in drei aufeinander folgenden proportio-

nalen Laststufen,

net. Auch hier werden die Restkrdfte zwischen den Laststufen

46

gefolgt von einer Kontroll-Laststufe, gerech-



iibertragen. Die gewdhlten Lasten sind in Bild 4.9, 4.10 zusam-

mengestellt.

Die Ergebnisse der Finite-Element-Analysen sind in Bild 4.11
bis Bild 4.25 in Form von Spannungs-Dehnungs-Diagrammen darge-
stellt. Die Diagramme zeigen Hauptdehnungen €17 E9r €3 unter
Bezugnahme auf die Hauptspannung o, . Fiir jeden untersuchten
Spannungspfad sind die Ergebnisse aus Versuch und Rechnung ein-
ander gegeniibergestellt, so daSB korrespondierende Diagramme
direkt miteinander verglichen werden kdnnen. Dieses fihrt zu

folgenden Feststellungen:

- Die erwarteten Bruchfestigkeiten werden bis auf iterations-

bedingte Toleranzen richtig erkannt.

- Die. einaxialen Spannungs-Dehnungs-Linien (Bild 4.11) sind in
Versuch und Rechnung sehr &dhnlich. Insbesondere krimmt sich
die e1—Linie in beiden Fdllen sehr gleichmdBig. Die €57 und
g3—Linie wichst zunichst nur schwach an und nimmt im letzten
Belastungsdrittel vor der Bruchlast stark zu.

- Die zweiaxialen Spannungs-Dehnungs-Linien (Bild 4.12, 4.13,
4.14) zeigen wie die einaxialen Linien gute Ubereinstimmung
zwischen Versuch und Rechnung. Die Jjeweiligen 51-Linien
kriimmen sich sehr gleichm&Big - und zwar um so schwdcher, je
grdBer die "stiitzende" Belastung €5 ist. Die 53—Linien nehmen
grundsdtzlich erst im letzten Belastungsdrittel einen deut-
lich nichtlinearen Verlauf an. Die eZ—Linien neigen sich ent-

sprechend dem Belastungsanteil 0oy

- Alle aus dreiaxialer Belastung berechneten Spannungs-Dehnungs-

Linien sind prinzipiell denen aus Versuchen vergleichbar

(Bild 4.15 bis 4.22). Voneinander abweichend sind stets die
hydrostatischen Dehnungsverldufe infolge hydrostatischer Be-
lastung, da hierfiir in der Rechnung lineares Materialverhal-
ten angenommen wurde. Auch nach dem Verzweigungspunkt infol-
ge deviatorischer Weiterbelastung weichen die berechneten
Linien in der Regel weniger stark von der Linearitdt ab als

in den Versuchen (siehe insbesondere Bild 4.19, 4.22).

Das bei den dreiaxialen Berechnungen beobachtete fast-lineare
Verhalten ist auf den dominierenden EinfluB der Stilitzwirkung
dreiaxialer Spannungszustdnde in der Umgebung des hydrostati-

schen Zustandes zuriickzufiihren. Je mehr diese Stiitzwirkung zu-
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rlickgenommen wird, desto stdrker kriimmen sich die berechneten
Dehnungslinien. Um hier Abhilfe zu schaffen und Versuch und
Rechnung ndher aneinander zu bringen, miBte das der Rechnung zu-
grundeliegende Materialmodell (siehe Abschnitt 2) gedndert wer-
den. Ein mdglicher Anderungsvorschlag ist in Bild 4.26 darge-
stellt. Wirde ndmlich das affin zur (offenen) Bruchspannungs-
glocke postulierte Verfestigungsgesetz ersetzt werden durch ein
Verfestigungsgesetz von allseitig geschlossener Form, so wilirden
bereits hydrostatische Spannungspfade von Nichtlinearitdt be-
gleitet sein und deviatorische Pfade einen gr&Beren Grad von
Nichtlinearitdt aufweisen (vgl. Abschnitt 2.3). Auf die Durch-
fihrung einer solchen Anderung wird jedoch im Rahmen dieser Ar-

beit verzichtet.

Allen berechneten Spannungs-Dehnungs-Linien liegt der E-Modul
E_ = 22000.0[N/mm’] zugrunde (siehe Bild 4.6). Durch eine Re-
gressionsanalyse flir die Gruppe der ein- und zweiaxialen Ver-
suche und Rechnungen siehe Bild 4.11 bis 4.14 soll nun eine
optimale Justierung des E-Moduls vorgenommen werden. (Eine Re-
gressionsanalyse, die auch dreiaxiale Versuchs- und Rechener-
gebnisse umfaBt, sollte - wie oben erldutert - auf der Grund-
lage eines verfeinerten rechnerischen Materialmodells beruhen
und wird daher hier nicht durchgefiihrt.) Aus Abschnitt 2.5, For-
mel (2.32) folgt, daB sich der E-Modul EO als skalare GroRe ab-
spalten 1l&dBt:

as = Ede = E_ Eade. (4.5)
Fir einen optimierten E-Modul Eo = % Eo lautet (4.5):
as = Ea& =_©& E aé . (4.6)

Aus (4.5) und (4.6) folgt, daB fir gleiche Spannungszuwdchse

dS die Dehnungszuwdchse d€ und dé proportional sind:

i€ = k de . (4.7)
Die in Bild 4.11 bis 4.22 dargestellten Spannungs-Dehnungs-
Linien unterscheiden sich bei Verdnderung des E-Moduls also
nur durch Skalenverdnderung auf der & - Achse.
Das Regressionsproblem wird wie folgt formuliert (siehe Bild
4.27): N 5 0 5
F = o9y §, = I (kei—si) +Minimum, (4.8)
i=1 i=1
gewichtete Summe der Fehlerquadrate,

Gewichtsfaktoren,
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Optimierungsparameter,

€4 = berechnete Dehnung bei gegebenem Eo’
ei* = gemessene Dehnung (Versuch).

Durch Differentiation folgt fiir k und den optimalen E-Modul Eo’

oF n
3K = _E 2gi (kel-s ) ei =0 , (4.9)
i=1
n
L gl Eigf
_ o i=1
k == r
n 2
z 9; €4
i=1
E - 1lg (4.10)
o k 7o °

Wertet man die Ergebnisse zu Bild 4.11 bis 4.14 dahingehend aus,
daB alle Fehlerbeitrdge Gi unterhalb der Bruchgrenze (siehe Bild
4.27) mit Faktor 9; = 1 in (4.8),(4.9) eingehen und Beitrdge
auf der Bruchgrenze durch 9; = O ausgeschlossen werden (vgl.

Abschnitt 4.2, Beispiel 3), so ergibt sich der E-Modul zu:

~ _ 1 N )
EO = 7773 * 22000.0 = 19650 [N/mm~]. (4.11)
Versuch Gy [ 170 wmn® Versuch Gy | 470 wrna®

l
N ‘N §, |6
' \ - 1/3 Y
- 0/3 G, AN e,
' . vl €, - o
STRENSTHe 30.6 €, e - 2
e ieme o BERRCES RGR oo ceo et ea i s e < 6‘2’ \ | € -—-- . 6.
N o : T ] \ € 5 )
N €, - - G), ! y 3

@G\
/

\ € -
\\‘ \ € — — 3 o o
K . oan 2.12 ‘Wi L oan 2.12
A spec. w0. _"EAN_ wavgmay CONCAETE Wy srec. wo._NEAN  wargma COWCACTE
TEST DATE ____ NVESTIGATOR W TEST DaTE MVESTIOATOR
[ TEST CONDITIONS TesyY
FLEXIBLE PLATENS FLEXIBLE PLATENS P
€. 0 .
vension  6120.000 c :,llo- vension  6121.000 " COMPRESSION
O g e T « g d - g g 7 T g g ®
Rechnung 9y (N/mm?] Rechnung 9 [N/mm?]
{50 4 50
LPRLE] £ Rechenlauf BAM.CC2012
zweiaxial
Rechenlauf BAM.CC1002 Pfad 01/52=3/1
einaxial
3 z = e#10> (Druck)
€ = e#10° (Druck) E = e ruc
6 -4 -2 O 2 4 6 8 10 4 6 8 10
BILD 4.11 Spannungs-Dehnungs-Linien einaxial BILD 4.12 Spannungs-Dehnungs-Linien zweiaxial,

Spannungspfad ¢,/0,=3/1
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Versuch Gy | 170 wmn® Versuch Gy | 170 nnn®
EOPPPIIIN. vyt 3. L 1
. i1
6, G 6. :
=i / R R LI o STRERETNS IVel ;i s = siwsrs ara .
5, 223 5 g 33
W, w— . =~ € ——
€ —-== 6 2 € --- 2
« — - G « —-
€wt — 3 €wr — —
. oAn 2.12 ~ L Temn 2.12
spec. wo. _NERN  wargmar COMCAETE spec. #0. _NEAN  margmar COMCAETE
TESTOATE ______ WVESTIGATOR TEST paTE VST IGATOR
TEST CONDITIONS TEST CONDITIONS
FLEXIBLE PLATENS FLEXIBLE PLATENS
.0 . 0?
vengion 8122.000 cm‘ :non veEnSION 6123.000 cﬂ‘ :lﬂ_J
. . . - ;. - O o - o e 0 E) O ‘C o ;7 7‘7 o
Rechnung Rechnung
L 50 450
E4=%,
Rechenlauf BAM.CC2022 Rechenlauf BAM.CC2032
zweiaxial zweiaxial
Pfad 0,/0,=3/2 Pfad o,/0,=3/3
€ = sl103 (Druck) 3
T = e#10~ (Druck)
6 -4 -2 o0 2 4 6 8 10 6 -4 -2 o 2 4 s 8 10
BILD 4.13 Spannungs-Dehnungs-Linien zweiaxial, BILD 4.14 Spannungs-Dehnungs-Linien zweiaxial,
Spannungspfad 01/02=3/2 Spannungspfad 01/02=3/3
Versuch & 11140 n/nn® Versuch 611180 wnnt
ceseren s AR Tl s S N
IR
\\.
€ — \\t‘ ‘/v‘ €y _—
€ ——- \ P
g — = \ - ey — =
i s
Evmt — " — : P Eva. —
] PATHs 1 T - PATH. 1
ke rd TATIC STAESS. 3u.0 N/mnt
LABORATOAY. BAN 2.12 , HYDROSTATIC STAESS. 25.5 W/AR® LABORATOAY. BAR 2.12 - HYOROS
DESIGHATION. NEAN - WATERTAL: CONCAETE DESIGNATION: MEAN a NATEAIAL. CONCAETE
/"/ TEST CONDITIONS: FLEXIBLE PLRTENS ./' TEST CONDITIONS: FLEXIBLE PLRTENS
TENSION o € x 10® COMPRESSION TENSION § € x 10 COMPRESSION
- -~ - . L] . . . " = ol - L 3 N . . °
4 2 [ [ 2}
Rechnung 01[N/mm ] Rechnung o, [n/mm
L 100 L 100
€2
_____ - TTTTT T T T Rechenlauf BAM.CC3212
1 . .
Rechenlauf BAM.CC3112 dreiaxial
R T Deviatorische Ebene 2
dreiaxial
Deviatorische Ebene 1 Spannungspfad 1
I Spannungspfad 1
T = ¢#10° (Druck) £ = ex10° (Druck)
-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
BILD 4.15 Spannungs-Dehnungs-Linien dreiaxial, BILD 4.16 Spannungs-Dehnungs-Linien dreiaxial,
Deviatorische Ebene 1, Spannungspfad 1 Deviatorische Ebene 2, Spannungspfad 1
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Versuch st tivo wmnt Versuch 611140 won®
.......... FTROEINS THD. | . ocic o sirs 5o 505100 5567018 <39 S35 5l ' 50 i s <1 e = 1o o mim mim 1= Simic 8 i o1 S in
Lt
-
N
oy » €&
' \ : € I
\ VAR X B \ | 7 ! —
vl K x | / €3 -
i s = \
! g / Evet — T
a o Cem — "~ e
4 - - T 2
42 -7 PATHs 1 o7 FRITHS
LABGRATOAY. BAN 2.12 0 HYDROSTATIC STAESS: 42.5 W/nn® LABOARTORY. BAM 2.12 Pa HYDAOSTATIC STRESS: u2.5 N/mn’
DESIGNAT ION. RNERAN /" MATERIAL+ CONCRETE DESIGNATION: RMERN /" PATEAIAL: CONCRETE
/4' TEST CONDITIONS: FLEXIBLE PLATENS /' TEST CONOITIONS: FLEXIBLE PLATENS
TENSION . € x 10" CcOnpRESSION TENSION . € x 10% conpRESSION
E) Py ) . 0 v . " W P} Y - . T . . . W
7 2 [ 2
Rechnung o, (N/mm®) Rechnung 74 [N/mm*]
4 L
+ 100 L 100
1 I e e e e ]
53 52 E.I
T Rechenlauf :
echenlauf BAM.CCIIT2 Rechenlauf BAM.CC3322
dreiaxial ; :
dreiaxial
L D iatori E r
eviatorische Zbene 3 Deviatorische Ebene 3
Spa f 1
pannungspfad Spannungspfad 2
P 3
% = ex10° (Druck) T = e#10” (Druck)
6 -4 -2 o 2 4 6 8 10 5 2 -2 o0 2 4 6 8 10
BILD 4.17 Spannungs-Dehnungs-Linien dreiaxial, BILD 4.18 Spannungs-Dehnungs-Linien dreiaxial,
Deviatorische Ebene 3, Spannungspfad 1 Deviatorische Ebene 3, Spannungspfad 2
Versuch 611 1%0 n/nn® Versuch 614180 wnn®
.......... STROMOTWe 107.8 . d ieieiieieecceescieceesananoeasacetsenaananaotes
o
N
\\\A
\\
\
\'\\
Y
€ — " €&
o eg ——- 13} € ——-
e —® g —_—
e €& —- - i
//' "/,,/ [ a— ..’.‘,-- Eveb — "=
/ - -
p ./”/ PATHs 3 /‘./_,/ PATHs 1
"/l 2 LABOARTOAY: BARM 2.12 /'- HYDROSTATIC STAESS: S1.0 ll/l\ﬂ’
::::::::?;;-!::n:.u ,"/ ::e:::;:?'gu::::::. bas o DESIGNATION: NEAN a NATERIAL: CONCAETE
/,~ TEST CONDITIONS: kalllLE PLATENS ‘/' TEST CONDITIONS: FLEX[!I;E PLATENS
TENSION ) € x 10® conpRessien | IENSION , : € X 10 CONPRESSION
- - - . L . . . " b - - ¢ : N ¢ * b
4 2 Rech 4o iv/mm?)
Rechnung 9, [N/mm” ] Rechnung o, [N/mm
+ 100 100 E.‘
Eq=E, Rechenlauf BAM.CC3412
Rechenlauf BAM.CC3332 dreiaxial
I dreiaxial Deviatorische Ebene 4
Deviatorische Ebene 3 Spannungspfad 1
I Spannungspfad 3 [
€ = z»‘IO3 (Druck) € = 5.103 (Druck)
6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 o -6 -4 -2 o 2 4 6 8 10
BILD 4.19 Spannungs-Dehnungs-Linien dreiaxial, BILD 4.20 Spannungs-Dehnungs-Linien dreiaxial,
Deviatorische Ebene 3, Spannungspfad 3 Deviatorische Ebene 4, Spannungspfad 1
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52

Spannungen und Dehnungen aus ein-/zweiaxialer

Berechnung

Versuch 614180 w/mn' Versuch 611180 n/mn®
.......... STRONSTIS TR .- o i sioiaden cimsiismnnnsaso sinsiona s
\~\'II &G — . €& —
" € -—- N 2B ——-
W% €y —— . 62— —
7 o e — -
// ‘/,_,-- /,/ /.A,~ tvm — —
7 T PATH: 2 4 e PATHe 3
e 4
LABOAATOAY. BARN 2.12 / /»'/ HYOROSTATIC STRESS. 51.0 N/nn’ LABORRTOAY. BAR 2.12 2 e ” HYDRGSTATIC STAESS: S1.0 w/nn’
DESIGNATION: REAN y MATEAIAL: CONCRETE DESIGNATION: NERAN v PATERIALs CONCAETE
/~‘ TEST CONDITIONSe FLEXIBLE PLATENS /" TEST CONDITIONS: FLEXIBLE PLATENS
TENSION 3 € x 10° CONPRESSION TENSION 3 € x 10 conpnession
- Y v . T 3 . ' 0 R By - ' ' v . 0 M
2
Rechnung o, [N/mm*® ] Rechnung 9, lN/mm2]
4 1
___________ ___:1m1____ ] {100
B\ % &
- E‘3\ €17%
Rechenlauf BAM.CC3422 T
1 dreiaxial Rechenlauf BAM.CC3432
Deviatorische Ebene 4 dreiaxial
Spannungspfad 2 Deviatorische Ebene 4
Spannungspfad 3
- _ 3
, . : ;— e¢‘10 (?ruck). z = E“03 (Druck)
-6 -4 -2 o} 2 4 6 8 10 6 4 2 o 2 4 5 8 0
BILD 4.21 Spannungs-Dehnungs-Linien dreiaxial, BILD 4.22° Spannungs-Dehnungs-Linien dreiaxial,
Deviatorische Ebene 4, Spannungspfad 2 Deviatorische Ebene 4, Spannungspfad 3
Rechen- Last- Hauptspannungen Hauptdehnungen
lauf stufe 94 95 93 £y €, €5
BAM.CC1002 | 1 10.200| 0.000 | 0.000 || 0.471 |-0.110|-0.110
2 20.400| 0.000 | 0.000 || 0.974 |-0.289 |-0.289
3(Bruch) [[ 30.599| 0.003| 0.003 || 1.984 |-1.622|-1.622
4 - = - - - -
BAM.CC2012 | 1 14.370| 4.730| 0.000 || 0.615| 0.081 [-0.196
2 28.740| 9.460| 0.000 | 1.249 | 0.158|-0.489
3(Bruch) [ 43.068|14.205| 0.216 2.311 | 0.087 |-2.998
4 - - - - - -
BAM.CC2022 |1 14.200| 9.400| 0.000| 0.563 | 0.298 [-0.235
2 28.400/18.800| 0.000f 1.137 | 0.600 |-0.554
3(Bruch) || 42.594(28.200| 0.043| 1.980 | 0.971 |-2.902
4 - - - - - -
BAM.CC2032 |1 12.370/12.370| 0.000 | 0.452 | 0.452 |-0.245
2 24.740|24.740| 0.000 | 0.910 | 0.910|-0.568
3(Bruch) [ 37.106(37.106 | 0.035| 1.430 | 1.430|-1.610
4 - - - - - -
BILD 4.23 Nachrechnung Wirfeldruckversuche der BAM,



Rechen-— Last- Hauptspannungen Hauptdehnungen
lauf stufe 94 9, o3 E1 Ez E3
BAM.CC3112 | 1 25.500/25.500{25.500| 0.695| 0.695| 0.695
2 37.700(19.400(19.400| 1.411| 0.338| 0.338
3 49.900(13.300(13.300{ 2.228|-0.112|-0.112
4 (Bruch) || 61.839| 7.601| 7.601| 3.527|-1.476|-1.476
S - - - - - -
BAM.CC3212 | 1 34.000(34.000(34.000) 0.927| 0.927| 0.927
2 48.800(26.600[26.600| 1.809| 0.486| 0.486
3 63.600(19.200/19.200| 2.864|-0.086|-0.086
4 (Bruch) [ 78.450/12.019(12.019| 6.427|-4.826|-4.826
5 - - - - - -
BAM.CC3312 | 1 42.500(42.500(42.500) 1.159| 1.159| 1.159
2 59.500(34.000(34.000) 2.186| 0.646| 0.646
3 76.500(25.500/25.500) 3.470|-0.038|-0.038
4 (Bruch) | 93.518|17.000(17.000|11.897 |-11.386[-11.386
5 - - - - - -
BAM.CC3322 | 1 42.500|42.500(42.500(f 1.159| 1.159| 1.159
2 54.900(42.500|30.100 1.848| 1.145| 0.484
3 67.300|42.500|17.700| 2.600| 1.083|-0.242
4 (Bruch) || 79.740(42.326| 6.348]|f 3.668| 0.930|-2.270
5 - = - - = =
BILD 4.24 Nachrechnung Wirfeldruckversuche der BAM, Spannungen
und Dehnungen aus dreiaxialer Berechnung
Rechen- Last— Hauptspannungen Hauptdehnungen
lauf stufe 94 9, 9, 51 Ez 23
BAM.CC3332 | 1 42.500(42.500(42.500| 1.159| 1.159| 1.159
2 48.800| 48.800/29.900( 1.507| 1.507| 0.463
3 55.100|55.100/17.300( 1.862| 1.862|-0.260
4 (Bruch) || 61.400|61.400| 4.700| 2.231] 2.231{-1.130
) - - - - - -
BAM.CC3412 | 1 51.000/51.000(51.000|f 1.391] 1.391| 1.391
2 70.100| 41.450(41.450| 2.560| 0.806| 0.806
3 89.200[31.900(31.900|f 4.088| 0.007| 0.007
4 (Bruch) |[108.300(22.350(22.350|f 7.769|-3.546|-3.546
5 - - - - = =
BAM.CC3422 | 1 51.000|51.000(51.000( 1.391| 1.391| 1.391
2 65.200(51.000|36.800 2.182| 1.373| 0.618
3 79.400(51.000/22.600| 3.052| 1.289|-0.205
4 (Bruch) |} 93.753(50.860| 8.940| 4.285| 1.081|-2.261
5 - - - - - -
BAM.CC3432 | 1 51.000|51.000(51.000(f 1.391| 1.391( 1.391
2 58.500(58.500|36.000| 1.806| 1.806| 0.560
3 66.000|66.000|21.000| 2.232| 2.232|-0.309
4 (Bruch) || 73.514|73.514| 5.845| 2.673| 2.673|-1.330
5 - - - - - =
BILD 4.25 Nachrechnung Wirfeldruckversuche der BAM, Spannungen

und Dehnungen aus dreiaxialer Berechnung
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BILD 4.26

Bruchspannungsglocke mit isotropem Verfesti-
gungsgesetz und Modifikationsvorschlag fiur

“01 Nichtlinearitdt l&ngs der hydrostatischen
Achse x
—— ;7__E@L enze _ _
I T 8i < kei T8
1
) 1
1
1!
: [
)1
/ :: BILD 4.27
. I
[ e &t Abweichung der Dehnungen aus Versuch (e*) und
[ 7
J—L e Rechnung (e), Ansatz fiir Regressionsanalyse
€. €.
i i

4.4 Demonstrationsbeispiel Staumauer

Das folgende Beispiel beinhaltet einen typischen Anwendungsfall
flir vorwiegend druckbeanspruchten unbewehrten Massenbeton. Es
soll daher zum Gegenstand einer nichtlinearen statischen Analy-
se gemacht werden. Ziel der Berechnung ist es, die Wirkungsweise
des hier formulierten Materialgesetzes und nichtlinearen Berech-
nungsverfahrens anhand eines gr&Beren Finite-Elemente-Systems zu

demonstrieren.

Das gewdhlte Bauwerk ist eine kombinierte Bogen-Gewichts-Stau-
mauer mit symmetrischer Form in einem nahezu V-f&rmigen Tal (sie-
he Bild 4.28). Das statische System erstreckt sich auf eine sym-
metrische Hdlfte vom linken Stausee-Ufer bis zur Mauermitte. Das
zugehdrige Finite-Elemente-Netz besteht aus insgesamt 28 Quader-
elementen mit inkompatiblem Verschiebungsansatz [ 5]. Die Gene-
rierung der Knotenkoordinaten ist in Bild 4.29 dargestellt und

wird wie folgt beschrieben.
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Gegeben sind die Gleichungen der Mauermittelfldche (4.12), einer

im Mauerbereich prismatischen Talform (4.13) und der Mauerdicke
(4.14):

% = zTAy , (4.12)
2 = z7b , (4.13)
£t = zTt , (4.14)
_ B e
23.75 0.105697%10 ~0.179153#10
A = |-0.46 ~0.145010%10" > 0.428786%10°% |
-2 -6 -10
0.4125%10 0.687626%10 -~0.251620%10 '°]
) } ) B o -
63.8792 32.8333 1 1
b = |s66.9286|, t=]-0.3 Y= ¥, 2=z .
| 3.0422 0.4167#1073 v 22

Fiir die in Bild 4.29 dargestellten Abschnitte auf der y-Achse
lassen sich mit (4.13) und (4.12) insgesamt fiinf Koordinaten-
tripel von Punkten auf der FuBlinie der Mauermittelfldche be-
stimmen. Thnen werden Vertikalebenen y=konst. zugeordnet und

mit der Mauermittelflidche zum Schnitt gebracht. Auf diesen

Schnittlinien liegen in gleichem vertikalem Abstand z vier wei-

180.0[m]

-« — @
g

TS i !

BILD 4.28 Talform des Stausees mit Staumauer in y-z-Ebene, Querschnitt in x-z-Ebene,

Eingeprédgte Fundamentverschiebungen ui ’ u§ (Einheitsverschiebungen)



z[m]
Kronenlinie linkes
101.0 —& Stausee-

Ufer

BILD 4.29

| B ’ Generierung von Knotenpunkten fiir Finite-
50.0 —@--""

Elemente-Netz der Staumauer

24.5 —e-""
] |
' 1
] ]
-1.0 — t t t = y(m]
| 200.0 200.0 200.0 200.0
#sin 15° #sin 30° #sin 45° #sin 60°
>y
Knotenpunkt
Wasserseite

Horizontal-
Schnittlinie >~

\

Knotenpunkt
Luftseite

tere Punkte aufsteigend bis zur Kronenlinie 2z=101.0, in der die
Mauermittelfldche endet. So sind insgesamt 25 Punkte auf der
Mauermittelfldche (4.12) festgelegt, deren Koordinaten jeweils
durch einen Vektor Pn beschrieben werden:

P, = Yo . (4.15)

Ausgehend wvon pm werden nun die Knotenpunkte auf der Mauerober-
fldche gesucht. Durch jeden Punkt der Mittelfldche wird eine

Horizontalschnittlinie gelegt und deren Normaleneinheitsvektor
N bestimmt:

1
1
n = T /— | -n . (4.16)
1 + ng 2
0]
_ 8x _ 8 T
n2 = ay ay (ZAy )I

wobei n, durch Differentiation von (4.12) und Einsetzen von Y
Zo berechnet wird. Die gesuchten Knotenpunkte auf der Mauerober-
fldche folgen paarweise filir Wasser- und Luftseite aus je einem
Mauermittelfldchenpunkt mit (4.14), (4.15) und (4.16):
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p, = p.-5th , (4.17)

1
P, = Ptz th .

Zusidtzlich werden Knotenpunkte fiir ein Fundament generiert. Die-

se ergeben sich ausgehend von den Punkten [)m auf der FuBlinie zu:

F
_ - D _ 1 o
P = P, P > (t+B)n (4.18)
F - 1 ~
pL = p_ -P + z (£+ )N,

wobei fiir drei Punktepaare jeweils einzusetzen sind:

.
0 0 0

p = 0 , 0 , o |,
2.0 12.0 12.0

t = 12.0 , 12.0 , o .

Mit den so festgelegten Knotenpunkten 1l&st sich ein regelmdBiges
Finite-Elemente-Netz aufspannen. 16 Elemente entfallen auf die
Mauer selbst (siehe Bild 4.30). 12 Elemente bilden ein Streifen-

-2
Projektionsrichtung: V= l 2 }
=1

BILD 4.30 Finite-Elemente-Netz der Staumauer (ohne Fundament),

\ Perspektive in Richtung des Vektors V
x

fundament, dessen duBerer Rand starr gefesselt ist, jedoch durch
eingepridgte Verschiebungen bewegt werden kann. Das Fundament
wirkt als elastische Bettung fiir die Mauer und trdgt (als Ersatz-
system fiir den fehlenden Untergrund) tendenziell zum Abbau von

Spannungsspitzen im FuBpunktbereich bei.
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Die ibrigen Systemdaten werden wie folgt vereinbart:

- Elastizit&tsmodul: E_ = 25000.0[MN/m®],

= Querkontraktionszahl: v = 0.2,

- spezifisches Gewicht Beton: Y = 0.024[MN/m3],

- Bruchspannungsglocke: (siehe Abschnitt 4.3).

Die hier gewdhlte Belastung der Staumauer enthdlt die Lastfidlle
Eigengewicht, Wasserdruck und Eingeprdgte Fundamentverschiebun-
gen. Diese werden in mehreren Laststufen nacheinander auf das
System aufgebracht (siehe Bild 4.31). Fir den Lastfall Einge-
prdgte Fundamentverschiebungen wird (nach Auswertung einer Vor-
studie) folgende Verschiebungskonfiguration gewidhlt (siehe Bild
4.28):

S k
-uc - 180
ug y/

ul 1 - (y/180)2
|

U!(Y) = ko (4.19)

Gleichung (4.19) beschreibt Einheitsverschiebungen an jeder Stel-
le des Tales im Fundamentbereich der Staumauer in Abhidngigkeit
von der Koordinate y. Der Faktor k bestimmt die Intensitdt der
Verschiebung. Beispielsweise bedeutet k=0.01 eine Horizontal-
verschiebung der Talsohle um 1[cm] in x-Richtung, begleitet von
einer Verkilirzung des Uferabstandes um 2[cm] in y-Richtung. Die

in Bild 4.31 eingetragenen Laststufen basieren auf den Faktoren
k=-0.005 und k=+0.005.

Die Ergebnisse der nichtlinearen statischen Analyse sind fir

die Berechnungsstationen am Ende der Laststufen 1, 4, 8A und 8B
in Bild 4.32 bis 4.38 dargestellt.

Bild 4.32 und 4.33 zeigen die Systemverschiebungen in der Symme-
trieebene der Staumauer.

Als charakteristische Aussage zur Nichtlinearitdt werden die Ge-
fligeauflockerungsgrade p (siehe Abschnitt 2.5) graphisch darge-
stellt. Diese werden jedoch - ebenso wie die Spannungen - nicht
am Ort ihrer Berechnung (Gausspunkte) ausgegeben, sondern auf
die Oberflédche des Systems interpoliert (siehe Bild 4.34). Als
Interpolationspunkte werden dabei die Mittelpunkte der Finite-
Element-Oberfldchen auf der Wasserseite bzw. Luftseite der Mau-
er gewdhlt. Die interpolierten Spannungen werden nun aus dem
X,y,z-Koordinatensystem in eine solche Lage transformiert, die
den Flédchennormalenvektor h (siehe Bild 4.34) beinhaltet und

in der zugehdrigen Tangentialebene die Hauptlage einnimmt.
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SchlieBlich wird ein Projektionszylinder definiert, der sich zur

Darstellung der Ergebnisse bei geringstmdglicher graphischer Ver-

zerrung eignet. Die berechneten Hauptspannungen an der Element-

oberfliche sowie Gefiigeauflockerungsgrade werden in Richtung k

(siehe Bild 4.34) auf den 2Zylinder projiziert.

Bild 4.35 bis 4.38 zeigen die Abwicklung des Zylinders mit der

projizierten Staumauer und den Ergebnissen.

Laststufe | Lastfall
1 Eigengewicht
2 Einstau auf 33.0[m]
3 Einstau auf 65.0[m]
4 Vollstau 97.0[m]
/ \
/ \
/ \
Laststufe | Lastfall Laststufe | Lastfall
5A Fundamentverschiebung auf -0.5[cm] 5B Fundamentverschiebung auf +0.5[cm]
6A Fundamentverschiebung auf -1.0[cm] 6B Fundamentverschiebung auf +1.0[cm]
1A Fundamentverschiebung auf -1.5[cm] 7B Fundamentverschiebung auf +1.5[cm]
8A Fundamentverschiebung auf -2.0[cm] 8B Fundamentverschiebung auf +2.0[cm]
BILD 4.31 Laststufenfolge fir nichtlineare statische Analyse der Staumauer
A~ _
777 P -
71 / / el 4 ! ||
A / % / ! 1
/ | / / // / ] \
Iy ;o , e I
/ | / / < Y, ! \
/ L / \Y/ ! |
/ ==+ -4
F4--1 / | / / H” \
l \ / | ,/ / ! \
! ! / | / / ] \
| \ / | 4 / : \
; \ / | I~ / ! \
F---A ’ = / E\-m
\ ! \ / \ !
! ! \ / ! \
\ \ / / \ \
\ i | / [} \ \\
‘\ \ I | {\\ / \ \
\ k = ‘ A / ) )\
_____ =\l I < =\ -
k— A\ | \ I * \-_ \\
N \ \ ! \ \ \
! \ \ | \ \ \
\ \ | \ \
| \ \ \ \
\ \ \ | \ \ \
\‘ \ \ J. \ \ \
A== A T T T e = = - - -
! ol ! ) 1T e I
| I [T : | : :
(Y [ 11 L ———d_a
Last L
(hastatote 1) (Laststufe 4) (Laststufe 8A) (Laststufe 8B)
r—of Verschiebung l"‘"’ Verschiebung
{ 1lcm] ! 1lcm]
BILD 4.32 BILD 4.33

Verschiebungen (Symmetrieebene) am Ende der

Laststufen 1
wicht + Vollstau)

(Eigengewicht) und 4

(Eigenge-

Verschiebungen (Symmetrieebene)
stufen 8A und 8B

(Eigengewicht + Vollstau +

Eingepridgte Fundamentverschiebungen)

am Ende der Last-
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Projektionszylinder
(Radius r = 200.0[m])
/ —»Y

BILD 4.34

Interpolation der Spannungen und Gefiigeauflocke-

rungsgrade auf die Elementoberfldche, Fl&chennor-

malenvektor h, Projektionszylinder und Projek-
"x Gausspunkte // tionsrichtung K

(Laststufe 1)

Wasserseite Luftseite

o

o
()
(C)
@

e ® 60 6

a
)
o

G 66 @ 6
G 6 6 o

(Laststufe 4)

Wasserseite Luftseite

O

0)

O
O Gefiigeauflockerungsgrad p=0 o
® Gefigeauflockerungsgrad p=0.25

@® Gefligeauflockerungsgrad p=1

BILD 4.35 Abwicklung der Zylinderprojektion der Staumauer, interpolierte Gefiigeauflockerungs-
grade am Ende der Laststufen 1 (Eigengewicht) und 4 (Eigengewicht + Vollstau)

(Laststufe 8A)

Wasserseite Luftseite

O

D
o
o
®

e @ G G

V)
()
®

®© 66 0o o

® & 06 o

(Laststufe 8B)

Wasserseite Luftseite

U]

o

U]

V)
o

6 6 6o

o
o
O Gefiigeauflockerungsgrad p=0 o
® Gefiigeauflockerungsgrad p=0.25

6 6 6 o
G 6 6 6

@® Gefligeauflockerungsgrad p=1

BILD 4.36 Abwicklung der Zylinderprojektion der Staumauer, interpolierte Gefiligeauflockerungs-
grade am Ende der Laststufen 8A und 8B (Eigengewicht + Vollstau + Eingeprdgte Fun-
damentverschiebungen)
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(Laststufe 1)

Wasserseite Luftseite

|
|
|
|

(Laststufe 4)

Wasserseite Luftseite

..
+
+

o e ¢ w—— ), (— O —

Hauptdruckspannung 1[MN/m2]
-------------- Hauptzugspannung I[MN/mZ]

BILD 4.37 Abwicklung der zylinderprojektion der Staumauer, interpolierte Spannungen (Haupt-
spannungen in der Oberfldchen-Tangentialebene) am Ende der Laststufen 1 (Eigenge-
wicht und 4 (Eigengewicht + Vollstau)

(Laststufe 8A)
Wasserseite Luftseite
X

e

|
|

(Laststufe 8B)

Wasserseite \ Luftseite
—_——— b
—L 14 —_— 1 l . ———— ——
" T A s e l | 'I v

\ '

Hauptdruckspannung J[MN/mZ]
- Hauptzugspannung 1[MN/m2]

BILD 4.38 Abwicklung der Zylinderprojektion der Staumauer, interpolierte Spannungen (Haupt-
spannungen in der Oberfldchen-Tangentialebene) am Ende der Laststufen 8A und 8B

(Eigengewicht + Vollstau + Eingeprédgte Fundamentverschiebungen)
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5. Folgerungen

Die in der vorliegenden Arbeit behandelten Schwerpunkte

- nichtlineares Materialgesetz fiir Beton,

- nichtlineares Berechnungsverfahren,

- Rechner-Implementierung und

- Beispielanalyse

geben aus der Sicht ihrer gesamtheitlichen Bearbeitung AnlaB8 zu
einer Reihe von Feststellungen,die im folgenden kurz zusammen-

gefaBt werden.

5.1. Bewertung des Materialgesetzes

Das Verhalten von unbewehrtem Beton im Druckbereich wird durch
das in Abschnitt 2 beschriebene Materialgesetz gut erfaBSt. Eine
weitere Anpassung - insbesondere an dreidimensionale Testergeb-
nisse - ist unter Beibehaltung des methodischen Ansatzes m&glich.
Ob dieses zweckmdBig ist, sollte unter dem Gesichtspunkt prakti-
scher Anwendbarkeit eines verfeinerten Modells beantwortet wer-
den. Zundchst hdtten hier jedoch die Einfiihrung eines wirklich-
keitsnahen Zugspannungsverhaltens (RiBbildung und Verwaltung)

sowie Material-Zusammenbruch Vorrang.

Flir die Bedilirfnisse eines vereinfachten Berechnungsverfahrens
zeigt sich das Materialgesetz verfahrensfreundlich, aber rechen-
aufwendig. Insbesondere ist aus praktischer Sicht zu empfehlen,
das Interpolationsmodell der Bruchspannungsglocke weiter zu ver-
einfachen. Wdhrend einer Finite-Elemente-Analyse steht das Ma-
terialgesetz ndmlich auf unterster Stufe der Rechenprogramm-
Hierarchie und wird dort mit am hdufigsten aufgerufen.
Andererseits steht das Materialgesetz im Zentrum der Berechnung
sekunddrer GroBen und nimmt dort die Funktion wahr, eingeschlepp-
te Verfahrensfehler zu korrigieren. Hieraus resultiert ein Kon-

flikt zwischen den Forderungen nach Effizienz und Genauigkeit.

5.2. Bewertung des nichtlinearen Berechnungsverfahrens

Wdhrend der Beispielanalyse zeigt das implementierte BFGS-Ver-
fahren hohe Geschwindigkeit des einzelnen L&8sungsschrittes, ziel-

sicheren Richtungswechsel im n-dimensionalen Verschiebungsraum
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und Stabilitdt der L&sung. Versuche, das BFGS-Verfahren im Rah-
men dieser Arbeit weiter zu beschleunigen, sind erfolglos ge-
blieben. Zwar ist es mdglich, zu Beginn einer Laststufe den er-
sten Lastschritten grdBere Verschiebungszuwdchse in scheinbar
giinstigeren Richtungen zu verleihen, jedoch wird das beschleu-
nigte Vorgehen sehr bald durch den Algorithmus der Schrittwei-
tenoptimierung (kleinstes Quadrat der Restkrdfte) gebremst und
schlieBlich durch langsamere Konvergenz bestraft.

Die Berechnung primdrer GréBen ist aber ohnehin nicht rechen-
zeitkritisch (siehe Abschnitt 5.3).

Die gesicherte Positiv-Definitheit (Semidefinitheit) des BFGS-

Verfahrens hat gleichzeitig Einschrédnkungen fir die Verwendbar
keit zur Folge. Bei eventueller Kopplung mit einem Materialge-
setz, das Entfestigung und Materialzusammenbruch beschreibt,
kann die iliberschreitung des Traglastpunktes mit nachfolgender
rechnerischer Kontrolle der Zusammenbruchphase nur {ber eine
globale Sekantenmethode erreicht werden. Hierbei wlirden statt
kleiner Inkremente iterativ zu korrigierende Gesamtschritte in

Last und Verschiebung berechnet werden missen.

5.3. Interaktion der Algorithmen

Der wechselseitige Aufruf von Primdr- und Sekunddrrechnung ist
begleitet von gegenseitiger Datenversorgung zur Weiterverarbei-

tung:

Die Primirrechnung liefert Verschiebungszuwdchse flir die Ermitt-

lung sekunddrer Grd&Ben.
Die Sekundirrechnung liefert u.a. Restkrdfte fir die approxima-

tive Korrektur der Systemmatrix.

Fiir einen stabilen LdsungsprozeB ist hierbei gleichermaBen die
Qualitit von Sende- und Empfangsalgorithmus von Bedeutung. Da
das hier formulierte Materialgesetz frei von Spriingen, Knicken
und starken Kriimmungen ist, ist es in der Lage, aus der Sicht
des Materialverhaltens "im Kleinen" frilhzeitig dem problem-
unabhidngigen BFGS-Verfahren Systemdnderungstendenzen anzukindi-
gen. Das BFGS-Verfahren reagiert hierauf mit vorsichtigen Rich-
tungsdnderungen im ndchsten Verschiebungszuwachs. Dieses ist
besonders wichtig, da von der Wahl der Verschiebungsrichtungen

letztlich die Richtigkeit des gesamten beschrittenen Ldsungs-
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pfades abh&dngt. Je gréBer die Inkremente, desto grdBer sind
auch die in der Primdrrechnung mit der Verschiebungsrichtung
eingeschleppten nichtkorrigierbaren Fehler. Falsche Richtungen
werden spdter nicht grundsdtzlich verworfen, Jjedoch durch die
Schrittweitenoptimierung geddmpft. Hierzu ist die mehrfache
vollstdndige Berechnung sekunddrer GrdB8en notwendig, die sehr
rechenaufwendig ist. Bei dem in Abschnitt 4.4 behandelten Bei-
spiel liegen die Rechenzeiten zwischen Primdr- und Sekunddr-

rechnung in dem Verh&dltnis:

/ t 1 / 200 .

tprim'&ir sekundédr
Bei konsequenter Ausschaltung der Schrittweitenoptimierung ver-
bessert sich das Verhdltnis auf etwa 1/50, mindestens jedoch
1/100. Weitere Verbesserungen kénnen nur durch einfachere Ope-
rationen auf der Materialgesetzebene erzielt werden (vgl.Ab-

schnitt 5.1).

6. Zusammenfassung

Es wird ein Materialmodell fiir die nichtlineare statische Ana-
lyse von unbewehrtem Beton vorgeschlagen, bei dem die Nichtli-
nearitdt rechnerisch durch Spannungsumlagerungs-Restriktion er-
fagt wird. Das Modell fiihrt auf ein kontinuierlich gekriimmtes
Spannungs-Dehnungs-Verhalten bis zum Bruch. Es zeigt gute nu-
merische Kopplungseigenschaften mit einem modellunabhdngigen
nichtlinearen Berechnungsverfahren nach der Finite-Elemente-
Methode. Eine Parameterstudie zwischen Materialmodell und Test-
ergebnissen aus Wiirfeldruckversuchen ergibt gute Anschmiegung
des Modells an ein- und zweiaxiale experimentell ermittelte
Spannungs-Dehnungs-Linien sowie enge Verwandtschaft im drei-
axialen Verhalten. Die Brauchbarkeit des Materialmodells fir
statische Analysen wird anhand einer Bogen-Gewichts-Staumauer

demonstriert.

zZzur wirklichkeitsnahen Erfassung kritischen Verhaltens von un-

bewehrtem Beton ist neben dem hier behandelten Druckbereich ei-
ne eingehende Beschreibung des Zugbereiches von Interesse. Hier
O0ffnet sich filir weitere Forschung in Theorie und Experiment ein

wesentliches Betdtigungsfeld.
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énhang

A1l. Equivalenz von Summenform und Produktform

Gegeben sei ein Korrekturansatz filir positiv definite, symmetri-

sche Matrizen l\ in der Summenform:

A* - A+ a%aT _ l\;?be\ (A1.1)
ab b'Ab

A = positiv definite, symmetrische Matrix,

a # O,

b + o,

ab > o,

A* = korrigierte Matrix.

Der Ansatz (A1.1) 1ldB8t sich iliberfiihren in einen dquivalenten
Korrekturansatz flir positiv definite, symmetrische Matrizen M

in der Produktform:

T
M* = (I + mphMd + mph?', (A1.2)
M = positiv definite, symmetrische Matrix,
m + O,
P + O,
M* = korrigierte Matrix.

Beweis:

Der Ansatz (A1.1) wird durch Expansion des Termes a aT/( aTb )

in eine erweiterte Summenform gebracht.

Expansion:

T T T
aa=(bTAb)bAb[a} a }

a’b a'b bTAb || b’Ab

bTAb a b’Ab a |T
( bAb ) [ } (A1.3)
bADb [V a'b bTAtJ V a’b b'Ab

Mit der Definition:

X =‘\/ bTé\b Ta - ﬁb (A1.4)
ab bADb b Ab

vereinfacht sich (A1.3) zu:

T
( b’Ab ) x+_Ab_ |l  _Ab |~

aa’_ _AD
b'Ab b'Ab

(A1.5)
a’b
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Durch Substitution von (A1.5) in (A1.1) ergibt sich die er-

weiterte Summenform:

Ab Ab [© A bbTA
T X+ —p T
bAb .bAb bAb

In Parallelrechnung wird nun der Produktansatz (A1.2) durch

A* = A+(bAb) [x+ (A1.6)

Expansion ebenfalls in die erweiterte Summenform gebracht.

Expansion:
M*= (I + mpOHM(l + mpHT
= M+mp™ + Mpm® + mp™Mpm?
= M+ (pPMp)mm’ + Mpm® + mp™
= M+(pMp)[mm *ptmp ™ *Mprmp
+,MpPP'M7_MpPP'™
(pP'MpFX| pMp
T T
M*=M+(pTMp)m+—TMB-—m+ ITYIp -M?l,pM(A1.7)
pMp pMp|] pMp

Durch Koeffizientenvergleich von (A1.6) und (A1.7) folgt die
Aquivalenz der beiden Korrekturansdtze (A1.71) und (A1.2), indem
gilt:
A* = M*l X
A M. b

m,
p.

Die Summenform (A1.1) 148t sich also in die folgende Produkt-

form lberfihren (und umgekehrt):

A*= (I + xbH Al + xbHT, (A1.8)

X siehe (A1.4).
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A2. Invertierung von Produktformen

Gegeben sei ein Korrekturansatz fiir positiv definite, symmetri-
sche Matrizen A in der Produktform:

A*= (I + xbH A« + xbHT, (A2.1)
X = b'Ab a _ Ab
ab bAb b’Ab
A = positiv definite, symmetrische Matrix,
a, b, x + o,
ab >o,
A* = korrigierte Matrix.

Gesucht sei ein Korrekturansatz flr positiv definite, symme-

trische Matrizen |4 in der Produktform:

¥*
H*= (I + cyD H{d + cybHT, (A2.2)
H = positiv definite, symmetrische Matrix,
c’ y # o’
H* = korrigierte Matrix.

In (A2.2) sollen C,Y so bestimmt werden, daB mit (A2.1) fol-
gende Bedingungen erfiillt werden:

H - AT, (A2.3)
H* = A"
Die Bedingungen (A2.3) werden erfiillt, wenn gilt, daB:
| = A'H"
= (1 + xbH AU + xbHT(l + cyDHU+ cyhT (a2.4)
= AH

Wie aus (A2.4) ersichtlich, bietet es sich an, € und Yy so zu
bestimmen, daB8 das Produkt der inneren Klammern die Einheits-

matrix ergibt:
I = (1 + xbHT (1 + cyh (A2.5)
- 1 + bx"+ cy' + bxT cy”
Mit der Wahl von C

c= b (B2.6)
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kann y aus (A2.5) ermittelt werden:

bxT + by’ + bxx"b)y" = o,
T
by! - - BX
: 1+ X*b
1
- _ X . (A2.7)
: 1+ X'b

Mit (A2.6) und (A2.7) reduziert sich (A2.4) auf das Produkt der
duBeren Klammern, das ebenfalls die Einheitsmatrix ergibt.
Durch Substitution von X gemdB8 (A2.1) in (A2.7) folgt:

a’b Ab a
bAb a'b a'b

Mit (A2.6) und (A2.8) sind also die Bedingungen (A2.3) erfiillt.

(A2.8)
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A3. Eigenwerte und Determinante der Matrix |+ vw?

Gegeben sei eine Matrix der Form:

| + vw?, (A3.1)

O

Die Eigenwerte und Determinante'WMICISind:

Ay = Ay = ee.=a o =1, (A3.2)
>‘n = 1+wTv,
det [Q] =1+ Wv. (23.3)

Beweis:

Fir die Matrix Q. wird unter Beriicksichtigung ihrer besonderen

Struktur das zugehOrige spezielle Eigenwertproblem untersucht:

Q-r»Dhx = o,

(vwT - -1 1)x = o,

vwix = o-niIx

VA = %X - (A3.4)

Darin sind p= WTX und X = A-1.
Nun sei angenommen, daB Eigenwerte A # 1 existieren, so daB:
X £ 0 .
Dann folgt aus (A3.4) fir zugehdrige Eigenvektoren X:
X = %v =cV. (A3.5)

Wegen X+O ist auch p # 0, ¢ # O. 7
Da die Eigenvektoren X eine linear unabhdngige Basis bilden,
kann X = cV gemdB (A3.5) hOchstens einmal auftreten. D.h.: Es

gibt h&chstens einen Eigenwert A # 1.

Folglich gilt mindestens (n-1) mal:

o= 1,
(A3.4): pv = O,
o= WIX = o. (A3.6)

GemdB (A3.6) sind mindestens (n-1) Eigenvektoren X orthogonal
zu W. Falls jedoch (A3.6) n mal gelten wiirde, bildeten
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X1, s ey xn,w eine (n+1)-dimensionale Basis. Im n-dimensiona-
len Raum sind aber n+1 Vektoren stets linear abhdngig. Folglich

gilt genau einmal:

po= WTXn $# O, (A3.7)
Ag F T
X, = cV (gemdB (A3.5)).

Aus (A3.4) und (A3.7) folgt:

vwix_ = -1 X .

VWTcV = (xn-1)| cV,
vwh v = vO_-1)
wlv - o -1y,
n
A, =1+ wlv . (A3.8)

Da die Determinante einer Matrix das Produkt ihrer Eigenwerte

ist, sind hiermit (A3.2) und (A3.3) bewiesen.
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A4. Symmetrie und Positiv-Definitheit von Produktformen

Gegeben sei ein Korrekturansatz flir positiv definite, symme-

trische Matrizen A in der Produktform:

T, T
A = (1 + vwhH A + vw) (A4.1)
T
- QAQ".
A = positiv definite, symmetrische Matrix,
Q = | + VWT, Korrekturmatrix,
v +# O ,
w + 0 ,
A¥ = korrigierte Matrix.

Aus (A4.1) wird sofort ersichtlich, daB bei symmetrischer Ma-
trix A auch die korrigierte Matrix A* symmetrisch ist. Ist A
positiv definit, so ist A* mindestens positiv semidefinit.
Dieses folgt aus (A4.1) bei Bildung der quadratischen Form mit

einem Vektor h # O:
KHA*h = hY(l + vwhH A (l + vwHTh
[hT + ( hv )wT]A[h+ (vl h.)w]

= qTAq > 0 . (A4.2)

Fir bestimmte V,W 1l&d8t sich der Fall qTAq = 0 zeigen, bei
dem A¥* singuldr ist. Um diesen Fall mit (A4.2) darzustellen,
muB wegen der gesicherten Positiv-Definitheit wvon A der vektor

h so gewdhlt werden, daB Q=0 wird:

q = h+ (wvhw = o,

h = - (vVFhw . (A4.3)

Damit Q =0 ergibt, miissen also h una W richtungsgleich sein.

Mit der Wahl h= kxw folgt aus (A4.3) die Bedingung:

1+ viw =0 . (Ad.4)

Ein Vergleich zwischen (A4.4) und (A3.3) ergibt, daB A* genau

dann singuldr wird, wenn:

get [Q] = o . (A4.5)

Flir die Determinanten von A, Q und A* gilt gemdB (A4.1) und
(A3.3) die Beziehung:
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det [Q] det [A] det [O.TJ

(1 + wiv)? aet [A] . (A4.6)

det [A*]

Formel (A4.6) bestdtigt obige Aussagen zur Singularitdt von A*.
Umgekehrt zeigen (A4.6) und (A4.2), daB A* genau dann nicht-

singuldr und positiv definit ist, wenn:
get[Q] = 1+ wiv # o. (A4.7)

Insbesondere hat eine evtl. auftretende negative Determinante

von Q keinen EinfluB auf die Positiv-Definitheit von A*.
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AS5. Quadratische Termination von Produktformen

Die Minimierung quadratischer Zielfunktionen mit konstanter Sy-
stemmatrix flihrt bei Wahl eines geeigneten L&sungsverfahrens
nach hdchstens n Schritten zur exakten L&sung [27].

Im folgenden wird gezeigt, daB die Produktform (A2.2) mit den
Vektoren (A2.6) und (A2.8) diese Eigenschaft besitzt.

Gegeben sei die quadratische Zielfunktion:

f(u) = 4 u’Au - pTu , | (A5.1)
A = konstante, positiv defiﬁite, symmetrische Matrix,
P = konstant,

u = sO zu bestimmen, daB £(U) - Minimum.

Damit das gesuchte Minimum nach h&chstens n Schritten gefunden
wird, soll ein Verfahren konjugierter Richtungen gewdhlt werden.

Dieses enthdlt folgende Bedingungen:

% n
u = u, +§j=1: sj dj (A5.2)
diAd, = o, 3 # Kk, k= 1,...m

T (A5.3)
d,Ad, # 0

Darin sind:

ﬁ = gesuchte L&sung,

Llo = Dbeliebig gewdhlte Ausgangsl&sung,
Sj = optimale Schrittweite,

d ; = Suchrichtung.

Die gesuchte L&sung soll sich als Linearkombination (A5.2) mit n
Suchrichtungen ergeben, wobei die Suchrichtungen untereinander
eine A-konjugierte Basis (A5.3) bilden. Ist die Forderung (A5.3)
erfillt, so liegen die optimalen Schrittweiten sj eindeutig fest.
Durch Substitution von (A5.2) in (A5.3) folgt:
T *
d; A(u-u)
s. = J , F=1,...,n (A5.4)

T
’ djA d;
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¥*
Der wdhrend des L&sungsprozesses noch unbekannte Vektor U so-
wie die Ausgangsldsung uO kénnen durch Einfihrung des Gradien-

ten der Zielfunktion (A5.1) eliminiert werden:

g = g_fi = Au -p (A5.5)

d, = Au_-p

3#* *

g = Au -p =0

Daraus folgt die optimale Schrittweite:

T
d:

s, = -——Tl—g& , 3 =1,...,n (A5.6)
d;A d,

Zwischen den Gradienten zu den L&sungsschritten i und i-1 erge-

ben sich aus (A5.5) die Beziehungen:

gi = Aui -P

~ ) (A5.7)
g9;= Au,_,-p

Substituiert man (A5.7) in den aus (A5.2) folgenden L&sungsfort-
schritt

i
u, = u,_, + Sidi = ug +Zj=1: sjdj (A5.8)

so folgt fir die zugehdrigen Gradienten:
i
g9, = 9, ,+s;Ad; =g, +:j=1 sjA d; (A5.9)

Flir die Bestimmung einer l\-konjugierten Basis der Suchrichtun-
gen wird nun angenommen, daB die ersten i Vektoren bereits be-

kannt sind und die Bedingung (A5.3) erfiillen:

T . N .
dedk OI J#k, J,k=1'to-,l

T (A5.10)
d Ad, +# o
Dann erhebt sich flir den.ndchsten Vektor ‘ji+1 die Forderung:
T .
d.Ad,,, = o, r=1,...,i (A5.11)

Flir seine Bestimmung wird folgender Ansatz gemacht:

d

= 141 symmetrisch.

i+1 Ri. 9,
(A5.12)
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Die Matrix Ri+1

(A5.11), (A5.9), (A5.6) eingehalten werden. Substituiert man
(A5.12) in (A5.11) und anschlieBend in (A5.9), so folgt mit
(A5.10) ¢

muB so gewdhlt werden, daB die Bedingungen

dEARi+1 9; = ©

dEARiH (9, +i1: s;A dj) = O
J:

d: ARy, 9, +s,d;AR;,;Ad, = ©

dI AR,
. . -9 AR 9o (A5.13)

dg ARi+1 Adr

H

Damit nun auch (A5.6) eingehalten wird, folgt durch Koeffizien-

tenve‘r/gleich zwischen (A5.6) und (A5.13) als Zusatzbedingung fir

R

R,,;Ad_= d_, r=1,...,1 (A5.14)
wobei im allgemeinen Ri+1A # | ist. Fiir die Bestimmung der
Matrix Ri+1 gibt es grundsdtzlich beliebig viele M&glichkeiten.

Im folgenden wird gezeigt, daB ihre Bestimmung nach dem Produkt-
ansatz (A2.2) alle obigen Forderungen filir ein Verfahren konju-
gierter Richtungen erfiillt. |
Entsprechend (A2.2), (A2.6) und (A2.8) wird der Ansatz gewdhlt:

— T T, T
vV, = sidi (A5.16)
-1
R, d; h,.
W. = r. ..__L—l - —xr (A5.17)
* ' hTd s, hTd
i™i i ivi
T |
i Tp-1
s;d;R; " d;
h; = 9 - 9,4 (A5.18)
Zur Erl&duterung sei gesagt, daB wegen RiA + | in (A5.17) nicht

A, sondern RI1 gesetzt werden muB (vergleiche dagegen (A2.3),
(A2.8)).

Der Ansatz (A5.15) muB die Bedingung (A5.14) erfilillen:
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T T
R,,,Ad, = (0 +s;d,w) Rl +s;d, w) Ad, (85.19)

r
= dr
Dieses wird fiir r = 1,...,i-1 und r = i getrennt Uberpriift.
Fir r = 1,...,i-1 muB gelten:
" T T _
(25.19):  (R;+s; d; w; Ry ( Adr+iiwidiAd5) = d, (A5.20)
'
(A5.10): 0
T -

Unter der Voraussetzung, daB die Matrix Ri die Bedingung (A5.14)
bereits erfiillt, folgt:

(A5.14) : d,.+s;d,w;d, = d,
T —
sidiwidr = 0
-1 T
diR; d h:d
(A5.17): s; d; |z; lTl = - 1Tr = 0
h;d; s; hj d;

Wegen d, # O und h'f d, # 0 folgt mit (A5.12), (A5.18):

T T B
s;r; 95,d, -(g9;-g;_n°d,. = o

T T

(A5.9): s;r; 9i_q dr - s, diA dr = 0

— Y,

(A5.10) : 0
T i-1 T

(A5.9): s;r; (9 dr + Ej=1 : S de dr) = 0

Mit (A5.10) und (A5.6) folgt, daB obiger Klammerausdruck Null
wird. Damit ist fir r=1,...,i-1 gezeigt, daB die Produktform
(A5.15) die Bedingung (A5.14) erfiillt.
Fir r = i muB gelten:

. T Tp _
(A5.19): (R;+s; d,w;R;) (A d;+s; w; djA d,)= d; (a5.21)

1

Nach Substitution von (A5.9), (A5.18) folgt:
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(Ry+s; d;w; R;) (h;/s;+w;dTh) = d

i

(A5.17) : (Ri+si diwf Ri) riR;1 d; = di
T

r;di+s;r;d,wyd, = d;

Wegen di # O muB gelten:

T _
ri + sirivvi di = 1

Mit (A5.17) wird obige Forderung verifiziert. Damit ist auch fiir
r = i gezeigt, daB die Produktform (A5.15) die Bedingung (A5.14)
erfiillt.

Durch vollstdndige Induktion (Indexverschiebung von i nach i+1)
ergibt sich der Nachweis der Konjugiertheitseigenschaften fir
alle i = 2,...,n. Fir 1 = 1 wird der Nachweis nur mit (A5.21)
gefiihrt, da (A5.20) gegenstandslos ist. Hieraus folgt, daB die
Matrix F21 beliebig gewdhlt werden kann, da flir sie auch (A5.14)
gegenstandslos ist. Alle librigen Matrizen F‘i’ i=2,...,ner-
fillen die Bedingung (A5.14).

Damit ist die Eigenschaft der Produktform (A2.2), quadratische
Zielfunktionen mit konstanter Systemmatrix in h&chstens n Schrit-

ten exakt zu minimieren (quadratische Termination), bewiesen.

AbschlieBend eine Zusatzbetrachtung:

Die gesuchte L&sung fi kann aus (A5.5) direkt durch LO&sung eines
linearen Gleichungssystems gewonnen werden. Wdhlt man die Aus-
gangsldsung lJO = 0 und setzt u1 = G, so folgt mit (A5.5),
(A5.7), (A5.8):

Au, = P . (A5.22)
uO = (o] r gO = "p ’
1 = s;d, . g,= o0

Wird nun die Matrix R1 als Inverse R1 = A-1 gewdhlt, so folgt
mit den Beziehungen (A5.22) aus (A5.17), daB der Produktansatz
(A5.15) die Matrix R nicht mehr verindert:

w, = 0 (A5.23)
T, _

R, - R,
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Die Deutung von (A5.23) ist sinnvoll: Fir die exakte L&sung gibt
es keine Verbesserung mehr. Diese Aussage wird durch (A5.12) be-

stadtigt:
d, = R,g, = o0 (A5.24)

Bei Anwendung des oben untersuchten Verfahrens auf die Minimie-
rung nicht-quadratischer Zielfunktionen oder die L&sung nicht-
linearer Gleichungssysteme geht i.a. die Eigenschaft der quadra-
tischen Termination verloren. In diesen F&dllen ist jedoch zu er-
warten, daB die Startmatrix R1 = A"1 eine gute Ausgangssitu-

ation fir die Konvergenz des Verfahrens schafft.
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