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Zusammenfassung

Dieser Bericht stellt einen Teil der Ergebnisse des
Forschungsvorhabens

"Untersuchung zur Ausbreitung und Minderung von Erschiit-
terungen an Trassen des schienengebundenen Nahverkehrs
in Geldndeniveau"

dar. Es wurden Modellrechnungen zur Ausbreitung der
Erschitterungen im Boden durchgefihrt, mit denen der
EinfluB des Bodenaufbaus, der Materialeigenschaften des
Bodens und der Geometrie der Erschitterungsquelle auf
die Stdrke der Erschiitterungen untersucht wurde. Die
dabei gefundenen Ergebnisse, Aussagen zum Ubertragungs-
verhalten des Bodens, sind auch auf andere Erschitte-
rungsquellen, wie Maschinen, Rammungen oder Sprengun-
gen, ibertragbar.

Summary

This report shows some results of a research work about
vibrations induced by urban railways. A main problem
was the propagation of vibrations through the soil.
Computations using the Finite Element Method were per-
formed to clarify the influence of soil layering, mate-
rial properties of the soil and characteristics of the
source of vibrations. The results are formulated as
transfer functions of the soil and therefore they can
be used also for other sources like engines, pile-driv-
ing and explosions.
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Haufiger vorkommende Formelzeichen

G - Schubmodul

v - Querkontraktionszahl

o - Dichte

D - Dampfungsgrad

Vg - Scherwellengeschwindigkeit

Vp - Kompressionswellengeschwindigkeit
VR - Rayleighwellengeschwindigkeit
by - Wellenldnge

f - Frequenz

w - Kreisfrequenz

F - Kraft

P/L - Kraft pro Ldnge

r, x - Abstand zur Erregerkraft

u - Verschiebung

r, X, u - normierte/bezogene GroRen



Einleitung

Erschitterungen treten auf bei bestimmten Maschinen in
Industrieanlagen, beim StraBen- oder Schienenverkehr, bei
Bauarbeiten (z.B. Rammungen), bei AbriBsprengungen oder
bei Gewinnungssprengungen in Steinbriichen. Diese Erschit-
terungen koénnen zu Beldstigungen fir Menschen in benach-
barten Gebduden, zur Beeintrdchtigung von empfindlichen
Gerdten und in schweren Fdllen zur Beschddigung von Gebdu-
den fihren. Die Probleme sind im Prinzip nicht neu. Jedoch
verstdrken das gestiegene UmweltbewuBtsein der Bevolke-
rung, der Trend zu groBeren Einheiten mit hdheren Emissio-
nen und die dichtere Bebauung in den Stddten die Notwen-
digkeit, Erschitterungsprobleme in den Griff zu bekommen.
Bisher wurden diese Probleme weitgehend mefRtechnisch in
Angriff genommen. Wegen der Fille der dabei variierenden
Parameter ist dieses Vorgehen sehr miihselig und es besteht
ein dringender Bedarf an ordnendem theoretischen Wissen.

Allen Erschitterungsquellen gemeinsam ist die Tatsache,

daB die Erschitterungen durch den umgebenden Boden {ber-

tragen werden. Der Boden hat deshalb einen groBen EinfluB

auf die z.B. an einem Gebdudefundament ankommenden Erschit-
terungen. Die Eigenschaften und die Zusammensetzung des

Bodens variieren stark von Ort zu Ort, selbst an einem Ort

schwanken die Materialeigenschaften im allgemeinen erheb-

lich, so daB man es meistens mit einem inhomogenen Unter-

grund zu tun hat. Diese Schwankungen und Unterschiede wir-

ken sich auf das Ubertragungsverhalten des Bodens aus..

Innerhalb des vom BMFT geforderten Forschungsvorhabens
"Untersuchung zur Ausbreitung und Minderung von Erschitte-
rungen an Trassen des schienengebundenen Nahverkenrs in
Geldndeniveau" nahmen diese Fragen nach dem EinfluB ver-
schiedener Bodeneigenschaften einen breiten Raum ein.

Hierzu wurden Modellrechnungen durchgefiihrt, ({ber deren
Ergebnisse hier zusammenfassend berichtet wird. Die mei-
sten der getroffenen Aussagen sind direkt auch auf andere
Erschiitterungsquellen als Schienenverkehr anwendbar.



Im Abschnitt 2 des Berichts wird zundchst das benutzte Re-
chenverfahren dargestellt, das im wesentlichen auf der
Finite-Element-Methode beruht. Da das zu berechnende Sy-
stem, der Boden in der Umgebung der Erschitterungsquelle,
keine natiirlichen Begrenzungen auBer der Bodenoberflédche
hat und andererseits das Finite-Element-Netz nur endlich
groB sein kann, miissen fir die Bodenbereiche auBerhalb des
Finite-Element-Gebietes spezielle Methoden benutzt- werden
oder es missen geeignete Randbedingungen an den Grenzen
definiert werden.

Die Auswahl der zu untersuchenden Parameter wird in Ab-
schnitt 3 erldutert. Es werden Einflisse der Bodenzusam-
mensetzung, der Materialeigenschaften des Bodens und geo-
metrischer Besonderheiten auf die Erschitterungsausbrei-
tung untersucht. Ebenfalls in Abschnitt 3 sind die dazu
berechneten Systeme beschrieben. Die Ergebnisse der Mo-
dellrechnungen sind im vierten, dem umfangreichsten Ab-
schnitt, dargestellt. Aus den Rechenergebnissen wurden die
Aussagen herausgefiltert, die fir eine Erschitterungsprog-
nose wichtig sind. Diese Aussagen werden im fiinften Ab-
schnitt noch einmal zusammengefaft.

Beschreibung des Rechenverfahrens

Das zu analysierende System wird flr die Berechnung in drei

Teilbereiche aufgeteilt. Eine prinzipielle Darstellung des
Rechenmodells ist in Bild 2.1 gegeben. Der innere Teilbe-
reich I wird mit der Methode der finiten Elelemente berech-
net. In diesem Bereich befindet sich die Erregung und so
kénnen beliebige UnregelmédBigkeiten wie in Bild 2.1 das Tun-
nelbauwerk mit dem Schotterbett modelliert werden.

An den inneren Bereich schlieBen sich rechts und links zwei
als horizontal geschichtet, bis ins Unendliche ausgedehnt
gedachte Bereiche L und R an. Diese Bereiche konnen nicht
mit der Methode der finiten Elemente berechnet werden, da
die unendliche Ausdehnung eine unendliche Anzahl von fini-
ten Elementen zur Folge haben wiirde. Diese Bereiche werden
mit einer von Waas [1] entwickelten Methode berechnet. Bei



dieser "Finiten-Streifen-Methode" werden die beiden &uBeren
Bereiche nur in vertikaler Richtung diskretisiert, in hori-
zontaler Richtung dagegen als unendlich ausgedehntes Konti-
nuum betrachtet.

An der unteren Systembegrenzung U werden frequenzabhdngige
viskose Ddmpferelemente angeordnet. Ist der Winkel zwischen
Fortpflanzungsrichtung der Wellenfront und der unteren Sy-
stembegrenzung grdBer als 20° - 30°,. so absorbieren die
Dd&mpferelemente vollstdndig die Energie der einfallenden
Wellenfront. Durch die Einfilhrung der viskosen Ddmpferele-
mente werden an dieser Systembegrenzung das Ergebnis ver-
fdlschende Reflexionen vermieden.

Teilbereich 1
Darstellung der Berechnungsmethode

Dieser Bereich wird nach der Methode der finiten Elemente
berechnet. Die Finite-Element-Methode 1ist ein Verfahren
zur Berechnung angendherter Ldsungen fir komplexe Randwert-
aufgaben. Da diese Methode in den letzten Jahren groBRe An-
wendung erfahren hat, werden hier nur die wichtigsten
Schritte dargelegt. Insoweit Besonderheiten vorhanden sind,
dies betrifft den verwendeten Elementtyp, wird an der be-
treffenden Stelle ndher darauf eingegangen. Fiir eine grund-
legende Darstellung der Methode siehe Zienkiewicz [2] und
Wilson [3].

Fir die Analyse wird der Teilbereich I in eine Anzahl fini-
ter Elemente eingeteilt, deren Form grundsdtzlich beliebig
gewdhlt werden kann. Die Elemente sind durch eine diskrete
Anzahl von Knotenpunkten auf den 'Elementrdndern miteinan-
der verbunden. In jedem Element wird eine Verschiebungs-
funktion vorgegeben, die den Verformungszustand bzw. Ver-
zerrungszustand innerhalb des Elements und auf den Element-
rdndern festlegt. Die Verschiebungsfunktionen missen dabei
derart beschaffen sein, daB an den Elementrdndern keine
Klaffungen bzw. Uberschneidungen auftreten. Zusammen mit
einem Stoffgesetz, das hier linear 1ist, beschreiben die
aus den Verschiebungen abgeleiteten Verzerrungen den Span-



nungszustand innerhalb eines Elements und auf den Element-
rdndern. Die Freiheitsgrade des Elements sind die Knoten-
punktverschiebuhgen uXi in x-Richtung und uZi in z-Richtung.

Die Impulsbilanz in jedem Freiheitsgrad wird mit Hilfe des
Prinzips der virtuellen Verrickungen formuliert. Mit den
hier getroffenen Voraussetzungen eines linearen, hystere-
tisch gedémpften Materials und stationdrer, harmonischer
Erregung, iUblicherweise dargestellt durch den komplexen
Ansatz fir die Knotenpunktverschiebungen {G} und Knoten-
punktkrdfte (p} '

(i} elot (2.1)

{5}. eiwt, (2.2)

{u}
P}

fihrt das Prinzip der virtuellen Verriickungen zu einem
linearen, symmetrischen komplexen Gleichungssystem fir die
Knotenpunktverschiebungen

[k] - w2 [M] * {u} = {p} (2.3)

[R] ist die komplexe Steifigkeitsmatrix und [M] die reelle
Massenmatrix, die hier als "consistent-mass-matrix" (siehe
Zienkiewicz [2])eingefiihrt wird. In den komplexen Vektoren
{G} und {ﬁ} sind die Amplituden der unbekannten Knoten-
punktverschiebungen und der &duBeren Knotenkrdfte angeord-
net. Die Komplexitdt der Steifigkeitsmatrix [K] folgt aus
der Stoffmatrix [D]

>

(2.4)
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die durch die Einfihrung komplexer Werte fir den Schubmo-
dul G und die Lamesche Konstante A komplex wird. Die Tilde
~ bezeichnet eine komplexe GréBe, das Dach = wird zur Kenn-
zeichnung von Amplituden eingefiihrt.

Fir die Generierung der Systemsteifigkeits- und Systemmas-
senmatrix wird das sogenannte "direkte Steifigkeitsverfah-
ren" (siehe z.B. Zienkiewicz) verwendet. Bei diesem Verfah-
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ren werden an jedem Knoten eines jeden Elementes innere
Knotenkrdfte eingefiihrt (equivalent nodal forces), die zu
jeder Zeit mit dem Element einen Gleichgewichtszustand im
d'Alembertschen Sinne bilden. Aus der Formulierung der Im-
pulsbilanz mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verriik-
kungen zwischen inneren und duBeren Knotenkrdften an jedem
Knoten des Systems entsteht dann die Systemsteifigkeits-
matrix und Systemmassenmatrix, die Bandstruktur besitzt,
wobei die Bandbreite, die proportional der maximalen Kno-
tendifferenz eines Elementes ist, durch geschickte Knoten-
numerierung minimiert werden kann. '

Lédsung bei Wegerregung

Als Erregung kann eine Wegerregung des Systems angenommen
werden. Dabei werden Verschiebungen an einer Systemstelle,
z.B. an der Schotteroberkante iiber die Ldnge einer Schwel-
le, vorgegeben. Die Einflihrung einer Verschiebungsrandbe-
dingung ist gleichbedeutend mit einer Reduzierung der Frei
heitsgrade, da die Verschiebungen an vorgegebenen Stellen
des Systems bekannt sind. Unbekannt sind hier die zugeord-
neten Knotenkrdfte.

Zur Beschreibung, wie eine Wegerregung in dem Gleichungssy
stem berilicksichtigt wird, werden zundchst zur einfacheren
Darstellung die Steifigkeitsmatrix [K] und die Massenma-
trix [M] zu einer Systemmatrix

[S] = [K] - w? [M] (2.5)

zusammengefalt. Die Systemmatrix [gl wird nun in der Weise
in Untermatrizen aufgeteilt, daB gilt

S11 512 uf Pf
- 7 - A = A (2.6)
S12 S22 Ue Pe
In den komplexen Vektoren {Jf} und{ﬁf} , sind die unbekann
ten Amplituden der freien Knotenpunktverschiebungen und

die zugeordneten duBeren Knotenpunktkrdafte und in den Vek-
toren {ugl} und {5e} die eingeprdgten Amplituden der Kno-
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tenpunktverschiebungen und die zugeordneten, jetzt unbe-
kannten duBeren Knotenpunktkridfte angeordnet.

Die unbekannten Amplituden der freien Knotenpunktverschie-
bungen {us} ermitteln sich dann aus:

(3111 © L} = (Be} - [34p1 * {lg) (2.7)

[§12]{ﬁe} kann dabei als fiktiver Lastvektor interpretiert
werden, der am Restsystem die eingeprdgten Knotenpunktver-
schiebungen simuliert. .

Die unbekannten Knotenkrdfte {5e} an den Stellen der vor-
gegebenen Verschiebungen kénnen nach Ermittlung der freien
Knotenpunktverschiebungen {Gf} berechnet werden zu

(pel = [51217 = {Ugl+ [Spp1° {lg) (2.7a)

Elementtyp

Durch die stlickweise Approximation des Verschiebungsfeldes

des Systems durch endliche Elementsverschiebungsansdtze

mit den Knotenpunktverschiebungen als Stiitzwerte kann nicht
erwartet werden, daB die wahre Systemverformung exakt wie-

dergegeben wird. Die Approximation wird jedoch umso besser,
je feiner das Elementnetz ist, d.h. je mehr Freiheitsgrade

dem System gegeben werden. Die Anzahl der Freiheitsgrade

des Systems werden durch die Wahl einer bestimmten Element-
anzahl und durch die Wahl einer bestimmten Elementknoten-

anzahl festgelegt. Durch die Elementanzahl ist die GroéRe

des einzelnen Elements und durch die Elementknotenanzahl

ist der Grad der Verschiebungsfunktion innerhalb des Ele-

ments festgelegt.

Bei dem hier benutzten Element handelt es sich um ein iso-
parametrisches 4-Knotenelement (s.Bild 2.2) mit linearem
Verschiebungsansatz an den Elementrdndern und quadratischem
Verschiebungsansatz im Elementinnern. Desweiteren werden
bei diesem Element nur konstante Schubverzerrungen zugelas-
sen, d.h. fir die Schubverzerrungen ist die Ansatzfunktion
unvollstdndig. Diese MaBnahme bewirkt, daR das Element
"weicher" und damit das "wahre" Systemverhalten besser
approximiert wird.
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Bereiche L und R

Bei der Analyse werden die Bereiche L und R im Sinne des
Schnittprinzips von dem inneren Bereich I getrennt.

Die L6sung der dynamischen Reaktion der seitlichen Berei-
che auf harmonische Erregung besteht in der Berechnung ei-
ner frequenzabhdngigen komplexen dynamischen Steifigkeits-
matrix flr die unendlich ausgedehnten Bereiche L wund R.
Nach der Berechnung der dynamischen Steifigkeitsmatrix wer-
den die durch den Schnitt freigewordenen Schnittkrdfte in
Abhdngigkeit der Verschiebungen an der Schnittfldche be-
stimmt. Danach werden die Schnittkrifte als &duRere Bela-
stung auf den inneren Bereich I aufgebracht. Damit ist die
Impulsbilanz erflillt und der innere Bereich kann mit dem
Verfahren der finiten Elemente berechnet werden.

Das Losungsverfahren fir die duBeren Bereiche wird fiir den
ebenen Fall dargestellt. Fir den axialsymmetrischen Fall
ist das Vorgehen analog und kann in der Arbeit von Waas [1]
nachgelesen werden. Fir das ebene Dehnungsproblem und freie
harmonische Bewegung (keine duBere Belastung) werden die
Bewegungen des linear elastisch/viskosen Kontinuums L bzw.

R durch das partielle Differentialgleichungssystem beschrie-

ben:
2 2 2 2

a(2 ;X + 0 ;X)+ (r+6) (2 ;x + 212 +pwlu, = 0 (2.8)
3 X 8z X 39X 8z
2 2 2 2
8 U 8- Uy 9 - Uy a-u 2
—~7$ = 0. 2.
Sl * 222 Y+ (r+6) (Gxoz * o2 tpwtuz = 0 (2.9)

Hierin sind

uy(x,z,t), uy(x,z,t) die reellen oder komplexen Ver-
schiebungen eines Massenpunktes
in x- bzw. z-Richtung fir ein
elastisches bzw. elastisch/visko-
ses Material

die Materialdichte

der reelle oder komplexe Schubmodul

die reelle oder komplexe Lamesche Konstante
die Kreisfrequenz.

> M

€



Da harmonische Bewegung vorausgesetzt wird, kdnnen die Ver-
schiebungen u,(x,z,t), u,(x,z,t) in dblicher Weise in kom-

plexer Form
ux(x,2,1) = y(x,2) exp(iot) (2.10)
uy(x,z) exp(iwt) (2.11)

uz(x,z,t)

dargestellt werden.
Die Realteile der Gleichungen 2.10 und 2.11 stellen dabei

die eigentliche physikalische L6sung dar. Es gilt also:

A

uy(x,z,t) = Re(uy(x,2z) * exp(iuwt))

uy(x,z,t) Re(&z(x,z) - exp(iwt)).

Obgleich die Bezeichnung zur Vereinfachung im weiteren weg-
gelassen wird, seien alle folgenden Beziehungen im obigen
Sinne verstanden.

Im weiteren wird fir die Amplituden Jx(x,z), Lz(x,z) ein
Produktansatz der Form

§(x,2) = i(z) * §(x) (2.12)
iy(x,2) = ilz) * g(x) (2.13)
gewdhlt.

Da im folgenden durchweg mit komplexen GrdBen,gekennzeich-

net durch ~, und mit Amplituden, gekennzeichnet durch ‘,

gearbeitet wird, werden diese Bezeichnungen zur vereinfach-
ten Schreibweise ab jetzt ebenfalls weggelassen. Sie wer-

den nur dort wieder eingefiihrt, wo sie zum Verstdndnis né-

tig sind.

Einsetzen der Gl. 2.10 - 2.14 in Gl. 2.8 und Gl. 2.9 lie-

fert zwei gewdhnliche Differentialgleichungen fir u(z) und

w(z) und eine dritte einfache Differentialgleichung fir

g(x) mit der L&sung

g(x) exp(-ikx) : (2.14)
k = w/cC, (2.15)

wobei ¢ die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit in horizonta-

ler Richtung ist.

Mit Gl. 2.14 gilt fir die GI. 2.10 und 2.11
u(z) - exp(iwt - ikx) (2.16)
w(z) * exp(iwt - ikx). (2.17)

n

uy(x,z,t)

uy(x,z,t)



Diskretisiert man nun die seitlichen Bereiche L und R in
der Art, daBR der gesamte Bereich in dinne horizontale
Schichten der Dicke hj, j = 1...n aufgeteilt wird, nimmt
weiter lineare Variation der horizontalen Verschiebungen
u(z) und vertikalen Verschiebungen w(z) tUber die Dicke hj
der einzelnen Schicht an, dann kdnnen die Verschiebungen
u(z) und w(z) als Funktionen der diskreten Verschiebungen
vy an den Schichtbegrenzungen erkldrt werden (Bild 2.3).
Fir eine Schicht j gilt:

= (Zj+1-2)/hj V2j_1 + (Z'Zj)/hj V2j+1 (2.18)

c
—
N
~~
|

wiz) = (Zj+1'z)/hj sz + (Z'Zj)/hj V2j+2. (2.19)

Die diskreten Verschiebungen Vj sind dabei so zu einem Vek-
tor v zusammengefaBt, daB gilt

{u(zj)}T = < VqsV3sesViogs- die diskreten horizonta-
len Verschiebungen an den
V2410002 Schichtbegrenzungen
{w(zj)}T = <V Vgs eV s die diskreten vertikalen
Vopj42s e 2 Verschiebungen an den

Schichtbegrenzungen.

Mit den Beziehungen der Gl. 2.14 - 2.19 erhdlt man dann
nach den Regeln der Elastizitdtstheorie unter Kirzung des
gemeinsamen Zeitfaktors exp(iwt) fir die Schichtverzerrun-
gen:

aux(x,z)

ey = X0 = -ikuy(x,z) (2.20)
dx
e . du,(x,z) .
Z —ﬁ—gz——— = (—v2j+v2j+2)/hjexp(-1kx) (2.21)
v 2 2ux(x.z) 3uy(x,z)
A& 3z 3 X

(2.22)

(-Vj-1+Vp341)/hy exp(-ikx)-iku,(x,2),
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flir die Schichtspannungen:

o = (X+265) e+ Ase, (2.23)
O'Z = (AJ+2GJ) €Z+a'j EX (2.24)
T = GjYXZ (2.25)

und fir die Schichtmassenkrdfte:
fy = wzpjux(x,z) : (2.26)
f, = NZOjUz(XsZ)- (2.27)

Die Formulierung der Impulsbilanz mit Hilfe des Prinzips
der virtuellen Verriickungen ergibt fir jede Schicht j:

z
bd n+1
[ ya (Gexox+ﬁezoz+6vxzr-6ux fx-duzfz)dz dx =
X=0 z=z|
(2.28)
‘ Zn+1
Hn g, (ou0,2) 6 (0,2)-8u; (0,2) T(0,2)45uy(5,2)

o,(€,2) + suyt(&,2))dz.

Das Symbol ¢ bedeutet die entsprechende Variation. Unter
dem Integral auf der linken Seite der Gl. 2.28 stehen die
Arbeitsanteile der inneren Spannungen der in x-Richtung
unendlich ausgedehnten Schicht, auf der rechten Seite ste-
hen die Arbeitsanteile der freigeschnittenen Oberfldchen-
krdafte in der Ebene zwischen dem Bereich I und den Berei-
chen L bzw. R(x = 0) und die Arbeitsanteile der Oberfld-
chenkrdfte in einem unendlich entfernt gedachten Schnitt
£, Ere

Werden die Gl. 2.16 - 2.27 in Gl. 2.28 eingesetzt, der
Grenziibergang lim & += = durchgefihrt, entsteht fir die n
Schichten der Bereiche L bzw. R ein homogenes quadratisches
Eigenwertproblem der Form

(k* [A] - ik [D] + ik[D1T+ [G] - 42 [(M]) {v} = {0}
(2.29)
Die Kompatibilitdt der Verschiebungen angrenzender Schich-



ten ist unter Beriicksichtigung der Arbeitsanteile angren-
zender Schichten direkt gewdhrleistet. Das zugehoérige
Schema der Assemblierung der Systemmatrizen [Al, [D], [G],
[M] vom Rang 2n x 2n (n ist die Anzahl der Schichten) aus
den einzelnen Submatrizen [A]j, [D]j, [G]j, [M]j jeder
Schicht j ist in Bild 2.4 zu ersehen.

Im ungeddmpften Fall sind die Matrizen [Al, [D], [G] reell
(G und X reell), im gedampften Fall komplex. Matrix [M]
ist eine konsistente Massenmatrix und immer reell.

Die Matrizengleichung 2.29 definiert ein Eigenwertproblem
mit dem zugehdérigen charakteristischen Polynom vom Grade
4n. Die Lbosung der Gl. 2.29 erfolgt mit einem Vektoritera-
tionsverfahren mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten und er-
gibt 4n, im allgemeine komplexe Eigenwerte kg, s = 1...4n

mit den zugehdrigen komplexen Eigenvektoren {v}g, s = 1...4n.

Da dem System 2n Freiheitsgrade (horizontale und vertikale

Verschiebungen an jeder Schichtbegrenzung) gegeben wurden,

rechnerisch sich aber 4n Ldésungen ergeben, missen aus den

4n moglichen Lésungen die physikalisch sinnvollen 2n Ldsun-
gen aussortiert werden. Das Auswahlkriterium ist, diejeni-

gen Eigenwerte und Eigenvektoren auszuwdhlen, die einge-

setzt in die Wellengleichungen 2.16 und 2.17, Wellen erge-

ben, die von der Stdrungsquelle weglaufen und deren Ampli-

tuden mit zunehmender Entfernung x von der Stdrungsquelle

abnehmen.

Die Gesamtheit aller méglichen L&sungen fir das Schwingungs-
feld ergibt sich durch Linearkombinationen der 2n mogli-
chen Einzelldsungen, die das Schwingungsfeld der duBeren
Regionen im Rahmen der gewdhlten 2n Freiheitsgraden volf—
stdndig beschreiben.

N
s

ux,z(x,z,t) = 3 1 as {Vis exp(iwt-ikgx). (2.30)

wn
]

Speziell ist an der Grenzfldche x = 0 zwischen dem Teilbe-
reich I und den Bereichen L bzw. R unter Wegla55ung des

Zeitfaktors exp(iwt)

n
{V}S Gg = [V]{Q} (2-31)

uy o(0,2) ={ulRk = y

"M N

1
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Hierin ist [V] die 2n x 2n Modalmatrix, die die Eigenvek-
tor {v}g spaltenweise enthdlt.

Die Inverse der Gl. 2.31 liefert den Vektor der Beteili-
gungsfaktoren {«} jedes Eigenvektors {v}g zu

fa} = [VI~! (uiR, (2.32)

Mit Gl. 2.32 kann aus Gl. 2.30 die Schwingungsausbreitung
in den seitlichen Bereichen L bzw. R berechnet werden.

Die gesuchten Krédfte an der Grenzfldche x = o zwischen dem
Teilbereich I und den seitlichen Regionen ergeben sich,
wenn die Uber die Grenzfldche verteilten Normalspannungen

oy und Schubspannungen t,, zu konzentrierten Knotenkrdften
{p}R zusammengefaBt werden (Bild 2.5). Der Vektor {p}R der
Knotenkrdfte errechnet sich dann zu:

{pIR = (i [A] [V] [K] + [D] [V]) {a} (2.33)

mit der 2n x 2n Diagonalmatrix [K], die die Eigenwerte kg,
s = 1...2n spaltenweise enthdlt.

Wird Gl1. 2.32 in Gl. 2.33 eingesetzt, erhdlt man die Kno-
tenkrdfte in Abhdngigkeit der Randverschiebungen {uiR

(pIR = (i A7 vy rk1 CvIT! 4 [D1) {ulR = [RI {ulR.
(2.34)

Die 2n x 2n Matrix [R] ist die dynamische Steifigkeitsma-
trix der seitlichen Bereiche L und R. Mit dieser Matrix
sind die dynamischen Eigenschaften der unendlich ausgedehn-
ten Regionen L und R vollstdndig beschrieben.

Untere Systembegrenzung U

Bisher wurde die Berechnung des inneren Bereichs I sowie
der beiden duBeren Bereiche L bzw. R behandelt. Damit
bleibt als letzter zu kldrender Punkt die Frage nach der
sinnvollsten Begrenzung am unteren Systemrand. Wdhlt man
eine starre Systembegrenzung, so werden an dieser System-
grenze das Ergebnis verfdlschende Reflexionen auftreten.
Da nun im Gegensatz zu den seitlichen Bereichen L und R
die Verschiebungen unterhalb der Systembegrenzung ohne In-



teresse sind, kann fiir diese Systembegrenzung ein Ansatz
gewdhlt werden, der der Bedingung geniigt, daB an dieser
Stelle keine Reflexionen auftreten. Dies kann durch die
Anbringung von viskosen Ddmpferelementen erreicht werden.

Fir die Entwicklung der Ddmpferelemente gilt zundchst nach
Lysmer/Kuhlemeyer [4] der Ansatz

o = ala) vy Uy (2.35)

T = b(a) VS EIX’ ) (2.36)

Dieser Ansatz besagt, daB Phasengleicheit der Normalspan-
nungen ¢ und Schubspannungen ¢ zu den zugeordneten Knoten-
punktgeschwindigkeiten &Z (vertikale Geschwindigkeit des
Knotenpunktes) und ﬁx (horizontale Geschwindigkeit des Kno-
tenpunktes) besteht.

a(a), b(a) sind vom Welleneinfallswinkel o abhdngige Kon-
stante, Vp und v sind die Geschwindigkeiten der Kompres-
sionswellen respektive der Scherwellen.

Aus einer Betrachtung iiber das Verhdltnis der reflektier-
ten Welle zur einfallenden Welle mit der Bedingung, daB
keine Reflexionen auftreten sollen, ergibt sich a = b =1,
wenn der Einfallswinkel o zwischen Fortpflanzungsrichtung
der Wellenfront und der unteren Systembegrenzung grdBer
als 209 - 300 ist. Unter dieser Voraussetzung gilt verein-
fachend fir die Gleichungen 2.35 und 2.36

o = p Vp &Z ‘ (2.37)

T = p Vs l:lz . (2.38)

Mit Hilfe der Gl1. 2.37 und 2.38 lassen sich die an den Kno-
tenpunkten angreifenden Ddmpfungskrdfte jetzt aus einer

Integration lUber das Volumen der angrenzenden Elemente er-

mitteln.

Fiir ein ebenes Problem gilt:

Py = 56 dv = o v {'az(x)'1 dx (2.39)
P, = 6t'dv = p Vg { y(x) 1 dx (2.40)

13



Fir lineare Variation der Knotepunktgeschwindigkeit zwi-
schen den Knoten erhdlt man zundchst nach Bild 2.6

ﬁzi(X-Xi_1)/(Xi-Xi_1) Xi_15XSXi (2.41)

Uy (x)
&Z(X) = ﬂzi(X-Xi)/(Xi+1-Xi) XingXi+1. (2.42)

Die Ddmpfungskrdfte Pdi und Pri berechnen sich dann aus
den Anteilen links und rechts des betrachteten Knotenpunk-

tes 1 zu:
- p(1) (2)
Poi = Poi’ * Pof (2.43)
- p(1 2
Pey = PUD 4 pl2) (2.44)
X§
(1) _ 0 . X - :
Psi” = P Vp £2_1 Uz (x=x3_9)/ (xg=x3_4)dx = pvp Uzi(Xj-Xj_1) /2
pl2) = ;i+1 Uy i (X=X3)/(X5,9-X3)dX = o Vp Uy i(Xiyq1-X:)/2
si P 'p - zi 1 1+1771 TP Yp Yzivti+17h
i

Poy = ng) + Péf) = p Vp Uzi(Xjuq-x4_9)/2 = o vy uyy Al

(2.45)
Entsprechend gilt fir

Py = P Vs Uyi(Xj41-Xj-1)/2 = pvg uyy A. (2.46)

Da harmonische Erregung betrachtet wird, kann fir die zeit-
lichen Verschiebungen uy(t), u,(t) in Gblicher Weise ge-
schrieben werden:

- elut (2.47)

fong 3

uy(t) = uy

elot, (2.48)

|
o
N

uz(t)

Hieraus ergeben sich die Knotenpunktgeschwindigkeiten uy,

u, Zu:

Uy = iwﬁx clut (2.49)

iwi, - elot (2.50)
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Fir die Ddmpfungskrédfte gilt dann mit den Gl. 2.45 und 2.46:

~ oA

Py = e Vp Adwu, = Cy * iou, (2.51)

Pr = p vg Aoy = Cg * iuly (2.52)
mit

Co = p Vp A (2'53)

CT - p vs A- (2.54)

Gesamtsteifigkeitsbeziehung

Zur Erlangung der Impulsbilanz des Gesamtgebietes missen
die als &duBere Belastung aufgebrachten Krdfte der seitli-
chen Regionen (Gl. 2.34) und die durch die Gl. 2.51, 2.52
beschriebenen viskosen Dampfungskrdfte zu Gl. 2.3 hinzu-
gefiigt werden. Die endglltige Steifigkeitsbeziehung fir
das gesamte System wird dann durch

( [K] + iw [C] - o [M] - [RIg - [R1) {U} = {p}. (2.55)

beschrieben.

Die Matrizen [ﬁ]R und [ﬁ]L entstehen aus den Matrizen der

Gl. 2.34 durch Addition von Nullelementen und eventuellen

Spalten und Zeilenaustausch entsprechend der Knotennumerie-
rung des inneren Bereiches I. In der Diagonalmatrix [6]

befinden sich die Elemente der Gl. 2.51 bis 2.52, wobei

vorausgesetzt wird, daB alle Terme Null sind auBer den Ter-
men, die den Knotenpunkten der unteren Systembegrenzung

zugeordnet sind.

Im Bild 2.7 ist in schematischer Form die Assemblierung
der Steifigkeitsbeziehungen aller drei Teilbereiche darge-
stellt. Dabei gelten folgende Vereinbarungen:

1. Die Knotenanzahl des FE-Gebietes ist k, die Anzahl der
Freiheitsgrade ist 2k.

2. Die linken und rechten geschichteten Bereiche seien
geometrisch identisch und besitzen 2n Freiheitsgrade.

3. Der linke Rand des FE-Gebietes besitze anfangend an
der Bodenoberfldche die Knotenummern 1 bis n (Frei-
heitsgrade 1 bis 2n), der rechte Rand die Knotennum-

15
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mern k - n + 1 bis k (Freiheitsgrade 2k - 2 n + 1 bis
2k ).

Da§ FE-GePiet wird damit durch die symmetrische Bandmatrix
([K1-w® [M1) der Dimension 2k x 2k beschrieben. Unter der
oben genannten Voraussetzung, daB die Knotennumerierung am
linken oberen Rand des FE-Gebietes beginnend in vertikaler
Richtung erfolgt und am rechten unteren Rand endet, sind
die Elemente der Matrizen [ﬁ]L bzw. [ﬁ]R auf den Positionen
1 bis 2n bzw. 2k-2n+1 bis 2k zu denjenigen der Bandmatrix
hinzuzufiigen. Die durch die Gl. 2.51 und 2.52 beschriebe-
nen Terme der Matrix [C] der unteren Systembegrenzung wer-
den im weiteren zu den Diagonalelementen der Bandmatrix
[K1- w2[M] addiert. Hier ist zu beachten, daB nur dieje-
nigen Terme von Null verschieden sind, die mit der Knoten-
numerierung der unteren Systembegrenzung koindizieren.

Losungsverfahren

Das komplexe Gleichungssystem der Gl. 2.55 ist Iineér,
symmetrisch und besitzt Bandstruktur, wobei die Bandbreite
proportional der maximalen in einem Element auftretenden
Knotennumerndifferenz ist. Dieses Gleichungssystem muB fir
jede gewiinschte Frequenz geldst werden. Um den Rechenauf-
wand dabei in Grenzen zu halten sind verschiedene Optimie-
rungsmaBnahmen n6tig, die bei Ricker [5] , der das Programm-
system am Telefunkenrechner des GroBrechenzentrums Berlin
implementiert hat, beschrieben sind.

Zur Aufstellung des Gleichungssystems gehort die Lésung
des Eigenwertproblems Gl. 2.59. Im AnschluB an die Glei-
chungsl6ésung 2.55 kdnnen die Verschiebungen in den seitli-
chen Bereichen gemdB 2.30 und 2.32 berechnet werden.

Anwendung des Rechenverfahrens

Zundchst werden die zu untersuchenden Boden- und Umgebungs-
verhdltnisse als kontinuumsmechanische Systeme festgelegt.
Fir die Berechnung werden diese Systeme dann in diskrete
Rechenmodelle umgewandelt. Dabei stellt sich insbesondere
die Frage nach der Wahl einer bestimmten Feinheit des Fi-
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1

nite-Element-Netzes ax, der Tiefenlage der unteren Begren-
zung T und der Breite des inneren Finite-Element-Bereiches
B.

Die Elementbreite ax kann dabei nicht beliebig klein, T
und B nicht bliebig groB gewdhlt werden, weil damit die
Gesamtanzahl der zu lésenden Gleichungen und zugleich die

Bandbreite des Gleichungssystems anwachsen. Hier sind durch

die verfligbharen Rechenzeiten und insbesondere Speicherkapa-
zitdten der GrofRrechenanlagen Grenzen gesetzt.

Feinheit des Finite-Element-Netzes

Die Elementbreite und damit der Abstand der Knotenpunkte
ist so zu wdhlen, daB die kleinste vorkommende Welle noch
gut darstellbar ist. Dazu sind mindestens 5 Knotenpunkte
pro Wellenldnge notwendig.

54 X < Apin-
Da die Wellenldngen mit steigender Frequenz abnehmen
A =vVv/f

gibt es fir jedes FE-System eine obere Grenzfrequenz

v < Vv
Amin 5AXx

f

max

Geht man Uber diese Grenze hinaus so kdnnen physikalisch
unsinnige Resonanzen auftreten und die Amplituden fallen
ab, da das Modell aufgrund der fehlenden Freiheitsgrade
steifer wird.

2.6.2 Tiefe des Finite-Element-Bereiches

Mit der Tiefe T des Finite-Element-Bereiches wird eine
Schichtgrenze im Modell festgelegt. Wirde man ohne Démpfer-
elemente am unteren Rand des FE-Gebietes arbeiten, so be-
rechnet man immer eine Schicht auf starrer Unterlage. Flr
eine homogene Schicht auf starrer Unterlage wird in [6]
gezeigt, daR es eine untere Grenzfrequenz gemal

o z‘ié

min 2T

gibt. Unterhalb dieser Frequenz wird die Wellenausbreitung

17



erheblich behindert. Dieser Effekt erfordert es, daR die
untere Systembegrenzung mindestens eine halbe Wellenldnge
tief liegt.

T >xpax/2.

Der Effekt der Schichtgrenze 14Rt sich durch die Ddmpfer-
elemente mildern, die Verschiebungen auch unterhalb der
Grenzfrequenz noch zulassen. AuBerdem werden Reflektionen,
die zu einer Resonanziiberh6hung an der unteren Grenzfre-
quenz flhren, unterdrickt.

Bei der Berechnung der Wellenausbreitung in den seitlichen
Bereichen L und R liegt immer eine stérre Fixierung am un-
teren Systemrand vor. Diese Fixierung fihrt zu Interferen-
zen im Wellenfeld.

2.6.3_Breite des Finite-Element-Bereichs

18

Im inneren Finite-Element-Bereich ist die Wellenausbrei-
tung in beliebiger Richtung méglich. Dagegen ist in den
seitlichen Bereichen vom Lédsungsansatz her nur eine hori-
zontale Ausbreitung méglich. In Vergleichsrechnungen wurde
Uberprift, ob diese Einschrdnkung sich in den Ergebnissen
bemerkbar macht. Es zeigte sich, daB die Ergebnisse bei
einem schmalen FE-Gebiet mit B = Ax<<T nahezu vollstdndig
mit den Ergebnissen eines Systems mit breitem FE-Gebiet

Bereich L Bereich I Bereich R-
i e e
3 » — X ,Ux
2 2
3 3
B — SO
p(t) oﬁer x(t)
Bild 2.1
Beispiel eines
Rechenmodells
n et Jpr B b B e b . R RS R R b bt} n
77777 S ety RS WHHT'JW
i

z,uy untere Systembegrenzung U



(B=T) Ubereinstimmten. Daraus kann man schlieBen,daB der
Losungsansatz in den seitlichen Bereichen noch allgemein
genug ist, um die richtige L6sung darzustellen.

Benutzt man bei den Rechnungen jedoch die Dampferelemente
am unteren Rand des FE-Gebietes, so wird deren Wirkung
durch ein schmales FE-Gebiet erheblich eingeschrdnkt. Die
Dampfer, die die Energieabstrahlung nach unten gewdhrlei-
sten sollen, miissen sinnvollerweise lber eine ausreichende
Breite wirken. Deshelb wird fir die Rechnungen mit Dampfer-

elementen B = T gewdhlt.

Bild 2.2

Isoparametrisches Element

x=0 x=§
vy |4 ] .
P ! o
? V; 12"2’ P2 ! h1
5 +
bl e P
23-1, 1 X
4 P23_1 J‘M Vo4:Poy : Ih‘i Bild 2.3
| 5 .
t :ap1Jn Vo3.20Po440 | Typischer Querschnitt
1
t -l v b, ! der Bereiche L und R
Z
x=0
P23-1 r
! | .
p Bild 2.5
Pos %% "xz h ‘
J Zusammenfassung der
Spannungen oy, Ty,5
zu konzentrierten
p* 3+1 Knotenkrdften
2341
|

Pojs2
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Bild 2.4 Assemblierung der Submatrizen der Bereiche

L und R zur Gesamtmatrix
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o Bild 2.6
Ux Uz Verteilung der
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