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Kurzfassung

Die auf der Finite-Element-Methode Dbasierende Arbeit befaBt sich mit
der LOsung von Eigenwertproblemen bei Verwendung von frequenzabhdngigen
Ansatzfunktionen, die filir verschwindenden Frequenzparameter in stati-
sche Ansidtze (z.B. Hermite-Polynome) iibergehen. Hierzu werden aus den
exakten LOsungen der ungekoppelten Biege- bzw. Torsionsschwingung mit
NormalkrafteinfluB neue Ansatzfunktionen konstruiert, die entweder mit
einem festgehaltenen Frequenzparameter zu einem algebraischen, allge-
meinen Eigenwertproblem oder mit stdndig angepaBtem Parameter zum
impliziten Eigenwertproblem fiihren, bei dem alle Matrizenglieder Funk-
tion des Eigenwertes sind. Hierflir wird ein auf Sturmschen Ketten
basierender Algorithmus vorgestellt, mit dem auch eng benachbarte und
mehr fache Eigenwerte mit zugehOrigen Eigenvektoren effizient ermittelt
werden konnen. Beispielhaft werden Rahmen aus elastischen St&dben mit

gekoppelter und ungekoppelter Biege- und Torsionsbewegung untersucht.

Bei Systemen, die nur zur Erzielung hdherer Eigenwertgenauigkeiten
feiner diskretisiert werden miissen als es die Topologie des mechani-
schen Systems erzwingt, bietet die Verwendung der frequenzabhdngigen
Ansatzfunktionen Vorteile gegeniiber bisher gebrduchlichen Matrizenkon-
densationsverfahren, da auf die Bereitstellung groBerer Systemmatrizen

verzichtet werden kann.

Summary

The present paper is based on the finite-element-method and deals with
the solution of eigenvalue-problems using frequency-dependent shape-
functions that become static functions for frequency-parameters that

equal zero, e.g. Hermite polynomials.

New shape-functions are derived from exact solutions of uncoupled
bending or torsion vibration including axial-force effects. They lead
either to an algebraic generalized eigenvalue-problem or to implicit
eigenvalue-problems with continually adapted parameters with all terms

of the matrix being functions of the eigenvalue. An algorithm based



on the Sturm sequence technique is presented which allows efficient
evaluation of closely-spaced and multiple eigenvalues and the corres-
ponding eigenvectors. Examples of frames of elastic beams with coupled

and uncoupled bending and torsion vibration are examined.

To reach higher accuracy of the eigenvalues systems had to be divided
into smaller elements than the topology of the mechanical system re-
gquires. With the wuse of frequency-dependent shape-functions the
minimal size matrices of the structure can be utilized while both
increasing the accuracy of the eigenvalues and the number of eigen-

values that can be calculated.

Stichworte

- Rahmenschwingungen

- Wolbkrafttorsion

- Biegetorsionskopplung

- Finite-Element-Methode (FEM)

- Eigenwertproblem

- frequenzabhédngige Ansatzfunktionen

- Modalanalyse
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1 Stand der Technik

Als erster Schritt der dynamischen Untersuchung eines linearen
Systems erfolgt meist die Ermittlung der Eigenfrequenzen und
Eigenformen. Bei mechanischen Systemen geniigt im allgemeinen die
Beriicksichtigung der unteren Eigenwerte zur Systembeschreibung.
Bei schmalbandiger deterministischer oder stochastischer Erregung
ist neben einer realistischen Dampfungsannahme die genaue Kennt-
nis der Eigenfrequenzen von entscheidender Bedeutung fiir die zu

berechnende Systemantwort.

1.1 Elementierungsverfahren

Bei Stabsystemen haben sich zur Beschreibung des mechanischen
Verhaltens Elementierungsverfahren durchgesetzt. Sofern es
gelingt, ein Element matriziell zu beschreiben, kann auf die
Systemmatrix durch multiplikative oder additive Verkniipfung der

Elementmatrizen geschlossen werden. Beim Ubertragungsverfahren

werden aus der allgemeinen LOsung der Element-Differentialglei-
chung die freien Konstanten zugunsten der Randgr&Ben (Randver-
schiebungen und -schnittlasten) eliminiert, so daB eine Uber-
tragung der ZustandsgroBen vom einen zum anderen Elementrand
mathematisch beschrieben wird. Effektiv kdnnen mit diesem Ver-
fahren jedoch nur unverzweigte Systeme berechnet werden, wobei
die ZustandsgroBen des einen Randes durch multiplikative
Verkniipfung der Elementiibertragungsmatrizen in die Zustandsgr&Ben
des anderen Randes ilberfiihrt werden. Nach Berlicksichtigung der
Systemrandbedingungen ergibt sich bei der Ermittlung von Eigen-
frequenzen ein homogenes Gleichungssystem, wobei die Determinante
dieser Systemiibertragungsmatrix verschwinden mufB. Der Vorteil der
klein bleibenden Systemmatrix (die Determinantenordnung ist un-
abhdngig von der Elementanzahl) wird jedoch durch die beschrinkte
Anwendbarkeit (kettenfdrmige Systeme) und die numerischen
Schwierigkeiten bei steifen Zwischenlagern bzw. bei hohen Fre-
quenzen erkauft. Einzelheiten sowie Verbesserungsvorschlidge zum
Ubertragungsverfahren sind aus der folgenden Literaturauswahl zu
ersehen: Myklestead (1945), Thomson (1950), Fuhrke (1955,1956),
Zurmihl (1958), Pestel und Mahrenholtz (1959), Marguerre und
Uhrig (1964), Schrader (1965), Petersen (1970).

Werden die Integrationskonstanten der exakten allgemeinen LOsung

der Differentialgleichung durch die Randkr&dfte ausgedriickt



(KraftgrbBenverfahren), wird die Frequenzdeterminante der Struk-

tur durch die kinematischen Vertré&dglichkeitsbedingungen erhalten

(Hohenemser und Prager (1933)).

Eine duale Formulierung der Frequenzdeterminante wird iber die
Gleichgewichtsbedingungen erzielt, wenn die Integrationskonstan-
ten durch die Randverschiebungen (VerschiebungsgrdBenverfahren)

ausgedriickt werden (Kolousek (1953, 1962)).

Die beiden letztgenannten Verfahren verknilipfen die Element-
matrizen additiv zur Systemmatrix, deren Ordnung mit der Knoten-
zahl (Verbindungspunkte der Elemente) widchst, Jjedoch keiner
Einschridnkung des Systemaufbaus unterliegt. Auch numerisch

reagieren diese, zur Familie der Finite-Element-Methode (FEM)

gehdrenden Verfahren viel stabiler als das Ubertragungsverfahren.

Im weiteren erfolgt eine Beschréankung auf das Verschiebungsgro-
Benverfahren, dessen Systemmatrix die Steifigkeit der mechani-
schen Struktur reprédsentiert und dessen Unbekannte die Knoten-
punktverschiebungen beziiglich eines globalen Koordinatensystems
darstellen. Argyris (1954/55, 1957, 1966) hat wohl als erster das
VerschiebungsgroBenverfahren der Statik in Matrizenschreibweise
umgesetzt. Da die exakte LOsung der Elementdifferentialgleichung
oft sehr aufwendig oder nicht m&glich ist, wird die Systemmatrix
hidufig mit Hilfe von Variationsprinzipien, die an die Stelle der
Gleichgewichts-, Rand- und Ubergangsbedingungen treten, aufgebaut
(Bathe (1986)). Die Ubersichtliche Systematisierung und die viel-
fidltige Verwendbarkeit verhalfen dem Verfahren in Verbindung mit
der Entwicklung leistungsfidhiger GroBrechenanlagen zum Durch-

bruch.

Das verbesserte KraftgroBenverfahren 1d8t sich nach Marguerre und
wolfel (1979) wohl &dhnlich programmierfreundlich aufbereiten und
hat auch fiir manche Problemstellungen Vorteile, z.B. wenn nur die
Schnittkridfte gesucht sind; jedoch arbeiten nahezu alle z.Z. auf
dem Softwaremarkt erhidltlichen Programmsysteme nach dem Verschie-
bungsgréBenverfahren. Auch sog. gemischte Verfahren, in denen
Verschiebungen und Schnittkrédfte als Unbekannte im Gleichungs-
system mitgenommen werden, sind erarbeitet worden. Sie sind
jedoch schlechter systematisierbar und meist auf spezielle
Problemstellungen zugeschnitten. Letztlich sei noch auf die

Finite-Streifen-Methode hingewiesen (Cheung (1976), Benito u.a.
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(1985), Puckett u.a. (1986)), die die Querschnittsdeformation

(Profilverformung bzw. lokales Knicken) mit erfaBt.

1.2 Vorhandene Matrizen

Die in Abschnitt 2 und im Anhang aufgefiihrten Elementmatrizen
sind zum Teil bekannt, werden jedoch zur besseren Ubersicht in

einer einheitlichen Nomenklatur zusammengestellt.

Die Eigenwerte (Eigenfrequenzen wi) sind in der exakten frequenz-
abhdngigen (dynamischen) Steifigkeitsmatrix implizit enthalten,
d.h., jedes Element der Matrix ist Funktion von w. Dieser Sach-

verhalt wird im weiteren als implizites Eigenwertproblem bezeich-

net. Beispielsweise gehdren die Matrizen von Kolousek (1962)
in diese Kategorie. Die Verwendung von Variationsprinzipien
flihrt i.a. iUber ein algebraisches Matrizenpaar, in denen die

Eigenwerte nicht mehr implizit enthalten sind, auf das allgemeine

Eigenwertproblem.

Ausgehend von den Energieausdriicken der Stdbe haben Zurmiihl
(1963) und Archer (1963) zusidtzlich zur bekannten statischen
Steifigkeitsmatrix eine Elementmassenmatrix angegeben, wobei als
Ansatzfunktionen fiir den Verschiebungsverlauf im Element Hermite-

sche Interpolationspolynome verwendet wurden.

Im Falle der Statik stellen diese Ansidtze fiir elementweise
konstante Steifigkeiten und Systembelastung durch Knotenkrifte
noch die exakte Ldsung dar. Im Fall der Schwingung sind diese
Ansdtze "zuldssige Funktionen", die es gestatten, die geometri-
schen (wesentlichen) Rand- und Ubergangsbedingungen zu erfiillen.
Falk (1963) und Habedank (1972) haben verschiedene Verfahren zur
Konstruktion von "Vergleichsfunktionen" angegeben, die zusdtzlich
die dynamischen Rand- und Ubergangsbedingungen erfiillen. Jedoch
werden diese verbesserten Niherungsansdtze immer mit einem
erheblich hSheren Organisations- und Numerikaufwand im Rechner
erkauft. Beziiglich verbesserter Ansatzfunktionen sei noch auf
Gladwell (1964a, b), Cohen und McCallion (1969) und Sotiropoulos
(1978) hingewiesen.

Flir gerade, diinnwandige, elastische Stdbe mit offenem Querschnitt
wurde die exakte statische Steifigkeitsmatrix erstmals von Kra-

hula (1967), spdter von Balmer (1969) sowie Argyris und Radaj



(1970) angegeben. Krajconovic (1969) verwendete die exakte sta-
tische Ldsung der Wolbkrafttorsion, Mei (1970) die Hermite-
Polynome als Ansatzfunktionen filir die gekoppelte Biege-Torsions-
schwingung. Barsoum (1970) und Tebedge (1972) untersuchten mit
den gleichen Ansatzfunktionen die statische Biege-Torsions-
stabilitdt, Rajasekaran (1971) beriicksichtigte zusdtzlich
plastische Verformungen. Fiir die Schwingungsuntersuchung von
Hochhdusern wurden von Schalk (1973) bzw. Coull und Mukherjee
(1978) Stabmodelle entwickelt, mit denen auch Schubeinfliisse
beriicksichtigt werden konnten. Die exakte statische Steifigkeits-
matrix der Biege-Torsionsstabilit&dt wurde filir wolbbehinderte
Stabenden von Chaudhary (1982) angegeben. Yang u.a. (1984) disku-
tierten die Wirkung wolbelastischer Stabanschliisse. Von den
gleichen Autoren (1986a, b) sind Matrizen und Algorithmen fir
geometrisch nichtlineare Analysen von rdumlichen Stabwerken ent-

wickelt worden.

Konstruktionsvorschriften fiir statische Steifigkeitsmatrizen von
ebenen bzw. riumlich gekriimmten St&ben sind u.a. von Beverungen

(1976), Jirousek (1981) und Wunderlich u.a. (1986) angegeben
worden. Beziiglich vorverdrehter gerader Stdbe sei auf Krenk u.a.

(1981) verwiesen.

Neben dem Weg, iber die Energien die Steifigkeits- und Massen-
matrizen herzuleiten, ist bei geschlossen darstellbarer exakter
Matrix auch eine Potenzreihenentwicklung m&glich, die bei unge-
koppelten Stdben in den ersten beiden Reihengliedern zu den
gleichen Matrizen filhren wie Hermiteans&dtze (Paz und Dung
(1975)). Richards und Leung (1977) leiten die Massenmatrix per
Differentiation aus der exakten frequenzabhdngigen Steifigkeits-
matrix ab. Mit der Methode von Hopper u.a. (1980) kbnnen aus der
exakten Matrix mittels numerischer Linearisierung algebraische
Matrizen gewonnen werden. Wenn hiermit z.B. die erstmals von
Frieberg (1983, 1985) angegebenen exakten Biege-Torsionsschwin-
gungsmatrizen fiir prismatische Stdbe bzw. die ungekoppelten fre-
guenzabhdngigen Steifigkeitsmatrizen flir konische Stdbe von
Banerjee u.a. (1985) und Gupta (1985, 1986) vereinfacht werden,
so kann der erhebliche analytische und numerische Aufwand zur

Eigenwertbestimmung in Grenzen gehalten werden.



1.3 Losungswege bei Eigenwertproblemen (EWP)

Das Ziel fast aller aufgefilhrten Ndherungsmethoden ist also die
Ermittlung von Matrizen, in denen die Eigenwerte nicht mehr

implizit enthalten sind. Dieses allgemeine EWP kann dann im

Rechner mit g&dngigen Verfahren, z.B. dem Jacobi-Verfahren, sofern
alle Eigenwerte gewlinscht sind, oder der simultanen Vektoritera-
tion, sofern nur einige Eigenwerte am oberen oder unteren Rand
des Spektrums interessieren, ermittelt werden (siehe Schwarz
(1980)). Bei sehr groBen Systemen haben sich vor allem die
Subspace-Iteration von Bathe u.a. (1976) mit konvergenzbeschleu-
nigenden MaBnahmen von Bathe u.a. (1980) und Stein u.a. (1982)
sowie der Lanczos-Algorithmus (siehe Nour-Omid u.a. (1983))
bewdhrt. Werden lediglich wenige Eigenwerte aus dem Ldsungsspek-
trum gesucht, eignen sich besonders Intervallhalbierungsmethoden
auf der Basis SturmscherrKetten mit nachfolgender Nullstellen-
suche (Peters und Wilkinson (1969)) oder inverser Vektoriteration
(Gupta (1973)). Eine Erweiterung dieser Verfahren auf komplexe
Matrizenpaare und EWP hbherer Ordnung erfolgte u.a. von Gupta
(1981) und Williams (1986a, b).

Beim impliziten EWP muB zur Ermittlung der Eigenfrequenzen die

Systemmatrix im Rechner jeweils neu aufgestellt und der Wert der
Determinante gebildet werden. Wechselt das Vorzeichen der Deter-
minante zwischen zwei Frequenzen w; und wyy, so ist im Bereich

Aw = wyy - wy mindestens eine Eigenfrequenz zu vermuten, die iber
einen Nullstellensuchalgorithmus weiter eingeschradnkt werden kann
(Wang (1973)), oder eine Polstelle der Determinante. Um sicher =zu
gehen, keine Eigenfrequenzen zu ilibersehen, muBte frilher ein rela-
tiv dichtes Raster {iber den interessierenden Frequenzbereich
gelegt werden. Ob eine gefundene Nullstelle zu einem einfachen
oder dreifachen Eigenwert gehdrt, war Jjedoch aus dem Determinan-
tenverlauf schlecht zu ersehen. Eine gezielte Suche nach Eigen-
werten gelang Wittrick und Williams (1971), die erstmals die
Eigenschaften Sturmscher Ketten bei der Ldsung des impliziten

EWP verwendeten.

Entsprechend den Verfahrensoptimierungen beim allgemeinen EWP
wird in der vorliegenden Arbeit zu einigen rechentechnischen
Problemen Stellung genommen. Im einzelnen bietet der in Ab-

schnitt 4 diskutierte Algorithmus folgende Vorteile:

- Auf die Berechnung der Determinante entlang eines dichten
Rasters mit der Schrittweite Aw kann verzichtet werden.



Es werden die Eigenwerte gezielt eingeschrankt.

- Die Unterscheidung zwischen einfachen und mehrfachen Eigen-
werten ist moglich.

- Die Berechnung der Eigenformen bereitet auch bei mehrfachen
Eigenwerten keine Probleme.

- Sofern die Polstellen der Determinante nicht vorab bekannt
sind, werden sie innerhalb des Algorithmus ermittelt. Mogliche
Vorzeichenwechsel der Determinante bei Polstellen werden nicht
mit denen bei Nullstellen verwechselt.

- Die Symmetrie der Systemmatrix bleibt erhalten und das
Matrizenprofil &ndert sich nur unwesentlich.

Die Eigenwerte konnen so auf wirtschaftliche Weise auch aus der

exakten frequenzabhingigen Steifigkeitsmatrix berechnet werden.

1.4 Neue Ansatzfunktionen zur ndherungsweisen Berechnung der

hoheren Eigenwerte

Mit statischen Ansatzfunktionen (z.B. Hermite-Polynome) konnen
nur die unteren Eigenwerte aus dem allgemeinen EWP als brauchbar
angesehen werden. Schwingungsformen, die zu hdheren Eigenwerten
gehdren, kdnnen durch die unflexiblen Ans&dtze nicht mehr genau
genug approximiert werden. Werden jedoch frequenzabhédngige
Ansatzfunktionen verwendet, die aus der LOsung der ungekoppelten
Biege- bzw. Torsionsschwingung gewonnen werden, so kdnnen auch
hdhere Eigenfrequenzen ermittelt werden ohne feinere Elementie-
rung des Systems. Fir ungekoppelte bzw. schwachgekoppelte Schwin-
gungen lassen sich damit Eigenwerte, die iiber der Matrizenordnung

liegen, ndherungsweise ermitteln.

Bei der Verwendung frequenzabhidngiger Ansatzfunktionen bieten

sich zwei Vorgehensweisen an:

- Die Ansatzfunktionen werden mit einem "festgehaltenem"
Frequenzparameter zum Aufbau eines allgemeinen EWP verwendet.
Die Matrizen enthalten also die Eigenwerte nicht implizit und
kSnnen mit bekannten Ldsungsalgorithmen ermittelt werden.
Jedoch sind die daraus berechneten Eigenwerte nur in einem

gewissen Bereich in der Ndhe des Frequenzparameters brauchbar.

- Probleme, bei denen die Ermittlung der exakten frequenz-
abhingigen Steifigkeitsmatrix zu aufwendig oder gar nicht
mdglich ist, k&nnen durch frequenzabhdngige N&dherungsansdtze
besser approximiert werden als durch statische. Werden die
Matrizen fiir jede Frequenz neu aufgebaut, kann wiederum von

einem impliziten EWP gesprochen werden.



2 Matrizenkatalog

Zundchst werden einige ungekoppelte exakte Steifigkeitsmatrizen
angeben. Die exakten Biege-Torsionssteifigkeitsmatrizen bei
gekoppelten Schwingungen von Friberg (1983, 1985) kdnnen nicht
explizit dargestellt werden, da sie nur mit einem erheblichen
numerischen Aufwand berechenbar sind. Deshalb werden im weiteren,
ausgehend von den gekoppelten Energien, mit frequenzabhidngigen-
bzw. Polynom-Ansatzfunktionen Elementmatrizen angegeben, die auf
Ndherungsmethoden basieren. S&@mtliche Matrizengenerierungen
konnen hierbei ohne numerische Integrationen bzw. Matrizeninver-

sionen geschlossen durchgefiihrt werden.

2.1 Exakte Elementmatrizen

Die exakte frequenzabhéngige Elementsteifigkeitsmatrix der unge-
koppelten Wolbkrafttorsion ist in der folgenden Form bisher wohl
noch nicht angegeben worden. An der Herleitung dieser Matrix aus
der Differentialgleichung wird ein Weg zu ihrer direkten Ermitt-
lung aufgezeigt, der als Nebenprodukt die Konstruktionsvorschrift
fir frequenzabhidngige Ansatzfunktionen liefert. Ein anderer Weg
zur Berechnung exakter Matrizen geht iiber die Ubertragungsmatrix,
siehe z.B. Waller und Krings (1975). Durch den &hnlichen Aufbau
der Differentialgleichungen und der Randbedingungen lassen sich
aus der Torsionsschwingungsmatrix auch leicht die Biegeschwin-
gungsmatrizen mit NormalkrafteinfluB herleiten. Die Matrix der
Torsionsschwingung ohne Verwdlbung sowie die der Lings- und

Seilschwingung sind im Anhang A.l1 bis A.3 zu finden.

2.1.1 Torsionsschwingung mit Verwdlbung

Sofern die Steifigkeits- und Massenverteilung des Querschnittes
doppelt symmetrisch sind und als Systemachse die Verbindungslinie
der Schnittpunkte der Symmetrieachsen gewdhlt wird, ist bei gera-
den Balken die Torsions- und Biegeschwingung entkoppelt. Sie
bleiben auch bei Beriicksichtigung einer zentrischen Normalkraft
ungekoppelt. In Abschnitt 2.2 wird auf die Entkoppelungsbedin-

gungen ndher eingegangen.

Im weiteren wird die Differentialgleichung eines Elementes mit
konstanter Steifigkeit und Massenbelegung,K sowie konstanter

Normalkraft 1l&ngs der Koordinatenachse X, betrachtet. Mit den



bekannten Vernachlissigungen der Wolbkrafttorsionstheorie fiir
diinnwandige offene Querschnitte ergibt sich nach Wlassow (1965)
in Anlehnung an die Schreibweise von Bornscheuer (1952)

v

v -¢I, vy = 0O (2.1)

(GJTJ'i; B) V' 1q = ERyy Yy 41
wobei iﬁ =‘ﬂ1(xl, t) die Drehung und ng die rotatorische Tr&ag-
heit um die x;-Achse (Systemachse), EF,, die Wolbsteifigkeit,
GJp die St. Venantsche Torsionssteifigkeit, ip der polare Tr&ag-
heitsradius und P die Normalkraft (bei Zug positiv) im Balken
ist. Bei inhomogenen Querschnitten moge z.B. ng als Abkiirzung

des Integrals f@(xg + xi)dF verstanden werden, wobei

9= 9(X2, X3) i;t.

Um die Schreibweise zu entlasten, wird hdufig die Abhéngigkeit
der Variablen nicht angegeben. Weiterhin wird, sofern eine Ver-
wechslung ausgeschlossen ist, statt X; nur x geschrieben, z.B.

'0’1(:(, t) ='17"1(x1, ] &

Die allgemeine L8sung der Differentialgleichung (2.1) kann Uber
einen Produktansatz nach Bernoulli leicht gefunden werden:

™ T
| Aq(8)
Ny A, (t)
(x, t) = | sinA,x, cosA,x, sinhA, x, coshl,x 2
1 1 1 2 2
Ay (t)
A, (t)
L4
oder kiirzer
Fy = [, e, 500, c ] afe)
- T 22
0P = nj(x) a(t) (2.2)
mit
- o1 jfl)z + ﬁ‘ (2.3)
A1/2 L i B 1 .
GJ, + i_ P I
T P _ L3 2
ol = , B, = ZE w°. (2.4)
1 EF g 1 Efpy
Zwischen (2.3) und (2.4) besteht noch der Zusammenhang
2 2 _ =3, 2



Aus rechentechnischen Griinden wird das lokale Koordinatensystem
Xy, X9, X3 in die Mitte des Elementes der Ldnge L = 2 g gelegt
(Bilga 2.1).

P
A,

SN
Bild 2.1
311 -~ Systemlinie Torsion um x -Achse,
l/,/ RandverschiebungsgrdBen
Jy -4

Um die Kompatibilit&t zu den Nachbarelementen zu ermdglichen,
wird die allgemeine L&sung (2.2) und deren partielle Ableitung
nach x an den Elementrdndern x = £ und x = -2 als Randverschie-

bungsvektor d; zusammengestellt:

. . | - l _ -
[ &1 (=2) - Sy By 1 52 €2 By
I U SO ]
| [
7, D) Ao Ags | 2,C, : 2,5, A,
o ot Tt Rl e
Py (L) S1 S Sy | €2 A3
"“‘T“‘T‘“”‘j"‘“"
”93,1 (£) 11 :' 151 : A,C ‘ A58, Ay
s - — = = -
a (1) = A ap (£) (2.6)
mit den Abkilirzungen
sy = sinXy2 , ¢y =cos Ay2 , S, = sinh},2 , C, = cosh)gl. (2.7)

Der Vektor a; kann nun durch d; ausgedriickt werden

-1
a; =2 4 (2.8)

wobei die Inverse der Matrix A; noch geschlossen darstellbar

ist



[ . -
f1 L 210 3T T %, % T G2
i e S e T
a Y | a,, = a | a,, = - a
21 22 23 21 24 72
PSR i e e S 1t
=1 - [ = [ = = | e —
31 | %32 | %337 7 %31 | %347 %3
e e e e e e e
41 : 342 } 343 = 344 ! 344 = 7 3y
mit
- 1, 2 .2 3
211 T W, (= A1 Az 59 & Ay €9 Cy 8y)
- 1 _ 2 2
21 T W (= Xy Ay ¢ 53 + A5 s Cy Sy)
— 1 2 2
231 = w, Ay Ay €] Sy, + A7 ¢y sy Cy)
- 1 2 Y
21 = w, A1 Ay ST Gy A7 cq s 8y)
— 1 2
a = — (-A, s, C, S, - A,c, S )
12 N, 1 51 ~2 °2 2 1 °2 g (2.9)
— _ _’L— _ 2
%22 T W, (A3 ey Cy8y + AysyCy )
a = L (2 s2 ¢ + A~ C. s, S.)
32 N, 1 51 =2 2 4 By ®p
a = L (2 &2 § - X\, c, s, C.)
42 N 1 €1 °2 2 %1 %1 =2
und
Ny = 2 (Ag 8 Cyt Ay ey Sy (Ay sy Cy = Ay ¢ Syl
J
—1 . . .
Die Matrix A; existiert, wenn N; # O ist. Physikalisch interpre-
tiert markieren die Stellen N, = O die Eigenfrequenzen des beid-
seitig eingespannten Elementes, d.h. hierfilir gilt 4; = O. Diese

Elementfrequenzen verursachen die Polstellen in der System-
determinante. Bis auf diese singuldren Stellen 1l&8t sich der

Verschiebungsverlauf in einem Element als Funktion der Rand-

10



verschiebungen darstellen. Wird (2.9) in (2.2) eingesetzt, folgt

W (x, t)

T
hl(x) gl(t) (2.10)
mit
T T

Gleichung (2.11) wird in Abschnitt 2.2.1 als frequenza??éngige
Ansatzfunktionen verwendet. Sowohl in n; als auch in A, ist
implizit die Frequenz w enthalten, die die Schwigungsgorm langs x
mitbeeinfluBt.

Um den Zusammenhang zwischen RandverschiebungsgrdBen und Rand-
schnittlasten angeben zu k&nnen, werden noch die bekannten

Schnittlastdifferentialgleichungen fiir das Torsionsmoment

2
My = (GJp + ip P)‘ﬂill = Equ'gﬁ,lll (2.12)

bzw. mit der ersten Gleichung (2.4)
und die Beziehung filir das Bimoment
Mg(x,t) = EFgy V) 17(x,t) (2.14)

bendtigt, wobei hier der Vorzeichenregelung von Schade (1969)

gefolgt wird.

Entsprechend der VerschiebungsgréBenkonvention sind die Rand-
schnittlasten am negativen Schnittufer bei x = -4 entgegen-

gesetzt der positiven Schnittlastendefinition (Bild 2.2).

- Mep(2)
Rl
l/
X1=X
X2
Bild 2.2

Torsion, Randschnittlasten

11



Somit ergeben sich an den Elementrédndern aus (2.13)

und (2.14)

Mi(-£) = - EFg, (o 19‘1’1(-2) Py 11420
Mg(=£) = = EFyy Uy 4 (-0)
M(8) = EFy, (& P () - P i00) )
Mg ( £) EFgy V7 44(4)
J
Die Ortsableitungen von Gleichung (2.10) mit (2.11)
Jeg o= oty a7 g j
DI RISPIIE I I COPPUI WAl ¥  (2.16)
17\(")1,111 9T(X)1,111 a7 4
sowie i
2t , = l:A1 o (%), = A, 8,(x), A, Cy(x), Ay S, (x) | \
I CIDRE [—Af 510, - A2 e (x), A2 §,(x0), A2 C, () > (2.17)
nf (%) qqq = [—}\? c (), AT s (x), A3 Cy(0), A s2<x):
J

eingesetzt in (2.15)

tion der RandgrdBen
-1
£ = 5124 & .
wobei
T
£ =

12

ergeben die

Verschiebungs-Schnittlastrela-

(2.18)

[Ml(—z): M‘?(_z)' Ml(z)l M\P(z)_J



- 3 3 g ! 3. |
4Acy A1°1I XgAyS1=A7S | —a A,Co+AC, | & A8, -A0s,
e s s s g S I
2 2 l 2 | 5
- | _
AT 84 | AT | A3 S, 1 Ay Gy
51 = By - — — — —— T———— F e e
3 3 3. 3
I —ot _ - _
oL AqCqt 1°1l 12154 >‘151| %12,C, chzt % 2,8,-458,
______ N N
a2 a2 2 2
AT sy |~ AT <4 I Ay 8, | A3 G
L | | J
gilt.
Mit der ersten Gleichung von (2.5) 1&dBt sich die Matrix Sy
zusammenfassen zu B
_—A e | SAAZs. L oa2ac. L -a%as |
17251 174251 : 172~2 } 1973
————— _r____T——_—_l—_—__-—
| | l
A7 sy | A? ¢y | A3 S, | 35 B
gl = EF,, r-—*————':—————‘[l'-"—_ _:__.__._ — (2.19)
2 _ 2 | _ 4l 2
AAjey 1 mAAgsy L "M %G { ATAS,
TR A S e
| [
2 2 2 2
-7 sy : AT ey 5 Az93 } Ay Gy

Die exakte frequenzabhidngige Steifigkeitsmatrix der ungekoppelten

Wolbkrafttorsionsschwingung errechnet sich letztlich aus

11
Edyn

-1

= S1A1 (2.20)

so daB die

M1(—2)

My (=)

M1(£)

My( L)

L

£, (£)

gesuchte Matrizenbeziehung angegeben werden kann zu

—

|
11 1M _ 11 11 - 111 11 11 )
S R PR R kT N P vy (-2)
L S .
P PRT : 11 11011 1] |
| kyp = Fg [ Kgg = Fg | Bma = Tg 1,108
_____ i_____r____¢__~__
| |
11 1M1 11 11
I | kgg = By | kg, =¥, P4
_____ I R B
| ' SRR K
L | | [ 4 L .
k' (w) d, (t (2.21)
=dyn w 1 )l .
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wobei von den 16 Matrizenelementen nur 6 Funktionen betragsmagi

verschieden sind: Es ist

EF g
11 Py 342 4 2 2
F1 =N, [”‘1 Ay + Ay Ay (e - s7IC,S,
C gt ades, v o]
EF
11 P 3 3 2 2 2 .2
F2 =N, [‘}‘1>‘2‘ Ap AQ) (7 Cy - ey Sy)
+4A%)\§ c, s, c, 82}
1 Ewe T a4y aZades - (a3aZ+aahes
F3 T X, (Aq A, 1 A2)¢q8, 1 A2 1A 2)C58,
EF
11 P 3 3., 2 2
Fo T E, [( Al Ayt A Ay (€ - 01)]
EF
11 _ EFvy 3 2 2 2
Py = ¥, [— (>\1 + A1 >\2) (c1 S1)C252
F (a2, +2Degs, @ + 53
EF
11 v 2 3 3 2
Fe = T, [' (A7 Ay +A5)eqsy + (A + >‘1>‘2)C252]

S,)

N 2

1 2(}\1 sS4 C2+>\2 c, (}\2 sS4 C2_>‘1 c, Sz)

J

mit den Abkiirzungen der Gleichungen (2.3), (2.4) und (2.7).

Die Symmetrie der Matrix (2.20) entspricht dem Satz von
Betti-Maxwell.

2

P
p
bis Fg lassen sich entsprechend vereinfachen.

Fiir den Spezialf?%l oy =l?' d.h. GJp + 1 = 0, wird X} = Ajp.

Die Funktionen Fl

14
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Der Spezialfall g; = O, d.h. 3Ipw2 = Ound A} =0 (statische
Wolbkrafttorsion) ist etwas problematischer, da sich in den

F-Funktionen unbestimmte Ausdriicke der Form 2 einstellen. Der
Grund hierflir ist in der nicht mehr zutreffenden allgemeinen

Losung (2.2) zu suchen. Die Ldsungsfunktionen lauten nun

T
El(x) = [x, 1, sinh)jx, coshxzx} .

Die statische Matrix 1&dB8t sich dann entsprechend dem obigen Weg
berechnen (siehe Chen und Atsuta (1977)). Natiirlich 148t sich die
Matrix (2.20) auch entsprechend Paz und Dung (1975) nach Potenzen
von w2 entwickeln, wobei das erste Reihenglied die statische
WOlbkrafttorsionsmatrix ergibt; jedoch ist dieser Weg sehr miihsam.
Da fiir kleine Argumente (A;x << 1) sinijx = A;x und cosijx = 1

wird, 148t sich (2.20) mit guter N&herung auch fiir statische
(1

100
wird. Dies entspricht einer sehr niederfrequenten, quasistati-

Probleme verwenden, wenn statt Bl = 0 z.B. By = “1)2 gesetzt

schen Bewegung.

Ein weiterer Spezialfall ap * © und By * « bei EFy *» O wird
sinnvoller mit der Torsionsmatrix ohne Verwdlbung (s. Anhang A.1l)
berechnet, da sich fiir EFy,, = O die Ordnung der Differential-
gleichung und damit auch die Ordnung der Elementmatrix vermin-

dert.

2.1.2 Biegeschwingung mit NormalkrafteinfluB

Bei der Behandlung der Biegeschwingungen mit zentrischer Nor-
malkraft aus statischer Vorlast ergeben sich bei Einhaltung der
sonstigen Entkoppelungsbedingungen (Abschnitt 2.2) Differen-

tialgleichungen, die analog der Wolbkrafttorsion aufgebaut sind.

Trotzdem werden diese Gleichungen angegeben, da spiter darauf
zurlickgegriffen wird. Bei Vernachldssigung des Schubeinflusses
und der rotatorischen Tr&dgheit ergeben sich die bekannten

Gleichungen der Balkenbiegung nach der Theorie II. Ordnung

P wy 11 = EFpp Wy 1771 —9F Wy =0 (2.23)

P w3, 11 — EF33 W3, 1711 - ¢F w3 =0, (2.24)

wobei wy(x;, t), w3(x;, t) die Verschiebungen der Systemachse,
¢F die Massenbelegung (beim inhomogenen Querschnitt
¢F = fg(xz, x3)dF), EF,5, EF35 die Biegesteifigkeiten um die

F
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X3- bzw. x5-Achse und P die bei Zug positive Normalkraft sind.

Die allgemeine Ldsung der Gleichungen (2.23) und (2.24) lautet
analog (2.2)

T
wol(x, t) = nsy(x) as(t) (2.25)
T
w3(x, t) = nj(x) ajz(t) (2.26)
mit
T -
gz(t) = [As(t), A6(t)' A7(t), A8(tJ (2.27)
. i ~
ny(x) = 5300, eg(, 8,00, ¢y (2.29)
nTx) = [s.(®), co(x), S.(x), C.(x)] (2.30)
-3 i 5 ! 5 ! 6 ! 6 ! :
wobei z.B. s3(x) = sinigx mit
o oLy 2
_ |z 22 2 2.31
Asja < \/: 7 T \ﬂz )+ By (2. 8L)
ol ol
_ |z =3 73,2 2.32)
Xsp6 < |tz T + By (
o« = —2 - a2-2a2,p =2 _w2-22. a3 (2.33)
2 = TEF,, 4 3 2 EFp
d. = —B = 32 _ a2, p,=2E _ wZ=2a2%2. 72 (2.34)
3 EF,, 6 B’ 3 BEF 5 6
33 33
sind.
Mit den Vorzeichendefinitionen nach Bild 2.3 lassen sich
entsprechend (2.6) die Randverschiebungen
_@_2(11) = éz 32(1'—) (2-35)
dz(t) = A3 az(t) (2.36)
angeben,

16



AW, (), T, (0
o
L=22 Xy = X W23 (l), M3(l)
~ X2
. / X3
Wy (‘2), Tz("ﬂ-)
Wy (- 0), M3 (-2) Biegung in x,-Richtung

L=2f X=X wy(l), T, (1) Vorzeichenregelung filir die
/‘///i;’ Biegung in X5= und
’(/// .~ X3 x3-Richtung

X
Wy (D) vl :

e li/—;» MZ (-1)

] wa (- £), T3(-R) Biegung in x5 -Richtung

wobel
aT = [ w. (- (-2) (2) (£
9y = | ¥, v Wy Ry (), Wy ()
L.
dT = r'w (-2) w (-£) w, (£) w (£)
3 3 ¢ Wy 4 v Wallly W5 4
sind.

Die Matrix A, ergibt sich nach Indexdnderung aus

durch s3 = sinx3z, Cy durch Cyq = coshigf usw. zu

wird die Matrix A3 ermittelt.

ersetzen.

(2.37)

(2.38)

él’ z.B. ist Sy
Analog

Mit den Gleichungen (2.35) und (2.36) lassen sich die allgemeinen

Losungen (2.25) und (2.26) entsprechend (2.10) formulieren

i
wy(x, t) = h,(x) d,(t)

wylx, £) = h3(x) dg(t)

(2.39)

(2.40)

17



mit

hJ (x) n3 (x)

1>
N

(2.41)

-1

3 - (2.42)

1l

hl (x) n3 (x)

>

-1
Die Matrizen A, und A3 lassen sich wieder nach Indexverédnderung

-1
aus A; (s. Gl. (2.9)) angeben.

Die Schnittlastdifferentialgleichungen werden, wie bei Theorie
II. Ordnung {iblich, beziliglich der Transversalkraft T (Schnitt-
kraft parallel zum unausgelenkten lokalen Koordinatensystem) und

des Momentes formuliert.

Fir die Biegung in x,-Richtung ergeben sich auch hier der Wolb-

krafttorsion (2.12) und (2.13) analoge Beziehungen

_ P _
T2 = EF22 (EF22 w2,1 w2,111) (2.43)
M, = EF,, Wy 11 (2.44)

Um die Systematik nicht zu stdren, wird bei der Biegung in
x3-Richtung das Vorzeichen des Momentes M, vorerst auf der linken

Seite belassen:

- P _ (2.45)
T3 = EF35 (EF33 W3 T W3 oqqq)

-M, = EF w

2 33 (2.46)

3,11

Die Verschiebungs-Schnittlastrelation der Randgr&éBen (Bild 2.3)

errechnet sich entsprechend (2.18) filir die Biegung in X5,-Richtung

zZzu
i 1 [.22 _ 221 .22 _ 221,22 _ 22,22 _ _22|[ e
Ty (=2) k9 = F1 K2 = Fy (k3 = Fy |k14 =Fy | vy (5 8)
________+ _____ -i_ ___________
_ | 22 _ 22| ,22 ___22 |, 22 _ .22 _
Mg\=L) | | K22 = F5 | ka3 =7Fy !k24 Fe | | W2,1(4)
I e e
| | 22 _ 22,22 _ 22
T,08) | <33 T T :k34 F37 | wo C &)
___——T_-_NT—“———T;_—;
M,(£2) sym. | I lk44 = F; w, (L)
L 4 " L l I l - L ks -
_ 22

18



und fir die Biegung in x3-Richtung zu

T ] [ | I | ar B
33 _ 33, .33 _ 33,33 _ 33, .33 _ _33 )
T3 (=) k17 = F3 : K12 = Fa K43 7 F3 : kja = Fy || vy (0D
_____ .I_._.____I.___._.___T___.___..___
| | .33 _ _331.33 __ _33|.33 _ _33
M, (=2) | ®33 = Fg | *3a3 ~Fy : kag = Fg | | Y3,1(=0)
S I L = = e
| l
33 _ 331 33 _ 33
gl & | | k33 = Fq7 kyy =7Fp7 ) | vy (0
_____ e T
' 33 33
-MZ(B ) sym. | | i k44 = F; w3’1(£)
L _J L | ‘ | I .
£.(t) = k33 (w) d.(t) . (2.48)
=3 =dyn =3 :

Die F-Funktionen ergeben sich nach Indexdnderung aus (2.22), z.B.

EF
342 4 2 2
F$2 N sz [( A3 Ag + A3 AL (ef - s3)C,8,
3 » 2 2
+( Xg A4 + .Ag X4)c3s3 (C4 + S4J
mit
N, = 24 X3 sy C, + A4 sy S4) ( k4 Sy Cy - A3 cy S,)

und den Abkiirzungen der Gleichung (2.31) bis (2.34).

Fir den Spezialfall @y = a3 =0, d.h. P = 0, folgt A3 = X4 und

Ag = Ag. Die F-Funktionen vereinfachen sich zu den von KolousSeck
(1953) angegebenen Beziehungen, wobei z.B. sinX34% durch sin( i3 %)
zu ersetzen ist und einige trigonometrische Umformungen durchzu-

fiihren sind.

Der Spezialfall B, = B3 = O, d.h. ¢Fw? = 0 und A3 = Ag = O,
ergibt nach entsprechenden Grenziibergingen (siehe Ende des

Abschnittes 2.1.1) die exakte statische Stabilitidtsmatrix.

Ein weiterer Spezialfall EF,5 » O, EF33 » O bei vorhandener
Normalkraft P > O entspricht der Seilschwingung. Die zugehérige
Elementmatrix im globalen Koordinatensystem ist im Anhang A.3

zu finden.
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2.2 Gekoppelte Energien der Biege-Torsionsschwingung

Fiir die weiteren Betrachtungen wird das Hamiltonsche Prinzip
zugrundegelegt. Dieses lautet nach Szabo (1977) fiir konservative

Systeme

/] L dt = stationér, (2.49)

wobei sich die Lagrangefunktion

L =E-U (2.50)

aus der kinetischen Energie E und der potentiellen Energie U
zusammensetzt. Die Stationaritdtsforderung von Gleichung (2.49)
ist dquivalent der L&sung der Eulerschen Gleichungen des
Hamiltonschen Prinzips (Duschek (1960)), d4.h., bei bekannter
Lagrangefunktion ist hieraus das Differentialgleichungssystem
leicht anzugeben (siehe Abschnitt 5.3). Wird die Lagrangefunktion
diskretisiert, so werden die Eulerschen Gleichungen zu den
Lagrangeschen Bewegungsgleichungen. Filir diesen L&sungsweg werden

zundchst die Energien unseres Problems bendtigt.

Die in Abschnitt 2.1 angegebenen ungekoppelten Ldsungen sind
Spezialfdlle der r&dumlich gekoppelten Biege-Torsionsschwingung.
Letztere treten immer dann auf, wenn der Schubmittelpunkt M nicht
mit dem Massenmittelpunkt G des Querschnittes zusammenfillt, wenn

also die sogenannte Massenkopplung vorliegt. Unabhdngig davon

kann jedoch auch die Beriicksichtigung von statischen Vorlasten
und die damit verbundene Verformung des urspriinglich geraden

Balkens eine geometrische Kopplung bewirken.

Gekoppelte Energien bzw. Differentialgleichungen wurden fiir die
Biege-Torsionsschwingung u.a. von Federhofer (1947), Chwalla
(1950), Heilig (1951), Lembcke (1952), Speier (1960), Schrader
(1962), Wlassow (1964, 1965), Linnert (1970a, b) und Schalk
(1973) angegeben; auf den statischen Anteil beschridnken sich die
Arbeiten von Kappus (1937), Steinbach (1965), Reuschling (1969),
Carl (1969), Wagenknecht (1974) und Nishino u.a. (1974). Hier
wird auf eine erneute Herleitung der Energien verzichtet und nur

auf die Voraussetzungen der unter aufgefiihrten Form eingegangen:

1) Es wird ein linear-elastisches und isotropes Materialverhalten

angenommen (Hookesches Gesetz).
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2) Der urspriinglich gerade Stab mit offenem Querschnitt nimmt
unter konservativen statischen Vorlasten eine Gleichgewichts-

lage ein, um die der Stab schwingt.

3) Die statischen und dynamischen Verformungen des Stabes sind

klein gegeniiber den Abmessungen des Querschnittes.

4) Die Querschnittsform bleibt bei der Verformung des Stabes

erhalten.

5) Die Bernoulli-Hypothese vom Ebenbleiben des Querschnittes gilt

weiterhin fiir reine Biegebeanspruchung.

6) Der Querschnitt des Stabes ist so diinnwandig, daB die
Verwdlbung infolge Torsion ndherungsweise durch die Verwdlbung

der Profilmittellinie ersetzt werden kann.

7) Die Verformungen des Stabes infolge der Schubspannungen aus
Querkrdften und der sekund&dren Schubspannungen aus WOlbkraft-

torsion werden vernachldssigt.
8) Eigenspannungen und Vorverformungen bleiben unberiicksichtigt.

9) Die rotatorische Trdgheit aus Biegung sowie die WOlbmassen-

trdgheit und die Kreiselwirkung werden vernachlédssigt.

Fiir die Berechnung der Elementmatrizen wird weiter vorausgesetzt,
daB die Steifigkeiten und Massenbelegungen ldngs x konstant sind.
Weiterhin mSgen die Biegemomente M,(x), M3(x) und das Bimoment

My (x) aus statischen Vorlasten ndherungsweise als linear ver&nder-
lich und die Normalkraft P sowie das Torsionsmoment M; als kon-
stant iber die Elementldnge angesehen werden. Bis auf den
linearen Myp-Verlauf sind diese Einschrédnkungen der Schnittlast-
verldufe bei Theorie I. Ordnung erfiillt, wenn an den Element-
riandern nur Einzellasten und Einzelmomente (Knotenlasten)
zugelassen sind. Bei Kenntnis der Randschnittlasten aus der
Theorie II. Ordnung, die nach der Berechnung der statischen Ruhe-
lage bekannt sind, ist die lineare Interpolation innerhalb des

Elementes eine ausreichende Ndherung fiir den Schnittlastverlauf.
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Bild 2.4

Zusammenwirkender,
inhomogener Querschnitt

Bild 2.4 zeigt einen Querschnitt, auf dem 3 Punkte definiert
werden:
S: elastischer Mittelpunkt mit dem zugehdrigen Hauptachsen-

system X;, X5, X3
£E§2dF = £E§3dF =0 E = E(X,, X3) = E-Modul

JEX,X3dF = O Hauptachsenbedingung
F

G: Massenmittelpunkt mit zugehdrigem Koordinatensystem il, 22, §3
F F

M: Schubmittelpunkt mit dem Koordinatensystem x;, X, X3

JE9AF = 0O

F

JEYX,dF = [E¢X3dF = 8,(1

F - w(ﬂ)/ (0

¥ = Einheitsverwdlbung 537

bezogen auf M . . wﬂﬂ //Aﬁun
ST
G

Hauptachsensystem
™ bezigl. S
T “~beziigl. M

93

" Bild 2.5

Vorzeichenregelung fiir die Torsion um

die M-Achse und Biegung um die X5- und
Xq-Achse. Die Schnittlasten sind ent- .
sprechend den VerschiebungsgrodfBen

orientiert.
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Die einfachste Darstellung der Energien fiir ein Element der Linge

L

2% (Bild 2.5) ergibt sich, wenn als Stabachse die Verbin-

dungslinie der Schubmittelpunkte M angenommen wird, wobei

wo(xy, t) die Verschiebungsfunktionen in den Hauptachsenrich-

tungen und {ﬁ(xl, t) die Drehung um diese Stabachse sind.

Wird die Lingsschwingung ul(il, t) in Richtung der Tangente an

die Verbindungslinie der elastischen Mittelpunkte S als annidhernd

ungekoppelt
potentielle

y
U

2

wobei

1=
—t
o

1=
i
1=

11

=<
<

=<«
£«

1=«

L

1=

14

\

T
s 1

1

11

aus den Energien herausgenommen,

Energie

[lav)

verbleibt fiir die

T VI v v ¥T ¥ ¥
WitW 1 Ew gty Mw+w !éﬂ}
r | | )}
GJT+RT| —m3P [ m2P
1,1 7 Y2,1 7 Y3,q | TM3P P
SRR R S
m2P | | P
L. | -
I N B
e |
= _I_._.__T.___.-
[’71,11'W2,11'W3,11] | Sgg |
S B
| B33
i | i
l Mgy
[17'1 P Wy, W3,11J | | 2™
SRS R
-
g | 2M1{
— J
~ | l =
S VI
[ 2 N
» TR
1o V2,11 Y3, 2 | | 271
270 |
L | | J

dx1 + Rand-
terme ,

L2571}

(2.82)

{(2.53)

(2.54)

(2.55)
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mit den Abklirzungen

L2
RT = iy P Mo M3(x) + rv3 M2(x) + rMY M?(x)
X
i = 12 + m2 + m2 polarer Trdgheitsradius bez. M
M o) 2 3
EF22 + EF33
ip = o polarer Trdgheitsradius bez. S

(EX (X2 + %2)ar
r = £E 2 2 3 + 2m
M2 EF,, 2

(EX, (X2 + %3)dF
r = £ + 2m

M3 EF33 3
(B¢ (X2 + X5)ar
== 3
My EF gy
J
sowie den Steifigkeiten
T
EFy, = IE‘PW aF bezogen auf M
F
EF,, = iExzxzdF bezogen auf S $
EF 4, = iEx3x3dF bezogen auf S J

(2.56)

& (Z&7)

(2.58)

und der St. Venantschen Torsionssteifigkeit G sind. Die Abstdn-

de my und m3 von M nach S sind im Koordinatensystem X, X5, X3
definiert. Die Normalkraft P (bei Zug positiv) greift in S an.

Die Energieanteile mit dem konservativen (richtungstreuen) Tor-

sionsmoment M; sind erstmals von Ziegler (1952) angegeben worden.

Mit den oben angefiihrten Vernachldssigungen verbleibt fir

die kinetische Energie

2
N I A &
E = ZJ— g_vgdx1 ’
-2
: - | ; 10 &
el sIm 1 "939F | 9p9F 7
.T o & - [ ] ——_—_‘r————.‘l_——__ L]
oW =V, Wy Wy | | Z958F | ¢F w5
I
g,eF | | F w
L 2§ | | s JL 3]

24
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Massenterme

9IM = Jg(xg + xg)dF Torsionsdrehmasse bez. M
F
?F = Jg dr
sind. F

Die Abstédnde g, und g3 von M nach G sind wiederum im Koordinaten-

system Xx;, X,, x3 definiert.

Da es sich hier entsprechend den Voraussetzungen um ein konser-

vatives Problem handelt, sind alle Energieanteile aus quadra-

zusammensetztbar.

v

Matrizen P, ﬁ, M

tischen Formen Die AuBendiagonalelemente in den

und J bewirken die Kopplung zwischen Biegung

Entkgppelungsbedingungen sind nun leicht zu
g3 = O entfdllt in Gleichung (2.60) die

und Torsion. Die

erkennen. FUr g, =

Massenkopplung.

Wird zusdtzlich die Wirkung statischer Vorlasten vernachlidssigt

(Theorie I. Ordnung), entfallen die Anteile (2.54) und (2.55),

und es verbleibt in der Matrix P nur GJT.

Ein weiterer Sonderfall, der zu einer entkoppelten potentiellen
Energie fiihrt, kann erst nach einigen Umformungen erkannt werden.
Wird die Wirkung von M; auf die Biegung vernachlidssigt und werden
konstante Momentenverldufe M, und M3 vorausgesetzt, ergeben sich
aus den verbleibenden Termen in Gleichung (2.54) und (2.55) durch

partielle Integration folgende Beziehungen:

£ 2 4 B
_ _ a
Mg f‘”3,11 1?‘1 ax = My Wy 4 , M3 J'W3,1 17’1,1 X
-4 e S (2.61)
2 , 2
M2jW2,111?'1 dx = M, W, 4 £'M2JW2,13'1,1 dx
) - 2% J

Die Integrale haben den gleichen Aufbau wie Gleichung (2.52) und

kbnnen mit dieser zusammengefaBt werden zu

B ar 7]
GIo+Rp | (M2+m3P) ~M,+m,P 491,1
J P = i} w w _ZZQ_;;_Qaf-__—Q_ —‘_T-——_‘__- W
=210 711,10 Y210 V3,1 27 M3E) | 2,1
b o g g e e e B e p——
-M_.+m.P | [ P w
.1
e 5 e ! I J L 3 _
(2.62)



Eine Entkoppelung tritt also auf, wenn

M, = -m3P und M, =

2

3

2

(2.63)

ist, d.h. wenn die konstanten Momente M, und M3 den Versetzungs-

momenten entsprechen,

telpunkt M angreifende Normalkraft entstehen.

die durch eine exzentrisch im Schubmit-

Die Randterme von

Gleichung (2.61) sind bei homogenen Randbedingungen Null bzw.

heben sich bei Knotenpunkten mit mehreren anschlieBienden Elemen-

ten gegenseitig heraus.

Zur Diskretisierung der Lagrangefunktion eines Elementes werden

ungekoppelte Verschiebungsansdtze verwendet, d.h.,

es werden fiir

die Drehung 01 und die Verschiebungen w, und w3 getrennte Orts-

funktionen mit ihren zugehdrigen zeitabhdngigen Parametern

(Elementrandverschiebungen) angesetzt:

Jy(x,
wz(x,

w3(x,

t)

I

i)
hy (%) 4, (%)

T
t) = hy(x) 4,(t)

T
£) = h3(x) d5(¢) .

Dabei ist z.B.

= [17‘1<—z), 7, -0, T,

QH

]

Diese Ansidtze sind entsprechend den Gleichungen (2.10),
(2.39) und (2.40) aufgebaut,

der Ortsfunktionen nur insoweit verfiigt, daB filir die R&nder

X = -2 und x = £

nt (-2) =|1, o,

n', -0 =0, 1,
14 -

nt (g) =[o, o,
T d

_1'_1 1(2) = OI Or
’ L

gelten soll.

0,

)

O
1 — —J

jedoch wird vorerst liber die Form

> (2.64)

-/

Diese Bedingungen werden sowohl von den Hermite-

Polynomen (siehe Abschnitt (2.2.2)) als auch von den frequenz-

abhdngigen Ansatzfunktionen (Gleichung (2.11), (2.41) und

erfiillt.
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. s v Y 5 .
Die Vektoren W, Woipr Wigye W und w lassen sich nun leicht aus dem

Verschiebungsfeld
(o1 [.7 ! LT L]
gk by | l 4,
e S e —E‘f—'——
= | I
vy | = 1 23 g5
——'—+—'__f'—'_—
w | I h d
31 L | 73] L3
T
w(x,t)= H™ (x) a(t)
ableiten, z.B. gilt
w o= H 4
_ T
ﬂ"] - I=-I,1 (_i
v
w o= H 4
mit
— 1 ( -— —
WT | rhT : i
=1,1 | =1 | :
T T T T T T _—_r—T__:-_-—-_
T U vT
2,1 [ 22,1| H = | 22,1|
____.r.___4.____ ___.L_..__.*_.____
| | B : I nt
- l I _3l1- [ l _3,11
Die Lagrangefunktion
2 L
_ 1 T _ 1 T T
L =5 Jﬂ J w dx > J{E,1 Ew +tw 1 EY 44
£ ]
+E MW+ N MU ax
lautet in diskretisierter Form
£ £
17 3T AL ‘. 1 T T T
L=54d J~§ JH dxd-5d f{§,1 EH,+H 4y EHE 4y
=L -2
¥ ¥ ¥
+ERE +ELE axa,

wobei das erste Integral von (2.66) als Massenmatrix M und das
zweite als Summe von Steifigkeitsmatrix K und geometrischer

Matrix G bezeichnet wird.

(2.65)

(2.66)
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Als Lagrangesche Bewegungsgleichungen (Dankert (1977))

oL(d, 4) dL(d, d)
e T - - =9
dt ag ) 3_@
ergibt sich unter Berilicksichtigung der Symmetrie der Matrizen
2L - 2l wd = wa
2d 2d N N
9L _ 9 1 T _
54 - g C24[E+¢gla = -+

die Beziehung

M d(t) + (K + G)d(t)

die mit einem harmonischem

d(t)

o'

sinwt

auf das allgemeine EWP

+

(

=
(o]

fiihrt,
entfdllt.

w

2

=

) d

wobei im weiteren

Ans

o

*~ zur Entlastung der Schreibweise

0,

atz

Die 12 x 12 Massenmatrix eines Elementes lautet

2
M = Jlg JH ax
-
_h | LA
2l =11 |
S—— _..1_—__
= |ﬁzl
—_— — 4 —=
2 | | h
L | I_{
w' W12y
ot o=
H = @21: u*?)
T — T~
g3l | ' B
L~ [ |~
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1 ~959F | 9,9F

dx

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)



» (2.71)

dx.

Die Summe aus Steifigkeitsmatrix und geometrischer Matrix lautet

mit den Submatrizen der Ordnung 4 x 4

]
o] —
o
—" e
I | _ 1 E | _ — 1 1 _ h — [ 1 | __ 1 N
I O T TR S
J_r J_ _ L_ﬂ 1“ <l | s 1A
les o e le e
<l | __Th__ | <l ! | <l
Il71+lllﬂﬂ|¢ll lJl|TI!Il4|LI:1
o | "= | _ _ [ _ |
O ST Bl _ e |
| _ | | 1oL | I ] 1 | I )
[ ] ] 1 r | 1 1 T 1 1“ LI | I - | 1
W g I & sl - T e
E I _ | B = ey [l | o o
B T o T T e e
Ay | o -— _ | — — _2 _ +
™ oo | o~ | | = o~ _M G___ Ol
g | Iy _ N = —l~ | ™
1 I lm | I [ | ™
L e L e e I
™ o | | SRR D |
T o1 e | 5 | | | | ™ |y t "
Byl | B | = = |
| | _ _ [ _ “on |
| _ ) 1 _ _ | _ ) | | 1 o~ | _2
— + ™
f i _ 1T _ =1 =1 T T _ 1 ol 0]]
| = (I | . _ _ - _ﬁ |
R T
<l <l £ 8
e LT JHN I Y IO Y S SN S
| < | | | N [ < - _
_hQ | | ap | _ hQ_ | & ! ol 1
+ ™
tl+|IT:n|ﬂ+|Ll| IITI¢!§.|IJ(I+I] _Gi O]
ﬂ_ _ | _ [ _ _ _ - I
En _ Eol P B S S
L _ I 1 | _ oL _ L 1 | | L | | ]
{
zrlHIJT + * - I
il
+
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mit den Submatrizen der Steifigkeitsmatrix

L ¢
11 _ T T
[GJT By,q By,q 9% +JEF?? By,99 By,qq 9%
)

5 =
22 f {
_ T 33 _ T
£ = J’EFzz B, 49 By,97 B E ‘J'EF33 Ba, 11 23,11
-2 -£
und den geometrischen Submatrizen
"o
_ T
& = jRT By g 8y,q 9%
-£
£ 2
29 _ T 33 T
- ‘JP32,132,1 dx, & ‘IP hy,q By, 9%
_2 _z
2 2
T r
12 _ 21% _ (. T T
¢ = g = |myPhy 4 hy 4 dx+ My hy by g %
-2 oy
2 2
13 _ 317 _ T [ il
c& = ¢ ‘J““2P91,15‘-3,1‘5lir My By h3 4q 9%
] 22
T : £
23 32% 1. T 1 T
& = & ‘2J My by, 4 B3, 9¢d +2}'M1 hy 11 B3, 9%
£ -£

dx

> (2.73)

> (2.74)

Bei entkoppelter Bewegung verbleiben nur die Submatrizen auf den

Diagonalen der Gleichungen (2.70) und (2.72).

Die Massenbelegungen in (2.71) und die Steifigkeitsverteilungen

in (2.73) k6nnten hier auch in Langsrichtung verdnderlich sein.

Um den erforderlichen Integrationsaufwand in Grenzen zu halten,

werden nur in den geometrischen Matrizen (2.74) linear verdnder-

liche Koeffizienten My, M3 und M? zugelassen (siehe oben).

M;(-f)( . . (\ )M (0

Bild 2.6
M2—Verlauf

M3 (-1)
2 My(2)

30



Bild 2.6 zeigt den Momentenverlauf

* *
i o P FECA B - &R
2\% = 2 22 X1
M,(x) = M,(0) + Q5 x, . (2.75)

Bei Ubergang von Schnittlast- auf Steifigkeitskonvention
*
(My(-2) = -M,(-2)) folgt

M, (€) = M, (-£) oo M) M
2 ! 3 22 !

M, (0) =

wobei die Elementrandmomente nach Ermittlung der statischen Ruhe-

lage bekannt sind.

Entsprechend folgt

My(x) = M3(0) + Q, x, (2.76)
mit
2 ! 2 22 !

M5 (0)

wobei Q, das entgegengesetzte Vorzeichen der Querkraft nach der
Schnittlastendefinition hat. Analog wird der Bimomentenverlauf

aus statischen Vorlasten angendhert durch

Mg(x) = My (0) + Q X, (2.77)
e (2) (=£) M, (2) My (-£)
M - M, (- + M, (-
. s, _ My v
My (0) = 2 v Q¢ = 22

Die geometrischen Submatrizen (2.74) lassen sich mit (2.75) bis
(2.77) teilweise umformen und partiell integrieren entsprechend
(2.61):

R 2 3
1 _ T - T
G = RT(O)JAE1,1 hy | dx + RTJ’x hy 4 hy 4 dx
) by
t e
27 _ T 33 _ T
g ‘PJ32,132,1 dx g 'PJE3,133,1 dx
2 -£
12 _ 217 ( T ¢ T
¢'2 = g®" = —(my(0) + m3P)jl1_1'1 hy (4% + Q4 fxg1 by 119% [ (2.78)
) by
13 _ 317 ¢ T f T
G =G = (-M;(0) + mzP)Jﬂgh1 Q3I1dx 2 QZ‘JXQ1 g3'11dx
1 )
. 2
23 _ 32T _ 1. [_ T T
£ =g ‘2M1{ f92,133,11 %+ [y, g By, dx} .
) 1 )
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Die Abkiirzungen bedeuten

RT(O) = i~ P - r

M2 M3(O) + r

M2(O) + Tve MV(O)

2
M M3
(2.79)

Rp = TIyp Qp tTy3 Q3 F Tye Qp -

2.2.1 Frequenzabhdngige Ansatzfunktionen

Es liegt nahe, fiir die Berechnung der Eigenfrequenzen oder bei
harmonischer bzw. schmalbandiger Erregung Ansatzfunktionen zu
wdhlen, die die exakte LOsung gut approximieren. Als Ansatzfunk-
tionen werden die L&sungen der ungekoppelten Stabschwingungen
gewdhlt. Diese Ansdtze enthalten implizit die Frequenz w und wer-
den deshalb frequenzabhdngige Ansatzfunktionen genannt. Sie haben

folgende Vorzilige:

1) Falls die Kopplungsglieder in den Gln. (2.70) u. (2.72)

verschwinden, liefern die Ans&dtze die exakte LOsung.

2) Bei schwacher Kopplung sind wesentlich mehr Eigenfre-

quenzen brauchbar als mit Polynomans&dtzen.

3) Es missen nur die Koppel-Submatrizen per Integration

ermittelt werden (siehe unten).

4) Alle erforderlichen Integrationen sind geschlossen
durchfiihrbar.

Ein gewisser Mehraufwand gegeniiber den Hermiteans&dtzen ist
dhnlich wie bei der Verwendung der exakten Matrizen darin zu
sehen, daB bei der Eigenfrequenzermittlung die Gesamtmatrix
jeweils neu aufgebaut weden muB. Im Hinblick auf den
Losungsalgorithmus fiir das implizite EWP (siehe Abschnitt 4)
fdllt dies gegeniiber dem Genauigkeitsgewinn nicht sehr ins

Gewicht.

Die frequenzabhidngigen Ansatzfunktionen sind entsprechend den

Gleichungen (2.11), (2.41) und (2.42)

hrf(x,w) = g?(x,w)é (W)

T (x, @) = n3(x, @) A, (W)

I

2T (x, @) = ni(x, @) B3 (),
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2?(x,¢0) = [%1(X), ¢,y (%), S, (%), C2(X{}

ist. Die Frequenzabhidngigkeit ist z.B. bei sl(x) = sin);x in
A1 (w) enthalten (siehe Gln. (2.3) und (2.4)). In a; wird der Term
aus statischer Vorlast entsprechend (2.79) ergdnzt, und in B8;

wird 9Ip durch ¢Iy ersetzt:

_ GIg + Ry(0) eIy 0215
oy = EF ’ By = gg @ .
Pp Py

Die Vektorenygz und nj3 sind ohne Verdnderung aus (2.29) und

(2.30) zu ibernehmen.

Die so konstruierten Ansatzfunktionen gehen fiir o = O und w » O,
d. h. B8 » O in die Hermiteschen Ansatzfunktionen iiber. In den

Bildern 2.7 bis 2.9 sind die Ansdtze, die zu den linken Rand-

verschiebungen gehdren, in Abhdngigkeit der dimensionslosen

Parameter oL? und BL4 fiir ein Element der Lange L dargestellt.

Bild 2.7 zeigt fiir konstantes aL? = 10 den EinfluB des mit

w wachsendem BL4. Beim Erreichen der ersten Eigenfrequenz
(BL4 = 625) des beidseitig eingespannten Balkens der Ldnge L
schlagen die Ansatzfunktionen durch, d.h., sie haben danach
jeweils einen Nulldurchgang. Ahnliches wiederholt sich beim

Durchlaufen der h&heren Eigenfrequenzen.

Die Lagen der Durchschlagpunkte (BL4)i werden durch die GrdBe von
aL? beeinfluBt:

2

fir aL? » 0 folgt (BL4)1 > 500,55 und (BL%), > 3803,55

fir «L? g0 folgt (RL%), ¢ 500,55 und (pr?), < 3803,55 .

Bild 2.8 zeigt die Verdnderung der Ansatzfunktionen mit positiv
wachsendem aL2 fir quasistatische Bewegung, d.h. BL4 + O. Fir

alZ » + gehen diese Ans&dtze in lineare Funktionen iliber. Bei
negativem «L? und BL?* » 0 (Bild 2.9) ist eine Steigerung nur Dbis
alL2 = - 39,48 physikalisch sinnvoll, da dies z.B. bei Biegung dem
Erreichen der Euler-Knicklast des beidseitig eingespannten
Balkens entspricht. Die Ansatzfunktion Bild 2.9 unten schldgt bei
diesem Punkt durch. In Bild 2.9 oben ist zu erkennen, dafB die

Funktion fir aL2 = - 50 nicht mehr stabil sein kann.
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dimensionslose Verschiebung ————»

dimensionslose Verschiebung —»

20

1‘6

'\( BL4=430

\

—
N

o
(e

o
&~
L

O 105 -\ 0 s b5
\% \\ %E-_> /4//
-0, \ \ . / /
N
) . P
-08 \ i l/
Cl) \ BL":IOGO'/
-1,0 ..
04 pa— T
' N\ 4 =430
e i
0,2 / b
' // ’_____§~ZBL"=115 \
/ = :Blf"’o X \\\\ \'\
L2 X"~ . = —» ~.
0 1 > = [
~0s N TR0 BL = 1700 R
.\\\ \\<£, ";;;
"~ ———
-02 ~. .~
Vﬁ‘ = 1060
b)
- 04

Frequenzabhdngige
Ansatzfunktionen
mit oL2=10 und
variablem BL4

a) der linken

Randverschiebung,
b) der linken

Randverdrehung



1,0 4
T 0,8 -
o
-
=
0
g
c 06
&
@
g 1
& o4
O
@ Bild 2.8
S Quasistatische
'g 02 Ansatzfunktionen
@ (8L?+0) mit
._g G) positivem aL?
a) der linken
0 ' Randverschiebung,
_g; 0 +0,5 b) der linken
X Randverdrehung
2 —»
L
0,2 :
3 o
E
2.5
g @
W=
c o
awn
EQ
o>
Nach Umformung von (2.80) mit (2.5) ergibt sich
&I, + R,(0) = (A2 - A%)EF
T RT 2 1 44
(2.81)
Tk eIy = Af' A‘g EFyy -

Die Submatrizen 11 der Gleichung (2.71), (2.73) und (2.78) lassen

sich nun mit (2.81) zu einer dynamischen Steifigkeitsmatrix

zusammenfassen
gé;n _ 511 + g11 _ w2 =11 (2.82)
L 2 £
= Efgy [( A A%)J‘-}h,ﬁq{J ki fﬁunﬁ,ﬂdx - A] A%f&ﬂdx]
) 2 -2
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dimensionslose Verschiebung —

-05 0 _E_ — +05
06
/" ~. aql? =-30
0.4 / - Bild 2.9

\\ Quasistatische
8) // 2 i Ansatzfunktionen
3 d J— alf=-20 \ 4 . )
A . . ~ (BL"»0) mit negativem
v 02 __.____/_..//__. CLL2 =-10 ;.\ aL2
E y // |/——--L — \l . \ )
O AP e > :\\\\f\\ . a) der linken
g // alf=0 N \\\ Randverschiebung,
> = = b) der linken
v - Randverdrehung
¢ -05 0 X _ #3105
0 \ jal?--s0| L Y
= A\ .
Q . o
m _qz . /
= \ /
£ N /
£ b) .
-D \-’

-0

Die Integrationen der ersten drei Anteile miissen nicht durchge-
fiihrt werden, da sie exakt auf die Matrix (2.20) bzw. auf die
F-Werte (2.22) fiihren. Anders ausgedriickt: Die neue dynamische
Steifigkeitssubmatrix der gekoppelten Torsionsschwingung wird aus

der alten dynamischen Matrix mit nach (2.80) ge&dnderten oy und
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B1 ermittelt, ergdnzt durch den letzten Term von (2.82), der

durch Integration bestimmt werden mug.

Analog lassen sich auch die Diagonalsubmatrizen der Biegung

zusammenfassen. Mit den Gleichungen (s. Gl. (2.33))

B 2 _ 42 2 B .
P = (A A3)EF,,, w gF = A3 A, EF,,
folgt
22 22 22 2 22
= - 2.83

2 2 g
2 2 T T Y Y T
= EFzz{}A4 - x3{[92,132,1dx * J92,1132,11dx A3 A 4J-Ezﬁzdx}

} & 2 22

bzw. mit (2.34) folgt

33 _ .33, .33 2 33 (2.84)
k32, - P+’ - o’y
2 £ 4
2 _ .2 T T 2 ,2(, .T
- EF33|_(>‘6 - 29)[hy 43, qax +_[E3,1133,11dx = As Ae_[ﬁ3ﬁ3dx]'
- ) 2 2

wobei Ké%n und Kggn jeweils der Matrix aus (2.47) und (2.48)

entsprechen.

Die Koppelsubmatrizen und der letzte Term in Gleichung (2.82)
werden nun soweit aufbereitet, daB eine einfache numerische
Behandlung mdglich wird. Letztlich wird jede Submatrix aus zwei
Matrizenmultiplikationen errechnet, wobei die Ausgangsmatrizen

der Ordnung 4x4 geschlossen darstellbar sind.

Die Massenkoppelmatrizen aus Gl. (2.71) werden mit (2.11), (2.41)
und (2.42) zu

2 T £ T 3
12 _ s (h. nT dx = -g.oF AT n, dx A,
M= -938 J—1 Zp @X = 7939% 24 =1 =2 =2
By ] -2
T
-1 12 =1
= -gy9F A, N “ A, ¢ (2.85)
T
AER 5, 9F é;T '3 a7,
-«
wobei
12 £ T £
N = -fn1 n; dax, §13 = n, 22 dx (2.86)
oy ] -£
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gilt. Z.B. ergibt sich ausgeschrieben
[ 2 | 2 © | ¢ } 2 0
: | l
Js1(x)s3(x)dx jé1£§}c§?:)dx | Js1(x)S4(x)dx fs1(x 4(x)dx
2 I = |2 )
e e e s e e o s e e b= o e e e — o
2 @ | 2 | £ 8 | ) )
jc1( 3(x)ax | [cq(x)ez(x)dx | fc1/( 4(x)dxI fc1(x)c4(x)dx
12 - = - -
p'2 |7 e _ ____ B e oo o s s et
2 | 0 | 2 | ) 0
l
Jsz(x)s3(x)dx| JSZMx)dx' fsz(x)s4(x)dx| S, (%€ (x) dx
) I ~ | -2 -2
e e e s e e e ke e seea G g —_,
2 o | 2 : ) ° | ¢
jcz%x)dx! ch(x)c3(x)dx I ch( 4 () ax | JCZ(X)C4(x)dx
| -2 -2 -2 -2 J
Die Hilfte der Elemente der N-Matrizen verschwinden, da die Inte-
gration bei symmetrisch zum Ursprung liegenden Grenzen nur iber
gerade Funktionen von Null verschiedene Werte liefert. Diese
Reduzierung des Aufwandes begriindet nachtrdglich das lokale Koor-
dinatensystem in Elementmitte. Mit den Integralwerten aus Anhang
A.4 ergibt sich fiir die Matrix
- _ l
3\1c1s3+k3c3s1 : 5 | As4Cy 7\1c1S4 | o
2 2 2 2
A'] )‘3 I } .X.I + )\4 :
l
____________ _l_— _—— — — .__.[_ —_—— —— —
l
|
o l)\1c3s1 A3c1s3I o | k4c1s4+k1s1c4
[ Xz - 12 | )\2 & )\2
3 3 I 1 4
12 _ L, _ - 4_________1 _______
= 1— l l
AySglo=B4858, | o | A2C284=%C4S5 | o
2 2 | 2 2
Ay + A3 1 | A=
|
_______ lL____.______+_______ e —— — S
l -
o 12293527 %555C o | 22C45272C55,
2 2 2 2
| A A3 | A3 - A%
- 1 | l -
Nach Indexveridnderungen ergibt sich die Matrix N13 analog N12,

Im Anhang sind auch die Integralwerte fur Aq > ;r angegeben.

Sie entsprechen den Grenzwerten der unbestimmten Ausdricke der
O

Form auf den Diagonalen der Integralmatrizen.
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Fiir die weiteren Submatrizen werden die Ortsableitungen der
gilt mit Gleichung (2.17)

Ansatzfunktionen bendtigt.

|lw}

T

B1,1 = 84,4
T _
81,117 81,11
l I [
| '—A1l [
——I—__1__+_—
| |
ST
I R U D
| |
l L
R P N
| I S
2

Z.B.

o

1

1

die Wirkung der Ortsableitungen reprdsentieren. Analog gilt

T T
By,1 =8B
T T

B3,q = B3 B3

R2,.11

83,11

R I
(2.87)
T -
B9 299+ DByqg =By By
vl !
—l$| { | ]
_.__.:.___l_____:___._
l-ﬁ: 1
| 2.88
=‘“‘F‘T“‘T—“ ( )
| 2
| LAz
Y Rl
L T R
| | | 12
& l l o
T
By DBy
. (2.89)
D3 D33 v

wobei die D-Matrizen nach Indexverdnderung aus Gleichung (2.88)

gewonnen werden.

Die geometrischen Koppelmatrizen aus Gleichung (2.78) lassen sich

nun mit (2.87) und (2.89) angeben. Es ist

12

l[}]

13

[}

23

o]

- (M, (0) +m P) A}

d5
-(M2ﬁ0)+m3P)2 N

(~M4 (0)+m,P) D7 N

13

>(2.90)
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wobei 23 ‘f T
-2

>(2.91)
12 ¢ T 13 ¢ T
Ny _fx mg By O Ny =.fx Oy By &%
'] -£
die Integralmatrizen sind, die ebenfalls zur Hilfte mit Null
besetzt sind. Es gilt z.B.
[ 2 o : 2 l 2 0 | g ]
l
jxs1( sS(x)dxl xs1(x)c5(x)dxI fxs1( 6(x)dxl xs1(x)C6(x)dx
-2 ] -2 '-1 l =2
2 | ? o) ] & | 2 (o]
jxc1(x)s5(x)dx| chl£§}6;QX)dxl dxc1(x)S6(x)dxl £xc1( 6(x)dx
N R 12 o
fxsz( sS(x)dxl XSZ(X)CS(x)dX| ‘xSZ( 6(x)dxl foz(x)CG(x)dx
= | -2 l-l l -2
________ o T 0
J
l |

e

Die Integralwerte hierfiir sind im Anhang A.5 angegeben. Der
letzte Term aus Gleichung (2.82) lautet mit (2.87)

£
T
= T = -1 T 11 -1
I%jéu1ﬁu1“‘”%é1 Dy N, Dy 2y
~-£
wobei
2
N11 = X n nT dax
=X =1 =1
-2
ist.

| 2
xC2(x)86(x)dx[ JXCZﬁK}CZT;)dX
-2

—

(2.92)

Die D-Matrizen bewirken jeweils nur eine Umsortierung und skalare

MultIplikation der Integralmatrizenelemente mit A bzw. A2,

Bei gekoppelten Biege-Torsionsschwingungen ohne Verwdlbung (EFW = 0)

A
ist éil durch AIlaus Anhang A.l und D; durch

I
& —— = —— ‘£ 3 5 m
D, = R mit A, =w
=1 ; 1 V®T+Rﬂm

zu ersetzen. Von den Integralmatrizen bleiben jeweils nur die
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ersten beiden Zeilen erhalten, die mit él und 61 zu bilden sind.

Die Koppelmatrizen haben daher die Ordnung 2x4.

Die im Abschnitt 1.3 angesprochenen Ansatzfunktionen mit "festge-

haltenem" Frequenzparameter werden aus den oben aufgefiihrten

Ansdtzen durch ein festes w in den A-Werten gewonnen. Dieser
Frequenzparameter wg,gqy Wird so gewdhlt, daB er in der N&he des
Frequenzbereiches liegt, in dem z.B. die Eigenfrequenzen wy
ermittelt werden sollen. Eine Zusammenfassung der Diagonalsub-
matrizen zu Edyn' wie in den Gleichungen (2.82) bis (2.84), ist
hier nicht mehr mdglich. Die Integrationen iiber die Ansatzfunk-
tionen sind bei jeder Teilmatrix durchzufihren. Z.B. ergibt sich

statt Gl. (2.84)

- - T 5
33 1T 7 33 =
K77 (Weegt) EF33 23 D338 D352
33 1T o 33 -1
+ G (We ) p = + PA Dy N"7" D3 2 > (2.94)
_ o233 Cw2ep amh N33 aoT
w = fest 5¥ 23 = ’
J " J

Hierin sind alle Matrizen der rechten Seite mit M wgogy)
gebildet, d.h., bei der Ermittlung der Eigenfrequenzen miissen
die Matrizen K, G und M nur einmal aufgebaut werden und kdnnen
im allgemeine; EWP entgﬁrechend Gleichung (2.69) weiter verar-
beitet werden (siehe Abschnitt 5.2). Der Frequenzparameter

Wregt PeeinfluBt dabei die Form der Ansatzfunktionen. Fiir

Cragt * O ergeben sich quasistatische Ansatzfunktionen, die fiir
o = O in die Hermite-Polynome 3. Grades iibergehen. Da diese
Grenzwertbildung analytisch sehr milhsam ist, werden im folgenden

direkt Polynome als Ansdtze gewdhlt.

2.2.2 Polynomansatzfunktionen

Um die geometrischen Rand- und Ubergangsbedingungen erfiillen zu
konnen, sind bei der Balkenbiegung und bei der Wolbkrafttorsion
Polynome mindestens 3. Grades als Ansatzfunktionen erforderlich.
Natlirlich lassen sich auch Ans&dtze hdheren Grades konstruieren
(siehe Anhang A.7), jedoch wichst damit die Ordnung der Element-

matrizen und die Bandbreite der Systemmatrizen.
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Fir ein Element der Lidnge L = 2% mit dem Koordinatensystem in

Elementmitte lauten die Ansitze

T T 1
hi(x) = gp(X) ép
T T =1
h3(x) = ng(x) A
h3(x) = n (0 2

mit
ET(x) = [1, X, x2, x3]

und der Matrix 551, die analog der Gleichung (2.8) ermittelt wer-
den kann. Da hier fiir alle Ans&dtze die gleichen Funktionsverliufe

gelten, wird im weiteren auf die Indizierung verzichtet.

Mit der dimensionslosen Koordinate

t- §

und deren Ableitungen nach X ergibt sich

hl(x) = n (9a

T 1T -1

n", = fan, 2 L (2.95)
T - 1 T =1

h 49 = 22 %% £ ’

wobei fir

n" [% 5, %2, ?3} (2.96)

_ , :
2 1 21 2| -2
._.__._4.____’____. . comii o
- -3 | =f | 3 -4
A 1 =%“"‘T"‘" ___]'-___ (2.97)
o l -£ 0 l £
e S Tt
R S L T 3

gilt.

42



Die Submatrizen der

Steifigkeitsmatrix Gleichung (2.73)

mit (2.95)
1M _
B = Glp Hqyq + BRgy Hyy
22 _ 3 _
B = EFpplHyy v B = EF33 Hyy»
wobei fur
T ¢ 1
1 -1 T -
H,, = 7 A ag A
=11 2 = ;EE,E E,g 13 =
T 4
1 -1 T -1
H = s B n n dg A
f22 T332 [ By Dy F2
-1

gilt.

Die Integralmatrizen Hj, sind im Anhang A.6 angegeben.

lauten

(2.98)

7 (2.99)

Die Indizies i und k weisen auf die Anzahl der Ortsableitungen

in den Ansatzfunktionen hin.

Die Submatrizen der geometrischen Matrix (2.78) lauten mit

11

€' = RplO) Hyq + Rp Hyyy
22 33 _
G™" = P Hyy . ¢~ = P Hy,
c'2 = - (M.(0)+m.P) H.,. + Q. H
G 2 3P) Hyq 3 2502
G13 = (-M, (0)+m.P) H + Q. H
G 3 27 Bqq 2 £x02
23 _ 1
G = M Hyqp v
wobei fiir
A4
T
Hoqq1 = 2! jgg o' aga’’
- - 7
4535 Sy
T 1
-1 .f T -1
" ae a
4
H = A_1T.f(n At — @\ 5
=21-12 = = / —,‘fg —rE ¥ — /8¢

gilt.

(2.95)

-

> (2.100)

> {2.101)
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Die Integralmatrizen sind wiederum im Anhang A.6 verzeichnet.

Die Submatrizen der Massenmatrix (2.71) lauten mit (2.95)

11 22 _ .33 _ ]
M 95y Hop M™" = ¢F Hyg

Il

=
|

> (2.102)

12 13
~938F Hypr

n=
I

n=
Il

928F Hoo 7

wobei fir

T -1 (2.103)

gilt.

Die Integralmatrix ist im Anhang A.6 zu finden.

Die Diagonalsubmatrizen (2.102) wurden erstmals von Zurmiihl
(1963) und Archer (1963), die Massenkoppelsubmatrizen von Mei

(1970) angegeben. Die geometrischen Koppelsubmatrizen (2.100)
sind von Barsoum (1970) und Tebedge (1972) hergeleitet worden.

Bei gekoppelten Biege-Torsionsschwingungen ohne Verwdlbung

(EFyp = O) kann flir die Torsion ein linearer Ansatz gewdhlt

werden gemas

8T(x) = AT(p) 2'1, (2.104)
wobei
2T gy = [1, ¥ ] (2.105)
(A
L 1 ' 2.
A = 5 b——q——-- (2.106)
-1 1 1
|
ist.
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In Gleichung (2.98), (2.100) und (2.102)

Anderungen

gilt.

12

22
GIp Hqq
B o+r B
Rp(O) Hqq *+ Rp Q14
2 %"I..
- (M (0)4maPYH g + Q5 Hygy

24 2
(=M3(0)+myP)Hqq + Oy Hyoo
22
$tn Boo
2 13
"938F Hpor B 7 9
1
B e 2 2
ki | A 1 J-% nT dg A !
L2 = o —r% —r¥ =
24T ¢ 9 a7 21
A dg 2
- hel, dE2

TN

o~
HVF
-—
H
L‘-—\.\
Iz~
e
=]
Q
%1
IPI
—_—

ergeben sich

24

§F Hog »

folgende

Die Integralmatrizen sind ebenfalls im Anhang A.6 verzeichnet.

> (2.107)

> (2.108)

Wie bereits in der Einleitung erw&hnt, weisen Paz und Dung (1975)

nach, daB bei der Reihenentwicklung der exakten dynamischen

Steifigkeitsmatrix mit NormalkrafteinfluB die ersten Reihen-

glieder identisch den Matrizen mit Hermiteschen Ansitzen sind.

ZIB.

gilt

(2.109)
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Eine Methode zur ndherungsweisen Linearisierung der dynamischen
Steifigkeitsmatrix an einer beliebigen Stelle wgogy geht auf
Hopper u.a. (1980) zuriick. Fir den Fall ohne NormalkrafteinfluB
gilt z.B.

33 U 25 RN S
wobei die Matrizen fir Bpaar = VW ¢ big mit wo = 1,01 w,
aus den Ndherungen
2,33 2.33
WK (W) -w KD (W)
K3B(wf t)”' o=dyn ; 2u dyn o (2.111)
- = we -w
o u
33 33
33 ~ gdyn(wu) gdyn(LDo)
M (wf t) ~ 5 5 (2.112)
= es w2 - w
o u

errechnet werden konnen. Die Gleichungen (2.111) und (2.112) sind
gute Ndherungen der entsprechenden Matrizen von Gl. (2.94),
sofern auch dorf der NormalkrafteinfluB nicht beriicksichtigt
wird. FUr wgggy * O ergeben sich aus Gl. (2.111) und (2.112) die
Matrizen von Gl. (2.109).
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3 Systemmatrix

Wie eingangs erwdhnt, wird die Systemmatrix aus den Elementmatri-
zen aufgebaut. Um die Kompatibilit&dts- und die Gleichgewichtsbe-
dingungen an den Knotenpunkten erfiillen zu konnen, werden im
ersten Schritt alle Elementmatrizen auf ein gemeinsames, i. allg.
raumfestes, globales Koordinatensystem bezogen. Dies geschieht
durch Transformation der lokalen Freiheitsgrade und Randschnitt-
lasten auf globale Koordinatenrichtungen. Durch Zuordnung dieser
ElementgrdBen zu SystemgrOB8en kann nun im zweiten Schritt die
Systemmatrix elementweise vervollstdndigt werden. Einzelfedern
und Einzelmassen an den Knotenpunkten werden i. allg. erst in die
Systemmatrix eingebaut. Nach Beriicksichtigung der globalen Rand-
bedingungen steht uns somit eine matrizielle Systembeschreibung
zur Verfiigung. In den folgenden Abschnitten werden auch kurze

Hinweise zur Programmierung gegeben.

3.1 Transformation der Elementmatrix

Wie Bild 2.5 zeigt sind die lokalen Elementverschiebungen und
damit auch die lokalen ElementrandschnittgrdBen (Bild 3.1) auf
unterschiedliche Achsen bezogen. Als erste Transformation ist
deshalb der Bezug auf eine sinnvoll zu wdhlende lokale System-
achse erforderlich. Die zweite Transformation bewirkt die Umrech-
nung dieses lokalen Achsensystems auf das globale. Falls vor der
Schwingungsberechnung eine geometrisch nichtlineare Berechnung
zur Bestimmung der statischen Ruhelage erforderlich ist, muB noch

eine dritte Transformation von der globalen Ausgangslage in die

globale Endlage durchgefiihrt werden.

Mp(2)

ElementrandschnittgrdBen, bezogen auf M- und S-Achse
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3.1.1 Transformation vom Hauptachsensystem auf lokale

Systemachsen

Um nicht mehrere Systemmatrizen getrennt beschreiben zu missen,
wird exemplarisch die dynamische Steifigkeitsmatrix mit allen

Koppelsubmatrizen als Elementmatrix in folgender Form gewdhlt:

r n “ I | i = T s
00 |
%o Edyn | l | do
____F____f____f___“
| 11 12 13
El | Edyn [ Edyn { Edyn él
I
B e S
22 | 23
k) | l §dyn | §dyn 4
| l
| | 'T
33
£3 sSym I I | Kdyn L §3
L i L | l _ i
wobei gilt:
00 I 00
- F1 | F2
Edyn PUR P, S T (siehe Anhang A.2)
= I 00
sym | Fy
r ! o | T
ii ii ii ii
Fy l F5 | F3 | Fy
_______L______n_F________T_ _____
: ril | pit p i1
ii _
Kayn = ——‘"T——”‘*“‘i—*—*i"
ii ii
| | Fi | -F3
SR N d_ L
|
sym : : I F%l

fir i = 1 siehe Gleichungen (2.22) oder Gleichung (2.82)
wobei hier der letzte Term mit Rp noch zusdtzlich zu
rll beriicksichtigt werden muB3

fir i = 2 bzw. 3 siehe Gleichung (2.47) bzw. (2.48)

48



i3
Edgn

fir i = 1,

I
N

fir i

. | v n [ 7
ij ij i | i
F{ : F3 | F3J | FyJ
R
5 6~ | 7 | Fg
S S TR et S e B
ij 1 i 17
F3 . Fl | Fi : Fi
__._.__r_—_.——J{'_ R A
i i i ij
L Fij : Fig | Fid | Fid i
2, 3 gilt gégn =cld + 2ml3
entsprechend Gleichung (2.72) u. (2.70)
3 gile  Kiy, = &%°

nach Gleichung (2.72),

Die Vektoren f bzw. d setzen sich aus den im Anhang (A.2) und den

in Gleichung (2.21), (2.47) und (2.48) verwendeten Teilvektoren

Zusammen .

[Ty(-2) , T;(2)]

[My(=2) , My(=2) , My(2) , Mg(2)]

[To(=2) , Mz(=2) , To(2) , M3(2)]

[T3(=2) , -My(-2) , T3(2) , -My(2)]

[up (=2) , up(2)]

[F(-2) , A 1(-2) , Vi) VY ()]

[Wz(‘ﬂ) ' w2,l(—2) ' Wz(l) ' w2,l(2)]

[wi(-2) , w 1(=2) , w3(2) , w3 1(2)]
3 Bis '

Vor der Durchfiihrung der Transformationen ist es zweckmdBig, die

Vektoren f und 4 so zu sortieren, daB die Kraft- bzw. Verschie-

bungsgrdBen der beiden Knotenpunkte geordnet nach Weg- und

DrehgrdBen zusammenstehen.
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Weiterhin wird

wy,1 (=) = Vy(-1) )
> (3.2)
wy 10 2) = V(1) J
und .
wy 1(-2) = -25(-2)
7 (3.3)
wy 10 2) = -U5(-2) |

gesetzt. Dies ist bei den vorausgesetzten kleinen Elementverfor-
mungen ochne Einschrdnkungen méglich. Werden letztlich die mit
M5 und ﬁg korrespondierenden Zeilen und Spalten der Elementmatrix

mit -1 durchmultipliziert, so ergibt sich

P T [go0! ' | ‘ | g0 | ' 5 |
T1(=2) F] | I I | | J F2 { [ ' | up(-2)
R s g
7o) I AL I I T T T
— 7 T A e ak¥ aE . mall aa D e | |
ry(-1) = e A el -Fgai | wy(-2)
b — 1— —_ — _|._ -— — - — — l_ e _‘_ —_ — 0 == =l -
(- BRI I I A A R
- ——7—__“—T;J_LT_;—-—k};F:3 213 3;V};r}; 2
Ma(-2) L | Fg _J-FS “Fg” | | “F1o L_f4 =Fi | Fg© =Pi3 1 -FIj 2(-¢)
AN T g (S S — e o
- | | T
Ma(-1) | 1 ‘ | A S IR I A & | Fi} V(1)
My (-1) N 4y I e I SN Y B Y
ol Bt Ak et i St e Ak
Ty(2) | | : ; | Fi _l_ J__ | uy (2)
L e e e L — =t -
. | r
) R Tk e
______ IR IR NN s ol el S S
; | |
(0 S R S R T DR i T i T 1 N A
e e e e e T o]
e | o IR s N Rl B S
ABER et et e Mt it s Ayt By ey Y
My(2) ‘ | sym 1 l | | ; | L | | Fg | -Fig -Fie 2(2)
M3(2) | o | | o . | | r22 ) 2 dy(2)
At e Al it et s s i i e i i Rl B P
M gL [ T | ‘1t |
£ = Eedyn e (3.4)
Die GroBen ge’ d, und ﬁedyn sind die durch Umsortierung entstan-

denen Elementvektoren und die Elementmatrix, wobei die Schnitt-

kraft- bzw. VerschiebungsgrdBen entsprechend Bild 3.2 a zum Teil

auf die M-Achse und zum Teil auf die S-Achse bezogen sind. Die

lokale Systemachse wird nun so gewdhlt, daBl der AnschluBl benach-
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barter Elemente ohne Probleme mdglich ist. Dies ist der Fall,
wenn alle an einem Knoten zusammentreffenden lokalen Systemachsen
sich in einem Punkte schneiden. Die so konstruierten Achsen sind
u. U. nicht mehr parallel zu den M- und S-Achsen der Elemente

(Bild 3.2 b). Da die windschiefe Lage dieser Achsen zueinander

nicht weiter berilicksichtigt werden soll, muB der Winkel zwischen
der Systemachse und der M- bzw. S-Achse klein sein. Weiterhin

sollte die Systemachse mdglichst nahe bei der M-Achse liegen, da
die WOlbgrdBen nicht auf diese allgemeine Bezugslinie transfor-
miert werden. Die hierdurch verursachte Ndherung ist jedoch, wie
Argyris und Radaj (1970) und Radaj (1970) zeigten, in vielen

Fallen ausreichend genau. Es wird bei der Transformation also so

verfahren, als ob es sich um St&dbe mit Vollquerschnitt handelt.

) Hauptachsensystem
' o bezogen auf die M- Achse
wyl- H
-1
%y . 9(-1
Alms 3‘{,/'.$ 2(1) ﬁﬁ

//// Schnittpunkt von
> 24 Systemachsen benach-
b) 00\\9? barter Elemente

o b
xe 2
Qs ‘-9\‘6 / \
3.(-2) ’
| i : e b, lokale Basis

M. 1::VJL’/’ ' in Richtung der Haupt-

az- 3,-2)  v,l-R) achsen des Querschnitts
—p —D

v
p S
P vy D Bild 3.2
31“” a) Verschiebungen bezogen auf M- und S-Achse
//z'rﬂ b) Verschiebungen bezogen auf die lokale Basis
11

der Systemachse A

51



Die Verschiebungen lassen sich durch die Beziehungen

— —_ - — ~ —-

up(-2) | |1 | | [ l(m3—a3_4 —(m2-a2_4 vy (-1)

wal= | | | a3 | [ va(-4)
B Y i

w3(-2) [ | 1 l—az_l | | v3(-2)

#(-2) |o | I I | I T Ty (-2)
_._1__.__ _._+_ ____________

V3 (1) | | | B _IL : 7 (-1)
I e e e

H(-2) 0 ;o1 —|L W (-1)

V},10-2) i : | { l SRS N OAPIEYS

L L | | l 1L J

d.(-2) = Ely dr(-2) (3.5)

— w0 na l l | ] | l - - -+

uy () L | l | (m3-a3,)) ‘(m2‘32+)l vi(2)
__[__1——4-—J-__+____T___

wz(ﬁ.) L 1 l i_a3+| [ | V2(2)

oty ||| "ILTI.;T_"T""T“" v3(2)
S R, __J___L_____l _________

%y | 1] | /] (2)

1 1

___.}___.l.____l___l____T.____]l_____

Ty (1) | | L o | A (1)
R e e e

J(2) I —:_ : | { 1 _IL (1)
R e e e e Rkt o

% I B

de(2) = E22 dr.(2) (3.6)

umrechnen, wobei a,_ und aj3_ die Abstdnde der M-Achse zur System-
achse A am Elementende x; = -% sowie a5, und a3, die Abstdnde
bei x; = +& bezeichnen. Die Drehungen 7, J\, 0} und die Drillung
171,1 bleiben unverdndert. Die Verschiebungen der Systemachse

werden mit Vi, Vo und V3 bezeichnet.
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Die Transformation des gesamten Verschiebungsvektors lautet mit
den Gleichungen (3.5) und (3.6)

de (-2) By | r,(-2)
— ___._f_.___
d.(2) : Eoo dr,(2)
4. = E g, . (3.7)

Der Schnittkraftvektor muB einer &dhnlichen Transformation unter-

worfen werden wie der Verschiebungsvektor:

£, = ET £, . (3.8)

Gleichung (3.7) und (3.8) in (3.4) eingesetzt, ergibt die auf die
lokale Systemachse A bezogene Gleichung
£, = Koayn 4 (3.9)
mit
= T
ELdyn - E Eedyn E ° (3.10)

Durch diese Transformation bleibt die Symmetrie der Elementmatrix

ELdyn erhalten.

Im Rechner wird Gleichung (3.10) nicht als zweimalige Matrizen-
multiplikation der Ordnung (14 x 14) durchgefiihrt, sondern
lediglich die 4. bis 6. sowie die 1l1l. bis 13. Spalte und Zeile
der Matrix K entsprechend der Besetzung der Matrix E neu belegt.
Weiterhin szi noch darauf hingewiesen, daB die Matrix E des ex-
zentrischen Anschlusses nicht orthogonal ist, 4. h. die Riick-

transformation von Gleichung (3.7) lautet z. B.

]
9 SE  da e

wobei E”! sofort aus E berechenbar ist, indem alle AuBendiagonal-

gliede; das Vorzeichen wechseln.

3.1.2 Transformation von lokalen auf globale Achsensysteme

Sowohl die lokale Basis 21' bo. 93 als auch die globale Basis ey
€5, e3 werden als orthonormierte Systeme (ONS) gewidhlt. Damit ist
die gegenseitige Uberfiihrung des einen in das andere System, bei
Kenntnis der Richtungskosinus zwischen den einzelnen lokalen und
globalen Basisvektoren, durch orthogonale Transformationen
moglich (Bild 3.3).
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globale Basis (ONS)

&4
e
=2
ar lokale Basis (ONS) A,
e
L moten
e A-// B1 Systemlinie des Elements
o \
b

-3

Knoten [n] b, “zusatzlicher Koordinaten-
b punkt zur Festlegung der

+ne

2

p_1= lg1+ me 5

mit L=cos g, Richtungskosinus
zwischen g1 und e,

Bild 3.3
Lokale und globale Basis

Der lokale Basisvektor b; ist durch die Lage der Elementknoten
bestimmt, wobei die Richtung vom Knoten [n] zum Knoten [n+r] zeigen
soll. Die Lage der Hauptachsen b, und bj beziliglich der globalen
Basis muB durch besondere Konvention festgelegt werden. Eine
Moglichkeit besteht darin, auBer den Koordinaten der Elementkno-
ten noch einen weiteren Punkt B anzugeben, der mit der Systemli-
nie des Elementes eine Ebene aufspannt, in der die Hauptachse

by liegﬁ. Mittels Kreuzprodukt zwischen dem Vektor b; und einem
Hilfsvektor, der von einem Punkt der Systemlinie des Elements zum
Punkt B zeigt, kann nach Normierung b3 errechnet werden. Nach
erneuter Kreuzproduktbildung zwischen b; und b3 ergibt sich
schlieBlich b,. Fir den hdufig vorkommenden Fall, daB b, parallel
zur ey, e, Ebene liegt, ist die Berechnung der Richtungskosinus
im Anhang A.8 angegeben. Der Punkt B wird dabei nicht bendtigt.

Die Transformation von globalen in lokale GrdBen lautet

b t g m n e
b = o Il p | g e
b T r ":_E"{*"t“ e
b = T, e (3.11)
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und entspricht einer Starrkodrperdrehung. Sowohl die Weg- als auch

die DrehgrdBen transformieren sich nach der gleichen Beziehung,

— —

— ~ 7
vl(—z) Lo m | n I | I ! 1 vl(—z)
vy (-2) o | P -%Ju__p__p__t__ vy (-2)
v3(-12) r s | £ 17 | V3(-1)
e iy ey =k
ﬂb&) = ___L_4*- _i*_q_ EJ___Oﬂ—M
|
7y (-2) Ll _SJ_Q_LE_‘ RIS
N (-2) | | r s Dt | 03(-2)
v L Y F—— - 3
%o1(-2) ’ [ R O | ROy ES
- ! - L l l l I I = ! -
QL(_R') = ;lI_‘_ll gg(—l): (3.12)
wobei V,, V,, V3 die Verschiebungen und ©1, 95, 03 die Drehungen
des Knotenpunktes in Richtung der globalen Achsen sind. Die
Verwdlbung wurde bei dieser Transformation als Skalar behandelt.
Da sich die RandgrdBen bei x = £ mit der gleichen Matrix T11
umrechnen lassen, lautet die Transformation des gesamten Ver-
schiebungsvektors
— - - [ - F =
ar,(-2) Ty dg(-2)
|
= |- — — — = T— ——————
|
4, (%) | T11 de(4)
L . — = o
(<03 = Z ds- (3.13)

Da die Transformationsmatrix T orthogonal ist, d. h., es gilt

r~1l=rT,

der Gerschiebungsvektor unterworfen werden muB, folgt

und der Schnittkraftvgktor der gleichen Transformation wie

fr = Z £, - (3.14)
Gleichung (3.13) und (3.14) in (3.9) eingesetzt. Das ergibt die
auf die globale Basis bezogene Elementgleichung

fg = Keayn o (3.15)
mit

EGdyn = ZT ELdyn Z' (3.16)

Diese Kongruenztransformation der lokalen Elementsteifigkeits-
matrix 1dBt sich sehr effizient ausfiihren, wenn die Block-

diagonalstruktur der Matrix T beriicksichtigt und aus Symmetrie-
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griinden nur die obere oder untere Dreiecksmatrix von KGdyn
berechnet wird. Damit ist der sonst erforderliche Rechenauf-
wand auf ca. ein Zwanzigstel reduzierbar. Die Submatrizen der

globalen Elementsteifigkeitsmatrix

Gdyn | Gdyn Gdyn Gdyn | Gdyn l Gdyn
KT | K970 | k1Y ; K73¥" | Kia¥? | k3
I I I
SRR e s e fom—- -
I I | '
Gdyn Gdvyn Gdyn Gdyn Gdyn
| K3Y" | k3 523y | 524y : kgoY
I | I |
_‘-_T""m__T____T_~—~I ————— ——
— I Gdyn T Gdyn T Gd nI Gdyn
Ksayn = l g L S oA gy
S R — R
| | | |
Gdyn Gdyn Gdyn
1 I | K337 : K32" | ke
____I____J__ﬁ_L____r__mq____
| I | I I
| sym | : | Eggyn { ESGYn
I I
e e e e
| I
l | ! ; | k5T

errechnen sich aus den entsprechenden Submatrizen der lokalen

Elementsteifigkeitsmatrix wie folgt:

Gdyn — T Ldyn 5 s

Eijy = Zl Eijy —_’El 1 = l,...,4 und J = 1,...,4

Gdyn _ T .Ldyn _— S
k3 X = Zl kY y i 1,...,8 (3.
xk§dyn = xldyn i=1, 2, 3. )

Sofern bei der Schwingungsberechnung keine statischen Vorlasten
berilicksichtigt werden miissen, steht somit die Elementmatrix zum

Einbau in die Systemmatrix zur Verfiigung.

3.1.3 Transformation von globaler Ausgangslage in globale

Endlage bei geometrisch nichtlinearer Berechnung

Jedes Stabsystem steht, zumindest infolge seines Eigengewichts,
unter statischen Vorlasten. Bei "steifen" Systemen ist der Ein-
fluB dieser Lasten auf das Schwingungsverhalten vernachl&dssigbar.

Bei "weichen" Systemen und bei vorgespannten Konstruktionen kon-
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nen Vorlasten jedoch groBere Deformationen verursachen, die das
Schwingungsverhalten wesentlich ver&ndern. Wie bereits in Ab-
schnitt 2.2 erwdhnt, werden hier vereinfachend nur Knotenlasten
zugelassen, wobei dies keine Einschrdnkung der Allgemeinheit
darstellt, da bei Elementierungsverfahren verteilte Lasten immer
in Knotenlasten umgerechnet werden miissen (siehe Schwarz (1980)).
Die Knotenlasten sind im Systemkraftvektor f entsprechend dem
Systemverschiebungsvektor d anzuordnen und bilden mit den sta-

tischen Systemmatrizen K und G bzw. mit der quasistatischen

Systemmatrix

Edyn(w) = 5 + S wenn w > O

das Gleichungssystem
d = [Rgyn T (w) af w > 0, (3.18)

aus dem d berechnet werden kann. Da sowohl G als auch K bei
geometrisch nichtlinearer Berechnung von der Hohe der sorlast £
abhédngen, kann das Gleichungssystem nur iterativ geldst werden.
Algorithmen zur LOsung von Gleichung (3.18) sind u. a. bei Chen
und Atsuta (1977) zu finden.

Im Systemverschiebungsvektor d sind neben den Knotenpunktver-
schiebungen auch die Knotenpunktverdrehungen gegeniiber der Aus-
gangslage enthalten. Die mittleren Elementverdrehungen

@i(ﬂ) + Oi(—Z)

B; = i=1,2,3 ’ (3.19)
2

errechnet aus den Knotenverdrehungen bei x = -2 und x = +4,

beschreiben beziiglich der raumfesten Basis e

Bild 3.2), eine StarrkOrperdrehung des Elementes, die zusammen

(siehe auch

mit der StarrkOrpertranslation des Elementes

Vi(z) + Vi(—z)
Vi =i i=1,2,3 (3.20)
2

die gesamte Starrkdrperbewegung bilden. Die nach Abspaltung der
Starrkdrperbewegung vom Verschiebungsvektor d; des Elementes
verbleibenden Restbewegungen (siehe Anhang A.9) verursachen die
Verformungen des Elementes und miissen nach Voraussetzung 4 in

Abschnitt 2.2 klein gegeniiber den Querschnittsabmessungen sein.
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Die dynamische Elementsteifigkeitsmatrix ist also von der globa-

len Ausgangslage einer Starrkdrperdrehung um den Vektor

auszusetzen, um die fir die Schwingungsberechnung relevante sta-
tische Ruhelage zu erreichen. Die zur globalen Endlage noch feh-
lenden Elementverformung (Restbewegung) wird durch die Vorlastan-
teile in der geometrischen Matrix ni#herungsweise erfafBt. Die
StarrkOrperdrehung des Elementes kann zweckmdBig mit Hilfe des
Drehtensors, der aus dem Drehvektors O gebildet wird, durchge-
fihrt werden (siehe Duschek u. a. (1961)). Werden seine Kom-
ponenten in Form einer Matrix angeordnet (siehe Anhang A.9), so
wird die gedrehte (mitgehende) lokale Basis éi aus der lokalen

Basis b; des Ausgangszustandes durch folgende Transformation

berechnet
b b
b = R bs
b b
L7 __3J
b = R Db . (3.22)
Die Transformation von globalen in lokale GrdBen entsprechend
Gleichung (3.11) lautet nun
b=1T e (3.23)
mit der modifizierten Transformationsmatrix
I, =RT; . (3.24)

Das heiBt, bei vorgeschalteter geometrisch nichtlinearer Berech-
nung wird die dynamische Steifigkeitsmatrix aus Elementmatrizen
zusammengesetzt, die mit der um eine StarrkdSrperdrehung modifi-
zierten Matrix il anstelle von T, transformiert werden. Da die

Matrix R &hnlich wie T, orthogonal ist, d. h. E_l = RT, muB83 auch

%l orthogonal sein, so daB der Transformationsalgorithmus analog

Abschnitt 3.1.2 durchgefiihrt werden kann.
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3.2 Einzelfedern und Einzelmassen

Bei Berlicksichtigung von Einzelfedern und Einzelmassen miissen die
potentielle Energie U und die kinetische Energie E in den Glei-
chungen (2.51) und (2.59) entsprechend erginzt werden. Da hier
nur Einzelfedern und -massen zulassen werden sollen, die an den
Elementenden wirken, ist die Bewegung des Angriffspunktes der
Feder bzw. der Masse durch die Bewegung des Knotenpunkts be-

schreibbar.

Die potentielle Energie am Knoteninfolge Einzelfedern lautet

1 i

i ip 1
mit dem globalen Verschiebungsvektor am Knoten

ip [ 4 i i i i 1#
g = | Vis V. V3. 07, 03, 03, 47,7

und der Einzelfedersteifigkeitsmatrix

i I | | l ' | ]
SVl 1 %e3%v1| mecacun
oy _Sv2 1 TTeestvel T eaiSval
g | L) Sv3 ] Se2%v3) T®c1®v3| o
S TlL____\_ ___1___1_ % 1 1
| | l | cen T I
R 2 S A et St miel- s Rt
= i e I i e e
| | | l l | *
L -

’

wobei die Drehfedern cgo direkt am Knotenpunkt angreifen, die Weg-
federn ¢, jedoch auch einen exzentrischen Angriffspunkt haben
k6nnen (siehe Bild 3.4).

Bild 3.4

Einzelweg- und drehfedern

Angriffspunkt der Wegfeder
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Durch die Wolbfeder cy kann die Wirkung einer Wolbsteife be-

schrieben werden (siehe Bild 3.5).

Systemlinie der
Elemente

Bild 3.5
Einzelwdlbfeder

wolbfrei

Nach Wlassow (1964) 1&B8t sich die WOlbfeder nidherungsweise ermit-
teln aus
3
E t 2 Fgreife

Cy = ’ (3.26)
12 (1 + v)

wobei die Geometrie der Steife durch ihre Fl&che Fgteife Und ihre
Dicke t beschrieben wird und die Materialeigenschaften durch den

Elastizitdtsmodul E und die Poissonschen Konstante v erfaBt sind.

Die kinetische Energie am Knoten[ijinfolge Einzelmassen lautet

L (3.27)
dg

i 1 ip
E = o %

Q-

i
mit dem globalen Geschwindigkeitsvektor d; am Knoten [i]und der

Einzelmassenmatrix
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wobei der Massenmittelpunkt der Einzelmasse m exzentrisch zum
Knotenliegen kann (siehe Bild 3.6).
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m2
Masse m,%

Bild 3.6
Einzelweg- und -drehmassen

Massenmittelpunkt

Die axialen Massentrdgheitsmomente z. B. J;1 und die Deviations-
momente, z. B. J,3, sind auf ein durch den Massenmittelpunkt gehen-
des, zum globalen System paralleles Koordinatensystem bezogen.

i i
Sofern die Matrizen Cund J nicht im globalen, sondern im lokalen
Koordinatensystem gegeben ;ind, ist vor dem Einbau der Matrizen
in die Systemmatrix eine Kongruenztransformation analog Gleichung

(3.16) bzw. (3.17) durchzufihren.

In der dynamischen Systemmatrix Kdyn wird die Wirkung von Ein-
zelfedern und -massen berilicksichtigt durch Addition der Matrix
- i

(C - w2 J) zu den Gliedern, die die dynamische Steifigkeiten am

Knoten [i] reprdsentieren.

3.3 Aufbau der Systemmatrix und Beriicksichtigung

der Randbedingungen

Der Aufbau der Systemmatrix aus den Elementmatrizen wird nun an-
hand eines Beispiels gezeigt. Ein aus 4 Elementen bestehender
ebener Rahmen aus Stdben mit offenem Querschnitt ist entsprechend

Bild 3.7 a gefesselt. Die verbleibenden Freiheitsgrade des

Systems sind in Bild 3.7 b angegeben. Die Durchnummerierung

der Freiheitsgrade erfolgt mit steigender Knotennummer in der
Reihenfolge der Anordnung im Knotenverschiebungsvektor. An Fesse-
lungspunkten sind die zugehdrigen VerschiebungsgrdBen bekannt,

z. B. bei einer Wegfessel in 2-Richtung folgt Vo, = O. Die zu
gefesselten GroBen gehdrenden Spalten und Zeilen der Element-
matrizen werden also nicht in die Systemmatrix eingebaut. Unter
der Annahme, daB die Elementmatrizen voll besetzt sind, ist in

Bild 3.7 ¢ die Struktur der Systemmatrix dargestellt. Die addi-

tiven Beitrdge der einzelnen Elemente zur Systemmatrix sind durch

entsprechende Symbole gekennzeichnet.
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Fiir die weiteren Berechnungen miissen von der Systemmatrix ledig-
lich jeweils die Glieder von der Hauptdiagonalen bis zum letzten
von Null verschiedenen Glied der Spalte in ein eindimensionales
Feld abgespeichert werden. Diese hiillenorientierte Speichertech-
nik reduziert den Aufwand z. B. bei der Ldsung der EWP erheblich,
da unndtige Rechenoperationen vermieden werden. Die Art der Kno-
tennummerierung beeinfluBt die das Matrizenprofil bildende Anzahl
der abzuspeichernden Matrizenglieder. Im oberen Beispiel Bild 3.7
wirde durch Vertauschen der Knotennummern unddas Profil der
Systemmatrix verkleinert. Weitere Einzelheiten beziiglich obti-
maler Kompilierung der Systemmatrix sind u. a. bei Schwarz (1980)

und Bathe u. a. (1976) angegeben.
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4 Losung des impliziten EWP der exakten frequenzabhidngigen

Steifigkeitsmatrix

Die Ermittlung der Eigenwerte (Eigenfrequenzen w;) und der zu-
gehdrigen Eigenvektoren d; folgt aus dem homogenen Gleichungs-

system. Es lautet fiir das implizite EWP

Kayn(w) & =0, (4.1)

wobei Edyn (w) die frequenzabhéngige (dynamische) Systemsteifig-

keitsmatrix ist, in die alle Randbedingungen eingearbeitet sind.

Bei Berilicksichtigung von statischen Vorlasten sind die Matrix und
der Systemverschiebungsvektor d auf die statische Ruhelage zu

beziehen.

Die reelle symmetrische Matrix bedingt, daB alle Eigenwerte reell
sind. Aus physikalischen Griinden kdnnen die Eigenwerte nur w; >0
sein. Nulleigenwerte gehdren zu Starrkdrperbewegungen des mecha-
nischen Systems. Die Eigenvektoren erfiillen die verallgemeinerten

Orthogenalit&dtsrelationen (siehe Abschnitt 4.2).

Nichttriviale LOsungen von Gl. (4.1) existieren nur fiir den Fall,

daB die Koeffizientendeterminante verschwindet:
det [Kgyn (w3)] =0 i=1,2,...0 . (4.2)

Aus der exakten frequenzabhidngigen Steifigkeitsmatrix der Ordnung
n lassen sich theoretisch unendlich viele Eigenwerte bestimmen.
Numerisch sind dem jedoch Grenzen gesetzt. Ein Beispiel in Ab-
schnitt 4.4 zeigt z. B., daB auch der 5n-te Eigenwert noch sicher
berechnet werden kann. Im Vergleich hierzu konnten aus dem mit
Hermiteschen Ans&tzen (zuldssige Ansatzfunktionen) gewonnenen
allgemeinen EWP bestenfalls 1/2:-n brauchbare Eigenwerte ermittelt
werden. Die Eigenwerte w; missen nun nach einem geeigneten
Suchalgorithmus eingeschrédnkt werden. Hierzu ist es jeweils
erforderlich, filir ein vorgegebenes w den Determinantenwert zu
errechnen:

det [Edyn(“’)] = f (w) . (4.3)
Dies geschieht am effektivsten durch Zerlegung der Matrix mit

einem modifiziertem Choleskyverfahren (Bathe u. a. 1976)) gemis

T
Kgyn = L(w) D(w) L(w) , (4.4)

wobei L eine Linksdreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen

und D eine Diagonalmatrix ist. Die Determinante von Gl. (4.3)
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errechnet sich schlieflich mit

det [L D LT] = det L det D det LT = get

o

Zu

£(w) = det [Kgyn(w)] = T dys(w) (4.5)

1=
wobei d;; die Diagonalelemente von D sind und n die Ordnung der

Matrix bezeichnet.

Wie bereits in Abschnitt 1.3 ausgefiihrt, bereiten bei den friihe-
ren Suchalgorithmen vor allem jene Nullstellen der Determinante
Gl. (4.2) Schwierigkeiten, die zu mehrfachen Eigenwerten
gehdren. Das Gleiche gilt filir sehr eng aufeinanderfolgende Null-
stellen. Der im folgenden vorgestellte Algorithmus findet gezielt
die Eigenwerte in einem gegebenen Intervall. Das Verfahren wird
an einem einfachen Beispiel erldutert, an dem auch die numerische
Problematik kurz aufgezeigt wird. Einige grdBere Beispiele doku-

mentieren die Leistungsfdhigkeit des Verfahrens.

4.1 Berechnung der Eigenwerte w; mit Sturmschen Ketten

Da das allgemeine EWP mit algebraischen Matrizen gebildet wird,
die als erste Glieder einer Reihenentwicklung der exakten dyna-
mischen Steifigkeitsmatrix verstanden werden k&nnen (siehe Gl.
(2.109)), liegt es nahe, L&sungsalgorithmen, die sich beim allge-

meinen EWP bewdhrt haben, auf das implizite EWP zu iibertragen.

Von Peters und Wilkinson (1969) stammt ein sp&dter von Gupta
(1972, 1973) und Schwarz (1977) modifizierter Algorithmus, der
auf der Tatsache beruht, daB die Folge der fiihrenden Hauptab-
schnittsdeterminanten der symmetrischen Matrix K - w? M eine
Sturmsche Kette bilden, allerdings nur im schwa:hen Si;h, indem
aufeinanderfolgende Determinanten fiir einen gegebenen Wert w2
verschwinden konnen. Zur numerisch sicheren Berechnung der Haupt-
abschnittsdeterminanten sind u. U. partielle Pivotisierungen er-
forderlich, die zu einer gewissen Erweiterung des Profils der
Matrix fihren, wobei jedoch die Symmetrie der Matrix erhalten

werden kann (Schwarz (1980)).

Beim impliziten EWP nutzte Wittrick u.a. (1971) erstmals die
Eigenschaften der Sturmschen Kette zur Eigenwertberechnung.

Als wesentlichen Unterschied gegeniiber dem algebraischen EWP tre-
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ten beim impliziten EWP Polstellen in der Koeffizientendeter-
minante auf. Diese Unstetigkeitsstellen sind ‘jedoch nicht vom
mechanischen System abh&ngig, sondern nur von der Art der Elemen-—
tierung. Polstellen treten genau dort auf, wo die Elemente bei
beidseitiger Einspannung Einzelstabeigenfrequenzen besitzen.

Wird das flir die Polstellen verantwortliche Element unterteilt,
z. B. in der Mitte, so &dndert sich die Lage der Polstelle ent-
sprechend der neuen Einzelstabeigenfrequenz der halbsolangen
neuen Elemente. Polstellen wilirden sich so auf Kosten einer auf-
wendigeren Elementierung in den hoheren Frequenzbereich verschie-
ben lassen. Dies ist im allgemeinen jedoch nicht erforderlich, da
die Lagen der Polstellen vorabbestimmt werden kdnnen (siehe Anhang
A.10). Hierzu missen die Nullstellen der Nenner (z. B. N; in

Gl. (2.22), N, in G1. (2.47) usw.) von allen Elementen des
mechanischen Systems bestimmt werden, da bei diesen Nullstellen
die Glieder der entsprechenden Elementmatrix iiber alle Grenzen

wachsen und so die Polstellen in der Systemmatrix verursachen.

Mit Gleichung (4.5) kann die Folge der filhrenden Hauptabschnitts-
determinanten der frequenzabhi@ngigen Matrix angegeben werden
durch

r
fr(w) = igldii(w) 1<r<n . (4.6)
Wird per Definition
gesetzt und fir die Funktionen fr(m) , r=0,1, 2, «¢. n-1, n

im Intervall w,<w<w, Stetigkeit gefordert, so bildet die Folge von

o
reellen Funktionen (Hauptabschnittsdeterminanten) fo(w), fl(w),
fz(w) . 5 fn_l(w), fn(w) = f(w) in diesem Intervall eine Sturm-
sche Kette im schwachen Sinn, da mehrfache Nullstellen von f(w)

nicht ausgeschlossen werden sollen.

Die wichtigste Eigenschaft einer Sturmschen Kette ermdglicht die
Berechnung der Anzahl do-y reeller Nullstellen von f(w) im Inter-

vall w,<w<w, nach der Beziehung

o
qo—u = qo— qu ’ (4-7)
wobei q, = q(wu) die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge

folwy)sr f1(wy) «o. £f,(w,) und g5 = q(w,) die Anzahl der Vorzei-
chenwechsel in der Folge f(wy), fi(wy) ... £f,(w,) bezeichnen.
Die Intervallgrenzen w, und wy sollen vorerst nicht mit Nullstel-
len von f(w) zusammenfallen. Weiterhin darf voraussetzungsgemds

keine Polstelle im Intervall vorhanden sein.
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Da die Anzahl von Vorzeichenwechsel z. B. d(wy) identisch mit der
Anzahl der negativen Diagonalelemente d;; (wgy) in Gl. (4.6) bzw.
(4.5) ist, muB zur Berechnung von do-y die Systemmatrix lediglich

fir wy und w, jeweils nach Gl. (4.4) zerlegt, und die Differenz

o
der Anzahl von negativen d;; festgestellt werden.

Fir den Fall, daB z. B. w., m-fache Nullstelle von f(w) ist, sind

o
m Diagonalelemente dii(wo) in Gl. (4.5) Null.

4.1.1 Allgemeine Erlduterung des Algorithmus

Polstelllen

flu)=det K , - - ™~

aq=-3 aq=-1 A
A 0 q q

l |
a5|  q=6 Jga'iq:s q=7 ks

Wg Wg Wio 1

: /
¥ It
) iR

y | | | | ‘U
w | | ] [ o
| | |
| | usw. | |
| b .
I |
| | IH3 ! e 8
| C w2 LY | g
| I q=7 o '\‘ '
IH=Intervallhalbierung IH1 I
l o=k |
w w
u o
q=3 q =8
=" /
~ ~
_ _ 3-fache 1-fache 2-fache
q(w) qo-u- qo‘_qu =5
A ) Polstelle
§ .
v —
6 .
5 4 |LJ l _J—
A
3 ] | |
2} ‘
1
. : w
T Ll T ;
i o2 “3 Py P P3
3
Bild 4.1

Determinantenverlauf und Losungsstrategie beim impliziten EWP
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Im Bild 4.1 ist exemplarisch der Verlauf einer Koeffizienten-
determinante von Edyn (w) dargestellt. In einem vorgegebenen
Intervall w,<w<w,, in dem vorerst keine Polstelle liegen soll,
konnen die Eigenwerte nach der Intervallhalbierungsmethode
(Bisektionsmethode) mit Hilfe der Sturmschen Kette gezielt

eingeschridnkt werden. Liegt w, unterhalb der ersten Polstelle p,,

kann aus der Anzahl g negatinr Diagonalelemente in Gl. (4.5)
sofort darauf geschlossen werden, daB g Eigenwerte w; im Bereich
zwischen O<w<w, liegen. Sofern keine Nulleigenwerte vorhanden
sind, ist die Matrix unterhalb des ersten Eigenwertes (w<wl)
positiv definit, d. h. die Determinante und alle d;; in Gleichung
(4.5) sind groBer Null, folglich ist g=0. Fir den Fall, daB fir

w=0 eine m-fach Nullstelle vorliegt, ergibt sich g=m fiir w-+0.

Zur Isolierung der Eigenwerte im Intervall u,<w<w, werden nun im

ersten Schritt Intervallhalbierungen durchgefihrt, bis in jedem

Teilintervall nur noch ein Eigenwert enthalten ist. Bei mehr-
fachen Eigenwerten mufBl die Intervallhalbierung bis zur gewlinsch-
ten Toleranzgrenze weitergefithrt werden. Da die Intervallhalbie-
rungsmethode lediglich linear konvergiert, ist es sinnvoll, bei
Teilintervallen mit nur einem Eigenwert zu dessen weiterer Loka-
lisierung auf hdher konvergente Verfahren umzusteigen. Die hier
verwendete Sekantenvariante der "regula falsi" besitzt eine gebro-
chene Konvergenzordnung, konvergiert jedoch in hinreichend
kleiner Umgebung der Nullstelle quadratisch (Stoer (1976)). Um
die numerische Stabilitdt der Sekanteniteration zu gewdhrleisten,

wird nun im zweiten Schritt in jedem Teilintervall mit nur einem

Eigenwert nochmals ein Intervallhalbierungsschritt durchgefiihrt.
Liefert die nun folgende Sekanteniteration einen Sch&atzwert fir
die Nullstelle, der auBerhalb der bereits gefundenen Grenzen
liegt, wird sie wiederum durch einen Intervallhalbierungsschritt
ersetzt. Beim Erreichen der gewiinschten Toleranzgrenze, bzw. beim
Uberschreiten der vorgegebenen maximalen Iterationsschritte,

wird die Berechnung abgebrochen.

Weitere Methoden zur Konvergenzbeschleunigung bei der Nullstel-
lensuche (siehe u. a. Stoer(1976)) sind bei dem hier behandelten
impliziten EWP durchaus sinnvoll, da der Mehraufwand fiir die
Berechnung eines besseren Schdtzwertes durch eine geringere Anzahl

an Iterationsschritten bei weitem wieder wettgemacht werden kann.
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An Polstellen von f(w) wdchst der Determinantenwert iiber alle
Grenzen. Die Anzahl g der negativen Diagonalelemente in Gl. (4.5)
nimmt beim Passieren der Polstellen (siehe Bild 4.1) entsprechend
ihrer Vielfachheit um Aq ab. Zwischen zwei benachbarten Polstel-
len nimmt g entsprechend der in diesem Intervall befindlichen
Eigenwerte zu. Aus programmiertechnischer Sicht wire es wiin-
schenswert, auf die Vorbestimmung der Polstellen verzichten zu
konnen. Die folgende Erweiterung des oben beschriebenen Algorith-

mus soll dies erm&glichen.

Ein vorgegebenes Intervall w,<w<wy, in dem auch Polstellen liegen

konnen, wird im ersten Schritt in k gleiche Abschnitte unter-

teilt. Hierbei sollte k so gewdhlt werden, daB die Teilintervalle
Aw=(mo—wu)/k in etwa dem kleinsten zu erwartenden Abstand der
Polstellen entspricht (Bild 4.2).

qlw)

A
1 A

2-

iy
| AW, AW
l
W

Bild 4.2

Wahl eines gleichmédBigen Rasters Aw in Abhidngigkeit
vom kleinsten Polstellenabstand.

Im zweiten Schritt werden in jedem Teilintervall Aw die Eigen-
werte und Polstellen nach der Intervallhalbierungsmethode einge-
schrankt. Hierbei kann bei der Isolierung der Polstellen auf kein
konvergenzbeschleunigendes Verfahren umgestiegen werden, vielmehr
muB bis zur gewiinschten Toleranz die Intervallhalbierungsmethode

beibehalten werden. Der dritte Schritt entspricht nun wieder

v0llig dem zweiten Schritt des oben beschriebenen Verfahrens zur

Lokalisierung eines einfachen Eigenwertes.
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AbschlieBend sei noch auf zwei Probleme hingewiesen:

1. Fdllt ein Eigenwert w; des Systems mit einer Polstelle p;
zusammen (wi=pj), so kann dies aus g(w) nur erkannt werden,

wenn die Vielfachheit der Polstelle bekannt ist.

2. Werden die Polstellen nicht vorab ermittelt und wird Aw zu
groB gewdahlt, so kann an den Intervallgrenzen von Aw die
GroBe q jeweils gleich sein, obwohl k Eigenwerte und k

Polstellen in dem Intervall vorhanden sind.

Die Vielfachheit einer Polstelle verursacht z. B. bei Liangs-
schwingungselementen i. a. jeweils l-fache Polstellen und bei
Torsionselementen mit Verwdlbung jeweils 2-fache Polstellen. Die
Anzahl der Vielfachheit kann oft nur bei einfachen mechanischen
Systemen sofort erkannt werden. Deshalb ist es besser, zur
Kontrolle unmittelbar vor und nach der Polstelle die Werte der
Diagonalelemente mit denen von Gl. (4.5) zu vergleichen. Dabei
zeichnet sich eine Polstelle dadurch aus, daB ein vergleichsweise

groBes negatives d;; beim Uberschreiten der Polstelle zu einem

i
groBen positiven d;; wird, ohne daB das unmittelbar davorliegende
dy_1si-1 einen Nulldurchgang verzeichnet. Bei einer m-fachen
Polstelle tritt dies bei m Diagonalelementen auf. Im Gegensatz
hierzu sind Eigenwerte des Systems dadurch gekennzeichnet, daB
ein d;; einen Nulldurchgang besitzt, ohne da8 gleichzeitig das
nachfolgende 4 .1+5i41 eine Polstelle aufweist. Auch dieses
Verhalten tritt bei m-fachen Eigenwerten gleichzeitig bei m
Diagonalelementen auf. Somit kOnnen auch an Polstellen Eigenwerte
des Systems erkannt werden. Sind die Polstellen jedoch vorab
nicht bestimmt worden, kann das oben erwdhnte 2. Problem durchaus
auftreten. Bild 4.2 zeigt z. B., daB in dem Teilintervall Aw, in
dem p, bzw. pg liegt, Jjeweils g(w) an den Intervallgrenzen gleich
sein kann. Deshalb sollte jedes Intervall Aw auch bei gleichem
g(w)an den Grenzen mindestens noch einem Intervallhalbierungs-

schritt unterworfen werden.

4,1.2 Das implizite EWP mit gdyn(m) im Vergleich zum allgemeinen

EWP mit K-w?M anhand eines einfachen Beispieles

Das implizite EWP Gl. (4.1) wird nun im Vergleich zum allgemeinen

EWP
(k-w?M) a4 = 0 (4.8)

anhand eines lidngsschwingenden Kragtrdgers dargestellt. Hierzu
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wird das mechanische System entsprechend Bild 4.3 diskretisiert.

gewahlt:
E,p und F konstant L=1m
4 U "2 " EF= 1 N/m? Bild 4.3
 — e oF = 1 kg/m |
v System mit
# L * L —* L —+* T 3 Langsschwingungs
d =luy,uz,usl elementen

Die Elementmatrizen sind dem Anhang A.2 zu entnehmen. Mit den in
Bild 4.3 gewdhlten Abmessungen und Fesselungen des Systems erge-

ben sich folgende Systemmatrizen der Ordnung n=3:

B ' 1 ] 2 | 1 ]
2 -1 [ 3 | 6 l
WP WS S ——
2 l | 2 I
5—&)2 = | 2 I -1 - w : 3 {6 (4.9)
- —— -~ - —_—_T_——raf—
sym : : 1 sym : : 3
2w cosw ] _ w |
sinw | sinw |
l
———— T —————= | ——— =
| 2w cosw | W
Edyn(w) l sinw | sinw (4.10)
_______ U
| | W COS W
SFM ' l sinw
L | l -
Wird die Determinante der Systemmatrix beim allgemeinen EWP
analog Gl. (4.4) und (4.5) fiir eine Folge von w-Werten
2 i a
f(w)= det (K-w“M)= det (L D L*) = a4 (w) (4.11)

= = = i=1

gebildet, so konnen die d;;(w), dy5(w), dz3(w) und f(w)=dy;+dy,d3;
graphisch dargestellt werden (Bild 4.4). Da die Systemmassenmatrix
M in G1. (4.9) positiv definit ist, hat die Determinante f(w) ent-
gprechend der Ordnung n=3 reelle Nullstellen wy, wy und w3. Diese
werden hier jeweils durch die Nullstellen von d33 hervorgerufen.
Nulldurchgdnge der anderen d;; z. B. bei d,, verursachen beim
nachfolgenden d33 Pole, wobei die Determinante f(w) endlich
bleibt. Dies wird durch den Zerlegungsalgorithmus von Gl. (4.11)

bewirkt, da z. B. bei der Berechnung von ds; eine Division mit
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Bild 4.4

Allgemeines EWP bei einem Lidngsschwingungsbeispiel
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f(w) = det ﬁdyJW) 4 Uy U Us
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Bild 4.5

Implizites EWP bei einem

Lingsschwingungsbeispiel

3-fache Polstelle




dy, erforderlich ist. Wie dieses numerische Problem umgangen wer-—
den kann, wird in Abschnitt 4.3 erl&dutert. Die Anzahl g(w) bleibt
beim Passieren dieser Stelle jedoch konstant. Physikalisch 1&i8t
sich z. B. der ersten Nulldurchgang von dyy als erste Eigenfre-
quenz eines versteiften Systems interpretieren, in dem die

Verschiebung uj gefesselt worden ist (u3=0).

Zur Berechnung der exakten Eigenfrequenzen aus dem impliziten EWP
wdre eigentlich eine Unterteilung des Systems in 3 Elemente
entsprechend Bild 4.3 nicht erforderlich. Um beide Verfahren
jedoch direkt vergleichen zu k&nnen, wurden die Determinante f(w)
sowie die d;; der dynamischen Steifigkeitsmatrix Gl. (4.10)
entsprechend Gl. (4.5) fiir eine Folge von w-Werten gebildet und
in Bild 4.5 graphisch dargestellt. Der Vergleich mit Bild 4.4
zeigt, daB sich bis w=w3 qualitativ der gleiche Verlauf, ein-
stellt. Vor allem ist bis zu dieser Stelle (m=wo) aus der Anzahl
d, der negativen Diagonalelemente bei beiden Verfahren sofort

auf die Anzahl der Eigenfrequenzen zu schlieBen, die im Intervall
O<w<w, liegen. Hinter w3 tritt in Bild 4.5 als ndchstes eine
Polstelle in der Determinante von Edyn auf. Diese wird durch die
erste Einzelstabeigenfrequenz eines beidseitig eingespannten Sta-
bes der Ldnge L verursacht und liegt bei der ersten Nullstelle
des Nenners der Elementmatrix. Fiir die hier verwendeten Element-
abmessungen (Bild 4.3) werden die Einzelstabeigenfrequenzen

durch die Nullstellen von sinw gebildet (vgl. Gl. (4.10)). Da
alle 3 Elemente gleichzeitig ihre Einzelstabeigenfrequenz durch-
laufen, bildet sich hier bei w=I eine 3-fache Polstelle aus,

d. h. 3'vergleichsweise groBe negative Diagonalelemente d;; wer-

den zu groBen positiven 4 ohne, daB das jeweils unmittelbar

ii-
davorliegende di—l,i—l einen Nulldurchgang verzeichnet. Damit
nimmt g an dieser Polstelle um 3 ab. Bis zur nidchsten Polstelle
bei w=21 (in Bild 4.5 nicht mehr dargestellt) nimmt q entspre-
chend den Eigenfrequenzen wy bis wg wieder zu. Dieses Verhalten
setzt sich zwischen den weiteren Polstellen analog fort. Die
relativen Minima und Maxima von f(w) wachsen dabei ungefihr mit

dem Faktor w3.

Eine Gegeniiberstellung der Eigenwerte aus beiden Verfahren zeigt
Tabelle 4.1.
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Tabelle 4.1 Eigenwerte des Ldngsschwingungsbeispiels

implizites EWP allgemeines EWP
. I
1 Wi exakt Wi exakt |rel.Fehle§)
in s~1 in s~ | in $
i
1 0,52306 00,5296 | 1,15
2 1,5708 1,7321 : 10,27
3 2,6180 3,1422 I 20,02
4 33,6652 - |
5 4,7124 I
1)
Ws: = W
i i exakt 100

Wi exakt

Die Matrizen des allgemeinen EWP Gl. (4.9) ergeben sich entweder
aus der Reihenentwicklung von Gl. (4.10) oder durch Verwendung
"zuldssiger Ansatzfunktionen", die hier aus linearen Verschie-
bungsverteilungen innerhalb des Elements bestehen. Die damit
gewonnene Genauigkeit der Eigenwerte in Tabelle 4.1 diirfte fiir
technische Anwendungsfidlle nur fiir w; ausreichend sein. Weitere
Hinweise zur Diskretisierungsproblematik sind in Abschnitt 5 zu
finden. Es wird dort auch ein Abschidtzungsverfahren fiir den noch

brauchbaren Bereich der Eigenwerte gegeben.

4.2 Berechnung der Eigenvektoren aus Kdyn(wi)gizg

Bei reellen symmetrischen Matrizen sind nicht nur die Eigenwerte

w;, sondern auch die Eigenvektoren d; reell:
Kayn(wi)d;=0 . (4.12)

Weiterhin geniligen die Eigenvektoren den verallgemeinerten Ortho-
gonalitédtsrelationen, die in Analogie zum allgemeinen EWP fiir das

implizite EWP wie folgt lauten:

o j#i
T
8; [Klwi,wg) + 6w, wg)] dy =5 fiir L (4.13)
kgen,i j=1i
¢ J
" . 3
o) J#i
T ..
d; [Mlwg,wy)] a5 = fiir L (4.14)
Mgen, i j=i.

-

Hierbei wird z. B. die Systemmassenmatrix in Gl. (4.14) aus Ele-
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mentmatrizen Me zusammengesetzt, die mit frequenzabhidngigen
Ansatzfunktionen (Abschnitt 2.2.1) gebildet werden. Die Element-
submatrix z. B. fiir die Biegung in 2-Richtung ergibt sich nach
Gl. (2.70) =zu

22 L T
1\=4e (wi'wj) = {Bz(x,wi) ?F Ez(x,wj) dax, (4.15)

wobei die Integrationen iliber x mit den Integralwerten von Anhang

A.4 exakt ausfihrbar sind.

Flir die Berechnung der Eigenvektoren wird die Gl. (4.12) geringfii-
gig verdndert. Die Nullforderung der Koeffizientendeterminante in
Gl. (4.2) ist gleichbedeutend damit, daB die Systemmatrix Edyn
fir w; singuldr wird. Fir m-fache Eigenwerte erniedrigt sich der
Rang der Matrix auf r=n-m. Im ersten Schritt werden nur
l-fache Eigenwerte vorausgesetzt. Da die Eigenvektoren durch die
Singularitdt der Matrix jeweils nur bis auf eine Konstante
bestimmbar sind, wird ein Glied im Vektor 4; mit dem Wert "1"
angenommen. Hierflir wird das k-te Glied in d; ausgewdhlt, wobei
nach Durchfihrung des Zerlegungsalgorithmus Gl. (4.5) die
Nullstelle in der Determinante gerade vom Diagonalelement
dyy (w;)=0 verursacht worden ist. Somit wird gewdhrleistet, daB
nicht zuf&dllig ein Wert mit "1" vorgegeben wird, der im Eigen-
vektor eigentlich Null wdre. Vielmehr ist das k-te Glied das
letzte von Null verschiedene im Eigenvektor gi‘ In Gl. (4.12)
wird also die k-te Spalte mit dem vorgegebenen Wert 1 multipli-
ziert. Diese Spalte kann als "Belastungsvektor" k, auf die rechte
Seite gebracht werden, und nach Streichung der k-ten Zeile steht
ein reduziertes Gleichungssystem
red red red

Kayn(wi) 43 = -kg (4.16)
mit reguldrer Matrix der Ordnung n-1 filir die Berechnung der noch
unbekannten Glieder in d; zur Verfiligung. Diese Vorgehensweise
entspricht dem aus der Statik bekannten Fall, daB die Verschie-
bungen des Systems infolge einer vorgeschriebenen Verschiebung am
k-ten Freiheitsgrad berechnet werden soll. Rechentechnisch wird
diese Aufgabe jedoch nicht mit Gl. (4.16) geldst, sondern viel
einfacher durch folgende Manipulation. In Gl. (4.12) wird
lediglich das k-te Diagonalelement

Kk = M (M>k;:, z. B. M=1039) (4.17)

jl
gesetzt und der Nullvektor wird durch den Vektor f, ersetzt, der
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sich vom Nullvektor nur durch

unterscheidet.

Damit ist die Matrix wieder regquldr und beim Ldsen des

Gleichungssystems

Kayn (w;)d3=£fx (4.19)

ergibt sich im Eigenvektor dp=1. Uber die Konstante im Eigenvek-
tor wird nun im Zuge einer verniinftig zu wdhlenden Normierung
verfligt. Wird die generalisierte Masse Myen, i nach Gl. (4.14)
berechnet und

i 1
di = YMgen,i i (4.20)
gesetzt, so ergibt sich ein beziiglich der Massenmatrix normierter

Eigenvektor

A A

di [M(wg,e3)]as=1 . (4.21)

Diese Normierungsmethode wird in Abschnitt 6 nachtridglich moti-

viert.

Im zweiten Schritt werden nun auch 2-fache Eigenwerte Wi 41 =W
zugelassen und die zugehdrigen Eigenvektoren, die einen zweidimen-
sionalen Unterraum aufspannen, berechnet. Beim Zerlegungsalgo-
rithmus Gl. (4.5) wird die 2-fache Nullstelle in der Determinante
durch die Diagonalelemente dyy (w;)=0 und dpp(wi)=0 verursacht.

Der Rang der Matrix ist folglich r=n-2. Analog Gl. (4.17) werden

nun zwei Diagonalelemente in gdyn gesetzt zu

Biy=1 _
o (M>k; 5) (4.22)
kK =M .

PP

Mit der nunmehr wieder reguldren Matrix Kdyn(wi) 1468t sich aus

Gl. (4.19) der Vektor d; berechnen, wobei im Eigenvektor d =1 und

dp=0 als Folge der Manipulationen Gl. (4.18) und (4.22) erhalten
wird. Der zweite Eigenvektor di4+1 wird mit dem Vektor fp berech-
net, der bis auf

fp=M

iiberall mit Nullen besetzt ist. Analog Gl. (4.19) folgt

Kayn(wi) d341=f5 (4.23)
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wobei sich in 9i+1 dk=o und d

unabhdngige Vektoren des 2-dimensionalen Unterraums gefunden,

p

=1 errechnet. Damit sind zwei linear

die

jedoch untereinander i. a. noch nicht der Orthogonalitdtsrelation

Gl. (4.14) geniigen.

storenden Komponenten des ersten Vektors erfolgt durch

mit

und nach entsprechender Normierung analog Gl.

Die Orthogonalitdt nach Gl.

zu Eigenwerten ws # w;

Die Verallgemeinerung auf die Berechnung von Eigenvektoren,

m-fachen Eigenwerten gehdren, ist sofort zu erkennen. Der Voll-

~

di41 = 4541 - ¢ 4

af [Mlwj,ug)] djyg

af [Mlwj,w5)] 4

df [(MCwj,05)] djyg =0

AT A
a5 Mlwjiwy)] dy =1

J 1

flir =i, i+l

gehdren, ist a priori erfiillt.

(4.20) gilt

Die "Sduberung" des zweiten Eigenvektors von

(4.24)

(4.25)

(4.14) zu anderen Eigenvektoren, die

die zu

stdndigkeit halber sei noch nachgewiesen, daB die Vektoren d; bis

gemeinheit darstellen.
angenommen werden,

A A

Zur Entlastung der Schreibweise moge
daB m=3 sei. Mit den voraussetzungsgemdB linear

d; 4;m—1 Mit ihren jeweils m-1 Nullen keine Einschrdnkung der All-

A -
unabhédngigen Eigenvektoren d;, dj4; und di4, 188t sich z. B. fir

den analog Gl.

(4.23) berechneten Vektor immer eine Linearkom-

bination der Form

A A
finden, wobei die Linear-Koeffizienten *q bis olg durch das

~

dij41 =

Q>

A A A
%) d) + %y d541

Gleichungssystem
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i+l _ 6 =
G " =0=
~ s A A A
aptlt =1 =wy a5 + &
~i+l _ _ A Ai A
ds =0 —OLl dS + 062

A A
+ o3 djio

A A . A s
i i+l i+2

(4.26)

> (4.27)




bestimmt sind. Die Koeffizientenmatrix rekrutiert sich nur aus
Zeilen, die filir die Singularitdten in der Systemmatrix verantwort-
lich waren. DaB die Spalten der Koeffizientenmatrix Gl. (4.27)
linear unabh&ngig sein miissen, ist zu erkennen, wenn analog

Gl. (4.16) die restlichen Glieder des Eigenvektors aus dem um m=3

reduzierten Gleichungssystem berechnet werden:

red Ared _ red Li+l red Si+l red Ai+l
K al - ( xg®¢ a + X, a + kI al ) . (4.28)

k P P

Das heiBt, die Eigenvektoren in Gl. (4.26) sind nur dann linear

unabhdngig, wenn auch die Spalten der Koeffizientenmatrix

Gl. (4.27) linear unabhdngig sind. Damit ist die Regularitdt der
A A

Matrix und damit auch die Eindeutigkeit der LOsungen «; bis oL

nachgewiesen.

Die gesduberten Eigenvektoren errechnen sich aus

dy MCwi,w5)] 444

147 Mwj.e5)] 4,

und die Normierung beziiglich der Massenmatrix erfolgt analog
Gl. (4.20).

4.3 Die Problematik der numerischen Behandlung

Numerische Probleme kOnnen bei der LOsung des exakten EWP's zum
einen beim Aufbau der Elementmatrizen und zum anderen bei der

Zerlegung der Systemmatrix auftreten.

In Abschnitt 2.1.1 ist bereits eine Methode angegeben worden, wie
die unbestimmten Ausdriicke der Form % in den Matrizenelementen

der exakten Elementmatrizen fiir den Fall w+0O vermieden werden
konnen. Etwas problematischer sind die Nullstellen der Nenner in
den Elementmatrizen Gl. (2.22), (2.47) und (2.48), welche die Ein-
zelstabeigenfrequenzen markieren. Diese Polstellen der System-
determinante kodnnen jedoch, wie in Abschnitt 4.1 erwdhnt, vorab-
bestimmt werden, was fiir den weiteren Algorithmus beziiglich der
Sicherheit, alle Eigenwerte im Suchintervall zu finden, von Vor-
teil ist (siehe Abschnitt 4.1.1 und Anhang A.10). Wird auf die

Vorabbestimmung verzichtet, muB8 im Programm eine Abfrage beim Er-

a, j=1, m-1 (4.29)
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rechnen der Matrizenelemente enthalten sein, die iberpriift, ob
die Nenner in den Elementmatrizen > M sind, wobei z.B. M = 1020
gesetzt werden kann. Dadurch wird ein Zahleniiberlauf im Rechner
vermieden, und beim Ansprechen der Schranke wiirden die vorher

nicht bekannten Polstellen geniigend genau lokalisiert werden.

Die beim klassischen Ubertragungsverfahren bekannten numerischen
Probleme in Form von AuslOschung ergebnisrelevanter Stellen
(Differenz nahezu gleicher, groBer Zahlen) werden bei den modifi-
zierten Verfahren (siehe Marguerre und Uhrig (1964)) durch eine
ErhShung der Matrizenordnung entschdrft. Bei dem hier verwendeten
Steifigkeitsmatrizenverfahren ist von Hause aus eine GrodBe der
Systemmatrix vorhanden, die bei den verbesserten Ubertragungsver-
fahren erst durch Kunstgriffe auf diese Ordnung, und damit zu
einer mdglichst hohen numerischen Stabilit&dt, gebracht werden

kann. Diese groBen Systemiibertragungsmatrizen sind jedoch weiter-

hin unsymmetrisch.

Bei der Zerlegung der symmetrischen Systemsteifigkeitsmatrix nach
Gl. (4.4) treten fir w<w; keine Schwierigkeiten auf, da in diesem
Bereich die Matrix positiv definit ist, d.h. in Gl. (4.5) gilt
flir alle Diagonalelemente dii(w)>0. Das modifizierte Choleskyver-
fahren Gl. (4.4) arbeitet in diesem Falle auch ohne Pivotisierung
der Matrix numerisch sehr stabil. Fir w>w; ist die Systemmatrix
jedoch bei gewissen Punkten ohne elementare Zeilen- und Spalten-
operationen nicht zerlegbar. Wie bereits in Abschnitt 4.1.2 aus-
gefiihrt, werden diese Stellen durch die Nulldurchgdnge der d;; (w)
(wobei i<n) markiert, die nicht filir die Nullstellen der System-
determinante verantwortlich sind. Auch die unmittelbare Umgebung
dieser Nulldurchgdnge reagiert numerisch sensibel auf die Zerle-
gung Gl. (4.4). In diesen Bereichen hilft die folgende Algorith-
muserweiterung weiter, die im wesentlichen dem Verfahren von
Schwarz (1980) und Waldvogel (1982) entspricht. Hierbei bleiben
die Symmetrie der Systemmatrix und die Anzahl der negativen
Diagonalelemente nach der Zerlegung erhalten. Lediglich das
Matrizenprofil (siehe Abschnitt 3.3) wird durch elementare

Zeilen- und Spaltenoperationen etwas erh&ht.

Zu jeder symmetrischen Matrix K existiert eine reguldre, aber
nicht eindeutig bestimmte Matrix C, so daB K die kongruent trans-

formierte Matrix einer Diagonalmatrix D, mit Diagonalelementen
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+1, -1 und O ist. Es gilt also die Beziehung
T

=

Il
na
no

o . (4.30)

ha

Aus dem Trédgheitssatz von Sylvester (siehe Zurmiihl (1950)) folgt
weiterhin, daB die gesamte Anzahl der von Null verschiedenen
Diagonalelemente gleich dem Rang der Matrix K ist, und daB die
Anzahl positiver und die Anzahl negativer Diggonalelemente inva-
riante GroBen der Matrix K bezliglich aller reguldren Kongruenz-
transformationen sind. -

*
Diese Invarianz bleibt auch bei der Matrix K erhalten, wenn sie
sich aus einer Hilfskongruenztransformation—von K mit der regu-

ldren Matrix C; ergibt

. (4.31)

RN *
Lo
=
@]
-

h
Schwarz (1980) schldgt vor, die Hilfsmatrix C, so zu bilden, da8

durch die Transformation Gl. (4.31) zuerst die g-te Zeile zur
(von der) p-ten Zeile addiert (subtrahiert) und anschlieBend die
g-te Spalte zur (von der) p-ten Spalte addiert (subtrahiert)
wird. Diese elementaren Zeilen- und Spaltenoperationen werden in
Gl. (4.31) durch folgende Matrix bewirkt:

1| L A ]
L «p (4.32)
N I N AR
c.. = i | 1 | |
=pPqa o il e e pen e e B s e
- i T 71
o= o == b = e e
| | | l 9
i | | | | J
*
Die gegeniiber der Matrix K verdnderten Bereiche in K lauten fir

das p-te Diagonalelement

*

— + + i 4.33
kPP kpp kaq qu ( )

flir die p-te Spalte oberhalb des Diagonalelements

*

kip = kip + kiq (i = l,2,o..,p_l) (4.34)
und flir die p-te Zeile hinter dem Diagonalelement

*

kpj =k (j = p+1, p+2, ...n), (4.35)

pi * ¥qj

wobei filir j<g nicht k sondern k;_. im Rechner abgespeichert ist.

aj’ ja
Uber das Vorzeichen in Gl. (4.32) wird nun so verfligt, daB der

81



zusdtzliche Term in Gl. (4.33)

+ "
= I 4.
Xpp = * ZKpq * Kqq (4.36)
betragsmdBig mdglichst groB8 wird. Das Vorzeichen soll positiv
sein, falls kpq . qu > O, andernfalls negativ. Um beim Zerle-

gungsalgorithmus das Ausl&schen von fiihrenden Stellen zu ver-
meiden, ist bei dem hier verwendeten, hiillenorientierten, modi-
fizierten Choleskyverfahren von Bathe u.a. (1976) folgende

Vorgehensweise angebracht.

Ein Regelschritt fiir die j-te Spalte des Reduktionsalgorithmus
T
K =L DL lautet

Im. 5§ = Km, = (4.37)
mJIJ mjlj

i-1

gij = kij - r:z-nlmzri grj 1 = mj+1, e o oy J—l (4.38)

gs =
S - = —J;l i = . e o 0, j— 0

zlj a;; i my, j-1 (4.39)
j-1

djj = k]j o r=2m lrj grj ’ (4.40)
J

die Zeilennummer des ersten, von Null verschiedenen

‘}.

wobei z.B. mj

Elements in der j-ten Spalte bedeutet und m, = max { mj, m

Falls nach der Reduktion der p-ten Spalte das Diagonalelement

dpp=o, oder realistischer

lag, | < slIkll, (4.41)

wobei ||§ |l eine Matrixnorm (z.B. |] EII . = Tax lkij | ) una s

’
die kleinste positive Zahl ist, die im Rechner + 6§ # 1 ergibt,
dann wird eine Kongruenztransformation mit Cpq
eine grdBere Ausweitung des Matrizenprofils zu vermeiden, wird

durchgefihrt. Um

zundchst g = p + 1 gewdhlt. Damit erh&ht sich die s-te Spalte um

maximal 1 Element, sofern kqs # O (p< s < n) und die p-te Spalte
_ _ b ist. Di - :

um t +mq mp Elemente, sofern mq mp ist le zusdtzlichen

Terme kip in der p-ten Spalte

* +
kip = kip + kip i = mq, cee P (4.41)

bediirfen einer Nachreduktion, die entsprechend den Gleichungen
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(4.37) bis (4.40) lautet

+ + ( )

mqlp mqlp

- + i-1 + )

9ip = kip - 2+ 2ri Irp i=mg+l, ..., p-1  (4.43)
r=mm

. +
+ + g

- ; = =
2ip = Rip + zip mit Zip = 1P i= Myr ooy p-1 (4.44)
934
* + o+ + p-1 + o+
dpp = dpp * dpp  mit dpy =k, - ] (28pp+arp)arp + (4.45)

+
wobei m, = max { my, mq } ist.

Ergibt sich auch fiir das ver&nderte Diagonalelement

*

lapp I < s HIKI] (4.46)
so ist eine weitere Hilfskongruenztransformation mit der Matrix
Spq (g = p + 2) durchzufithren. Die Spalten p + 1 bis n k®Snnen
sich dadurch bei den oben dargestellen Voraussetzungen um maximal
ein weiteres Element erh&hen. Wird auch fiir ¢ = n kein ausrei-
chend groBes Diagonalelement gefunden, so ist der Rang der Matrix
r = p - 1. Werden die zur Hilfskongruenztransformation zugelasse-
nen Zeilen und Spalten auf g = p + 2 begrenzt, so ist die maximal

mdégliche Ausweitung des Matrizenprofils vorab bestimmbar:

ﬁj = max { my - 2, 1} j=1, «e. , n (4.47)
* A A 1

mj = min { My, mj+1' fMy4o } ij=1, ... , n=2

*

m,_y =min { fi,_,, fi_  } r(4.48)
*

My = fi, .

Aufwendige Umspeicherungen der Systemmatrix wihrend des Zerle-
gungsalgorithmus konnen vermieden werden, wenn die Matrix sofort

in der erweiteren Hiille zur Verfiigung gestellt wird (Bild 4.6).
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Bild 4.6

Maximal m&gliche

Hillenerweiterung einer
Systemmatrix, sofern fiir

Eg_fj ursprungliche
Matrixbelegung

Hilfskongruenztrans -

Hullenerweiterung durch formationen jeweils nur

X X X
;é&; Teilenadd ition '_1x % die ndchsten 2 Zeilen und
"% % x Spalten zugelassen werden
I_ —
\\Q§ Spaltenaddition :X X

Die Einschrdnkung bei den Hilfskongruenztransformationen ent-
spricht einer partiellen Pivotsuche, die jedoch nur*in Ausnahme-
situationen zu keinem geniigend groBen Pivotelement d fiihrt. Zum
Beispiel kann in unmittelbarer N&he eines 4-fachen Eggenwertes
diese Pivotstrategie versagen. Dies trifft auch fir das Verfahren
von Waldvogel zu (siehe Schwarz (1981)). In der Rechenpraxis
konnten fast alle Testbeispiele ohne jegliche Hilfskongruenz-

transformation numerisch stabil geldst werden.

Bei der Berechnung der Eigenvektoren erstrecken sich eventuell
notige Hilfstransformationen auch auf die rechte Seite des

Gleichungssystems. Wird in Gl. (4.19) eine Einheitsmatrix

-1
T T
I =Cy Cy eingefligt und von links mit C; durchmultipliziert,
folgt
- 17 71
h BCh Sn 43 =S £
* * *
K -(-i-i = _f; R (4.49)

woraus der Zusammenhang zwischen dem Ldsungsvektor gi und dem

Eigenvektor
T *
di = Ch 44 (4.50)

sofort ersichtlich ist. Die Matrix Ch kann wdhrend des Zerle-
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gungsalgorithmus aus dem Produkt mehrerer Matrizen vom Typ

Gl. (4.32) entstanden sein.

Bei der Verwendung hochkdnvergenter Verfahren zur Lokalisierung
der Eigenwerte (siehe Abschnitt 4.1.1) ist die explizite Berech-
nung der Determinante Gl. (4.5) erforderlich. Um vor allem bei
groBen Matrizen keinen Zahleniiberlauf im Rechner zu riskieren,
kann beispielsweise zuefst der logarithmierte Wert

o> B

lg(det K) =
- i=1

berechnet werden, der nach geeigneter Normierung auch in delo-

garithmierter Form darstellbar ist. Hilfskongruenztransormationen

mit Matrizen der Art Gl. (4.32) &ndern den Wert der Systemdeter-

minante nicht.

4.4 Leistungsfdhigkeit des Verfahrens anhand von Beispielen

Die Systemabmessungen der folgenden Beispiele sind der Literatur

entnommen. Ein Teil der hier dargestellten Ergebnisse ist auch in
den Originalarbeiten enthalten und best&dtigt damit die dort ange-
gebenen Werte. Da die durch schwingende Massen aktivierten Krifte

2

proportional w* sind, wird zur Beurteilung von Einfliissen und

Ndherungsgiiten die Anderung der Eigenwerte w% herangezogen.

Beskos (1977) fiihrte u.a. an dem in Bild 4.7 dargestellten Rahmen
Stabilitdtsrechnungen mit der exakten Steifigkeitsmatrix durch.
Bei Verwendung von 10 gleichen Elementen und der angegebenen
Lastverteilung errechnete Beskos fiir den dimensionslosen Last-
steigerungsfaktor v einen Wert von 2,75. Die eigene Rechnung, die
ebenfalls mit den exakten Elementmatrizen durchgefiihrt wurde,
ergab V] krie = 2,753.

% und m%

In Bild 4.7 ist weiterhin die Anderung der Eigenwerte u
als Funktion des Laststeigerungsfaktors v dargestellt. Beim
Erreichen des kritischen Wertes V1 kxrit 9eht die 1. Schwingungs-
eigenform in die 1. Knickform iiber. Die 2. Knickform mit dem
zugehdrigen Eigenwert Vo kxrit kann sich, physikalisch gesehen,
nicht einstellen. Gleiches gilt natiirlich auch fiir die hdheren
Knickeigenwerte in Bild 4.8, die hier lediglich deshalb mitge-

teilt wurden, um zu zeigen, daB die anndhernd lineare Abhidngig-
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Bild 4.7
Rahmen nach Beskos (1977), Eigenwerte w% und m% in Abh&ngigkeit vom

Laststeigerungsfaktor v

keit von w%

und w% von v zuf&dlliger Natur ist. Weiterhin bleibt
die Ordnungszahl der Eigenform bei ErhShung des Laststeigerungs-
faktors nicht immer erhalten. Beispielsweise geht hier die

5. Schwingungsform in die 4. Knickform iber.

Die Berechnung des zweiten und hoherer Knickeigenwerte mit zuge-
horigen Eigenformen kann bei grdBeren Systemen von Interesse
sein, wenn die unteren Knickformen lediglich lokales Versagen
beschreiben, bei denen jedoch die Gesamtstabilitdt noch nicht

beeintrédchtigt ist.

Bei vielen technischen Fidllen interessiert vor allem die Anderung
des Schwingungsverhaltens bei unterschiedlicher Hdhe der

die im allgemeinen weit unterhalb der ersten
Knicklast liegt. Fiir den Beskos-Rahmen (Bild 4.8) sind in

Tabelle 4.2 die Werte w? bei v =

i
O gegeniibergestellt. Die erste Eigenfrequenz wy vermindert

Gebrauchslast,

0,5 und 1,0 denen im Zustand

\):
sich bei etwa v; krit/3 um knapp 20 % im Vergleich zum unbelaste-

ten Rahmen.
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Bild 4.8

Eigenwerte w% als Funktion des Laststeigerungsfaktors v beim Beskos-

Rahmen

Bei der numerischen Berechnung waren zur Isolierung eines Eigen-
wertes einschlieBlich Sicherung der Konvergenzrate etwa 4 Inter-
vallhalbierungsschritte erforderlich. Zur weiteren Einschréankung

eines Eigenwertes mittels "regula falsi" bis zu einer relativen
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Genauigkeit von 10~% waren durchschnittlich weitere 4 Zerle-

gungen der Systemmatrix notwendig.

Tabelle 4.2 Eigenwerte w%(v) des Beskos-Rahmens

v =0 v =0,5 v=1,0
' I
i w% wf ' Anderung - w? | Anderung
1 - |
in s~2 in s”2 : in % L in s™2 : in % 1)
| 1
1 2,101 1,731 | -17,61 1,357 : -35,41
2 21,15 18,98 : -10,26 16,81 | =-20,52
3 115, 4 111,5 | -3,38 107, 4 : -6,93
4 172,9 168,5 l -2,54 164,1 | -5,09
5 214,6 210,9 ; -1,72 | 206,7 l -3,86
6 303,5 292,1 | -3,76 280, 4 : -7,61
| |
w%(v) - w%(v=0)
1) « 100

wi ( \)=O)

Das in Bild 4.9 dargestellte System idealisiert einen abgespann-
ten Mast, wobei die Wirkung der Seile in den Abspannebenen durch
lineare Wegfedern und Spriingen in der Normalkraftlinie in Ansatz
gebracht wurde. Petersen (1970) berechnete von diesem Mast die

Eigenfrequenzen wy bis w3 als Funktion des Laststeigerungsfaktors
v mit Hilfe der exakten Ubertragungsmatrizen. Die mit den exak-
2 (Bild 4.9) stimmen bis

1
auf den Faktor 0,981 mit den Werten von Petersen iiberein (bei der

ten Steifigkeitsmatrizen ermittelten w

Ubernahme der Systemdateh wurde fir 1 kp vereinfacht 10 N ge-
setzt).

Die mit einer relativen Genauigkeit von 10™% errechneten Werte

w% bis w% sind fliir v=0, 1 und 2 in Tabelle 4.3 angegeben. Die

Anderung des Laststeigerungsfaktors um 1 gegeniiber dem Bezugs-
zustand v=1 hat bei diesem Beispiel auf die oberen Eigenfrequen-
zen einen groBeren EinfluB als auf die Grundfrequenz. Er betrdgt

bei w, bis wg Jeweils etwa 12 3.

Im nd3chsten Beispiel wird der exakten LOsung Ergebnisse aus dem

allgemeinen EWP gegeniibergestellt. Gladwell (1964b) berechnete
88



PN System
- pwwY
¢ = 14-10% N/m
60m

8,713
-0,85 - 108

_._,.wé

&= 17-105 N/m

7 % 108
- ‘565 1“5 10 E’
d- 20-10° Nm

-2,00 -10°

__.M

¢z §0-10° Nm

-2,35 - 108 i

P bei v=1

= .109 2
EF,,= 18-10° N/m

gF =048 -10° kg

(.02
T

Bild 4.9

Eigenwerte w% als Funktion des Laststeigerungsfaktors v bei einem Mast

nach Petersen (1970)

von dem in Bild 4.10 dargestellten Rahmen die ersten 10 Eigen-
werte mit der exakten frequenzabhdngigen Steifigkeitsmatrix.

Durch eigene Berechnungen konnten diese Werte bestitigt und durch
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Tabelle 4.3 Eigenwerte w% des Petersen-Mastes

v = 0 v = 1 v = 2
| T
2 I 2 2
1 w4 | Anderung w3 w3 | Anderung
|
in s—2 : in % 1) in s_2 17 s_2 | in ¢ 1)
- +
1 6,820 { 10,55 6,169 5,208 | -15,58
2 11,84 | 21,59 9,738 7,327 : -24,75
3 24,70 | 23,38 20,02 15,35 | -23,33
4 49,29 I 24,31 39,65 30,13 | -24,01
5 84,68 [ 24,68 67,92 51,10 | -24,76
| l
9
wl( \)) wl( v=1 )
1) « 100
2
wl( \)=l)
P L B
3 g9 1
Ar i Ir e
41 8 10T 1J
Ulzu Glz EF22 —
L L*pF ~;>\>
EF—+»>m®
1] 3 | 5
I &S A\ N
4 4 s T,/ T
1 , 4 6
L _;f>
]
g3
'y
e, e,
a) b) c)

Bild 4.10
Ebene Schwingungen eines Rahmens nach Gladwell (1964 a)

a) System mit Abmessungen
b) Diskretisierung durch 4 Elemente n=4
c) Diskretisierung durch 8 Elemente n=12

weitere 10 Eigenwerte w% ergdnzt werden (siehe Tabelle 4.4).

Hierbei zeigte sich, daB auch noch der 20. Eigenwert aus der

exakten 4 x 4 Matrix ohne Schwierigkeiten mit Hilfe des in

Abschnitt 4.1.1 erl&duteren Algorithmus ermittelt werden konn-
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Tabelle 4.4 Eigenwerte w% des Gadwellrahmens

4 Elemente n=4 8 Elemente n=12
exakte Lis. Vergleichsfunktionen zul&ssige Ansatzfunkt. Vergleichsfunktionen zul¥ssige Ansatzfunkt.
T H T 1
1
i of axakt of | rel. Fenl. 2) of | rel. Fenl. 2) | © W} | rel. Fen1. 2) of frel. Fen1. 2)
[}
in -2 in e-2 | in & in 8~2 in % in s-2 1 in % in -2 | in %
i re +
t 1 +
1 15,3068 15,3068 i 0,000 15,5970 | 1,896 15,3068 | 0,000 15,3264 0,128
| 4 L L
t +
2 21,9643 21,9643 | 0,000 22,5198 i 2,529 21,9643 0,000 22,0055 | 0,187
N ; i I
- t t H
3 219,591 220,936 : 0,061 334,850 [} 52,49 219,591 () 0,000 223,392 | 1,731
4 i + i
+ t +
4 413,882 459,974 : 11,14 965,115 I 133,2 413,886 | 0,001 426,187 1 2,973
t t 1 t
5 710,309 1 i 710,329 | 0,003 741,718 i 4,422
4 4 . N
T T T T
6 818,779 | | 819,385 | 0,074 854,761 ] 4,395
' H
T v
7 2381, 34 i ] 2382,15 | 0,034 3094,61 : 29,95
t t : 1 t
8 3405, 138 | ] 3410,14 I 0,140 5062,54 | 48,66
t t 1 t
9 4749,19 ] | 4763,82 | 0,308 7670,05 | 61,50
t t t t
10 5192,57 | 1 5218,52 ] 0,500 B8663,14 } 66,84
} $ 2 L
T v T T
1 ¢ 10519,6 | [ 10981, 2 [} 4,388 20761,0 [} 97,136
} 4 + I
b/ T T
12 13510,7 : 1 16037,1 ] 18,70 31170,6 I 130,7
4 .
+ t 1
13 | 17147,0 ' | | i
{ 3 + i
v  § T
14 18297,4 : | | [
' I
T v T T
15 30999,7 1 i \ 1
+ t t +
16 37575,9 | | I |
t t t t
17 45247,17 1 1 ]
H 4 s 4
T T L} v
18 47617,2 | | I [}
-+ + t I
19 72521,5 | I I )
+ t + +
20 84794,4 | | I [}
1 1 1 1

1) Habedank (1972)

2 2
of - w
2) 1 i exakt 100

“{ exakt

te. Die jeweils 4-fachen Pole in der Systemdeterminante erga-
ben sich nach dem 4., 8., 12., 16. und 20. Eigenwert an den
Stelle p? = 500,56 s~2; 3803,5 s~2; 14617 s~2; 39944 s=2 und
89135 s~2. Habedank (1972) entwickelte ein Verfahren zur Kon-
struktion von Vergleichsfunktionen und erreicht damit, dag
wesentlich mehr Eigenwerte als bei Verwendung von zul&dssigen
Ansatzfunktionen mit geniigender Genauigkeit aus dem allgemei-
nen EWP berechnet werden konnen (Tabelle 4.4). Die Matrizen—
ordnung bleibt bei dieser Methode erhalten, jedoch sind die
Systemmatrizen voll besetzt, da zu ihrer Ermittlung u.a. die
Systemmassenmatrix, gebildet mit Hilfe zuldssiger Ansatzfunk-
tionen, invertiert werden muB. Vor allem bei groBen Matrizen
mit ausgeprédgter Bandstruktur bietet deshalb die Verwendung
von Vergleichsfunktion kaum Vorteile gegeniiber dem impliziten
EWP.

DaBl auch grdBere Eigenwertaufgaben mit Verwendung der exakten

Steifigkeitsmatrix problemlos geldst werden kdnnen, soll durch

das folgende Beispiel gezeigt werden. Hollburg (1981) diskreti-

siert einen realen Rotor, bestehend aus Arbeitsmaschine, Kupp-

91



520

3332 4545 i

i b l o

k] [ [ [2] [] [0l [25)  [28][ad
®© O 6 OO @ O 686 O

Arbeitsmaschine Elektromotor

:

| ELEMENT LAENGE STEIFIGKEITEN | MASSE/LAENGE DREHTRAEGHEIT |

| NUMMER GJr | EF22 | REO=F RHO=1P |

Y Y P [ U S [, |
3.41200£8+03 0.79937E+15 0.10112E+16 0.61¢654E-01 0.77067€E+02

R b b b bt b s b b
DOVOD VOV D W=D ODAON D W —

0.27500E+03
2.27520%+03
J.14)50E+03
0.6)350£+03
0.6)950€E+03
J.1%J50:+03
J3.27500z+03
0.27500E+03
0.32000£+03
0.149000E+03
3.13000E+03
0.13000E+03
J.115205+403
0.1)500E+03
0.1)500E+03
0.35000E+03
J.327502+03
0.11500c+03
0.13000E+03

0.30709E+16
0.83914E+16
0.18725E+17
0.18726E+17
0.18726E+17
0.18726E+17
0.83914E+16
0.30709E+16
0.22831E+16
0.16104E+17
0.161064E+17
0.16104E+17
0.20487E+17
0.74972E+16
0.74972E+16
0.20487E+17
0.18725E+17
0.33799E+17
0.424682E+17

0.38848E+16
0.10616E+17
0.23689E+17
0.23689E+17
0.23689E+17
0.23689€E+17
0.10616E+17
0.38848E+16
0.28882E¢+16
0.23372E+17
0.20372€E+17
0.20372E+17
0.25917€+17
0.94844E+16
0.94844E+16
0.25917€+17
0.23689E+17
0.42758E+17
0.53742E+17

0.12086E+20
0.19976E+00
0.29840E+00
0.29840E+J0
0.29840E+20
0.29840E+20
C.19976E+00
0.12084E+00
0.10419E+00
0.13256E+00
0.13256E+20
0.13256E+00
0.31212€+00
0.1888B1E+00
0.18881E+00
0.31212E+00
0.29840E+00
0.40090E+00
C.64946E+400

0.29606E+03
0.80902E+03
0.18053E+0¢4
0.18053E+4J¢
0.18053E+04
0.18053E+J¢
N0.80922E+03
0.29606E+03
0.22011E+03
0.15526E+0¢4
0.15526E+J¢
0.15526E+04
0.19751E+0¢
0.72281E+03
0.72281E+03
0.19751E+J4
0.18053E+04
N.32586E+0¢
0.40957E+0¢

21 9.75300£+02 0.83820E+17 0.10604E+18 G.63133E+20 0.80811E+04
22 0.11000E+03 0.89183E+17 0.112B2E+18 C.65122E+00 0.85981E+74
23 J.4)875E+03 0.1006B8E+18 0.12736E+18 C.69191E+00 0.97062E4+0¢
24 0.47875E+03 0.10068E+18 0.12736E+18 0.69191E+20 0.97062E404
25 ).4)375:2+03 0.1J068E+18 0.12736E+18 C.69191E+00 0.97062E404
26 2.4)875E+03 0.10068E+18 0.12736E+18 C.69121E+30 0.37062E+0¢
27 0.11000€E+03 0.89183E+17 0.11282E+18 C.65122E+00 0.85981E+04
28 0.75000E+02 0.83820E+17 0.1J604E+18 0.63133E+00 0.80B11E+0¢
29 2.13000E+03 0.42482E+17 0.53742E+17 0.44946E+00 0.40957E404
30 0.11500€E+03 0.33799E+17 0.42758E+17 0.40090E+00 0.32586E+0¢4
31 7.377503+03 0.25521E+17 0.33551E+17 0.35513E400 0.25559E+24
32 9.350005+03 0.204R87E+17 0.25917E+17 0.31212E+00 0.19751E+04
33 0.11500€+03 0.764972E+16 0.94844E+16 0.18881E+00 0.72281E+03
34 0.11500E+03 0.74972E+16 0.94844E+16 0.18881E+00 0.72281E+03
| KNCTEMN | WEGFEDEP ] DEHFEDER |
| NUMMER | 1-RI | 2-R1 ! 3-R1 | 1-R1 l 2-R1 | 3-R1 |
[ | | | I b |
| 25 1 0.0 | 0.1000E+10 | 0.0 | 0.0 1 0.9 | 0.0 |
| 1C. | 0.0 | 0.1000E+10 | 0.0 | 0.0 1 0%9 | 0.0 |
| le. |l 0.0 | D.1000E+13 | 0.0 I 0.0 1 0.9 1 0.9 l
| 34, |1 0.0 | 0.1000€+1% | 2.0 |1 9.0 1 0.2 | 0.0 1
| KNCTEN | EINZEL- | DREHTRAEGHEITEN GLOBAL 1
| NUMMER | MASSE I 1-RICHTUNG | 2-RICHTUNG | 3-RICHTUNG
PO P | O | | _ |
| 1 | 0.10000E+23 | 0.64000E+06 | 0.0 | 9.0 |
| 5. | 0.20000E+03 | 0.65000E+07 | 0.0 1 9.0 |
| 6. | 0.50CO0QE+23 | 0.12000E+08 | 0.0 I 2.0 |
[ T | 0.20C00E+03 | 0.65000E+07 | 0.0 i 2:9 |
| 12. | 0.40C00E+03 | 0.24000E+08 | 0.0 1 2.0 I
| 20. | 0.25C00E+03 | 0.16000E+08 | 0.0 1 9.0 1
l 22y | 0.33C00E+03 | 0.35000E+08 | 0.0 1 0.0
| 25. | 0.40000E+03 | 0.21000€+08 | 0.0 I 9.0 |
| 28. | 0.33000E+03 | 0.35000€+08 | 0.0 I 3.0 |
| 30. | 0.25C00E+03 | 0.16000E+08 | 0.0 ] 9.0
Bild 4.11

Reales Rotorsystem, Finite Element Idealisierung nach

Hollburg (1981) sowie Eingabedaten
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lung und Elektromotor durch 34 Elemente (Bild 4.11). In den
Knoten [2], [1J, und ist das System bei Biegeschwingungen
elastisch gelagert. In Torsionsrichtung kann sich der Rotor
unbehindert bewegen. Weiterhin befinden sich an einigen Knoten

(1, usw.) Einzelmassen mit Drehtrigheiten.

Tabelle 4.5 Eigenwerte w% des Hollburg-Rotors

Biegeschwingung n=70 Torsionsschwingung n=35
exakte LOs. zul. Ansatzfunktionen | exakte LOs.| zul. Ansatzfunktionen
i wi —— wiz | rel. Fehl. wiz ——— wiz | rel.
in s—2 in s—2 I in g 1) in s—2 in s—2 i in %
1 31317,4 31317,4 E 0,000 0 0 i -
|
2 58676,5 58678,5 T 0,003 100592 100594 i 0,002
3 267227 267237 ; 0,004 573847 573860 : 0,002
| 1
4 291238 291245 i 0,002 1941540 1941800 F 0,013
5 995867 996284 j 0,042 2298070 2298280 : 0,009
6| 1363110 1363210 } 0,007 4644490 4647490 ( 0,065
7| 1975210 1975650 : 0,022 9275980 92953204j 0,208
8] 3822360 3823610 ; 0,033 9423380 9426180 ( 0,030
9110396300 10423100 : 0,258 20329700 20424400 ; 0,466
10}17831000 17904000 ? 0,409 22572700 22631000 : 0,258
11121916600 22328100 E 1,878 41051500 42094600 i 2,541
12128682500 29091000 : 1,424 49103100 :
13135823400 36065800 E 0,677 j
% - Y exakt
1) + 100
2
“i exakt

In Tabelle 4.5 sind fiir das Suchintervall 0sw2<5+107 s™2 die

Eigenwerte der Biege- und Torsionsschwingungen angegeben.
Beispielsweise waren bis zur Isolierung eines Torsionseigenwertes
einschlieBlich der Sicherung der Kornvergenzrate etwa 4 Inter-
vallhalbierungsschritte erforderlich. Zur weiteren Einschré&nkung
eines Eigenwertes mittels "regula falsi" bis zu einer relativen
Genauigkeit von <1075 waren durchschnittlich weitere 7 Zerle-

gungen der Systemmatrix notwendig.
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Die hdufigen Querschnitts&dnderungen sowie die Vielzahl der Feder-
und Massenangriffspunkte bedingten eine feingliedrige Diskreti-
sierung des Rotors, so daB die Ergebnisse aus dem allgemeinen EWP
bei Verwendung zul&dssiger Ansatzfunktionen gegeniiber den exakten
Losungen bis zur Eigenkreisfrequenz w;; lediglich um <2 % 4if-
ferierten. Das 5. und 6. Element (Bild 4.11) verursachte bei

p%T = 275580000 s~ 2 die erste Torsionspolstelle und das 1. Ele-
ment war bei p%B = 284926000 s~ 2 fiir die erste Biegepolstelle in
der Systemdeterminante verantwortlich. Die obere Grenze des
Suchintervalls lag weit unter diesen Polstellen. Im Abschnitt 5.1
wird ein Kriterium angegeben, mit dem abgeschatzt werden kann, in
welchen Fdllen der hdhere Aufwand zur LOsung des impliziten

gegeniiber dem allgemeinen EWP in Kauf genommen werden sollte.
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5 Losung des allgemeinen EWP mit Matrizen aus frequenzabhingigen

Ndherungsansdtzen

Sofern die Genauigkeit der Eigenwerte aus dem allgemeinen EWP
unter Verwendung zuldssiger (statischer) Ansatzfunktionen den
technischen Erfordernissen nicht geniigt, wird in der Regel bis-
her meist eine Verfeinerung der Diskretisierung vorgenommen.
Im allgemeinen wird hierzu jedes Element durch einen zusidtz-
lichen Knoten unterteilt, wobei die Ansatzfunktionstypen ent-
weder beibehalten oder durch Polynome h8herer Ordnung (siehe
A.7) ersetzt werden kdnnen. Diese MaBnahme hat in etwa eine
Verdopplung der Matrizenordnung zur Folge. Neben dem Aufwand
zur Festlegung der neuen Elementierung erh&ht sich auch die
Rechenzeit fiir die Ermittlung eines Eigenwertes linear zur
Anderung der Matrizenordnung und quadratisch zum mittleren

Bandweitenzuwachs.

Die Verwendung der unter Abschnitt 2.2.1 bereitgestellten fre-
quenzabhédngigen Ansatzfunktionen erdffnet einen Weg zur Erhdhung
der Eigenwertgenauigkeit gegeniiber dem allgemeinen EWP mit
statischen Ansatzfunktionen ohne Ver&nderung des Matrizenprofils.
Ab welchem Frequenzbereich die neuen Ansatzfunktionen wesentliche
Verbesserungen gegeniiber der klassischen Methode bringen, kann

durch die Hinweise in Abschnitt 5.1 abgeschitzt werden.
Die unter Abschnitt 1.3 aufgezeigten Vorgehensweisen bei Verwen-

dung von frequenzabhidngigen Ndherungsansitze werden anschlieBend

durch einige Beispiele dokumentiert.

5.1 Anwendungsgrenzen filir statische Ansatzfunktionen

In Bereichen jenseits der ersten Polstelle der exakten System-
determinante (®>p;) wiirde das allgemeine EWP bei gleicher Diskre-
tisierung gegeniiber den exakten Eigenwerten nur noch mit grofBen

Fehlern behaftete Werte ergeben, da die zugehdrigen Eigenschwin-
gungsformen von den statischen Ansatzfunktionen nicht mehr

approximiert werden kdnnen. Die erste Polstelle Py wird vom
"schwingungsweichsten" Element des Systems verursacht (siehe
Anhang A. 10). Ohne die exakten Systemfrequenzen kennen zu

missen, kann durch folgendes Kriterium die N&herungsqualitit

abgeschatzt werden:
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Eigenwerte wi(m%) aus dem allgemeinen EWP, die kleiner
sind als p1/2 (p%/4), konnen bei Verwendung statischer
Ansatzfunktionen einen relativen Fehler bis ca. 10 %
(20 %) aufweisen. Eigenwerte wi(m%), die kleiner als Pl/4
(p%/l6) sind, haben hdchstens noch einen Fehler von

ca. 2 % (4 %).

Diese Grenzen wurden nach Vergleich vieler Beispiele aus der

Literatur sowie nach eigener Rechenerfahrung festgelegt.

Andere hdufig verwendete Kriterien legen die Anzahl der brauch-
baren Eigenwerte fest und orientieren sich hierzu entweder an den
Systemfreiheitsgraden und damit an der Ordnung n der Systemma-
trix oder sie ziehen die Anzahl der zur Diskretisierung verwen-
deten Elemente zur Beurteilung heran. Das hier vorgestellte

Kriterium erfaBt z.B., daB

1) bei einem System mit vielen Einzelmassen, die das
Schwingungsverhalten wesentlich beeinflussen, mehr
Eigenwerte brauchbar sind als sich aus den bisherigen

Abz&hlmethoden ergeben wiirde und

2) bei sehr unterschiedlicher dynamischer Steifigkeit der
Elemente die Anzahl der noch ausreichend genauen Eigen-

werte aus dem allgemeinem EWP nicht {iberschédtzt wird.

Weiterhin sind durch die Kenntnis der Polstellen die Elemente des
Systems sofort ausgewiesen, die bei Beibehaltung statischer
Ansatzfunktionen zur Verbesserung der Diskretisierung feiner

unterteilt werden miiBten.
Die Verwendung frequenzabhidngiger Ansatzfunktionen lohnt erst,

je nach Genauigkeitsanforderung, oberhalb der oben angegebenen

Kriteriumsgrenzen.

5.2 Berechnung hoherer Eigenwerte durch Ansatzfunktionen

mit festgehaltenem Frequenzparameter

Der Aufbau des allgemeinen EWP's erfolgt hier analog zur Vorge-
hensweise bei statischen Ansatzfunktionen, lediglich die Element-
matrizen werden aus Teilmatrizen vom Typ Gl. (2.94) zusammen-

gestellt. Flir das gesamte EWP lautet die Beziehung

[K(wgege) + S(wfest) - wzg(wfest)] d =20, (5.1)
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wobei wgogy ein entsprechend zu wdhlender "festgehaltener" Fre-
quenzparameter ist. Da die Systemmatrizen die Eigenwerte nicht
implizit enthalten, kann Gl. (5.1) mit bekannten Algorithmen
geldst werden. Die Qualitdt der Ndherung von Gl. (5.1) hangt von
Weegt ab. FUr wgogy * O werden die Matrizen mit quasistatischen
Ansatzfunktionen (siehe Bild 2.8 und 2.9) gebildet, die fiir

o = 0 den Hermite-Polynomen 3. Grades entsprechen. Wird der Para-
meter wg,gy SO gewdhlt, daB er z.B. mit w3goyakt Ubereinstimmt,
errechnet sich aus Gl. (5.1) w3 = wWw3gogakt+ Sofern das System nur
aus Elementmatrizen ohne Koppelteilmatrizen nach Gl. (2.72)

zusammengesetzt ist.

Zur Veranschaulichung der Ngherungsqualitdt der Eigenwerte w% als

Funktion von wggst wird ein unter Abschnitt 4.4 behandeltes

Beispiel herangezogen.

Fiir den Gladwell-Rahmen von Bild 4.10 ergeben sich bei einer
Diskretisierung durch 4 Elemente Systemmatrizen der Ordnung
n = 4. Fir verschiedene wg gy wurde Gl. (5.1) geldst, so daB der

funktionelle Zusammenhang w%(w%est) in Bild 5.1 und 5.2 darge-

stellt werden Xkonnte.

Im Bereich w%est< p% » d.h. unterhalb der ersten Einzelstabeigen-
frequenz, ist w% > w%exakt' wobei das Gleichheitszeichen nur fiir
2 2 . -

Weagt =W 9g1ilt. Fur w%est > p% kann auch w% < w%exakt sein

(siehe Bild 5.2).

In Erweiterung der Anwendungsgrenzen von Abschnitt 5.1 lassen
sich flir Ansatzfunktionen mit festgehaltenem Frequenzparameter
unter Zuhilfenahme der Grenzlinien
®F 1
2 —_ A2 2 2 .
“’?gr.j = p] + o (wfest - pj) ] = l, 2 wsow (5.2)
® > 2

in Abhdngigkeit vom Frequenzparameter w%est brauchbare Bereiche

der Eigenwerte w% einschrénken. In der Umgebung der j-ten Pol-

stelle sind gute Ndherungen fir m%(w%est) zZu erwarten, wenn

. e
2 .
0 < WEegr < p% s =1
2 2 2 .
w_gr.j < wi < u)+gr.j fir Jpz ’ N p2 ) ,
== 1 X
> < Wrest © Py I
L r(5.3)
: 2 2
2 . 2 2 s 5% p5 + p:
u)_'_gr.] < wi < “’-—gr-j fir pj < wfzfest < _]_2__]'*'_1 : j > 1 J’
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Eigenwerte wy bis wz des Gladwell-Rahmens (n = 4) bei
Verwendung von Ansatzfunktionen mit festgehaltenem
Frequenzparameter WEest

wobei sich die GroBe der brauchbaren Bereiche durch die Konstante
@ in Abhdngigkeit von der gewiinschten N&herungsqualitit ergibt.
Fir ‘”%est= O und <= 4 bzw. 16 ergibt sich aus Gleichung (5.3)

mit Gl. (5.2) der Spezialfall der statischen Ansatzfunktionen mit
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Eigenwerte mg bis w% des Gladwell-Rahmens (n = 4) bei

Verwendung von Ansatzfunktionen mit festgehaltenem
Frequenzparameter wfoq¢

den unter Abschnitt 5.1 angegebenen Fehlergrenzen. Lediglich mit
Kenntnis der Polstellen Pj (siehe Anhang A.10) 1&dB8t sich die

Ndherungsqualitdt fir “’%est> 0 wie folgt abschdtzen:



Eigenwerte w% aus dem mit w%est gebildeten allgemeinen EWP
haben in den Bereichen von Gleichung (5.3) filir 8= 4 einen
relativen Fehler von ca. 20 % und fiir 2= 16 nur noch einen
relativen Fehler von ca. 4 %.

. . . . 9 P% 2 2 = ..
Lediglich im Bereich wi < = und wj < WEagt KOnnen groBere
relative Fehler als die o.g. auftreten. Fiir die Eigenwerte des
Gladwellrahmens von Bild 5.1 und 5.2 sind die Grenzlinien Gl.
(5.2) fir o= 4 in Bild 5.3 dargestellt. Die schraffierte
Fldche kennzeichnet den Bereich innerhalb der Grenzlinien, in
dem die o.g. Fehlergrenzen iiberschritten werden k&nnen. Der
brauchbare Bereich der Eigenwerte wird um so grédBer, je weiter

w%estvon Polstellen entfernt liegt.

Bei Auftragung von w und Wfegt 1M linearen MaBstab 1l&Bt sich ein

groBer Eigenwertbereich leichter grafisch darstellen. Fiir den

4000 Ve

2000 A

1000 A

1
} :
T T T T T T

I R
0 1000 2000 3000 4000 s-2
ufest

Bild 5.3

Eigenwertbereiche des Gladwell-Rahmens (n = 4),
in denen die Eigenwerte w% (w%est) einen relativen
Fehler von ca. 20 % aufweisen konnen
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Gladwell-Rahmen von Bild 4.10 ergeben sich bei einer Diskreti-
sierung durch 8 Elemente Systemmatrizen der Ordnung n = 12.

Die Verldufe der Eigenwerte wi(“fest) sind in Bild 5.4 und 5.5

zusammen mit den nun nicht mehr linear verlaufenden Grenzlinien

flir die brauchbaren Bereiche dargestellt.

Gegeniiber dem impliziten EWP von Abschnitt 4, bei dem die
Systemmatrix Edyn(m) fir jeden Wert w neu aufgebaut werden muBte,
sind die Matrizen in Gl. (5.1) fir ein gewdhltes Weagr Pei der
Losung des allgemeinen EWPs konstant. Da jedoch i.a. nur ein
kleiner Teil des Eigenwertspektrums im brauchbaren Bereich
zwischen den Grenzlinien Gl. (5.2) liegt, sind bei der L&sung von
Gl. (5.1) Algorithmen vorzuziehen, die gezielt Eigenwerte und
Eigenvektoren eines beliebig vorzugebenden Frequenzbereiches
einschrédnken. Besonders gut eignet sich hierzu die "gebrochene
inverse Vektoriteration", wie sie von Schwarz (1980) beschrieben
wurde. Die Anzahl der rechenzeitintensiven Zerlegungen der

Systemmatrix nach Gl. (4.4) kann somit klein gehalten werden.

Ein &hnlicher Verlauf der Eigenwerte wie in Bild 5.1 bis 5.5 ist
zu erwarten, wenn die exakte frequenzabh&dngige Systemsteifig-
keitsmatrix entsprechend Gl. (2.110) bis (2.112) 1linearisiert
wird. Ph&nomenologisch 1&B8t sich die Wirkung frequenzabhingiger
Ansatzfunktionen auf die N&herungsqualit&dt der Eigenwerte auch

mit der frequenzabhdngigen Matrizenkondensation (siehe z.B.
Schwarz (1980)) vergleichen. Bei letzterem Verfahren miissen

jedoch zundchst die Systemmatrizen K und M der Ordnung m aufgebaut
werden, um sie anschlieBend auf die=Ordnu;g n < m zu kondensie-
ren. Werden beispielsweise die Systemmatrizen flir den Gladwell-
Rahmen mit statischen Ansatzfunktionen und Diskretisierung durch

8 Elemente (m = 12) so kondensiert, daB lediglich die Freiheits-
grade der Diskretisierung mit 4 Elementen (n = 4) iibrig bleiben,
so zeigen die Eigenwerte des kondensierten allgemeinen EWPs qda—
litativ eine &hnliche Abh&dngigkeit vom festgehaltenden Frequenz-
parameter wg,g+, der zur frequenzabhdngigen Kondensation

verwendet wurde wie in Bild 5.1. Die Eigenwerte k&dnnen jedoch
bestenfalls fir w;

i
allgemeinen EWPs erreichen. Weiterhin muB bedacht werden, daB

= Wgegt die Genauigkeit des unkondensierten

die kondensierten Matrizen wohl ihre Symmetrie nicht verlieren,

jedoch i.allg. voll besetzt sind.
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5.3 Frequenzabhidngige Ansatzfunktionen bei gekoppelten

Biege-Torsionsschwingungsbeispielen

Mit den in Abschnitt 2.2 zur Verfligung gestellten Matrizen wird
zundchst an einem auch exakt geschlossen l8sbarem Beispiel eines
dinnwandigen Balkens mit offenem Querschnitt die Niherungsquali-
tdat der verschiedenen Ansatzfunktionen dargestellt, um abschlie-
Bend die Eigenwerte eines aus den gleichen Balkenprofilen beste-
henden Rahmens zu berechnen. Die Systemwerte, Fesselungen und
Freiheitsgrade des Stabes mit einfachsymmetrischen Querschnitt

sind in Bild 5.6 angegeben.

EF,,=19509- 10% Nm’
EF,,=9,9137-10' Nm?
EF,, = 11234 10°Nm"*

GJ; = 1,1581. 10" Nm’
e 2187 10%m oF = 1,0480. 10" kg/m
=5
L=1,016m QIM = 6,1029‘ 10 kg/m
= - > 1Element
[1] €y [2] 2 4
== == —po> — b
S M # 3
Fesselung Freiheitsgrade
2 Elemente 6
E] l! II 2 ::::4 8
== i;ﬁ — — —>p
: » 5/13 v

Bild 5.6

Systemwerte des diinnwandigen Stabes mit offenem Querschnitt

Die Schwingungskopplung der Biegung in x3-Richtung mit der Torsion
um die x;-Achse ist bei dem angegebenen Exzentrizit&tsmas g5 (Ab-

stand vom Schubmittelpunkt M zum Massenmittelpunkt G) sehr stark,

da g5 in der GroéBenordnung der AuBenabmessung des Querschnitts

liegt.

Zur Bestimmung der exakten LOsung wird zun&dchst das gekoppelte Dif-

ferentialgleichungssystem abgeleitet. Da im vorliegenden Beispiel
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keine statischen Vorlasten bheriicksichtigt werden, verschwinden in

der potentiellen Energie U von Gl. (2.51) die Terme Gl. (2.54) und

(2.55), und in P von Gl. (2.52) bleibt lediglich GJq Ulbrig.
Die Eulerschen aleichungen des Hamiltonschen Prinzips lauten mit

der Lagrangefunktion L (xl, Wiir Wopqps i) von Gl. (2.50)

L a oL a2 oL a 3L
p—— = - -] =9 (5.4)
ay dxl ag,l dxl ag,ll dt ay

wobeil hier der erste Term Null ist.

Flir Elemente mit konstantem Querschnitt ergibt sich aus Gl. (5.4)
mit den Gleichungen (2.51) und (2.59) das Differentialgleichungs-

system

E¥agl ~EWeqqyy ~HLE=E (5.5)

Bei den in Bild 5.6 vorgegebenen Systemwerten ist die Biege-
schwingung in x,-Richtung entkoppelt (g3 = 0) E?d wird zundchst
nicht weiter betrachtet. Die Ortsfunktion sin(i— XJ des
Bernoullischen Produktansatzes fiir die k-te Eigenform, die neben
Gl. (5.5) auch alle geometrischen und dynamischen Randbedingungen
erfiillen muB, kann bei diesen Fesselungen sowohl fiir 9} als auch

fir w3 erraten werden. Es ist dann

'l?‘ by A. kw jun,t
y(xl,t) = 1= ) K| sin[— Xl) e IOk (5.6)
w3l x=1| Bx L

Nach Einsetzen von Gl. (5.6) in (5.5) ergibt sich fiir jedes k ein
homogenes Gleichungssystem, woraus die Eigenfrequenzen W, aus der

Bedingung flir nichttriviale L&sungen

—_

k7
L

det||-— — - ——— — — — ) (i R

2

Il =

0 (5.7)

folgen. Dies fiihrt fir wﬁ auf eine quadratische Gleichung mit

3 2 2 d
2 Losungen Wi 1 und Wi, 2. Aus dem homogenen Gleichungssystem
lassen sich letztlich die zugehdrigen Eigenvektoren [Ak,l' By l]
und [Ak,2' Bk,z] berechnen, so daB alle Parameter des Ansatzes
Gl. (5.6) geschlossen bestimmbar sind,

wobei sich fir g, % O
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ergibt.

funktion gebildeten Eigenformen fiir k

stellt.

Pr,1 " Bx,1 %0
Ak'z 'Bk’2 (O

Bei vorgegebenem k gehdrt der 1.

} (5.8)

In Bild 5.7 sind die mit den Eigenvektoren und der Orts-

1 und 2 grafisch darge-

Eigenvektor (1.

Schwing-

winkel) zur niedrigeren, der 2. zur hdheren Eigenfrequenz.

W

k,1

1.Schwingwinkel

Bild 5.7

Qualitative Darstellung der Eigenformen fiir k

und 2 des Systems von Bild 5.6

Wy 2

X3

pe

1

2.Schwingwinkel

=1

Die exakten Eigenwerte der gekoppelten und ungekoppelten (92 = 0)

Schwingung des Beispiels von Bild 5.6 sind in Tabelle 5.1

verzeichnet.

Fir g, » O gelten folgende Grenziibergéange

wg

und
2
e
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Tors.
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Ap 1

Ay, 2
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Tabelle 5.1

Exakte Eigenwerte und Eigenvektoren des l-fach-

symmetrischen Stabes von Bild 5.6 sowie ungekop-

pelte Biege- u. Torsionseigenwerte (g2 = 0)
Schwing- gekoppelte ungekoppelte Eigenwert
Form | Winkel Eigenvektoren Eigenwerte Biegung Torsion
2 2 2
k - B, s By, 2 Wi, 2 Wi wie
- cm s~2 s™2 s™2
1 1 1 0,934 25 887
‘ 86 477 34 971
2 -1 2,520 653 881
2 1 1 0,561 282 356
1383 630 341 816
2 -1 2,566 9375 300
3 1 1 0,493 1287 990 ,
7004 610 1526 330
2 -1 2,575 46461 400

Der hier skizzierte Weg filir die exakte LOsung geht auf Federhofer

(1947) zurilick. Mei (1970) wies nach, daB die exakten Eigenfre-

quenzen unter Verwendung Hermitescher Ansatzfunktionen beliebig

genau angendhert werden konnen,

wenn z.B.

ein Stab entsprechend

Bild 5.6 immer feiner diskretisiert wird. Mit der vorliegenden

Tabelle 5.2

NdherungslOdsungen flir die Eigenwerte des l-fach-symmetrischen Stabes

von Bild 5.6

. - 2 - . . s
SRR allgemeines EWP (5 w 2) a o implizites EWP
Form | Winkel Hermiteansétze “%est = 2,6+104 s—2 “%est = 2,8.105 s-2 Kgyn 4 = ©
2 I 2 ' 2 7 2 T
k L wi, 2 rel. Fehl. Wi, g | rel. Fehl. wk, 2 | rel. Fehl. e, 2 t rel. Fehl.
1 k. 3§ i
¥ 1 T T
s=2 $ s=2 | % s=2 | $ s=2 | $
1 5! 1
1 1 29690 : 14,69 27220 : 5,15 -1 27065 | 4,55
» | |
<1 2 1 428960 | 51,92 461740 : 63,53 304450 | 7,82 300430 6,40
= | |
é 7 2 785540 | 20,14 713370 : 9,10 -1 -1 :
~| 3 1 -1 -0 -1 1337000 | 3,81
| [ ! l
i i 4; l
ol 1 1 26017 : 0,50 25934 0,18 39610 | 53,01 25934 0,18
o | |
£l 2 1 337010 i 19,36 350910 | 24,28 291430 | 3,21 290520 : 2,89
£ | |
5 1 2 658340 | 0,68 655890 | 0,31 804200 | 22,99 -1
~ o3 1 1925200 ! 49,47 2014000 : 56,37 1870700 ; 45,24 1361700 : 5,72

1) pie entsprechende Eigenform kann mit den Ansatzfunktionen nicht dargestellt werden

107




Arbeit wird das Ziel verfolgt, mit mOglichst wenig Elementen eine
technisch brauchbare Ndherung zu erreichen. Deshalb werden beim
folgenden Vergleich entsprechend Bild 5.6 lediglich 1 bzw. 2 Ele-

mente zur Diskretisierung verwendet. In Tabelle 5.2 sind die

Eigenwerte und ihre relativen Fehler gegeniiber der exakten L&sung
(Tabelle 5.1) bei Verwendung von Hermiteans&dtzen (Abschnitt 2.2.2)
und frequenzabhingiger Ansatzfunktionen (Abschnitt 2.2.1) angege-
ben, wobei letztere mit festgehaltenen Frequenzparameter

wy, 1 bzw. wy, 1 als allgemeines EWP und mit stdndig ange-

Wfest
paBten Ansdtzen als implizites EWP zu l1lO0sen waren.

In Tabelle 5.3 sind die Polstellen des impliziten EWP angegeben.

Diese werden durch die Einzelstabeigenfrequenzen der ungekoppel-
ten Biege- und Torsionsschwingung bei beidseitiger Einspannung

der Elemente verursacht.

Tabelle 5.3 Polstellen des impliziten EWP bei einer
Diskretisierung entsprechend Bild 5.6

Biegung Torsion
2 02
Pj 3
s~2 s™2
5 444400 108930
5
=
2 3377000 741570
5l
—
12971000 2707600
o
)
8 7109000 1473000
=
9
K 54047000 10850000
(q\]

Die Ergebnisse von Tabelle 5.2 zeigen,
von Hermiteans&dtzen bereits beim 2. Eigenwert w%,l relative
50 2 (1 Element,

8) ergeben. Losungen mit frequenzabhingigen Ansatz-

Fehler von ca.
mente,

funktionen weisen fiir den 2.
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daB sich bei Verwendung
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Eigenwert bei gleicher Diskretisie-




rung mit w%est = w%,lexakt nur noch ca. 7 der o.g. Fehler auf.
Gleichzeitig sind jedoch die anderen Eigenwerte, die nicht in
unmittelbarer Ndhe von w%est liegen, z.T. erheblich schlechter
geworden. Letzteres kann weitgehend vermieden werden, wenn zur
Ermittlung der Eigenwerte das implizite EWP, bei dem die System-
matrix entsprechend Abschnitt 4 fiir jedes w neu aufgebaut werden
muB, geldst wird. Damit sind die besten Ndherungen mit den hier
vorgestellten frequenzabhdngigen Ansatzfunktionen erreichbar. Bei
kleiner werdender Kopplung (92 + 0) geht die N&herung in die

exakte LOsung iber.

An diesem einfachen Beispiel lassen sich auch gut die Anwendungs-
bereiche der verschiedenen Ansatzfunktionen aufzeigen. Mit Her-
miteans&dtzen kdnnen bei der gewdhlten Diskretisierung die hoher-
welligen Schwingungsformen k = 2 und 3 nur noch sehr grob appro-
ximiert werden, wobei flir gleiches k die relativen Fehler der
Eigenwerte bei Schwingwinkel 1 und 2 von gleicher GrdBenordnung
sind. Die frequenzabhidngigen Ansatzfunktionen passen sich auch

den hdheren Schwingungsformen k = 2 bzw. 3 fiir den Schwingwinkel 1

gut an, jedoch kann es bei extrem starker Kopplung (wie im vorlie-

genden Beispiel) vorkommen, daB z.B. die Eigenform k = 1 mit
Schwingwinkel 2 nicht mehr durch die in diesem Frequenzbereich
bereits hoherwelligen Ansatzfunktionen darzustellen ist. Fehlende
Eigenwerte treten beim impliziten EWP frilhestens in Bereichen
auf, in denen die LOsungen mit Hermiteansdtzen bei gleicher Dis-
kretisierung keine technisch ausreichenden N&herungen mehr erwar-
ten lassen. Als Anhaltspunkt fiir den brauchbaren Bereich kann das

unter Abschnitt 5.1 angegebene Kriterium dienen.

Ergdnzend sei darauf hingewiesen, daB auch bei der frequenzab-
hingigen Matrizenkondensation (Schwarz (1980)) oder der Subspace-
Iteration nach Bathe u.a. (1976) das Eigenwertspektrum eines
vorgegebenen Frequenzbereiches aus den reduzierten allgemeinen

EWP u.U. nicht vollstdndig bestimmt werden kann.

AbschlieBend werden die Eigenwerte eines ebenen Rahmens aus 4

Stédben entsprechend Bild 5.6 ermittelt. Die Topologie und Fesse-
lung des Systems ist dem Bild 3.7 zu entnehmen, wobei die Dreh-
und Wegfedern entfallen und zus&tzliche Wolbfedern an Knoten
und iE] angeordnet sind. Als Systemlinien wird jeweils die Linie

des elastischen Mittelpunkts S gewdhlt, die sich in den Knoten-
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punkten schneiden. In Bild 5.8 sind zwei Knotenpunktdetails mit

wolbelastischen Anschliissen dargestellt.

®

t'—'—'"—‘%sm‘

Wolbfedern c, am
Knoten Knoten [2] und
€, 5 in e-und B Richtung
B i g2 S
5 e " 3 3
/\7_7 =1 _ cy = 1,9678-10" Nm
odll ®
4 S
4
t:"——'——_'—§}’ —+ Bild 5.8
! — Knotenpunkte @ und
CD// ! noten des Rahmens entsprechend
i Bild 3.7 mit WOlbsteifen
/é// in globaler 1- und 3-Richtung

Die exakte Ldsung dieses Rahmensystems kann nicht angegeben wer-
den, deshalb sind als Bezugswerte filir die N&herungsqualit&dt bei
Diskretisierung mit 4 Elementen (n = 16) die Eigenwerte des

impliziten EWP's mit 8 Elementen (n = 40) in Tabelle 5.4 verwen-

det worden.

Tabelle 5.4 N&herungsldsungen fiir die Eigenwerte eines Rahmens
entsprechend Bild 5.8 mit Stdben nach Bild 5.6

4 Elemente n = 16 8 Elemente n=40
Hermiteansdtze implizites EWP implizites EWP
. 2 — _ -
1 (E‘w E)Q = £ Edyn d =0 Edyn d =0
I |
w% ' Fehl. bez.*) w? IFehl. bez.*) we  *)
| i | i
‘ T
s™2 |1 % s™2 | % s~2
1 —+
1 4251,8 I 0,68 4240, 2 : 0,40 4223,1
2 4626,1 : 0,69 4612,2 | 0,39 4594,3
3 10723 | 0,80 10640 I 0,02 10638
4 10782 | 0,80 10698 : 0,01 10697
5 42020 | 23,66 37205 | 11,00 33981
6 106060 | 40,96 87941 I 16,87 75243
| I
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In diesem Beispiel sind die Fehler der ersten sechs Eigenwerte
aus dem impliziten EWP mit frequenzabhdngigen Ansatzfunktionen
weniger als halb so gro8 gegeniiber dem mit Hermiteans&dtzen
gebildeten allgemeinen EWP. Liegt z.B. als technische Forderung
vor, daB der relative Fehler aller Eigenwerte unterhalb eines
Grenzwertes wg = 10° §72 (f# 50 Hz) hochstens 20 % betragen
darf, so wdre dies bei Verwendung von Hermiteansdtzen erst mit
einer Diskretisierung durch 6 bis 8 Elemente zu erreichen. Die
Matrizenordnung wiirde sich in diesem Fall etwa verdoppeln.
Wird weiterhin berilicksichtigt, daB beim allgemeinen EWP der
Speicherplatz flir zwei Systemmatrizen zur Verfiligung gestellt
werden muB3, so bietet das implizite EWP, vor allem bei Imple-
mentierung des Programmes auf Personal-Computer , Vorteile,

da nur eine einzige und zudem relativ kleine Systemmatrix

gespeichert werden muB.

In Bild 5.9 sind die nach Gl. (4.20) beziiglich der Massenmatrix

normierten Eigenvektoren d; des impliziten EWPs angegeben.

12 AUSGAKE DER. E I GENF ORMEN

* FR.NR. 1 2 3
1 -0.2580596E-02 0.2550477E-02 0.4413728E-04
9 16 2 ~0.4765409E+00 0.5102892E+00 -0 6683158E-04
s g4 — 3 0.1106249E+00 0.2267850E-04 0.2803469E+04
> 3 ~0.1883836E+01 0.7855279E+00 0.3798102E+01
/;f' 13 14.,"1 s ~0.7728769E+02 0.1996959E+03 0.3245862E+04
10 15 6 0. 6153929E-01 0.4272075E-04 0.4B13463E+01
7 7 0.164383BE+01 -0.3877283E+04 -0.2449526E-01
8 ~0.5167935E+02 0.1336569E+03 0.2210507E+04
9 0.6149049E-02 0.1094988E-02 0.1338572E-03
10 0.1131943E+01 0.2174236E+00 ~0.5166249E-01
i1 -0.6480509E-01 -0.7657978E-01 0.6083905E+04
12 0.2656598E+01 -0.6730821E+00 022049796401
13 0.1830774E+03 0.BA37608E+02 0.229804BE+01
14 -0 3605030E-01 -0.4295489E-01 0.3935459E+014
A 15 -0.3897372E+04 -0.1639888E+01 -0.1489974E-014
16 0.1224774E+03 0.5650002E+02 0.1602040E+04

1 8 FR.NR 4 5 6
—> —>> 1 -0.1437612E03 0.1299645E-01 -0.3820303E-02
* 5 P 2 0.1422893E-02 0.48740S7E+01 -0.11B9570E+04
/f' 6 3 -0.6066482E+01 -0.4245226E-01 0.2795860E-01
27 3 7 3 -0.94B0705E-04 0.3512614E+03 -0.2659254E+03
5 -0.6873202E-04 ~0.37949656+02 ~0.6404857E+02
6 —0.3929944E+04 ~0.2109547E-04 ~0.2856169E-01
7 0.5145208E-03 0.1555094E+00 ~0.442716BE+00
8 -0.2695550E-04 ~0.3338284E+02 0.1193583E+02
v 0.5478116E-03 -0.2281097E-01 -0.4885018E-01
10 ~0.1B976B4E+00 ~0.2246339E404 -0.14807S8E+04
11 0.2817577E+01 -0.91B0B15E-02 -0.2019999E-03
12 0. 1163140E+02 ~0.485B784E+03 -0.3908487E+03
13 0.9042290E+01 0.4495850E+02 -0.7997339E+02
54 0.1B25264E+04 ~0.4593702E-014 0.2063572E-03
_ is ~0.6578139E-01 ~0.4847331E+00 -0.5545302E+00
n =16 Freiheitsgrade 16 0.6169778E+01 0.3953258E+02 0.1493246E+02

Bild 5.9

Normierte Eigenvektoren éi des impliziten EWP's eines Rahmens mit
Knotenpunkten nach Bild 5.8 und Stdben nach Bild 5.6

Durch die gekoppelten Biegetorsionsbewegungen der einzelnen Stédbe
treten iber die biegesteifen Rahmenecken zus&dtzliche Kopplungen
mit der Biegung in x,-Richtung auf, so daB alle Eigenvektoren in

Bild 5.9 rdumliche Schwingungsformen beschreiben. Die Hauptan-



teile des 1. Eigenvektors sind Gegentaktbewegungen der Freiheits-
grade 8 und 16 bzw. 7 und 15. Beim 2. Eigenvektor befinden sich
diese Freiheitsgrade in Gleichtaktbewegung. Der 3. Eigenvektor
zeigt eine gleichsinnige Bewegung der Freiheitsgrade 6 und 14,
die beim 4. Eigenvektor gegensinnig verlduft, usw.. Der Eigen-
wert-LOosungsalgorithmus nach Abschnitt 4.1 und 4.2 arbeitet trotz
der engen Nachbarschaft wvon w% und wﬁ einwandfrei.

Neben der hier dargestellten Diskretisierungsproblematik, die
lediglich die mathematisch, mechanische Seite des technischen
Problems betrifft, werden die Ergebnisse natlirlich wesentlich von
einer treffenden Wahl der Systemparameter beeinfluBt. Werden bei-
spielsweise die W&lbfedern in Bild 5.8 zwischen ¢, = O und C,* =
variiert; so vermindert sich der 1. Eigenwert in Tabelle 5.4 bei
wOlbfreier Lagerung um ca. 1,9 % und erhdht sich w% bei wolb-
starrem AnschlufB3 um ca. 52 %. Wird die Massenkopplung bei al-

len Elementen nicht berlicksichtigt (g, = 0), so erhdht sich

der 1. Eigenwert in Tabelle 5.4 bei wolbelastischer Lagerung

um ca. 35 2. Die Eigenformen des Rahmens von Bild 5.9 stellen
sich dann zum einen als reine Biegebewegungen in der Ebene und
zum anderen als Biegeverformungen senkrecht zur Rahmenebene kom-
biniert mit Torsion der Elemente ein. Auch der in den Rechenbei-
spielen jeweils vorausgesetzte biegestarre KnotenanschlufB ist

oft eine zur grobe Idealisierung des realen Systems. Elastische
Nachgiebigkeiten im Knotenbereich k&nnen z.B. durch Einfiihrung
von Gelenken mit Drehfedern oder entsprechend eines Vorschlags
von Scharifi-Rogge (1987) durch Modifikationen der Elementma-
trizen simuliert werden, wobei letztgenanntes Verfahren ohne

zusdtzliche Freiheitsgrade auskommt.

Eine Vielzahl von weiteren System- und Parameteruntersuchungen
mit gekoppelten Biegetorsionselementen wdre mdglich, wiirde aber
den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Beispielsweise ist die Wirkung
der geometrischen Kopplung der Elemente (siehe Abschnitt 2.2)
erst kurz vor dem Erreichen der Kippinstabilit&dt von grdBerem

EinfluB auf die Eigenfrequenzen des Systems, so daB flir eine
Schwingungesuntersuchung unter Gebrauchslasten die Verwendung der

hier vorgestellten frequenzabhidngigen Ansatzfunktionen auch in
hoheren Frequenzbereichen sehr gute Ndherungsldsungen erwarten

laBt.
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6 Das geldste EWP als Grundlage der Berechnung geddmpfter

erzwungener Schwingungen

Mit den unter Abschnitt 2.2 getroffenen Voraussetzungen wurden
nur lineare Schwingungen um die statische Ruhelage zugelassen. In
den Abschnitten 3 bis 5 erfolgte die Ermittlung der Eigenwerte
und Eigenformen eines ungeda@mpften mechanischen Systems. Die
weiteren LOsungswege bei deterministischer oder stochastischer
Erregung unter Einbeziehung mo6glichst realistischer Dampfungsan-

nahmen sind aus der Literatur bekannt (Clough u.a. (1975), Waller

u.a. (1975), Bathe (1986)), so daB hier lediglich auf die "Schnitt-

stellen" zu diesen, als Modalanalyse bezeichneten Verfahren einge-

gangen wird.

Bei Annahme geschwindigkeitsproportionaler, modaler Dampfung, die
z.B. steifigkeits- und/oder massenproportional sein kann, 148t
sich die Antwort eines linearen mechanischen Systems d(t) bei
deterministischer Erregung durch einen konservativen Kraftvektor
f(t) als Uberlagerung der mit einer zeitabhidngigen Koordinate

versehenen Eigenvektoren éi darstellen. Es gilt

©o

d(t) = ] 43 aj(t). (6.1)
i=1
Die generalisierten Koordinaten g; (t) lassen sich aus den

Differentialgleichungen
aj (£) + 2Djuid;(t) + wfay(t) = fgepn, () i =1, 2,..,° (6.2)

berechnen, wobei durch die spezielle Normierungsmethode der Ei-
genvektoren von Gl. (4.20) die generalisierte Erregung angegeben

werden kann zu

5 = af £(¢). (6.3)

gen,i(t)

Mit w; wird die i-te Eigenfrequenz des Systems und mit D; der
Ddmpfungsgrad (modale Dampfung) der i-ten Eigenform charakte-
risiert. Die Anfangsbedingungen q; (t=0) und di(t=0) fir Gl1.
(6.2) lassen sich aus dem Systembewegungszustand d(t=0) und

d(t=0) berechnen:

aj (£=0) = df [M(w;,w;) ]a(t=0)

i=l, 2,..,® (6.4)

a; (£=0) = aF[M(w;, wg) Jd(£=0)

Sofern die Eigenvektoren éi mit Hilfe des allgemeinen EWP's

berechnet wurden, sind in Gl. (6.4) die entsprechenden Massen-
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matrizen M(wfest) bzw. M aus Hermiteansdtzen zu verwenden.
Die Anzahl der Elgenvektoren ist dann durch die Ordnung n des

EWPs beschrankt.

Fiir schwach geddmpfte Systeme (O<Di<1) 148t sich Gl. (6.2) z.B.
bei stiickweise linearer Erregerfunktion mit exakten und unbedingt
stabilen Integrationsalgorithmen von Krings u.a. (1979) im Zeit-
bereich 1&sen. Werden Gl. (6.1) bis (6.3) formal Fourier-Trans-
formationen unterworfen, folgt die Systemantwort d(w) im Fre-

quenzbereich durch

d(w) = H(w)f(w) , (6.5)

wobei die komplexe Ubertragungsfunktionsmatrix des mechanischen

Systems aus modalen GroéBen aufgebaut ist

oo Ci d
H(w) = ) i —f 5 (6.6)
=1 —wSH23 b wj+ef

Die stochastische Schwingungsanalyse wird hier nur filir statio-
nare, zentrierte Prozesse dargestellt. Wird weiterhin Ergodizi-
tdt des Prozesses X(t) vorausgesetzt (siehe Heinrich u.a. (1977)),
so ist eine Realisierung x(t) reprédsentativ flir den gesamten Pro-
ze3. Aus Konvergenzgriinden kann nur mit der "abgeschnittenen" Rea-

lisierung

T T
x(t) fiir - - <t< + -
- 2 2
xp(t) = (6.7)
0 sonst
die Fourier-Transformation
xp(w) = [ xp(t)e”I9 at (6.8)

- 00

durchgefiihrt werden. Die Spektraldichtematrix S,, errechnet sich zu
L o7
Sxx (w)= lim [5 Xp(w)xp(w) ], (6.9)
wobei (.) konjugiert komplex bedeutet.

Wird f(t) als eine einzelne Realisierung aus einem Erreger-

prozeB aufgefaBt, so ergibt sich aus Gl. (6.5) mit (6.9)

Saq(w) = H(w)Sge(w)HT () (6.10)

114



die Spektraldichtematrix der Systemantwort und, nach Integration
iiber den gesamten Frequenzbereich, die Kovarianzmatrix

1

== - 00
Diese im allgemeinen vollbesetzte symmetrische Matrix der Ordnung
n ist im vorliegenden Falle reell und enth&dlt z.B. auf der Diago-
nalen die Varianzen der Systemverschiebungsgr&Ben infolge der sto-

chastischen Erregung.

Wie bereits in Abschnitt 1 erw&hnt, liegt der Hauptvorteil der
hier dargestellten Ldsungsmethoden darin, daB8 in Gl. (6.1) bzw.
(6.6) im allgemeinen nur sehr wenige Eigenformen, deren Eigen-
frequenzen im Bereich des Erregerspektrums liegen, berlicksich-
tigt werden miissen, da nur diese nennenswerte Beitrdge zur Ge-
samtantwort des mechanischen Systems nach Gl. (6.5) bzw. (6.10)

liefern.
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7 Zusammenfassung

Bei statischen und dynamischen Analysen von mechanischen Systemen
aus Stdben mit offenem Querschnitt haben sich Elementierungsver-
fahren auf der Basis der Finite-Element-Methode durchgesetzt. Bei
linearen Schwingungen um die statische Ruhelage 1&dB8t sich die
Antwort des Systems auf deterministische oder stochastische Erre-
gungen aus modalen GrdBen (Eigenfrequenzen, Eigenvektoren und

Dampfungsparameter) zusammensetzen.

Mit der vorliegenden Arbeit wird das Ziel verfolgt, den durch die
Ansatzfunktionen bedingten Diskretisierungsfehler bei dynamischen
Untersuchungen von Rahmentragwerken ohne Anderung der Matrizen-
ordnung klein zu halten. Ausgehend von der exakten LOsung der
entkoppelten Biege- und Wolbkrafttorsionsschwingung unter Normal-
krafteinfluB werden frequenzabhdngige Elementverschiebungsver-
ldufe formuliert, die auch als Ansatzfunktionen fiir das gekoppel-
te Problem verwendet werden. Mit einem entsprechend zu w&hlenden
festgehaltenen Frequenzparameter Lfast fihren diese Ansdtze zu
einem algebraischen, allgemeinen Eigenwertproblem. Fir Weagt * O
gehen die frequenzabhdngigen Ansatzfunktionen in statische An-
sdtze (z.B. Hermite-Polynome) iiber. Mit stdndig angepaBtem Fre-
quenzparameter ergibt sich ein implizites Eigenwertproblem, bei
dem alle Matrizenglieder Funktion des Eigenwertes sind. S&dmtliche
Matrizengenerierungen k&nnen Jjeweils ohne numerische Integra-

tionen bzw. Matrizeninversionen geschlossen durchgefihrt werden.

Zur Losung des impliziten Eigenwertproblems wird ein auf
Sturmschen Ketten basierender Algorithmus vorgestellt, mit dem
auch eng benachbarte und mehrfache Eigenwerte mit zugehdrigen
Eigenvektoren effizient ermittelt werden konnen. Flir Elemente mit
gekoppelter Biege-Torsionsbewegung sind die frequenzabhidngigen
Ansatzfunktionen Ndherungen, die flir schwache Kopplung wesentlich
geringere Fehler in den Eigenwerten gegeniiber der Verwendung von
Hermiteans&dtzen erwarten lassen und filir verschwindende Kopplung

in die exakte LOsung ibergehen.

Beispielhaft werden Rahmen aus elastischen St&dben mit gekoppelter
und ungekoppelter Biege- und Torsionsschwingung untersucht.
Weiterhin werden Hinweise filir die Einsatzbereiche statischer und
frequenzabhidngiger Ansatzfunktionen gegeben. Bei Systemen, die

nur zur Erzielung hoherer Eigenwertgenauigkeit feiner diskreti-
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siert werden miissen als es die Topologie des mechanischen Systems
erzwingt, bietet die Verwendung der frequenzabhdngigen Ansatz-
funktionen, vor allem bei Implementierung des Programmes auf
einem Personal-Computer, Vorteile gegeniiber bisher gebr&uchlichen
Matrizenkondensationsverfahren, da beim impliziten Eigenwert-
problem nur eine einzige und zudem relativ kleine Systemmatrix

gespeichert werden muBl.
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Anhang

Torsionsschwingung ungekoppelt mit Normalkraftwirkung

ohne Verwdlbung

fﬁ(x,t)
ﬁ (x)

n, (x)

11

I
]

_ T
= E1(X) §1(t)
. ~-1
= [sin)1x, cosk1x
2110 211] [e
1 3z Rt
=—'_'_'I—'—‘-"
P o=
sym | F11 {m( &)
L. | 4 L
-~ A2
>\1(c1
(GJT + i~ P) -
2 cC
1
I=<11 + §11 _ u)2 =11
I 1 | 1_
| -
GJ,II ____{____
L sym | 1
— | -
0 1
3 6
yII L1~
"ol 3

9,00, My (D)

Bild Al

Torsion um die x-Achse
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S
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i 20151 { 2c1s1 )}
S, = 51nA1L ’ c, = cosk1£
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A=W s
GJT + lp P
- A
’ F;1 = —(GJT + 12 P) ——7¥Lfr—
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A.2 Lidngsschwingung

Bild A2
Langsschwingung in x;-Richtung

B i
00 | 00 _ _ , _
T, (-2) Fy . F2 u, (-2) By, = 31n)02 " <, coslol
= -———-—_—1————-—
| 00 w \[¢F
T,(2) sym : FJ u, () ko = EF
_ Q0
£O B =dyn i0
00 lo(ccz) ~ So) 00 Ao
1 ® EBF—3¢ 8w Fp = T EF 33575
0 0 0 °0
00 ,  g00 _ 42 00
=dyn = =
' 1 11
k00 = E ---t-—-, u%® = pFL [T T
- sym I 1 sym | .§
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Flir

Seilschwingung

Vi (D), T (-2)

€2
(-0, T, (-2) \\\\\\\
e __g, ¢ L-22
N

v, (8, T, (2

2
Vi 60, T,(-2) Bild A3
X1 \ S
-\\‘ Seilschwingung um die
e statische Ruhelage
globales  lokales ‘VZ‘”' T
Koordinatensystem
V3 (), T4(8)

elementweise flachen Durchhang und konstanten Horizontalzug P

im Seil ergeben sich fiir ein Element bezogen auf das globale

Koordinatensystem (siehe Abschnitt 3.1.2) folgende Beziehungen:

£G - (ngyn * —Gdyn)d
T e i — — —
£ = [0, e, 10, W, W, o)
T _— B — —-—
dg = [ V4 (-0)s V-0, V=0, VD), VW), vy ()]
- ) 1
F?O 51 : Fgo 51 F?O und Fgo von Anhang A.2
|
K = PR e e R S
=Gdyn sym I F(1)() 51 )
L. | —J A2
= = E‘ =P X(S A— s ) ’
- i, = 1 1 2¢c s
F,(I-K ){ F,(I-K')
G & [T e e BRES e e >
=Gd r= ~
yn sym [ F1(_:7[__51) , F2 = - P 4?’ ’
L | ] 2c s
L2: lm : ln—1 1 | { c = cosAl ,
IS S ) S S T
K L 2 | | . .
2 = | m° , mn I= [ s = sin)Al ,
e e S N S
sym | | n l 1 - ¢F
LT 47 L | 17 A=wi 5o
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RBe * & = < - it el
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A.4

Integralwerte fiir N-Matrizen

[

Jéq(x) sr(x) dx = <

0

J’cq(x>

cr(x)dx =<

Sr(x)dx =1

Cr(x)dx =W

Sr(x)dx =

Cr(x)dx =

2 2

A2 -2

S, C ) ll
2kr 2

Aq sq €y - Ar

2 2

SR S

Sy Sy - -12
2Xr 2

Y
Ag * A

Ar cq S, Aq
2 2

A2+ a2

flir

fir

fir

fir .

fir

fir

fir

fir
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A.5 Integrale fir gx—Matrizen

Abklirzungen: sq+r =

2
fx sq(x) cr(x)dx =<
0

Il
o

£
J-x Cq(x) Sr(x) dx
(i

)
fx cq(x) Sr(x)dx
0

I

Il

£
Ix sq(x) Cr(x)dx
0
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sin()\q + )\r)l , Sq_y = sin(lq - Ar)l, usw.
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Ordnung

und 4.

A.6 Integralmatrizen der Hermite-Polynome 2.
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A.7 Polynomansdtze 3. und 6. Ordnung

Neben den Randverschiebungen werden als zus&tzliche Freiheits-
grade die Verschiebungen in Elementmitte beriicksichtigt. Bei-
spielhaft wird das Polynom 3. Ordnung filir die Torsion ohne
Verw6lbung und das Polynom 6. Ordnung flir die WOlbkrafttorsion
angesetzt. Die Ansé&dtze flir Ldngs- bzw. Biegeschwingungen erfolgen
analog. Mit einem Polynom 3. Ordnung (2. Grades) lautet der

Ansatz

3 3
Ty (x,t) = hT(x)d, (£)

wobei fiir

3 3 3
nT(x) = nT(ga?
3
nT(g) = [1,&, £2]
— ‘ | _
0 | 2 0
l
3 1 T
At = > -1, 0 | 1
B —_—— - — - -
R S
L l l N
3
al = (M (-0, M), ()]
gilt.
Die Torsionsmassenmatrix errechnet sich zu
33
11 _
M*" = 8Ip Hoo
. — | —
mit 4 2 | -1
1 —_——t ———t ——
33 3_,T 3 3q 31 L | I
Hogg = % A [ nn®dg ATH = — ;16 1 2
= = -1 = 30 I S R
! I
sym | | 4
L | _
und fir die Steifigkeitsmatrix ergibt sich
33
11 _
K*% = Gdgp Hyy
mit
r | 1 .
7 I -8 | 1
33 1 347 L3 3y 3., 1 o=
iy = 3 B [ Dg nrg a8 A = = o8
% _ 3L
sym l ' 7 .
L | l o
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Mit einem Polynom 6. Ordnung (5. Grades) lautet der Ansatz

6 6
P (x,t) = hT(x) d,(¢) ,
wobei fiir
6 6 6
hT(x) = p_T(E) 1_\"1
6 2 x93 .44 B
AUCE) = [T, By B, BY €% £7)]
gilt. Die Matrix g_l kann aus der Beziehung
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s I 4 1 o Vo ogml 5 1
. I I I l | |
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A.8 Berechnung der Richtungskosinus zwischen b; und e5

Fir den Fall, daB b, parallel zur e,;, e, Ebene liegt, besteht nach

Gleichung (3.11) zwischen b; und = folgender Zusammenhang:

o
-
!

Lgy + mesy + ngg
b, = oe; + pey, + qgej b; und e; sind ONS
by = rey + sey + tey

globale Basis (ONS)

=1

Systemlinie
des Elements

Bild A.4

lokale Basis (ONS) Globale und lokale Basis
mit _QZ parallel

zur e, e, Ebene

Die Richtungscosinus L bis t werden nun mit folgenden Konven-

tionen berechnet:

1. by zeigt von der niedrigeren zur héheren Knotennummer:
T - r
b, = =ktn -k mit Stablénge L =|r., - r|
= L =] =
Damit sind L, m und n bekannt.

2. b, liegt parallel zur e;, e, Ebene d. h. q = O:

Aus |P_2 ' = 1 wund by-+by =0 folgt mit L' = ¥ Ll2+m?2
m L
o= - - , p= + — , falls L' # O
(+) L' -1 L
o =0 , P = -n , falls |' =0
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3. bj aus Kreuzproduktbildung:

B 1
el 9_2| E3W
_____ ol e
by = by x by = L : n L_n = e;(-np)-e,(-no)+e3(lp-mo)
| I
o P 0]
L | | ~

Bei der Berechnung von o und p wurde im Falle L'#0 iiber das Vor-
zeichen so verfiigt, daB t>0 wird, d. h. b3 und ej schlieBen
einen spitzen Winkel ein. Im Falle Ll'=0, d. h. b; ist parallel zu

eq, wird einschrédnkend gefordert, daB bjz=e; ist.
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A.9 Berechnung der Restbewegung durch Abspaltung der

Starrkorperbewegung

Der Verschiebungsvektor eines Elements, bezogen auf die globale

Basis, lautet

ag = [¥T-0 , &T-0) Yy -0 L vT L T L (0],
wobei z. B. gilt XT(—%) = [Vl(—l) v Vy(=2) V3(-2)]

oT(e) = [o7(8) , o5(8) , 05(2)] .

Die Starrkodrperbewegung des Elements wird aus den gemittelten

Knotenbewegungen errechnet (siehe auch Bild A5):

Translation v = > [v(-2) + v(2)]

Rotation [o(-2) + o(2)] .

lo
1l
|

Endlage ay(f)

Starrkorper -
bewegung

StarrkOrper- und Restbewegung
eines Elementes

Nach Abspaltung der Starrkdrperbewegung verbleibt ein, die Ver-

formung des Elements verursachender Restverschiebungsvektor
T T
pal = [avT(-2), 40T(-2), T 1(-2), avT(2), a0T(2), ¥, ()]

mit den Teilvektoren

1
20(2) = 0(1) - 0 = [e(2)-8(-2)]
A0(-2) = —a0(%)
av(e) = w(2) - v - s(2) = —i—[z(ﬂ)-y_(—l)] - s (2)

Av(-2) = -av(R) ,
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wobei s(%2) die Verschiebung am Elementende infolge Rotation

beschreibt:

s (2) = £ (R -

Die Matrix R wird aus den Komponenten des Drehtensors (Duschek

u. a.

lautet (iliber gleiche Indizes wird summiert)

Rij = a; aj i aj) cos0O - €i4k 3k sin®
mit 5ij = Kronecker - Delta

€4k = Epsilon - Tensor

a = aje; Drehachse {a|=1
Gl .

as = 6— Koordinaten der Drehachse

03 Drehung beziliglich der raumfesten Basis e;
2

0= Gl+02+63

Flir groBe Rotationen lautet die Matrix

@%(1—cos@)+@2cose

|

Drehung um die Drehachse a

1

|

(1961$) gebildet, der in Tensorindexschreibweise wie folgt

i,j,kxk =1,3

—

elez(l—cos@)-®30sinel 9163(l—cose)+ezesine

B 75 _____________
| 9203(l—cose)—elesin®

1 2
R = — | 0;05(1-cos0)+0306sin0 | ©5,(1-cos0)+06 cos©

0° | _ _ _ _ _ | — _{_2
2
0163(l—cose)—0205in9: 0293(1—cose)+elesin@} 93(l-cose)+e cos©

Werden nur Glieder bis quadratischer Ordnung beriicksichtigt, so folgt

I
Il

woraus bei zusdtzlicher Vernachldssigung der quadratischen Glieder

die bekannte Matrix filir kleine Drehungen sofort ersichtlich ist.
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A.10 Polstellen der Systemdeterminante beim impliziten EWP

Die Polstellen der Systemdeterminante stimmen mit den Einzelstab-
eigenfrequenzen bei beidseitiger Einspannung iiberein (siehe
Abschnitt 4.1). Sie errechnen sich aus den Nennernullstellen der
exakten Elementmatrizenglieder. Fiir die einzelnen Schwingungs-
formen ergibt sich die j-te Polstelle (3j=1,2,3...) infolge eines

Elementes der Liange L bei

Langsschwingung
jn| | EF
P ol er
Seilschwingung
Jm P
PJ L|g¢r

Torsionsschwingung ohne Verwdlbung

Torsionsschwingung mit Verwdlbung

2 2 2 )

(4+1) EF,, + [_.I:.__] GJ,., + i_P

ps: = R " (i+1) = ( T p )
J Ii Py '

Biegeschwingung in X,- bzw. X3-Richtung (i=2, 3)

\

2 2
il L
+1 EF s F |
e = (3+3) ii [(1+l)n]
] L g F

Die beiden letzten Beziehungen sind gute Ndherungen fiir die exak-
ten Polstellen. Beispielsweise ist bei der Biegeschwingung fir
den Fall P+O lediglich mit einem relativen Fehler von <0,5 % zu
rechnen. Mit einer grdBten Abweichung muB8 fiir den Fall EF,, +O bei
Verwendung der Torsionsschwingungsformel mit Verwdlbung gerechnet
werden. Die relativen Fehler betragen dann bei j=1 : 12,5%; j=2
4,2 %; j=3 : 2,1% .... Gleiches gilt fiir die Biegeschwingung bei
P>0 und EF;4+0. Fir den wichtigen Fall P<O und EF;; #0 ist ledig-
lich mit einem relativen Fehler von <1,5 % filir die Lage der

Polstelle zu rechnen. Sofern auch diese Polstellen exakt lokali-
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siert werden sollen, konnen die Ndherungsldsungen als Startwerte
bei der "regula falsi" zur Berechnung der j-ten Nullstelle der

entsprechenden Nennerfunktion (z.B. Gl. (2.22)) verwendet werden.
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A.11 FluBdiagramm zur L&sung des impliziten EWP

Der in Abschnitt 4.1 und 4.2 erlduterte Algorithmus zur L&sung
des impliziten Eigenwertproblems wird im folgenden als Block-

diagramm dargestellt:

(: Implizites EWP Edyn(“k)§k=9 :)
Eingabe von allgemeinen Problemdaten

MEL = Zahl der Elemente
MKN = Zahl der Knoten usw.

!

Eingabe der Systemdaten,wie Elementdaten,
Knotenkoordinaten, Randbedingungen usw.
Intervallgrenzen w,, wg; rel. Toleranz e

i

{; Do I =1, MEL ‘>

!

_ Berechnung der Einzelstabeigenfrequenzen
(= Polstellen der Systemdeterminante, siehe A.10)
im Intervall WS Wy 7

Schleife Uber Elemente

" 100

Intervallhalbierung bis zur Isolierung
der Eigenwerte wy, bei mehrfachen
Eigenwerten bis zur Toleranzgrenze wk*E€

Bereich: w

~— 200
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Bisher erschienene Forschungsberichte der BAM

Nr. 1/September 1968

Forschung und Entwicklung in der Bundesanstalt fiir Materialpriifung
(BAM)

Rechenschaftsbericht fur den Bundesminister fir Bildung und Wissen-
schaft

Nr. 2/Juli 1970 (vergriffen)

Zum Problem des Feuchtigkeitsschutzes von DehnungsmeBstreifen und
Halbleitergebern

von Dr.-Ing. Gotz Andreae

Nr. 3/September 1970 (vergriffen)

Uber das mechanische Verhalten von Aluminium-Stahl-Freileitungsseilen
als Beispiel fiir Verbundbauteile

von Dr.-Ing. Josef Ziebs

Nr. 4/Dezember 1970 (vergriffen)

Formbestiandigkeit von Holz gegeniiber Feuchtigkeit — Grundlagen und
Vergiitungsvertahren

von Dr. rer. nat. Arno Burmester

Nr. 5/Marz 1971

Die Bedeutung der Netzstellenart und der Netzwerkkettendichte fiir die
Beschreibung der elastischen Eigenschaften und des Abbaus von
elastomeren Netzwerken

von Dr. rer. nat. Norbert Steiner

Nr. 6/April 1971

Zur Problematik der Priifung und Beurteilung des Luftschallschutzes von
Bauelementen bei unterschiedlichen Einbaubedingungen

von Prof. Dr.-ing. Paul Schneider

Nr. 7/Juli 1971

Chromatographie und chemische Konstitution — Untersuchungen iiber
den EinfluB der Struktur organischer Verbindungen auf das Verhalten bei
der Diinnschicht-Chromatographie

von Dr.-Ing. Hans-Joachim Petrowitz

Nr. 8/November 1971

Zum Spannungs-Dehnungs-Verhalten von Baustéhlen bei Wechselbean-
spruchung

von Dr.-Ing. Helmut Veith

Nr. 9/November 1971

Untersuchung iiber die sichernde Wirkung pordser Massen in Acetylen-
flaschen

von Dr.-Ing. Karl-Heinz Moller

Nr. 10/Januar 1972 (vergriffen)

Untersuchungen uber die KorngréBenbestimmung mit Ultraschall zur
Entwicklung einer fiir die Praxis geeigneten zerstérungsfreien MeBmetho-
de

von Dr.-Ing. Dietmar Aurich und Prof. Dr. phil. Erich Martin

Nr. 11/Februar 1972

Beitrag zur Kenntnis der Schnittriefenbildung und Schnittgiitewerte beim
Brennschneiden

von Dr.-Ing. Hans-Joachim Krause

Nr. 12/Mai 1972
Ober Veranderungen von Nylon-6-Fasern beim Texturieren
von Dir. u. Prof. Dr. rer. nat. Hubert Feuerberg

Nr. 13/Juni 1972

Festkorpergleitreibung und VerschleiB von Eisen, Kobalt, Kupfer, Silber,
Magnesium und Aluminium in einem Sauerstoff-Stickstoff-Gemisch
zwischen 760 und 2 * 107 Torr

von Dr.-Ing. Karl-Heinz Habig (Berichter), Prof. Dr.-Ing. Kurt Kirschke,
Dr.-Ing. Wolfgang-Werner Maennig und Dipl.-Phys. Harald Tischer

Nr. 14/Juli 1972

Untersuchungen zur Amplitudenabhéngigkeit der Ultraschalldampfungin
Metallen bei 20 kHz

von Eberhard Fischer

Nr. 15/August 1972
Studie und Probleme der chemischen Edelmetall-Analyse
von Dir. u. Prof. Dr.-Ing. Heinz Pohl

Nr. 16 /August 1972

Uber Ausfilhrung und Aussagefdhigkeit des Normbrandversuches nach
DIN 4102, Blatt 2, im Hinblick auf die Nachbildung natiirlicher Schadens-
feuer

von Dr.-Ing. Erwin Knublauch

Nr. 17 /August 1972

Aktivierungsanalyse mit schnellen Neutronen, Photonen und geladenen
Teilchen

von Dr.-Ing. Peter Reimers

Nr. 18/Januar 1973

Das Sprodbruchverhalten des Baustahles R St 37-2 N in geschweiBten
Konstruktionen, dargestellt mit Hilfe der Methode des Temperaturverglei-
ches

von Dr.-Ing. Werner Struck

Nr. 19/Januar 1973

Die Bestimmung von Grenzflichentemperaturen bei tribologischen
Vorgédngen

Literaturrecherche von Dipl.-Phys. K. Kaffanke und Dr.-Ing. H. Czichos

Nr. 20/April 1973
Brandrisiko elektrischer Leitungen und Installationen in Wanden
von Dipl.-Ing. R. Rudolphi

Nr. 21/Juli 1973

Die kontinuumsmechanische Erfassung des zeitlichen Ablaufs der
elastisch-plastischen Dehnungen bei der Zerriittung

Literaturrecherche von Dipl.-Phys. D. Klaffke und Dr.-Ing. W. Maennig

Nr. 22/Juli 1973

Untersuchungen fiir ein Prifverfahren zur Bemessung der Brandschutz-
bekleidung von Stahistiitzen

von Dipl.-Ing. R. Rudolphi und Dr.-ing. E. Knublauch

Nr. 23/November 1973

Reichs- und preuBische Landesanstalten in Berlin

Ihre Entstehung und Entwicklung als auBeruniversitdre Forschungsan-
stalten und Beratungsorgane der politischen Instanzen

von Prof. Dr. rer. nat. habil. Walter Ruske

Nr. 24 /November 1973
Das Brandverhalten von Holzstiitzen unter Druckbeanspruchung
von Dipl.-Ing. J. Stanke, Ing. grad. E. Klement und Dipl.-Ing. R. Rudolphi

Nr. 25/Dezember 1973

Uber das Brandgeschehen vor der Fassade eines brennenden Gebiudes
unter besonderer Beriicksichtigung der Feuerbeanspruchung von
AuBenstiitzen

von Dr.-Ing. E. Knublauch

Nr. 26 /August 1974

Der Elektronen-Linearbeschleuniger der BAM — Eigenschaften und erste
Anwendungen —

von Dipl.-Ing. P. Jost, Dr.-Ing. P. Reimers und Dr.-Ing. P. Weise

Nr. 27 /August 1974

Untersuchungen zum Schallfeld von Winkelpriifkdpfen fiir die Material-
prifung mit Ultraschall

von Dr.-Ing. Hermann Wustenberg

Nr. 28 /August 1974

Zum Ablauf von Gasexplosionen in mit Rohrleitungen verbundenen
Behiltern

von Prof. Dr. rer. nat. Hans-Jurgen Heinrich

Nr. 29/August 1974

Theorie der dissipativen Luftschallddmmung bei einem idealisotropen
porésen Material mit starrem Skelett fiir senkrechten, schriagen und
allseitigen Schalleinfall

von Prof. Dr.-Ing. P. Schneider

Nr. 30/September 1974 (vergriffen)
The Application of Systems Thinking and Systems Analysis to Tribology
von Dr. Horst Czichos und Dr. Geert Salomon

Nr. 31/August 1975

Untersuchungen zur Kldrung des Verhaltens thermoplastischer Kunst-
stoffe bei Wechseldehnungsbeanspruchung

von Dr.-Ing. Gerhard Fuhrmann

Nr. 32/September 1975

Ein thermo-elektrisches Netzwerkverfahren zur Berechnung stationérer
Temperatur- und Warmestromverteilungen mit Anwendungsbeispielen
von Dipl.-Ing. Reinald Rudolphi und Dr.-ing. Bernhard Bottcher

Nr. 33/November 1975

Die Bestimmung der Temperaturleitfdhigkeit von Baustoffen mit Hilfe
eines nichtstationdren MeBverfahrens

von Dipl.-Ing. Armin Wagner, Dipl.-Phys. Gerhard Kieper und Dipl.-Ing.
Reinald Rudolphi

Nr. 34 /Januar 1976 (vergriffen)
Untersuchungen zur Vergiitung von Holzwerkstoffen
von Dipl.-Forsting. Dr. rer. sylv. Hans-Joachim Deppe

Nr. 35/Januar 1976

Der Widerstand von Platten, die als Beplankungsmaterial leichter Wande
verwendet werden, gegeniiber dem Aufprall harter Kérper — Vorschlag fiir
ein Priifverfahren —

von Dipl.-Ing. Ernst Limberger

Nr. 36/Januar 1976 (vergriffen)

Wirme- und Feuchtigkeitsieitung in Beton unter Einwirkung eines
Temperaturgefilles

von Dipl.-Ing. Jurgen Hundt

Nr. 37 /Februar 1976

Die stoBartige Beanspruchung leichter, nichttragender Bauteile durch
einen mit der Schulter gegenprallenden Menschen — Vorschlag fiir ein
Prifverfahren —

von Dr.-Ing. Werner Struck

Nr. 38/Juni 1976
VerschleiBuntersuchungen an gas-, bad- und ionitriertem Stahl 42 CrMo 4
von Dr.-Ing. Karl-Heinz Habig

Nr. 39/Juni 1976

Untersuchung der viskoelastischen Eigenschaften von Fliissigkeiten (mit
nicht-Newtonschem FlieBverhalten) insbesondere bei héherer Scherbe-
anspruchung

von Prof. Dr.-Ing. K. Kirschke und Dipl.-Phys. G. Kempf



Nr. 40/Juni 1976

Zum Untergrundabzug bei energiedispersiven Spektren nach verschiede-
nen Verfahren

von Dr. rer. nat. H. Hantsche

Nr. 41/Oktober 1976
Optische Eigenschaften cholesterinischer Fliissigkeiten
von Dr. rer. nat. Bernhard Boéttcher

Nr. 42 /Oktober 1976
Ermittlung der Mindestziindenergie brennbarer Gase in Mischung mit Luft
von Dr.-Ing. Siegmund Dietlen

Nr. 43/Oktober 1976

Das Sprédbruchverhalten geschweiBter Bauteile aus Stahl mit zéh-
sprodem Ubergang im Bruchverhalten, dargestellt mit Hilfe der Methode
des Temperaturvergleiches

von Dr.-Ing. Werner Struck

Nr. 44 /November 1976

Berechnung von raumlichen, linear elastischen Systemen, die aus finiten
Stab- und Balkenelementen zusammengesetzt sind, unter Verwendung
des Programms ., Stab-Werk"

von Dipl.-Ing. W. Matthees

Nr. 45/Dezember 1976

Untersuchung des Elektrodenverhaltens im Vakuum aufgedampfter
Metallschichten

von Dr.-Ing. W. Paatsch

Nr. 46 /Mai 1977 (vergriffen)

Versuchsergebnisse zur Festigkeit und Verformung von Beton bei
mehraxialer Druckbeanspruchung

Results of Test Concerning Strength and Strain of Concrete Subjected to
Multiaxial Compressive Stresses

von Dipl.-Ing. Gerald Schickert und Dipl.-Ing. Helmut Winkler

Nr. 47 /Juni 1977

Bautechnische Einfliisse auf die Tragfahigkeit von Kunststoffdiibeln fiir
Fassadenbekleidungen

von Dr.-Ing. Arno Plank

Nr. 48 /Oktober 1977

Setzung von Fundamenten infolge dynamischer Last, angewendet auf die
Fundamente einer geplanten Schnellbahn

von Dr.-Ing. U. Holzléhner

Nr. 49/Dezember 1977

Untersuchungen zur Anwendung von Mikrowellen in der zerstérungs-
freien Priifung

von Dr.-Ing. Gunther Wittig

Nr. 50/Juni 1978 (vergriffen)

Zur MeBtechnik fiir die Sicherheitsbeurteilung und -iiberwachung von
Spannbeton-Reaktordruckbehéltern

von Prof. Dipl.-Phys. Norbert Czaika, Dipl-Phys. Norbert Mayer,
Dipl.-Ing. Claus Amberg, Dipl.-ing. Gotz Magiera, Dr.-Ing. G6tz Andreae
und Dipl.-Ing. Winfried Markowski

Nr. 51/Juni 1978

Auswirkung von chemischen und physikalisch-technologischen EinfluB-
faktoren auf das Bestdndigkeitsverhalten von Oberflichenbeschichtun-
gen auf der Basis von Reaktionsbeschichtungsstoffen

von Dr. rer. nat. J. Sickfeld

Nr. 52 /August 1978

Zum EinfluB der Gleitgeschwindigkeit auf das tribologische Verhalten von
Werkstoffen hoher Hirte bei reiner Festkorperreibung

von Dr.-Ing. Aleksandar Tomov

Nr. 53 /Oktober 1978
Bemessung und Optimierung beheizbarer StraBen- und Briickenbeldge
von Rolf Glinter Rohrmann und Reinald Rudolphi

Nr. 54 /Oktober 1978

Magnetisches Verhalten diinner Eisenschichten bei mechanischer
Wechselbeanspruchung

von Dr.-Ing. Harro Sander

Nr. 55/November 1978

Beobachtung und Orientierungsbestimmung der Oberflichenkristallite
polykristalliner 99,999 %-Al-Proben bei Biegewechselbeanspruchung
von Dr.-Ing. Dieter Klaffke

Nr. 56 /Januar 1979
Stabilitdt von Sandwichbauteilen
von Dipl.-Ing. W. Brinner und Prof. Dr.-Ing. C. Langlie

Nr. 57 /Méarz 1979

Untersuchungen an Priifmitteln fiir die Magnetpulverpriifung
Investigations on Inspection-Media for Magnetic-Particle-Testing
von Dipl.-Ing. Meinhard Stadthaus

Nr. 58 /Marz 1979

Ermittlung des Bauteilwiderstandes aus Versuchsergebnissen bei
vereinbartem Sicherheitsniveau

von Dr.-Ing. Werner Struck

Nr. 59/Juli 1979

Ermittlung der Verformungen biegebeanspruchter Stahlbetonbalken mit
der Methode der Finiten Elemente unter besonderer Beriicksichtigung des
Verbundes zwischen Beton und Stahl

von Dr.-Ing. Gunther Plauk .

Nr. 60/August 1979

Untersuchungen zur Erfassung der Kaltformbarkeit von Feinblechen beim
Strecken

von Dr.-Ing. H. Spreckelmeyer, Dr.-ing. R. Helms und Dr.-Ing. J. Ziebs

Nr. 61/Dezember 1979*

Beschreibung von Problemen der hoheren Farbmetrik mit Hilfe des
Gegenfarbensystems

von Dr. Klaus Richter

Nr. 62/Dezember 1979

Geomagnetobiologisch bedingter Zusammenhang zwischen der FraBak-
tivitdt von Termiten und der Zahl der Sterbefille

von Dir. u. Prof. Dr.-Ing. Wolfgang Gerisch und Prof. Dr. habil.
Dr. h. c. Gunther Becker

Nr. 63/Dezember 1979
Untersuchungen an Stopfbuchsen von Ventilen und Schiebern fiir Gase
von Dipl.-Ing. E. Behrend und Dipl.-Ing. J. Ludwig

Nr. 64 /Februar 1980

Ermittlung der Schwingungserregung beim Betrieb schienengebundener
Fahrzeuge in Tunneln sowie Untersuchung des Einflusses einzelner
Parameter auf die Ausbreitung von Erschiitterungen im Tunnel und
dessen Umgebung

von Dr.-Ing. Werner Rucker

Nr. 65/Februar 1980

Untersuchungen iiber den EinfluB des Spannungszustandes auf
bruchmechanische Kennwerte

von Dr.-Ing. Peter Schmidt, Dr.-Ing. Dietmar Aurich, Dr.-Ing. Rolf Helms,
Dr.-Ing. Helmut Veith und Dr.-Ing. Josef Ziebs

Nr. 66 /Mai 1980
Auswirkung von Druckentlastungsvorgiangen auf die Umgebung
von Dr. rer. nat. Martin Hattwig

Nr. 67 /Mai 1980

Beitrag zur dynamischen Analyse von vorgespannten und vorbelasteten
Feder-Masse-Systemen mit veradnderlicher Gliederung unter stoBartiger
Beanspruchung

von Dr.-Ing. Wolfgang Matthees

Nr. 68/Mai 1980

OberflichenmeBverfahren unter besonderer Beriicksichtigung der Ste-
reomeBtechnik.

Entwicklung eines volleuzentrischen Prazisions-Goniometers

von Dr. rer. nat. Dieter Petersohn

Nr. 69/Juni 1980

Untersuchungen zur Integritat des Liners von Reaktorsicherheitshiillen
(Containments) in Stahlbeton- und Spannbetonbauweise

von Dr.-Ing. Frank Buchhardt und Dipl.-Ing. Peter Brandl

Nr. 70/August 1980 (vergriffen)
Schwellenwerte beim Betondruckversuch
von Dr.-Ing. Gerald Schickert

Nr. 71/August 1980

Untersuchungen Uber durch den Boden gekoppelte dynamische
Wechselwirkungen benachbarter Kernkraftwerksbauten groBer Masse
unter seismischen Einwirkungen

von Dr.-Ing. Wolfgang Matthees und Dipl.-ing. Gotz Magiera

Nr. 72 /September 1980

Ubertragbarkeit der Ergebnisse von Brandpriifungen am Beispiel von
Stahl- und Holzstiitzen

von Dr.-Ing. Reinald Rudolphi

Nr. 73/November 1980

Vergleichende Untersuchungen zum Tragverhalten von Klemmkupplun-
gen fiir Stahlrohrgeriiste nach bestehenden deutschen Priifvorschriften
und geplanten europdischen bzw. internationalen Priifnormen

von Dipl.-Ing. Peter Wegener

Nr. 74 /November 1980

ALGOL-Computerprogramm zur Berechnung zweidimensionaler instati-
onirer Temperaturverteilungen mit Anwendungen aus dem Brand- und
Wiérmeschutz

von Dr.-Ing. Reinald Rudolphi und Dipl.-Inform. Renate Miller

Nr. 75/November 1980

Beitrag zur Kenntnis des zeitlichen und &rtlichen Druckverlaufs bei der
plétzlichen Entlastung unter Druck stehender Behélter und Behilterkom-
binationen

von Dir. u. Prof. Dr. Hans-Jlirgen Heinrich

Nr. 76 /November 1980

Deformationsverhalten von Rein- und Reinstaluminium sowie Cu 99,9 und
St 37 bei Biegewechselbeanspruchung im Rasterelektronenmikroskop
von Dr.-Ing. Dieter Klaffke und Prof. Dr.-Ing. Wolfgang-Werner Maennig

Nr. 77 /April 1981
Untersuchung des Verhaltens von Lagerzementen
von Dipl.-Ing. Michael Gierloff und Dr.-Ing. Matthias Maultzsch

Nr. 78/September 1981

Dynamische Wechselwirkung eines Schienen-Schwellensystems mitdem
Untergrund

von Dr.-Ing. Werner Rucker

Nr. 79/Dezember 1981

Ein Beitrag zur Untersuchung der wasserstoffbeeinfluBten KaltriBneigung
héherfester niedriglegierter Feinkornbaustdhle mit dem Implantversuch
von Dr.-Ing. Volker Neumann



Nr. 80/Dezember 1981

Ursachen des Teileinsturzes der KongreBhalle in Berlin-Tiergarten

von Dr.-Ing. Arno Plank, Dr.-Ing. Werner Struck und Dr.-Ing.
Manfred Tzschatzsch

Nr. 81/Dezember 1981

Graphisch-rechnerisches Verfahren zum Erfassen der Ziindhaufigkeit
ziindbarer Stoffe; Anwendung auf Datenmaterial aus dem Bereich der
Statistik

von Dipl.-Ing. Jirgen Schmidt

Nr. 82 /April 1982

Zur werkstoffmechanischen Beurteilung des Kerbschlagbiegeversuches
Assessment of the mechanical behaviour of materials in the notched bar
impact test

von Rolf Helms, Hans-Joachim Kihn und Siegmar Ledworuski

Nr. 83/Juli 1982

Tribologisches Verhalten von thermoplastischen Kunststoffen

— Kontaktdeformation, Reibung und VerschleiB, Oberflichenunter-
suchungen —

von Prof. Dr.-Ing. Horst Czichos und Dr.-Ing. Paul Feinle

Nr. 84 /Juli 1982

Ubertragbarkeit der Ergebnisse von Brandpriifungen im Kleinpriifstand
(Vergleichsversuche)

von Dipl.-Inform. Renate Muller und Dr.-Ing. Reinald Rudolphi

Nr. 85/ISBN 3-88314-231-X/Oktober 1982

Technische Materialforschung und -priifung

— Entwicklungstendenzen und Rahmenvorschlége fiir ein EG-Programm
,Basic Technological Research® —

Materials Research and Testing

— Development Trends and.Outline Proposals for a Community
Programme “Basic Technological Research* —

von Prof. Dr. Horst Czichos

Nr. 86/1SBN 3-88314-232-8 /November 1982

Zur quantitativen Kennzeichnung des Verwitterungsverhaltens von
Naturwerksteinen anhand ihrer Geftigemerkmale

von Dr.-Ing. Konrad Niesel und Dr. rer. nat. Peter Schimmelwitz

Nr. 87 /ISBN 3-88314-240-9 /Dezember 1982

EinfluB baupraktischer Umgebungsbedingungen auf das Korrosionsver-
halten von Spannstédhlen vor dem Injizieren

von Dr.-Ing. Bernd Isecke und Dr.-Ing. Wolfgang Stichel

Nr. 88/ISBN 3-88314-254-9 /Februar 1983

Untersuchungen zur Ausbreitung von Longitudinalwellen an Oberfldchen
bei der Materialpriifung mit Ultraschall

von Dr.-Ing. Anton Erhard

Nr. 89/ISBN 3-88314-263-8 /April 1983
Untersuchungen zur Zerfallstdhigkeit von Distickstoffoxid
von Dr. rer. nat. Dietrich Conrad und Dr.-Ing. Siegmund Dietlen

Nr. 90/1SBN 3-88314-264-6 /April 1983

Kinetische Grenztragfahigkeit von stoBartig belasteten Stahibetonbau-
teilen

Konzeption fiir geregelte Versuche

Versuchseinrichtung

Vorversuche an Stahlbetonbalken

von Dr.-Ing. Klaus Brandes, Dipl.-Ing. Ernst Limberger und Dipl.-Ing.
Jurgen Herter

Nr. 91/I1SBN 3-88314-265-4 /April 1983

Dreidimensionale Analyse von unbewehrtem Beton mit nichtlinear-
elastischem Materialgesetz

von Dr.-Ing. Michael Weber

Nr. 92/ISBN 3-88314-266-2 /August 1983
Ausbreitung von Erschiitterungen durch den Boden
von Dipl.-Ing. Lutz Auersch

Nr. 93/1SBN 3-88314-283-2 /August 1983

Unterdriickung stick-slip-induzierter Kurvengerdusche schienengebun-
dener Fahrzeuge durch eine physikalisch-chemische Oberflichen-
behandlung der Schienen

von Dr. rer. nat. Peter Studt

Nr. 94 /1SBN 3-88314-284-0 /August 1983

Untersuchungen der Stérschwingungen beim Kerbschlagbiegeversuch
und deren Abschwichungen

von Dr.-Ing. Xian-Quan Dong

Nr. 95/ISBN 3-88314-289-1/August 1983

Uber die Fokussierung des Schallfeldes von Ultraschall-Priifképfen mit
Fresnelschen Zonenplatten

von Dr.-Ing. Manfred Rémer

Nr. 96/ISBN 3-88314-296-4 /Oktober 1983

Verbundverhalten zwischen Beton und geripptem Betonstahl sowie sein
EinfluB auf inelastische Verformungen biegebeanspruchter Stahlbeton-
balken

von Dr.-Ing. Heinz Eifler

Nr. 97 /ISBN 3-88314-297-2 /November 1983
Typische Bruchflichenausbildung thermoplastischer Kunststoffe nach
wechselnder mechanischer Beanspruchung
von Dipl.-Ing. Gerhard Fuhrmann und Prof. Dr. rer. nat. Wolfram Schwarz

Nr. 98/ISBN 3-88314-312-X /Dezember 1983

Bestimmung des elastischen Verhaltens von Maschenwaren
— Stretch- und Erholungsvermégen —

von Dr. rer. nat. Edmund Schnabel

Nr. 99/ISBN 3-88314-317-0/Dezember 1983

Kinetische Grenztragfahigkeit von stoBartig belasteten Stahlbetonbau-
teilen

Versuche an Stahlbetonbalken mit Biegebewehrung aus Betonstahl
BSt 420/500 RK und BSt 1080/1320

von Dr.-Ing. Klaus Brandes, Dipl.-Ing. Ernst Limberger und Dipl.-Ing.
Jurgen Herter

Nr. 100/ISBN 3-88314-298-0/Januar 1984
Untersuchungen zur Priifung von Beton auf Frostwiderstand
von Gunter Klamrowski und Paul Neustupny

Nr. 101/ISBN 3-88314-327-8 /Februar 1984

Rontgen- und Gammastrahlen Computer-Tomographie

von Dr.-Ing. Peter Reimers, Dr. rer. nat. Jurgen Goebbels, Dr.-Ing.
Heinrich Heidt, Dr.-Ing. Hans-Peter Weise und Dipl.-Phys. Kay Wilding

Nr. 102/ISBN 3-88314-335-9/Méarz 1984

Weiterentwicklung des hydraulischen Kompensationsverfahrens zur
Druckspannungsmessung in Beton

von Dr.-Ing. G6tz Magiera

Nr. 103/ISBN 3-88314-328-6 /Marz 1984
Radiographie mit Elektronen aus Metallverstérkerfolien
von Dr.-Ing. Dierk Schnitger

Nr. 104 /ISBN 3-88314-339-1/April 1984

Beeinflussung von Betoneigenschaften durch Zusatz von Kunststoff-
dispersionen

von Dr.-Ing. Michael Gierloff

Nr. 105/ISBN 3-88314-345-6/Juni 1984
Beitrag zum Bremsverhalten energieumwandelnder Aufsetzpuffer in

Aufzugsanlagen
von Dr.-Ing. Bernd Schulz-Forberg

Nr. 106 /ISBN 3-88314-360-X /Oktober 1984
Setzung von Fundamenten infolge dynamischer Last
von Dr.-Ing. Jan Lehnert

Nr. 107 /ISBN 3-88314-361-8 /Oktover 1984
Korrosion von Stahlradiatoren
von Dr.-Ing. Wolfgang Stichel und Jorg Ehreke
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