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Zusammenfassung

Aus einer einfachen mathematischen Struktur, die die als Verteilungsfunktion allgemein definierte Formulierung und
deren Differentialquotienten, die Verteilungsdichte, enthilt, sind durch unterschiedliche Verfiigung iiber die unabhin-
gige Variable einige hiufig verwendete Verteilungsfunktionen abzuleiten. Bei Austausch des Differentialquotienten in
dieser Grundstruktur gegen einen speziell definierten Differenzenquotienten ergibt sich eine Verteilungsfunktion, die
durch Einfithrung des Medians als Parameter eine neuartige Vorstellung von der Struktur natiirlicher Verteilungen
vermittelt. Mit der Einfiihrung eines Potenzparameters ist ein MaB fiir die Wélbung zu erhalten. Die Formulierung der
unabhiingigen Variablen enthilt zwei weitere Parameter, mit denen die Grenzen der Verteilung angegeben werden
und die zusammen mit dem Median ein Mab fiir die Schiefe ergeben. Die neuartige Funktion eignet sich fiir eine
Linearisierung, so dah Extrapolationen in die Grenzbereiche der Verteilung ausgefiihrt werden kénnen, Das

Verfahren fiir die rechnerische Bestimmung der vier Parameter wird angegeben.



Summary

Proceeding on a simple mathematical structure, including the distribution function in the general defined formulation
and its differential derivation, the distribution density, some of the often used distribution functions can be obtained by
different dispositions of the independent variable.

In exchange of the differential derivation in this ground structure for a specially defined quotient of differences a
distribution function results which, by application of the median as a parameter conveies a novel idea of the structure
of natural distributions. The application of a power parameter yields a measure of the kurtosis. The formulation of the
independent variable includes two additional parameters which designate the boundaries of the distribution and yields
together with the median a measure of the skewness. The new function is suitable for tests of linearity so that
extrapolations in the boundary areas of the distribution are possible. The procedures of arithmetical determination of
the four parameters are given. '
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1 Einleitung

Fir die sicherheitstechnische Beurteilung ziindbarer
Stoffe werden Proben in Versuchseinrichtungen Bela-
stungen ausgesetzt, durch die nach Art von Ja/Nein-Er-
gebnissen Zindungen ausgelost werden oder nicht
(relative Ziindhaufigkeiten). Die Betrige, beispielsweise
einer mechanischen oder thermischen Belastung, werden
in festgelegten Abstinden gefindert, und die Ziindh4ufig-
keiten werden ausgezihlt. Je weniger Einzelversuche
ausgefiihrt werden, desto grofer ist die Wahrscheinlich-
keit, dah bei besonders geringen Belastungen keine Ziin-
dungen und bei besonders hohen Belastungen nur Ziin-
dungen registriert werden. Fir sicherheitstechnische
Belange sind jedoch besonders die Haufigkeiten in diesen
Auslaufern einer Hiufigkeitsverteilung von Interesse,
némlich fiir die Einschitzung der Empfindlichkeit eines
Stoffes im unteren Auslidufer (relative Haufigkeit nahe
Null) und fiir die Beurteilung der Funktionssicherheit
von Ziindern im oberen Auslidufer (relative Haufigkeit
nahe Eins). Darum ist an mathematische Formulierungen
fiir die Verkniipfung der Haufigkeiten mit den Betrigen
der Belastung (Verteilungsfunktion), die die Ergebnisse

im mittleren Bereich der Verteilung gut beschreiben, die
Forderung zu stellen, dafl Extrapolationen in die Ausldu-
fer der Verteilung moglich sind.

Es wird ein mathematisches Modell vorgestellt, aus dem
sich ein Verfahren zur Linearisierung der Daten-Dar-
stellung entwickeln l46t. Mit der Moglichkeit der Linea-
risierung ist die Moglichkeit der geforderten Extrapola-
tionen gegeben.

Bei vielfacher Erprobung des Verfahrens hat sich erge-
ben, daB auBer Verteilungen von Ziindhiufigkeiten
(Beispiele 1 und 2 in Anlage 5) auch andere statistische
Verteilungen, wie solche nach Art "Belastung/Wirkung"
(Beispiel 3 in Anlage 5) und Verteilungen der Biometrie
(Beispiel 4 in Anlage 5), gut zu beschreiben sind. Andere
Bereiche der erprobten Anwendung sind Verteilungen
der Korngréfen von Schiittgiitern, der Dosis — Mortali-
tit, der Konzentration chemischer Stoffe sowie Streuun-
gen von Werkstiick — Abmessungen und von Mebergeb-
nissen.

2 Die Grundstruktur fiir einige bekannte Verteilungs-

funktionen

Es sei ¢ eine positive reelle Zahl, die den Betrag eines
MebBwertes angibt oder eine dem Mefwert eindeutig
zugeordnete Grofie. Weiterhin sei ¢ die Variable einer
kontinuierlich verlaufenden Funktion F{(#), die in dem
Bereich zwischen Null und Eins existiert, die mit t mono-
ton ansteigt und die in dem Bereich 0 < F(#) <1 stetig
ist. Mit diesen Erklarungen ist /(¢) als Verteilungsfunk-
tion einer Zufallsvariablen 7' charakterisiert, mit der die
Wahrscheinlichkeit numerisch angegeben wird, dab
diese Variable T kleiner oder gleich # ist:

F()=Pr(T<t).

Als Grundstruktur fiir einige bekannte Verteilungsfunk-
tionen wird die Bezichung

eingefiihrt.

Aus verschiedenen Ansitzen fiir Li#) lassen sich daraus
die folgenden Verteilungsfunktionen ableiten:

1) Mit dem Ansatz
L; = ¢; = const, fur alle ¢ (2a)

und der Festsetzung F(r = 0) = 0 ergibt die

Integration von

Ay
Pd—;(t)z—%ln(l—f?(f)): 4

bekanntlich die Exponentialverteilung zur Basis e;
F(f)=1-e9".
2) Mit dem Ansatz der Proportionalitit von L(#) zu der
Variablen ¢;
Lg =yt

(2b)

und der Festsetzung F(t =0) =0 ergibt die Integrati-
on von

ar (1)
1_‘;{(!) :—%111(1—1«"(;)): ot

die als Rayleigh-Verteilung bekannte Funktion

€ 2

R Y

F(t)=1-e 2



3) Mit dem erweiterten Ansatz der Proportionalitit von
L(t) zu einer Potenz der Variablen f:

L= b >0, reell (2¢)
und der Festsctzung F (t=0) =0 ergibt die Integra-

tion von

dF (t)
d
l“a]:{(t) =-—In(1-F (1)) = e,
_5 (1)
F(t) =]1—¢ b+l

Aus dieser Form der Verteilungsfunktion ergeben
sich die speziellen Funktionen:

3a) Die Weibull-Verteilung (Lit. 1):

Es wird als unabhingige Variable 7 = x—x, gewihlt,
indem wegen F(t = 0) = 0 mit x, eine untere Begren-
zung der Verteilung angenommen wird. Die Potenz
ist b+ I =m und der MaBstabsparameter m/c, = x,

()"

F(x)=1-¢ ™

3b) Die Verteilung nach Rosin, Rammler und Sperling
(Lit. 2) fiir die KorngréBenverteilung von Schiittgii-
tern. Mit dem Korngrében-Durchmesser 4 ist der
Siebdurchgang

D(d) = 1—e_(%)n

mit den Parametern b+1=n und n/c; =d"™" .

Der Unterschied zu der Weibull-Verteilung besteht in
der Annahme, dab sich die Verteilung bis zum
Durchmesser Null erstreckt.

3 Die Anderungen an der Grundstruktur; die Einfiihrung des

Medians als Parameter

In dem vorstehenden Abschnitt wird gezeigt, daB sich
aus der Grundstruktur

I3) =it 1)

einige der bekannten, hiufig verwendeten Verteilungs-
funktionen ableiten lassen. Diese Grundstruktur ist die
Basis fiir die Gegeniiberstellung einer neuartigen Vertei-
lungsfunktion zu dem System bekannter Funktionen, Es
werden zwei Anderungen vorgenommen:

— Anstelle des Differentialquotienten wird der Differen-
- zenquotient einer Funktion F *(f)

Fr(t,)- (1)
ta - rb

eingefiihrt, der bekanntlich nach dem Zentralwert-
Satz der Infinitesimalrechnung bei dem Ubergang
t, — f, in den Differentialquotienten iibergeht.

— Statt des Grenziiberganges £, — ¢, wird, bei fixier-
tem £, = 1, der Ubergang F*(t, — 0) = 0 ausgefiihrt.
Dann stellt der Quotient

eine mittlere Verteilungsdichte zwischen Null und ¢
dar; sie wird durch

D(f)=Dp+1) 3)

beschrieben.

Mit diesen beiden Anderungen wird anstelle der Struktur
(1) die Struktur

- D|ﬁf

' (¢) ()

1—F*(t) :(I—F*(t))

gesetzt. Es wird ein Differentialquotient gegen einen
speziell definierten Differenzenquotienten ausgetauscht.

Wenn in Analogie zu dem Ansatz

L =¢ (2a)
Ly = ¢, = const. fiir alle ¢
angesetzt wird, und der durch

F*(rl/z) =1 F*(rw)

definierte Median ), eingefiihrt wird, ergibt sich:



LT_L_ F(1)
by t{1-FY( )) ’
also
o e und
/2
ﬂ S ¥ F*(f = 4
1-F () flfg tl/z +1

(4)

Dies ist die Fundamentalform der neuartigen Vertei-
lungsfunktion. Einige Konsequenzen der Einfiihrung des
Medians als Parameter werden in der Anlage 1 ausge-
fiihrt. In der Anlage 2 wird diese Fundamentalform der

Exponentialfunktion zur Basis e gegeniibergestellt.

Die Fundamentalform wird erweitert, indem in Analogie

zu dem Ansatz
L3(t) = C3tb

der Ansatz

L) =er?

(Zc)

cingefithrt wird. Die Analogie bestcht also darin, dab,
wie bei bekannten Verteilungsfunktionen, die Variable
zur Potenz erhoben wird. Somit ist, mit der Funktion

p(t) anstelle von F*(r):

Iﬂ*(r)z*ﬂt) =6

t(1-p(7))

Mit der Einfiihrung des Medians hy

p(z‘,ﬂ) = l—p(t,/z) wird

L;(fijz):_zc;fffz )
12
also
o 1
3 r}(}');])
und mitb+i=a:
p(f) ta ra
q 1)= = a ; P k)= a a
) 1-p(r) 4, ) fip +t

durch

Dies ist die allgemeine Form der neuartigen Verteilungs-

funktion.

Der Quotient

q(t)= p(1)

]—p(t)

wird als Alternativen-Quotient bezeichnet.

4 Die Verfiigung iiber die unabhiingige Variable;
die Einfiihrung von Grenzparametern

Es werden folgende vier Prinzipien zusammengefiigt:

— die Konzeption der mit (3) definierten mittleren Ver-

teilungsdichte,

— die Einfithrung einer unteren Begrenzung der Vertei-

lung (Grenzparameter y,),
Verteilung,

wie bei der Weibull-

— die Einfiihrung einer oberen Begrenzung der Vertei-

lung (Grenzparameter y,),

- die Fundamentalform der Verteilungsfunktion und

deren allgemeine Form.

Die Verteilungsfunktion R(y) mit den in Abschnitt 2
bezeichneten Eigenschafien der Funktion 7 (¢) wird fiir

den Bereich zwischen y, und y durch

R(¥) =Dy + 2 (v-0)

&)

beschrieben und fiir den Bereich zwischen y und y; durch

1=R(y)= Dy +n|m-).

Ferner wird erklért;

Der Quotient

R() _ Do+ Y=
1- Ry D|y e -y

o(y) =

wird mit der Fundamentalform (4) verglichen:

Mit der als y-—X ( y) — Transformation bezeichneten

Rechenvorschrift



X(y) =22 ©)
n-y

wird eine neue Variable anstelle der Variablen ¢ einge-
fithrt. Die Grébe 1, wird ersetzt durch

Dy +xn
K= (7

Dy, +y

Mit dieser Verfiigung iiber die unabhingige Variable
durch Einfithrung von Grenzparametern ist die Funda-
mentalform:

o()=E) . gy

“xex(y) @

Der Ubergang von der Fundamentalform zu der allge-
meinen Form wird durch das Potenzieren

0*(y)=a(»)
vollzogen:
a2 s ©

Die Funktion g(y) wird als X“-Theorem bezeichnet,
die Funktion p(y) als X“-Vertcilung. Die beiden Funk-
tionen sind durch

I
1-p

verkniipft.

5 Die Linearisierung im Doppel-Logarithmennetz als
Kriterium fiir die Anwendbarkeit der Verteilungsfunktion

Mit der allgemeinen Form des X “-Theorems ist nach
Einfithrung der Variablen X die Struktur der neuartigen
Verteilungsfunktion gegeben:

Xﬂ
g=——== ©)
l1-p K

Aus der logarithmierten Form des Theorems
Ing =a(InX - 1nk)

ergibt sich fiir die Frage nach dessen Anwendbarkeit das
Kriterium, daf sich — sofern K und o Konstanten sind —
in einem graphischen Netz, in dem die beiden Koordina-
ten logarithmisch unterteilt sind, eine empirische Vertei-
lung als eine Punktfolge darstellen lassen mub, die sich
um eine Gerade gruppiert. Diese Moglichkeit der Linea-
risierung ist fiir viele dokumentierte empirische Vertei-
lungen nachgewiesen worden; ein Beispiel ist in Bild [
angegeben. Weitere Beispiele sind in Anlage 5 ange-
fiihrt.

Anhand dieser Gegebenheit der Linearisierung im Dop-
pel-Logarithmennetz wird bestiitigt, dab empirisch ermit-
telte Verteilungen existieren, fiir die die Grofie

Dly+y
Ko Y Wi 7
Dy, +y

10

und der Potenzparameter a charakterisierende Konstan-
ten sind.

5.1 Das MabB fiir die Schiefe einer Ver-
teilungsdichte

Mit (7) wird ausgesagt, dah das Verhaltnis der mittleren
Verteilungsdichten in den Bereichen y+y, und y, +y
unabhiingig von der Verteilungsvariablen y ist. Die Kon-
stante K ergibt sich aus den Lageparametern y,, yi
und y, als zusammengesetzter Parameter; denn aus der
Fundamentalform

Xy
o(y) -2 8)
K
ergibt sich mit der Definition fiir den Median
Q (}’1/2) =1
und der y -X -Transformation
x(y)=2=t ©)
=Y

der Median der reduzierten Verteilung

(7a)
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Bild 1:
Beispiel fiir die Linearisierung im Doppel-Logarithmennetz

Weil eine Verteilung bei dem Abszissenwerl X (y, /2) in
Hilften geteilt wird, d. h. in den Bereichen y, + y, /> und
Va1 jeweils die Hilfte der Daten liegt, ist der zu-
sammengesetzte Parameter (7a) ein Mab fiir die Schiefe
der Dichte der reduzierten Verteilung,

Die allgemeine Form der X°-Verteilung und des
X -Theorems ist somit

J‘/ﬂ
X)=——m
r(X) Xijp +X°
und
Ara
q(X)=— (9a)
/2

5.2 Das MabB fiir die Wilbung einer
Verteilungsdichte

Bei der Erprobung des X“-Theorems durch Linearisie-
rung im Doppel-Logarithmennetz und bei dem im fol-
genden beschriebenen rechnerischen Verfahren zur Pa-
rameter-Bestimmung hat es sich als hinreichend erwie-
sen, fiir den Potenzparameter a, gemessen als Anstieg
der Geraden im DLN in (mm/mm), ¢ine ganze Zahl von
kleinem Betrag anzusetzen.

Es sind bisher die Zahlen Zwei, Drei und Vier, aber auch
Eins aufgetreten. Zu der Frage, ob diese Vorgabe der
Ganzzahligkeit auch sinnvoll begriindet werden konne,
werden in der Anlage 6 Uberlegungen beschrieben.

6 Die Verfiigung iiber die unabhiingige Variable

der y - X -Transformation

6.1 Fragestellung

Mit dem Median ist der Betrag auf der Mabskala einer
Verteilung lokalisiert, bei dem die Verteilung genau
halbiert wird. Wenn anstelle der Mafvariablen x cine
Funktion y =y (x) eingefithrt wird, mit der die MaBva-
riable cindeutig tibertragen wird, mub auch der Median
eindeutig iibertragen werden. Diese Bedingung gilt nicht
nur fiir den Median als speziellem Quantil, sondern fiir
alle Quantile der Verteilung, also fiir dic ganze Skala der
Malfvariablen, einschlieblich der Grenzparameter. Bei
Rechnung mit y =y (x) mub fir alle x eindeutig

p () =p (x) sein. In den folgenden Ausfithrungen wer-
den Funktionen angegeben, fiir die diese Bedingung
erfiillt ist.

6.2 Vorbereitung
Wegen
Oa
p:—-q = =~ =
l+g 1+0
ist p(¥)=p (x) genau dann erfiillt, wenn fiir alle x
0(y)=0(x) ist.

11



Wegen

X

=—
Xipn

(8)

ist O(y)=0(x) genau dann erfiillt, wenn fiir alle x
X (y) = kX (x) mit & = const. ist.

Somit ist p (¥) = p (x) genau dann erfiiilt, wenn fiir alle x

Y=
Yi—)y

X%

=k 0

=%
ist.
6.3 Losungen der Kategorie I

6.3.1 Die Bedingung (!) ist fiir alle Linearkombinatio-
nen y=Ax+B erfiillt; denn die additive Kon-
stante B wird durch die Differenzbildungen eli-
miniert, und die multiplikative Konstante 4 durch
die Quotientenbildung, Esist k =1, also

Ory)=0(x)

6.3.2 Die Bedingung (!) ist fiir die Ubertragung in die

1
Kehrwert-Skala erfiillt. Mit y = — wird

x
1 1
_X XX X=X X
X(l/x)_i_l-xo fH—x on(x)’
X X

kX (x)

0(1/x) = kX(x]/Z) =0(x).

6.3.3 Die Ansiitze unter 6.3.1 (Linearkombination) und
6.3.2 (Kehrwert-Skala) sind Spezialfille des An-
satzes

_Ax+B i AD - BC
Y=tx+D’ Y= Cx+D -~

Mit den Zwischenschritten in der Rechnung:
(Cx+D)(Cx + D)(y - ) = (AD = BC)(x - x,),

(Cx + D)(Cx, + D) - ¥) =(4D - BC)(x, - x)

12

ergibt sich

V=Y Cxq+D x-x; _

X =
) n—yv Cxp+D x-x ()
mit k = by und somit
Xy +
X(y) __kx(x)
o) =0(x).
X (yljz kX (xuz

6.3.4 Beispicle fiir die Umwandlung nach Kategorie I

sind:

— Umrechnung von Grad Kelvin oder Grad
Fahrenheit in Grad Celsius,

— Ubertragung der Wellenlingen- in die Fre-
quenzskala.

Wenn zu der Mab-Variablen ein positiver oder
negativer Betrag addiert werden soll, oder ecine
Addition sinnvoll ist, muf mit der Kategorie I und
darf nicht mit Kategorie II (siche 6.4) gerechnet
werden. Dies gilt auch fiir den Kehrwert der Malf-
Variablen.

6.4 Losungen der Kategorie I

6.4.1 Fiir eine geometrische oder physikalische Grofie,
die durch Potenzieren und Multiplizieren mit
Konstanten aus einer Mafivariablen abgeleitet
wird, wird die Bedingung (1) erfiillt, wenn mit den
Logarithmen der Gréfen gerechnet wird. Bei
Vorgabe einer Funktion

y=ax

ist infolge Elimination der Konstanten wie in
Abschnitt 6.3;

Inx/x,

-1
X(Iny)=Dy-lny X(Inx)
Iny,-Iny Inx/x
also k = 1 und somit O(Iny) = Q(Inx). Die Log-
arithmen der Lageparameter werden wie die Log-
arithmen der Variablen iibertragen. Die Lagepa-
rameter ergeben sich durch Delogarithmieren.
6.4.2 Beispiele fiir die Umwandlung nach Kategorie II
sind:

— Anderung der Basis des Logarithmus'



— Verwendung des Radius' als Mafvariable fiir
den Querschnitt eines kreiszylindrischen Kor-
pers oder fiir das Volumen einer Kugel

— Gleichmiiffige Geschwindigkeit eines Korpers
als MaB fiir dessen Impuls und kinetische
Energie.

Wenn die MaBvariable mit einem konstanten Ex-
ponenten potenziert werden soll, oder ein Poten-
zieren sinnvoll ist, muB mit Kategorie IT und
darf nicht mit Kategorie I (siche 6.3) gerech-
net werden. Eine Ausnahme hiervon ist der Expo-
nent (—1).

7 Die Berechnung der drei Lageparameter
(Grenzparameter und Median)

Fiir die Rechentechnik zur Bestimmung eines Parameter-
Tripels ( vy: 31 ¥y, ) sind zwei Varianten geeignet:

— Die Rechenfolge "Schritt fiir Schritt" unter Verwen-
dung eines programmierbaren Taschenrechners und

— Die Auswertung unter Verwendung eines Personal-
Computers (PC) mit der Moglichkeit weitgehender
Automatisierung.

In diesem Abschnitt 7 werden unter den Ziffern 7.1 und
7.2 die einzelnen Rechenschritte der ersten Variante
beschrieben, die zugleich die Bestandteile der Program-
mierung fiir den PC-Betrieb sein miissen.

Bei der Beschreibung der Rechenschritte wird vorausge-
setzt, dab aus der Datenmenge vom Umfang n zuniichst
wenige Daten ausgewihlt werden. Dies bedeutet keine
hervorgehobene Bewertung dieser Vorwahl-Daten, denn
in die Rechnungen bis zur End-Auswahl fiir dic bestc
Anpassung werden alle n Daten gleichermaben einbezo-
gen.

Die Kriterien fiir die End-Auswahl werden unter Ziffer
7.3 beschrieben.

7.1 Die Grundrechnung
7.1.1 Der Rechengang mit vorgegebenen
Daten (Fixpunkten)

Aus drei Fixpunkten (y,-,Q,-) ., I =a,b und ¢, werden die

Grenzparameter y, und y, berechnet:

1 1 1
7ya(yb _yc)_‘yb(ynHyc)+0_yc(ya_yb)

— Qa Qb xc
N L ) e )
Qa ’ ’ Qb ’ QC ’

OuVal¥o = o) = O (Ve = ve) + Ovova = 5)
Qa(yb - y(:) N Qb(.-va - .Vo) + Qc(yﬂ - yb)

M=

Die Ableitungen dieser Formeln werden in der Anlage 4
angegeben. Es wird festgelegt:

Va>Vp > Ve und Qa>Qb>Qc‘

In der Anlage 3 unter Nr. 5 wird gezeigt, dah bei der
Auswahl der Daten die Bedingung

-0 G0,

Ya=™Ve Vb~ Ve

einzuhalten ist.

Mit einem der Fixpunkte i = a,h oder ¢ wird der zusam-
mengesetzte Parameter K berechnet:

: Xy
K = (Y(yl/?_) = (() )
und mit
2 V A
Vs =) Umkehrung von K = MR
T K+l ' Y=V

der Median als dritter Lageparameter,

Aus jedem Fixpunkt-Tripel errechnet sich ein Parameter-
Tripel. Mit jedem Parameter-Tripel ist im Doppel-Log-
arithmennetz eine Gerade bestimmt,

7.1.2 Die Vorbereitungen fiir den Rechen-
gang nach 7.1.1

Die Rechenwerte y; (i = a,b und ¢) werden, je nach der
Dimension der aus den Mafvariablen x; abgeleiteten
physikalischen Grofbe, nach den in Abschnitt 6 unter-
schiedenen Kategorien I oder IT aus den x,-Werten
iibertragen.

Die Alternativen-Quotienten sind in die Rechnungen in
der reduzierten Form

i=a,b und ¢

0l = qji/a

=1 4

einzubringen. Sofern der Potenzparameter a nicht be-
kannt ist, ist zu dessen Ermittlung eines der beiden Ver-
fahren

13



— der Linearisierung
(Abschnitt 5) oder

im Doppel-Logarithmennetz

— der Reduzierung der Verteilung p(y/a>1) zu der
Verteilung p(¥/a=1)=R(y) (Anlage 3, Ziffer 4)
anzuwenden,

Aus einer dieser graphischen Darstellungen sind auch
die drei anfangs vorzugebenden Fixpunkte zu entneh-
men. Dabei ergeben sich in der Regel Unsicherheiten,
indem mehrere Kombinationen zur Auswahl stehen.
Es ist jedoch gleichgiiltig, mit welcher Kombination der
Rechengang begonnen wird; denn zu der besten Auswahl
fithren die nachfolgenden Rechenschritte oder das PC-
Rechenverfahren.

7.2 Der Stiitzpunkt-Test

In diesem Unterabschnitt wird die Gruppierung der Da-
ten einer Verteilung um eine Gerade im Doppel-
Logarithmennetz (DLN) betrachtet. Demgemil bezieht
sich die Bezeichnung "Gerade" auf die Gerade

Ing = a(in X(v) - In (1)) (Abschnitt 5)

und die Bezeichnung "Abstand von der Geraden" auf die
Differenz logarithmierter Betrige von Alternativen-
Quotienten.

7.2.1 Der Abstand eines Mefipunktes von
einer vorgegebenen Geraden; der
Lagefaktor

Mit einem Fixpunkt-Tripel sei nach 7.1 das zugehérige
Parameter-Tripel berechnet und somit eine Gerade im
DLN bestimmt worden. Ein picht auf dieser Geraden
liegender vierter Mefipunkt |X (yj), Qj) wird mit der
Hilfsgrobe S; erfaft (Bild 2).

AL Xs

S =4 Q_:_f
J ? J

i3 Sf

InX;-nS; =InQ;,-Ink

Mit Qj‘ =X i X *(ym) wird der vierte Punkt auf die
vorgegebene Gerade iibertragen. Dann ist

Q0 X)X, X))

ein Mab fiir den Abstand des vierten Punktes von der
Geraden. Bei Riicknahme der Reduzierung des Alternati-
ven-Quotienten wird

14

Bild 2:
Einfithrung der Hilfsgrafie S fiir den Stiitzpunki-Test

g =G =|g;/o,| =4} /a; = [SJ/X*(«"W}]G

Die Grofe g wird als Lagefaktor bezeichnet. MeBpunkte,
die unterhalb der vorgegebenen Geraden liegen, haben
einen Faktor groBer Eins, und solche, die oberhalb dieser
Geraden liegen, einen Faktor kleiner Eins.

7.2.2 Die Ermittlung eines Stiitzpunktes

Aus einer Grundrechnung mit einem vorgegebenen Fix-
punkt-Tripel (3:,0;), (i=a,b und ¢), ergibt sich ein
Parameter-Tripel und damit eine Gerade im DLN. Mit
den Parametern y;, ), X *Syl /2) und a werden die (n - 3)
Lagefaktoren g; (j #1) der nicht auf der Geraden lie-
genden MeBpunkte berechnet; die Rechenfolge ist:
L e~ S;
— y Gy=—0l ey g =G,

S=
X*(Jﬁ/z)

d Q} yl—yj’

Aus den (n — 3) Lagefaktoren wird derjenige ausgewihlt,
der am dichtesten bei Eins liegt. Der zugehdrige Punkt
(v4,0,) ist der gesuchte Stittzpunkt.

An dem Beispiel der Tabelle 1 wird eine Bewertung
demonstriert:

In der Auswertung mit a = 2 ist der zugehorige Stiitz-
punkt der MeBwert der Nr. 2. Mit g = 1,01 ist dieser
Lagefaktor nach aller Erfahrung als gut zu werten. Da-
gegen ist der Lagefaktor 1/g = 1,07 des MeBwertes der
Nr. 5 in der Auswertung mit ¢ = 1 als vergleichsweise
schlecht zu werten. Dies ist zugleich ein Hinweis darauf,
daB die Auswertung mit @ = 2 der Auswertung mit a = 1
vorzuziehen ist.



Tabelle 1:
Auswahl! des Stiitzpunktes nach der Grundrechnung

Erste Spalte: Nummer des Mefiwertes
Zweite Spalfte: Grundrechinung mit a = 2 und
mit den Tripel-Nim. 1, 6 und 7
Dritte Spalte: Grundrechnung mit a = 1 und
mit den Tripel-Nyn. 1, 2 und 7
Nr. g (a=2) g (a=1)
1 1 1
2 1,01 1
3 1,22 (1,18)"
4 1,36 1,50
5 (1,26)" | (1,07)"
6 1 1,27
7 1 i

Die Liste der Lagefaktoren einer aktuellen Grundrech-
nung I4Bt erkennen, ob das vorgegebene Tripel die Ver-
teilung — vorbehaltlich der weiteren Auswertung — gut
reprisentieren konnte. Hierfiir gibt das Produkt der
(n — 3) Lagefaktoren einen Hinweis: Je geringer die Ab-
weichung dieses Produktes von Eins ist, desto besser
wird durch die Gerade die Verteilung beschrieben. Bei-
spielsweise sind diese Produkte in den Auswertungen der
Tabelle 1.

101-136 1

A @Ed=3 i
122.126 112 JHa=2 un
150:127 (o o
118-107 0 A=tk

Das Produkt 1,12 im ersten Fall ist nach aller Erfahrung
als gut zu werten, das Produkt 1,51 im zweiten Fall als
vergleichsweise schlecht. Die Beurteilung der Reprisen-
tation, die als Positionsanalyse bezeichnet wird, ist fiir
die End-Auswertung von Bedeutung.

7.2.3 Das beste Quadrupel

Aus dem nunmehr vorliegenden MeBpunkte-Quadrupel
sind drei weitere Tripel zu entnehmen. Die Punkte mit
den Indizes a, b, ¢ und d sind neu zu ordnen. Wenn bei-
spielsweise der vierte Punkt zwischen den Punkten
(ya’Qa) und (ybvgb) liEgt’ also Ya=Va>Vp > Ve iSL
sind die Punkte wie folgt zu indizieren:

Tabelle 2:
Umindizierung der Mef3punkte zur Bestimmung des
besten Tripels aus einem Quadrupel

Nr. Neue Indizierung
a' b' c
1 a b c Ausgangstripel
2 a d b
3 a d c Neue Tripel
4 d b ¢

Fiir jedes der drei weiteren Tripel ist die Grundrechnung
nach 7.1.1 durchzufithren. Ferner sind die Lagefaktoren
zu bestimmen und — fiir jede Grundrechnung einzeln —
die Produkte der Lagefaktoren. Besonders zu beachten
sind die Lagefaktoren des jeweils vierten Punktes, z. B.
nach der Rechnung, indiziert mit a, 4 und b, der Lage-
faktor des Punktes ( y,,0,). Anhand der vier Lagefakto-
ren g, (Nr.1), g, (Nr.2), g, (Nr.3)und g, (Nr.4) wird
aus dem besten Quadrupel das beste Tripel fiir die weite-
re Auswertung bereitgehalten.

Damit ist der Stiitzpunkt-Test abgeschlossen.

Im Verlauf der Berechnung der Lagefaktoren kann sich
herausstellen, daB ein fiinfter Punkt in die Auswertung
einzubeziehen ist, weil dessen Lagefaktor nidher an Eins
liegt als die tibrigen im Verlauf der Rechnung erhaltenen
Lagefaktoren. Dann wird der weitere Rechengang zu
modifizieren sein, wenn nicht die Auswertung unter
Verwendung eines Personal-Computers vorgenommen
wird.

7.3 Die Kriterien fiir die beste Anpas-
sung; die End-Auswahl
7.3.1 Die drei Kriterien

Die Rechenfolge "Schritt fiir Schritt" zur Ermittlung der
besten Anpassung ist

— Die Berechnung eines Parameter-Tripels aus einem
aktuellen Daten-Tripel

— Die Berechnung der Lagefaktoren mit dem aktuellen
Parameter-Tripel und des Produktes dieser Faktoren

— Die Ermittlung eines vierten Punktes mit dem Stiitz-
punkt-Test (aktuelles Quadrupel)

— Diec Ermittlung des besten Tripels aus dem aktuellen
Quadrupel.
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Die Rechenfolge ist aus cinem einzigen Tripel entwickelt
worden. Obwohl sich in der Regel im Verlauf der Re-
chenfolge herausstellt, ob ein anderes Tripel zu einem
besseren Ergebnis fiihrt, kann eine solche automatische
Korrektur nicht mit vollstindiger Sicherheit erwartet
werden, Volistindige Sicherheit ist nur gewihrleistet
wenn Rechnungen mit allen moglichen Tripel-
Kombinationen aus der Datenmenge vom Umfang »
ausgefiithrt werden, also

f”]__n!_

\3) 7 3 -3)!

Rechnungen. Wenn die Ergebnisse aller Rechnungen
vorliegen, sind fiir die End-Auswahl die drei folgenden
Kriterien anzuwenden:

Al) Das Primérkriterium

Eine Verteilung wird von demjenigen Tripel am
besten reprisentiert, aus dem sich der Lagefak-
tor mit der kleinsten Abweichung von Eins er-

rechnet.

B) Das Sekundirkriterium

Eine Verteilung wird von demjenigen Tripel am
besten représentiert, aus dem sich das Produkt
der Lagefaktoren mit der kleinsten Abweichung

von Eins errechnet.

Das Konform-Kriterium

Eine Verteilung wird von zwei Tripeln gleichgut
reprisentiert, wenn die einzelnen Lageparameter
Y,»¥, und y,. in hinreichender Anzahl von
Dezimalstellen iibereinstimmen.

C)

Fiir eine Bewertung nach dem Primdrkriterium ist das
necuartige Prinzip des Verfahrens der Anpassung anzu-
wenden, ndmlich das Suchen nach der geringsten Ab-
weichung eines vierten MefBpunktes von der durch drei
MeBpunkte ecindeutig vorgegebenen Funktion. Dieses
Prinzip ist kein Spezifikum des X“-Theorems; es kann
auch anstelle des Prinzips der linearen Regression fiir die
Parameter-Bestimmung von Linearkombinationen zwi-
schen Einstell- und MebBgroBen verwendet werden
(Anlage 7).

Nach dem Sekundirkriterium wird das Ergebnis des
Primérkriteriums positiv gewertet, wenn sich die Abwei-
chungen von der vorgegebenen Funktion anndhernd
ausgleichen, und negativ, wenn die Meflpunkte des aus-
gewidhlten Tripels in der Gesamtheit der MeBpunkte
ausgeprigt einseitig orientiert sind.

Im Idealfall fithren die beiden Kriterien zur Auswahl des
gleichen Tripels. Wenn sich unterschiedliche Tripel
ergeben, kann nach dem Konform-Kriterium entschieden
werden:

Diec unterschiedlichen Betriige eines Lageparameters
werden gerundet. Wenn sie in einer annehmbaren An-
zahl von Dezimalstellen (Stellenzahl) iibereinstimmen,
ist der Lageparameter mit dem gerundeten Betrag be-
stimmt. Fiir die Wahl der Stellenzahl ist die Stellenzahl
der Mefiwerte mabgebend.

7.3.2 Bemerkungen zum PC-Betrieb

Bei einer schematischen Auswertung unter Einsatz eines
PC miissen, neben den Speicherbereichen fiir die MeBda-
ten, fiir jedes der "n iiber drei" Ausgangstripel Speicher-
bereiche fiir

— das Parameter-Tripel
— die Liste der jeweils (n — 3) Lagefaktoren und
— das Produkt dieser (7 — 3) Lagefaktoren

verfiigbar sein. Diese Daten (Ergebnis-Satz) miissen
bereitgehalten werden fiir die Bewertung nach den drei
vorgenannten Kriterien und fiir das Ausdrucken der nach
diesen Kriterien in Betracht kommenden Ergebnis-Sitze.

Beispiel fiir zechn MefBpunkte, also 120 Ausgangstripel:
Fiir jedes der 120 Parameter-Tripel ergibt sich ein mini-
maler Lagefaktor. Es wird ein Grenz-Lagefaktor vorge-
geben; ein realistischer Wert ist g,;, = 1,01 (bzw.
1/gwmin = 1,01). Durch diese Vorgabe werden (beispiels-
weise) elf Ergebnis-Sitze ausgewihlt. Die 109 Ergebnis-
Sitze mit groferem Betrag von g (bzw. 1/g) bleiben
auler Betracht. Dies ist die Auswahl nach dem Primir-
kriterium. Von den elf zunichst ausgewiihlten Ergebnis-
Sitzen werden weiterhin diejenigen verworfen, fiir dic
das Produkt der Lagefaktoren (bzw. dessen Kehrwert)
besonders grobb ist; ein realistischer Grenzwert ist 1,2.
Dies ist die Auswahl nach dem Sckundirkriterium. Die
verbleibenden (beispielsweise) fiinf Ergebnis-Siitze wer-
den der End-Auswahl zugefiihrt, indem das Konform-
Kriterium angewendet wird, und damit die Wahl der
Stellenzahl fiir die Angabe der Lageparameter getroffen
wird.

Im Idealfall wird sich das Parameter-Tripel der End-
Auswahl aus einem einzigen Mefpunkte-Quadrupel
ergeben.

8 Zusammenfassung und Schlufbemerkung

Wenn in der Differentialgleichung fiir die e-Funktion

dF (1)

o= La-F@)

anstelle der Konstanten L eine Potenzfunktion

16

Li=ct

eingesetzt wird, ergeben sich durch Integration und
Verfiigung iiber die Konstanten 4 und ¢ bekannte Vertei-
lungsfunktionen. Wenn der Differentialquotient gegen
den speziellen Differenzenquotienten F/¢ ausgetauscht
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wird, ergibt sich eine Verteilungsfunktion, deren Struk-
tur zu dem Ansatz fiihrt, den zwar begrifflich definierten,
aber bisher nur als Ersatzmal provisorisch verwendeten
Median als Parameter einzufithren. Mit dem Austausch
des Differential- gegen den Differenzenquotienten wird
anstelle der Verteilungsdichte die mittlere Verteilungs-
dichte eingefiihrt, deren konsequente Anwendung cinen
Ansatz fiir die unabhingige Variable der neuartigen
Verteilungsfunktion ergibt. Die Variable liuft iiber eine
Skala, die durch eine Transformation aus der Mafskaia
gebildet wird. Mit dieser Transformation werden die
untere und die obere Begrenzung der Verteilung als
Parameter einbezogen. Damit ist ein Mah fiir die Spann-
weite der Verteilung gegeben. Aus den drei Lageparame-
tern (Median und Grenzparameter) ist ein Mab fiir die
Schiefe der Verteilungsdichte zu erhalten. Als vierter
Parameter wird cin Exponent cingefiihrt. Dieser soge-
nannte Potenzparameter stellt ein Mab fiir die Wélbung
der Verteilungsdichte dar.

In sicben Anlagen werden weitere Gegeniiberstellungen
zu bekannten Methoden der Beschreibung statistischer
Verteilungen behandelt, Folgerungen aus der konzipier-
ten Alternative zu diesen Methoden aufgezeigt, und an-
hand von Beispielen der Auswertung weitere Erliduterun-
gen fiir dic Anwendung gegeben.

Die Reihenfolge der Ausfithrungen in den Abschnitten 2
bis 7 zeigt nicht den Weg auf, der zu dem Konzept der
Verteilungsfunktion gefiihrt hai. Die Funktion ist auf
empirischem Wege ohne mathematisch-statistische Vor-
gaben an dokumentierten Verteilungen entwickelt wor-
den. Die Struktur der Funktion und der unabhingigen
Variablen hat gegeniiber der ersten Mitteilung in
Lit. (3)(a) keine Anderung erfahren. Das rechnerische
Verfahren zur Bestimmung der vier Parameter ist dage-
gen weiterentwickelt worden. Durch diese Entwicklung
hat sich ergeben, daf bei cinigen der in Lit. (3) aufge-
fiihrten Beispielen die Auswertung fehlerhaft war, Der
neuere Stand der Technik zur Parameter-Bestimmung
fithrt bei Einsatz eines Personal-Computers zu einer
weitgehend automatischen Auswertung
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Anlage 1
Median und Erwartungswert

Der Median (Zentralwert) ist definiert als Betrag der
Variablen, bei dem die relative Haufigkeit 50% betrigt.
Er ist als TestgroBe in Gebrauch, z. B. bei der Quali-
titsiiberwachung einer Fertigung. Bei jeder Beschreibung
empirischer statistischer Daten durch eine mathe-
matische Formulierung 4Bt sich der Median graphisch
oder rechnerisch bestimmen.

Die Einfiihrung des Medians als explizit erklirtem
Parameter einer Verteilungsfunktion hat grundlegende
Konsequenzen fiir die Vorstellung von der Struktur
natiirlicher Verteilungen. Dies zeigt sich, wenn der
Median mit dem Erwartungswert der mathematischen
Statistik verglichen wird.

Die einfachste Form des Erwartungswertes ist der arith-
metische Mittelwert ciner diskreten Verteilungsdichte. Er
wird gebildet als Summe der Produkte mit den Faktoren

— Mabkoordinate von Elementen in einem MaBintervall
(Verteilungsklasse)

und

— Relative Haufigkeit der Elemente in diesem
Mabintervall.

Diese Grobe wird in Analogie zum Schwerpunkt einer
Massepunkte-Verteilung gebildet; es konnen die cinzel-
nen statistischen Elemente als Massen von gleichem
Betrag angeschen werden.

Bei der Halbierung einer statistischen Verteilung durch
den Median werden dagegen die MaBkoordinaten nur
danach unterschieden, ob sie iiber oder unter dem
Median liegen.

Die beiden Parameter "Median" und "arithmetischer
Mittelwert" fallen nur bei einer Verteilung zusammen,
deren Dichte genau symmetrisch ist.

An zwei Beispielen ist zu erkennen, welche Konse-
quenzen sich aus der Unvertriglichkeit der gegen-
tibergestellten Vorstellungen von natiirlichen Verteilun-
gen ergeben:

a.) Weil in der neuartigen Verteilungsfunktion der
Median explizit als Parameter enthalten ist, ist die
Verwendung des arithmetischen Mittelwertes auszu-
schlieBen. Daraus folgt, dah auch das Verfahren der
lincaren Regression nicht angewendet werden kann;
denn dieses Verfahren enthilt die Berechnung eines
arithmetischen Mittelwertes. Somit war fiir die Be-
stimmung der optimalen Linearisicrung im Doppel-
Logarithmennetz (Abschnitt 5) ein anderes Verfahren
zu entwickeln, nimlich das in Abschnitt 7 dar-
gestellte Verfahren nach dem Prinzip der Seclektion,
bestchend aus dem  Stiitzpunkt-Test und der
Positionsanalyse.

b.) Die aus der Sicht der mathematischen Formulierung
konzipierte Analogie zwischen einer Massepunkte-
Verteilung und einer statistischen Verteilung wird in
der mathematischen Statistik weitergefiihrt, indem
analog zum Trigheitsmoment der Massepunkte-
Verteilung cin Moment der statistischen Verteilung
definiert wird. Weil bei der Beschreibung statistischer
Verteilungen mit  der neuartigen Funktion die
erstgenannte Analogie nicht aufrechterhalten werden
kann, ware auch die Anwendung von statistischen
Momenten nicht systemgerecht.
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Anlage 2

Exponentialfunktion und Fundamentalform der

Verteilungsfunktion
1.) Mit der Exponentialfunktion

(1- 7 (1)) ="

werden  Vorginge beschriecben, bei denen die
differentielle Anderung der Funktion fiir alle Betrige der
unabhingigen Variablen ¢ dem Betrag der Funktion
proportional ist

dr (t)
dt

=A(1-F(r)).

Ein Beispiel der Anwendung ist der zeitliche Verlauf des
radioaktiven Zerfalls mit dem prozentualen Anteil F(¢)

der zur Zeit t zerfallenen Atome, der Zerfallskonstanten

In(2)
A

A und der Halbwertszeit ¢,,, =——
Der Exponentialfunktion in der Form
Ft)=1- e‘(’/"l/z)'“@)

wird die neuartige Funktion

F'()=

!l,t'Z +1

gegeniibergestellt (Bild 2-1).

1,0
— '//);7
—
05+
00 i
0 1 2 3 4
Bild 2-1

Exponentialfunktion F (I) und Fundamentalform der X°-Ver-
teilung F *(r) ( dh a=1) (punktierter Kurvenzug) mit
gleichem t,,,=1 des 50%-Punktes.

Ein Beispiel der Anwendung der mit F "(¢) gegebenen
Struktur ist die Beschreibung der empirisch ermittelten
Langmuir'schen Adsorptionsisotherme:

Mit der Variablen ¢ als Konzentration des an einem
festen Korper in cinem Gasraum oder in einer Losung zu
adsorbierenden Stoffes, der adsorbierten Menge A4, der
Sattigungsadsorption A, und der charakteristischen
Konstante B ist

A & A

A, B+c

L
Ag—A4 B

Das Verhiltnis von genutzter zu nicht genutzter
Adsorptionskapazitit ist proportional zur Konzentration.

2.) Der Differentialquotient einer Verteilungsfunktion ist
die Verteilungsdichte. Verteilung und Verteilungsdichte
sind fiir den gleichen Betrag der unabhiingigen Variablen
erklart. Fiir eine Verteilung, die mit der Exponential-
funktion

F(n)=1-¢

beschrieben wird, ist die Dichte an der gleichen Stelle t:

dF(t) _ 3 =20
dt '

Fiir eine Verteilung, die mit der Funktion

F (1) =

beschrieben wird, ist deren Differentialquotient

dF'(t) _ hp  F(@)
dt (b +1)° t

(1=F"(t)

an einer Stelle 7 der mittleren Verteilungsdichte

F(y 1
t fyo +t

an der Stelle t gleichzusetzen:

dF'@| _ hp 1
dt | (fptD? hy

Somit ist:

(2 +i)? = Lty +0)

(I-F () =1-F"(0)
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Anlage 3

Besonderheiten der Fundamentalform R(y)

Die Fundamentalform

X

_ (») :
) = —K+X( | (Abschnitt 4 (8))
¥

ist die allgemeine Form der X“-Verteilung mit a = 1. Es
existieren Verteilungen, die diesen Potenzparameter
a =1 autweisen; eine solche Verteilung ist in der Anlage
5 mit dem Beispiel 2 aufgefiihrt.

Bei dem empirischen Verfahren der Linearisierung im
Doppel-Logarithmennetz (DLN) (Abschnitt 5) erweist
sich K als eine Konstante. Sie ist der Median der
Verteilung und das MaB fiir die Schiefe der
Verteilungsdichte.

In dieser Anlage werden fiinf Besonderheiten der
Fundamentalform behandelt:

1.) In der Graphik R(.X') LiBt sich die Funktion nach der
Proportion

R 1

X K+X

mit den parallelen Geraden durch die Punkte (0:0) und
(X;R)sowie (—K:0) und (X:1) punktweise konstruieren
(Bild 3-1). Die untere Gerade schneidet die durch den
Punkt (.X;0) laufende Ordinaten-Parallele in dem Punkt
(X:R) der Kurve R(.Y).

In der Form der Funktion (I1—-R)(K+.X)=K ist zu
erkennen, dal} deren Graphik eine Hyperbel ist. Die zur
Abszisse parallele Asymptote lduft durch den Punkt
(0:1), die zur Ordinate parallele Asymptote durch den
Punkt (—X0).

2.) Bei Umstellung der Proportion zu

R 1
1+ X/K

FE

und nach Einzeichnen der Abszissen-Parallele durch den
nach 1.) konstruierten Kurvenpunkt (X' / K R) (Bild 3-2)
ist eine rechteckige Fliche mit den Eckpunkten (0:0),
(0:R), (1; R) und (0;—1) zu erhalten, deren Inhalt R ist.

Der Flicheninhalt ist, wie die Lange der Ordinaten-
Strecke des Kurvenpunktes, ein MaB fiir die relative
Haufigkeit der Daten mit den Mallen kleiner oder gleich
X /K. Dies bedeutet: Mit der Verteilungsfunktion R(.X')
wird die gebrauchliche Malnahme gerechtfertigt, in der

L Il

|

A

|

|

0

|

|

|

|

|

T 0+ T
-K 0] X

Bild 3-1
Konstruktion von einzelnen Punkten der Verteilung R(X )

~1

Bild 3-2
Ubertragung der Verteilung R (\/ K ) in eine Gleichverteilung

Graphik einer Verteilung die Ordinaten-Strecke pro-
portional zu der relativen Haufigkeit aufzutragen. Die
Verteilung der Daten iber der Skala eines melibaren
Merkmales wird durch die Bildung der relativen Hau-
figkeiten in eine Gleichverteilung {iiber den Zahlen-
bereich zwischen Null und Eins iibertragen.

3.) Fiir die Berechnung der Lageparameter (Abschnitt 7
und Anlage 4) sind die reduzierten Alternativen-
Quotienten

O=4"

zu bilden, wenn die Verteilung einen Potenzparameter
a > 1 aufweist. Wegen

und  ¢= -

1+Q I-p

ist die Verteilung p(, '{y))nach
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/a p]/a
(1= )"+ p¥e

_ 4
1+4/°

in die reduzierte Verteilung R(X(y)) umzurechnen.
Diese Verteilung ist mit der Fundamentalform (8)
identisch.

4.) Mit der Linearisierung im DLN laft sich der Potenz-
parameter a der Verteilung bestimmen (Abschnitt 5). Ein
anderes Verfahren zur Bestimmung von a ergibt sich,
wenn anstelle der Graphik p(yja>1) die Graphik
p( y}a = 1) = R(y) aufgetragen wird:

4.1) Vorbereitung: Die Verteilung R(X)wird mit

x(y)=22

X =K
¥ (yW)

und

(K #1, d. h.: Verteilungsdichte unsymmetrisch)

ausgeschrieben:
- 1 ¥
R(y =— Y yo - - 0’
) Ky -y)+(y—y) 1-K y_yO_‘K_.VI
1-X

.

Mit der Konstanten Z-Ol_% = y,, wird

-

P Tt B B (O
Y 1-K V= Vs

und

1 Vo— ¥ K
—R - )= Q as _ _
(1—]\’ ) (,V J’m) _71—K 4‘“17}( (}ﬁ J’O)

Die Graphik dieser Beziehung ist eine Hyperbel mit der

zur Abszisse parallelen Asymptote ﬁz R, und der

zur Ordinate parallelen Asymptote y, . Die Hyperbel
weist keinen Wendepunkt auf; denn es ist

dR R,—R d*R 2 dR

—= und == —
& V=V dy Y= Vas dy

und somit wegen R # R fiir alle y:

dR d°R
—=#0, also auch i,
dy dy

4.2) Folgerung: Verteilungen p(y|a>l) weisen einen
Wendepunkt auf, denn a>1 ist ein Mall fir die
Wolbung einer Verteilungsdichte (Abschnitt 5, Nr. 5.2)).
Wenn die Mefpunkte einer Graphik p(y) erkennen
lassen, daf ein Kurvenzug durch die Punkte einen

24

Wendepunkt durchliuft, werden Graphiken der reduzier-
ten Verteilung R(y) mit unterschiedlichen ganzzahligen
Potenzparametern erprobt. Die Graphik mit dem gesuch-
ten Potenzparameter ist daran zu erkennen, dal’ der
zeichnerisch angepalite Kurvenzug keinen Wendepunkt
aufweist. Es ist ratsam, zundchst die Reduzierung mit
a=2 auszufiihren, ggf. mit a =3 usw.. Das Beispiel in
dem Bild 3-3 hat a =3 zum Ergebnis.

051

Pyl
.

Bild 3-3
Beispiel fiir die Reduzierung einer Verteilung p( y|a > l)

Gegeniiber dem Verfahren der Linearisierung im DLN
hat dieses Verfahren der Reduzierung den Vorteil, daB
erste Schitzwerte fir die Grenzparameter nicht durch
Probieren ermittelt werden missen, sondern aus der
Graphik der reduzierten Verteilung durch zeichnerische
Extrapolation zu erhalten sind.



5.) Fiur die Grundrechnungen zur Bestimmung der
Lageparameter sind jeweils drei MefBpunkte (y,-;Q,-),

i=a, bund c, auszuwihlen. Es ist festgelegt, daf

ya>yb>yc und Qa>Qb>Qc

sein soll (Abschnitt 7, Nr. 7.1.1) und Anlage 4). Fiir die
Wahl der MeBpunkte besteht eine Einschrinkung;

Die Funktion des reduzierten Alternativen-Quotienten
1a6t in der Form

' 1 =M
+— —y)=——"

[0+ %)=
erkennen, dafl die Graphik Q =Q(y) eine Hyperbel ist
mit der zur Abszisse parallelen Asymptote durch den
Punkt (0;—]/K) und der zur Ordinate parallelen

Asymptote durch den Punkt (.V120) ist. Die erste und die
zweite Ableitung

dQ _Q+YK 0 _ 2 do
& yv-y W oy dy

sind fiir alle y positiv. Daraus ergibt sich fiir die

Konstellation der drei MeBpunkte die einschrinkende
Bedingung

Qa_Qb >Qb'_'Q,;~

(Bild 3-4).
Ya=Ve Vo= Ye
|
o I
i
|
Q ' !
|
|
(a5 \ l 5
0 M= L\\\' i
|
K : .\ |
Yo Yo YooY Vi
Bild 3-4

- 1 1
Konstruktion nach —— = —
Yi=»o K yn-y

Ji=a, bundc

3= 2~ 0
(imText: (6 ) und (8 )) -0, - O -0,
Ya="Vo Vo= Ve
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Anlage 4

Ableitung der Formeln fiir die Berechnung der

Grenzparameter y; und y,
1.) Erklarung

Die Beziehung des X“-Theorems in der Fundamen-
talform

X, ;
0 =— ((8) im Text)
Xl/Z
mif X =22 ((6) im Text)
X =¥

wird an drei mit den Indices
i=a, bundc

gekennzeichneten Punkien fixiert, d. h.: es werden drei
Mebwert-Paare { ¥ Q'.} vorgegeben.

2.) Die Formel fiir y,
Die zwei Ausdriicke

Yo =)= 3 =) +3.(3a = v,)

und

Yo [(yb = yc) _(J’a _y,,-) +(ya - )’b)]

sind beide identisch Null (E U), also auch die Differenz
der Ausdriicke:

(e =30)0% =3 )= (3 =30 )30 = 3,)
+Hye =30 )y —3,)=0

Bei Erweiterung mit (yl - y‘.) ergibt sich unter Verwen-
dung von (6) der Ausdruck:

X, =y )Xo =)= X, = 3,3, - 3.)
+X, (0 =y )y, = y,) =0

Durch Multiplikation mit XL werden die reduzierten
Alternativen-Quotienten (8) e;/ligeﬁ}hrt:
Q.(n =) =)= 2, (3 =3, ). - v.)
+0. (1 =y )y —,) =0
Dieser Ausdruck ist nicht mehr identisch Null zu setzen;

er ist die Bestimmungsgleichung fiir den Grenzpara-
meter y,, der sich explizit zu

_ 0.5, =v.) -0y, (5, - .) + 0.y.(y,-v,)
1 Qa(y,,ﬁyc)—Q;,(ya—yc)+Qc(ya—yb)

ergibt.
3.) Die Formel fiir y,
Analog zu der Ableitung unter 2.) wird die Differenz

01 =300 =3 )= =9, M3, 3.
+Hy =y )0, —y,) =0

gebildet, mit (y, —y,)erweitert und mit Xy, multi-
pliziert. Dann ist;

1 1
Q—a(ya = y0)(% ~y¢)—Q—b(yb ~¥o)(¥a=.)

|
+_(yc —Yo )(yra *J‘f;) =0
Q.
die Bestimmungsgleichung fiir den Grenzparameter Yoo
der sich explizit zu

I 1 1

_Ea-ya(yb Ye) thyb(ya y,,)+Qcy,,-(ya )
2 -1 )
Qa yb Y Qb ya Ve QC Ya yb
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Anlage 5

Beispiele der Anwendung

In dieser Anlage werden vier Beispiele fiir die Anwen-
dung des X"“-Theorems aufgefiihrt. Die Beispiele sind in
der Absicht gewihlt, Besonderheiten bei der Auswertung
erlautern zu kénnen.

In dem Beispiel 1 wird dargelegt, wie nach einer abge-
schlossenen Auswertung die von der ermittelten Formel
fiir die Verteilung abweichenden Mefwerte zu beurteilen
sind. Zu unterscheiden sind Abweichungen, die infolge
der Ganzzahligkeit diskreter Verteilungen auftreten, von
Abweichungen, die stochastisch bedingten Stérungen
zuzuschreiben sind.

Mit dem Beispiel 2 wird eine Verteilung angegeben,
deren Potenzparameter Eins ist, die also von Natur aus
als Fundamentalform der .X'“-Verteilung vorliegt.

Wiihrend die beiden ersten Beispicle dem Bereich der
Ziindhdufigkeit ziindbarer Stoffc angehéren, sind dic
beiden weiteren Beispicle aus anderen Bereichen der
Statistik ausgewihlt. In der Ermittlung der Daten bestcht
der Unterschied darin, daB bei Ziindhiufigkeiten, wic
auch bei Tierversuchen, kumulierte Haufigkeiten gezihlt
werden, wihrend bei Verteilungen, wie solche der
Werkstiick-Beanspruchung oder der Biometrie, Hiufig-
keitsdichten ermittelt werden.

Das Beispiel 3 ist eine Verteilung, dic in der Norm fiir
herkémmliche Verfahren der Auswertung angegeben ist,
und zwar zur Demonstration der Vorgabe, dab ecine Nor-
malverteilung vorliegt. Die Beschreibung als X “-Ver-
teilung bestitigt ein spezifisches Merkmal der Normal-
verteilung, némlich die Symmetrie der Verteilungsdichte.
An dem Beispiel wird die Beurteilung nach den drei
Kriterien der End-Auswahl beschrieben,

Anhand des Beispieles 4 soll gezeigt werden, daB mit der
X“-Verteilung auch extrem liegende Mebwerte erfabt
werden, deren Abweichung in der herkémmlichen
Technik der Auswertung AnlaB zu der Frage gibt, ob ein
verfilschter Wert vorliegen kénnte.

Beispiel 1: Ziindhdufigkeit von Ziindhélzern
Datenmaterial: Bestimmung der Reibempfindlichkeit,
BAM 431 *1)

x = Reibkraft [10-* N]

*1) Berichtigung der in der Lit. (3)(a) angegebenen
falschen Auswertung.

z = Anzahl an Ziindungen

v = 100 Elemente bei jeder Reibkraft-Einstellung

Potenzparameter: a=2; p= 2 q:L

% 1-p
In der Tabelle 5-1 sind die Zufallsvariablen X und die
g-Werte mit den Lageparametern x, =5,5; x; =329 und
Xy =123,6 berechnet. Die Lageparameter der vier
Tripel des besten Quadrupels sind in Tabelle 5-2 auf-
gefiihrt.

Tabelle 5-1

Zéihlwerte zur Bestimmung der Reibempfindlichkeit einer Sorte
Ziindhalzer; Positionsanalyse nach Auswertung mit dem besten
Mefiwerte-Tripel

x 2 q X g ¥z
! 25.0 I 0,010 0,064 1,23 0,23
2 30,5 3 0.031 0.084 14601 0,93
3 39.5 4 0,042 0.117 1 0
4 49,5 7 0.075 0,157 1o04C) o3
5 79.5 21 0,27 0,297 1 0
6 99,5 29 0,41 0410 124 46
7 119,0 57 1,33 0.540 1,500 -10,1
§ 129,0 56 1,27 0,618 11060 24
9 178,5 80 40 115 1 0
10 | 1950 87 6.7 1,47 1,031 0,34

Produkt g 1,63('])

Tabelle 5-2
Lageparameter, berechnet mit den vier T, ripeln des besten

Quadrupels
Tripel-Nrm. Xy X, X/ X(xv,z)
3 5und9 53 329 1236 0,575
3. 4und9 6.0 332 1233 0,562
3, 4und 5 6.3 355 1249 0,515
4, 5und 9 5.1 328 1237 0,581
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001 -

0,001 -ttt +
0.01 a1 1 0

Bild 5-1a
Graphik der Verteilung als Gerade im Doppel-Logarith-
menneiz

08

02 T+

Bild 5-1b
Graphik der Verteilung, relative Hiufigkeit iiber der
Maf3-Variablen

Nach Abschlub der Auswertung kénnen die bei dem
Erfassen der Daten aufgetretenen stochastisch bedingten
Abweichungen angegeben werden. Die Sollwerte z*
ergeben sich aus den Lagefaktoren

*
g=q—
q

mit den Sollwerten

*_
qr= 3
v—z*

den Zihlwerten g und dem Stichproben-Umfang vV zu:

-1
Z¥ = [—L+l} .
g9

In der Tabelle sind die Differenzen zwischen Sollwert z *
und Zahlwert z angegeben. Bei den MeBwerten der
Nummern 3; 5 und 9 treten keine Differenzen auf, denn
mit diesem Tripel ist die als beste Anpassung gewertete
Funktion bestimmt worden. Fiir den MeBwert der Nr. 4,
der als Stiitzpunkt ermittelt worden ist, ergibt sich aus

30

2=1,004"" die Differenz z* — z = -0,03; sie ist im Hin-
blick auf die Zahlgenauigkeit als Null zu werten.

Die Ungenauigkeit der Zdhlung ist dadurch bedingt, dal
mit der Anzahl z an Ziindungen bei v Versuchen ein
Bereich

z—0,5<z¥<z+0,5

angegeben wird. Fiir die relative Haufigkeit bestcht also
eine Unbestimmtheit

1
*_ple—
| P|<2v-

Diese Unbestimmtheit ist von der Unbestimmtheit auf-
grund stochastisch bedingter Abweichungen zu unter-
scheiden.

Die Ausfithrungen bedeuten, daf in dem angegebenen
Beispiel die Mebwerte der Nummern 1 und 10 als regu-
Idre Bestimmungen akzeptiert werden kénnen.

Als stochastisch bedingte Abweichungen bleiben (ge-
rundet):

Nr. z¥—z
2 -1
6 +5
7 -10
8 -2

Wenn die besonders ausgeprigte Abweichung von
z¥—z=-10 bei dem Mebpunkt Nr. 7 auber Betracht
bleibt, ergibt sich mit einem Produkt der {ibrigen neun
g-Werte

L6370 ey
1,500 "~

eine nach aller Erfahrung gute Beurteilung nach der

Positionsanalyse  (Sekundirkriterium,  Abschnitt 7,
Nr. 7.3.1)).
Beispiel 2; Ziundhiufigkeit von Hexogen

Datenmaterial: Bestimmung der Schlagempfindlich-

keit, BAM 4.31
Fallgewicht: 2 kg
x = Fallhthe [cm]
v = Anzahl an Versuchen

z = Anzahl an Ziindungen



z Auswertung mit diesen Parametern:
Potenzparameter: a=1; p=— q= = .8 &
v k=p
Tabelle 5-3 Tabelle 5-4
Zihlwerte zur Bestimmung der Schlagempfindlichkeit von  Positionsanalyse zur Unterscheidung stochastisch bedingter
Hexogen von mefitechnisch bedingten Abweichungen.
Nr. x v F P q Nr. X g ¥z
1 35 15 1 0,067 0,0714 1 0,017 1 0
2 40 20 7 0,350 0,538 2 0,12 1 0
3 45 15 5 0333 0,500 3 0.25 2,22 29
4 50 17 1 0,647 1.83 4 0,40 1,00244" -0,01
5 60 15 12 0,800 4,00 5 0,88 1 0
6 70 15 13 0,867 6.50 6 1,84 1,30 041
Bei x =30 cm: v=20, z=0 Produkt g: 2.9

Lageparameter, berechnet mit dem Tripel der Nummern
1, 2 und 5:

X, = 341 cm
x = 895 cmpX(x;,)=0220
xy; = 441 cm
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Bild 5-2

Graphik der Verteilung als Gerade im Doppel-Logarithmennetz
q= q(X) und als relative Héiufigkeit iiber der Mafi-Variablen

p=plx).

Der Mebwert Nr.4 ist der Stiitzpunkt. Bei den
Zihlungen zu Nr. 3 sind unter 15 Versuchen fiinf
Ziindungen aufgetreten. Nach der Auswertung wiren
acht Ziindungen zu erwarten. Der MeBwert Nr. 6 ist als
reguldre Bestimmung zu akzeptieren, (Hierzu und zur
Berechnung der Differenzen (z*—z) aus den Lage-

faktoren g: Ausfithrungen zum Beispiel 1)

Beispiel 3: Bruchkraft eines Garnes

Datenmaterial aus: DIN 53 804, Teil 1, September 1981
"Statistische Auswertungen, Meflibare
(kontinuierliche) Merkmale",
Anhang A, Beispiel A.2.

x = Bruchkraft [10‘?‘ N], Klassen-Obergrenzen
v =75 Elemente
z = kumulierte Hiufigkeit

p = relative kumulierte Haufigkeit

Potenzparameter: a=3;

:x——xo

_Z
p=—
vV

g=-t X
I-p

X —x

Tabelle 5-6
Lageparameter, berechnet mit den vier Tripeln des besten
Quadrupels.

Tripel-Nm. X, X X2 X(xlﬁ) H =Ry
1;3und 4 42,47 116,42 80,006 1,031 T3{95
1;3und 6 42,47 116,48 80,011 1,030 74,01
I,4und 6 42,49 116,50 80,009 1,028 74,01
3 4und 6 42,52 116,54 80,009 1,026 74,02
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Tabelle 5-5

Zithlwerte der statischen Verteilung von Bruchkrdfien eines

Garnes.
Nr. X z b4 % X
1 60 2 0,027 0,302 0,310
2 65 5 0,067 0,415 0437
3 70 12 0,160 0,575 0,591
4 75 23 0,307 0,762 0,783
5 80 39 0,520 1,03 1.03
6 85 52 0,693 131 1,35
7 90 62 0,827 1,68 179
8 95 70 0,933 241 244
9 100 73 0,973 3,32 3.49
10 105 74 0,987 420 5.44
1 110 75 1 - -

Auswertung nach den drei Kriterien der End-Auswahl
(Abschnitt 7, Nr. 7.3.1 im Text)

In der Tabelle 5-7 werden die Positionsanalysen fiir
die vier Tripel des besten Quadrupels wiedergegeben.
Das Quadrupel besteht aus den MeBpunkten Nr. 1; 3; 4
und 6.

Tabelle 5-7
Positionsanalyse zur End-Auswahl nach drei Kriterien.
Nr. I;3und4 1:3und 6 1:4und 6 3:4und 6
g g2 2 g
1 1 1 i 1,002t
2 1,08 1,08 1.08 1,07
3 1 1 1,0003 1
4 1 1000301 1 1
5 10861 1,000 1,086 1,081
6 1,001 1 1 1
7 LI L1 L1l 111
8 1,040 1,040 1,05C1 10500
9 1,08 1.07 1,07 1,06
10 2,02 2,00 1,99 1,99
Produkt 2,33 2.26 225 2.21
g

a.) Nach dem Primérkriterium sind dic Tripel der Nrn.
1;4; 6 (g,;, =1.0003 der Nr. 3) und der Nrn. 1; 3; 6
(&umin :1,0003(_1) der Nr. 4) gleichwertig dic besten
Tripel

b.) Nach dem Konform-Kriterium werden durch
Rundungen die Betriige der Lageparameter x, =42,5,
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x =116,5 und x, =80,0 gewdhlt. Daraus ergibt
sich das Mab fiir die Schiefe der Verteilungsdichte
X(x,)=1027. Die Verteilungsdichte ist also fast
vollkommen symmetrisch (X (x2)=1).
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Bild 5-3
Graphik der Verteilung als Gerade im Doppel-Logarithmennetz
und als relative Hiufigheit iiber der Maf3-Variablen

¢.) Nach dem Sekundarkriterium ergibt sich mit dem
Produkt der g-Werte von 2,25 eine Bewertung
"schlecht". Jedoch wird der Mangel hauptsichlich
durch den g-Wert der Nr. 10 bewirkt. Wenn das Pro-
dukt der g-Werte durch den g-Wert der Nr. 10 geteilt
wird, wenn also der MeBpunkt Nr. 10 auller Betracht
bleibt, ergibt sich mit 1.13 ein akzeptables Produkt
aus den g-Werten der MefBwerte Nrn. 1 bis 9.

Mit der Bezichung

=N
z¥=vy {'174“ 1} ,
£q
die in dem Beispiel | angegeben ist, wire mit g="74;
g=2und v=75;

z¥="74.50 anstelle z=74.



Der Zahlwert der Nr. 10 ist also nicht als abnormer Wert
zu betrachten; die Abweichung liegt innerhalb des
Intervalls, das durch die Zihlung der Elemente und den
Stichproben-Umfang vorgegeben ist.

Beispiel 4: Haufigkeit der Kérpergewichte von

Minnern

Datenmaterial aus: H. Immich — Medizinische Statistik;
Eine Einfithrungsvorlesung; Seite 203
F. K. Schattauer Verlag Stuttgart —
New York 1974

x = Obergrenzen der Gewichtsklassen [kg]
v =400 = Stichprobenumfang

z = kumulierte Hiufigkeit

p = relative kumulierte Haufigkeit

Potenzparameter: a =4; P

= |n
()
1]

Tabelle 5-8

Zéhlwerte der statistische Verteilung der

Gewichte von 400

Mcinnern.
Nr. x Z P gl X
1 34,9 1 0,003 0,224 0,042
2 399 2 0,005 0,266 0,079
3 449 4 0.010 0,317 0118
4 499 21 0,053 0,485 0,160
5 54.9 54 0.135 0,629 0,205
6 59,9 105 0,263 0,772 0,254
7 64,9 173 0,433 0,934 0,308
] 69,9 247 0,618 113 0,366
9 74,9 299 0,748 1.31 0,429
10 79.9 333 0,833 1,49 0,499
11 849 357 0,893 1,70 0.576
12 89,9 377 0,943 2,01 0,661
13 94.9 384 0,960 2,21 0,756
14 999 392 0,980 2,65 0,862
15 104,9 395 0,988 298 0,982
16 109,9 397 0,993 3,39 1.12
17 1149 397 0,993 3,39 1.28
18 119.9 398 0,995 3,76 1,46
19 1249 399 0,998 447 1,67

Der 400ste Zéhlwert liegt in der Klasse zwischen 160 kg und

1649 kg.

Lageparameter:

x, = 287 kg

x = 1825 kgrX(x),)=0,329 Mah fir die
X = 668 kg

Schiefe

10
me
-
s
/“
L]
»
=
T
o
-
/
o : i ; o
01 0l \ 10
X
1 e
B T
|
\
|
0g 4+ 1
I
I
I
I
I
06 +
I
|
& |
]
sl )
0.4 |
[
!
|
\
024 1
I
I
I
I
0 +—1\ : : ! |
o ¥y a0 60 80 100 120 140
X
Bild 5-4

Graphik der Verteilung als Gerade im Doppel-Logarithmennetz
z* =0,110 =0(X) mit O = q'/4 und als relative Héiufigkeit
p=plx)

Berechnung der Lageparameter mit dem Tripel Nrn, 4; 7
und 15. Stiitzpunkt ist der Zahlwert Nr. 6.

Extrem abseits vom Median licgende Zihlwerte, wic in
dicscm Beispiel der 400ste Zihlwert, geben Anlab zu
Uberlegungen, ob diese Werte der Stichprobe zuzu-
rechnen sind, ob sic also in den Ausliufern der
Verteilung liegen. Die mit der Auswertung nach dem
X“-Theorem gegebene Moglichkeit der Extrapolation
bictet eine Entscheidung. In dem Beispiel wird der
Bereich zwischen 160 kg und 164.9 kg erfaBt; denn die
obere Grenze der Verteilung liegt bei 1825 kg. Die
Hiufigkeit des Auftretens fiir Gewichte iiber 160 kg bzw.
164.9 kg liegen nach der Auswertung bei

1-p=10:10" bzw, 1-p=3,3-1075,

Statt des Zihlwertes z =1 in Klasse Nr. 1 wire nach der
Auswertung z*=0,11 zu erwarten.
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Anlage 6

Uberlegungen zu den Parametern fiir die Schiefe und fiir die

Wailbung

Bei der Erprobung mit dem Verfahren der Linearisierung
im Doppel-Logarithmennetz erweist es sich, dab fiir die
Beschreibung von Daten einer empirischen Verteilung
zwei charakteristische Parameter zu erhalten sind,
ndmlich ein MaB fiir die Schiefc und ein Mah fiir die
Wélbung der Verteilung (Abschnitt 5). In dieser Anlage
wird die Frage behandelt, ob eine Verteilung mit einem
Potenzparameter, der groBer als Eins ist, die vereinigte
Verteilung zweier korrelierender Einzel-Verteilungen
sein kann. Es wird die Méglichkeit aufgezeigt, iiber die
Parameter fiir dic Schiefe und Wélbung die Einzel-
Verteilungen korrelierender Teil-Merkmale zu einer Ver-
teilung des resultierenden Merkmals zu vereinigen.
Weiterhin wird mit dem Kalkiil der Wahrscheinlichkeit
die bei der Erprobung als hinreichend erkannte Vorgabe
begriindet, fiir den Potenzparameter cine ganze Zahl von
kleinem Betrag anzusetzen.

1.) Vorbereitungen

1.1) Bezeichnungen

Die Mabe des Teil-Merkmales A4 sind iiber der Skala der
Variablen u verteilt. Die Mabe des Teil-Merkmales B
sind tiber der Skala der Variablen v verteilt. Die Male
des resultierenden Merkmales C sind iiber der Skala der
Variablen w verteilt.

1.2) Umskalicrung der Mabe

Es wird vorausgesetzt, dab die Grenzparameter der drei
Verteilungen bekannt sind. Dic drei MabBskalen werden
auf eine gemeinsame Skala # in dem Bereich 0<r <1
bezogen:

W)= )= ()=
Uy — Uy Vi =V Wy =Wy
I=r(u)= i ; 1-r(v)= v
uy — g v =V,
1-r(w)=——"
WM
Die  Zufallsvariablen  ergeben  sich mit der
Transformation
_ Y=Y : . ’
X(y)= ((6), Abschnitt 4 im Text),
N-

hier:;

r
X(r)=——-1,
) 1-r

zu

X(u)= X(r(u));
X(w)= X(r(w)).

X(v)=X(r(v));

Diese Umskalierungen sind Ubertragungen durch
Linearkombinationen (Abschnitt 6, Nr 6.31 im Text).

1.3) Mittlere Verteilungsdichten

Die Fundamentalform des X“-Theorems beschreibt
cntweder eine empirische  Verteilung mit  dem
Potenzparameter a=1 oder eine reduzierte Verteilung
(Anlage 3, Ziffer 4). Mit den Bezichungen

= Xir) = r =hy(r)-r
X))+ X(r)  (1=r)-X(rp)+r
2 2)- (1=
1R X("l/_) X(rlj__) (I-r) —h (r)-(1=7)

B X(ny)+X(r) - (lﬁr)-X(r]ﬁ)-q-r

werden die mittleren Verteilungsdichten definiert;

R e h =D+ (Schreibweise:in Ab-
»
schniit 3 und 4)
1-R —_— o
e =hi(r)= D|r B l| (Schreibweise in Ab-
—-r
schnitt 4)

Aus dem Alternativen-Quotienten in der Fundamen-
talform

o (1)
hy(r)

R X(r) rhy(r)
= = = = X(r
Q 1-R  X(rp) h(r)(1-r) L

ergibt sich das Mab fiir dic Schicfe

hy (r)

X(r'ﬁ):h—(r)
0

in dem Bereich 0 < r <1 als Konstante.
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2)  Graphiken: Mittlere Verteilungsdichten iiber den
umskalierten Mafien

2.1) In den Bildern 6-1a) und 6-1b) sind Graphiken
der mittleren Dichten zweier Einzel-Verteilungen in der
Fundamentalform (@=1) mit den Medianen
rp(4)=0,4 und 7, (B)=0,15 dargestellt. Die Recht-
ecke sind also jeweils Mabe fiir die Hilfte der Daten:

ho(”l,'z (")) rp ) =h ("1/2 (i)) (1_ ”1/2(5)) =1

mit i=A und B. Die Bestimmung von rW(C) bzw.
ho(r]ﬂ(C‘)) und ho(rm(C)) ist erst am Schlub dieser
Abhandlung méglich.

] Potir2®)

b)

hy (ry2(A))

a)
Ny (ry 2(A))

hy (ry2(B))

0 f12) 0 "qu(B)

1 holfy2(C))

<)

ny(1,5(C))

o] 1;2(C)

Bild 6-1
Mittlere Verteilungsdichten

hy (rlﬁ(i))'rl,fz (D)=h (’i/z(i))'(l_ "1/2(”) =0,5 i=A.BundC

2.2) Dic Graphik-Technik wird zunichst formal auf
den Fall angewendet, dab fiir die Einzel-Verteilungen der
Teil-Merkmale 4 und B und fiir die vercinigte Verteilung
des resultiecrenden Merkmales C das gleiche umskalierte
Mah r*=0,3 vorgegeben wird. Dies fiihrt zu den
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Graphiken der Bilder 6-2a), 6-2b) und — nachfolgend -
6-2c).

Der Rechengang fiir eine Graphik ist:

. _ 2
Vorgabe von rips X(ryz) = 1=, | oo X0
. X
Vorgabe von r*, X(@*) = A (’i/z)
Ly
o

R=-2 non=R nen=1"%

1 = Q r * I__ r

h,(B)
b)
hy(A)
a)
— A
—‘ hy(B)
0 I 0 I
0 r 1 0 r 1
—1 (&)
c)
h,(C)
0 i
0 r 1

Bild 6-2

Mittlere Verteilungsdichten
o (r *(i)) = hy (i) und hy (r*(i))=h (i), i= A,Bund C

3) Die Vereinigung von Einzel-Verteilungen
3.1) Formulierungen
Die Merkmale A, B und C werden prizisiert:

A bedeutet: Die Mabe der Elemente sind kleiner oder
gleich r*(A)



B bedeutet: Die Mabe der Elemente sind kleiner oder
gleich r*(B)

C bedeutet: Die Mabe der Elemente sind kleiner oder
gleich »*(C)

Demgemih wird formuliert:
LA =Prr(u) < r*(A4)]
1= p(A) = p(A) = Prr(u) > r* (4)]
p(B)=Pi[r(v)<r*(B)]
1- p(B) = p(B) = Pr{r(v) > r*(B)]
P(C)=Prr(w)<r*(0)]
1- p(C)= p(C) = Prfr(w) > r*(C)]

Die Alternativen-Quotienten sind somit:

p(A) . _p(O)

1= 1=t 7D

Funktionen mit a > 1 werden dic Bezeichnungen p und ¢
zugeordnet, Funktionen mit ¢ =1 die Bezeichnungen R
und Q.

3.2)  Der Ansatz fiir die Vercinigung von zwei

Verteilungen

In dem Bild 6-3 sind die Geraden fiir zwei Verteilungen

Ing(4) =a [InX(r*)~In X(rlﬂ(A))] (A)

Ing(B) = az[ln X(r*)-In X(r), (B))] (B)

speziell fir @ =1 und a,=2, im Doppel-Log-

arithmennetz aufgetragen. Es wird cin Abszissenwert
X(r*) vorgegeben, dies bedeutet, dah
X(u*) =X(v*) = X(r*)

gesetzt wird, und somit die umskalierten Mahe fiir die
Merkmale 4 und B gleichgesetzt werden:

r(u*)=r(v¥)=p*
Es erscheint naheliegend, dicjenige dritte Gerade

Ing(C) =a InX(r*)—lnX(r,/z(C))] ©)

der vereinigten Verteilung zuzuschreiben, die sich aus
der logarithmischen Addition

Ing(C)=Ing(A)+Ing(B)

crgibt. Der Ansatz fiir die Vereinigung ist also:
q(C)=¢(A)-q(B)

Die Vereinigung wird ebenfalls bei dem Abszissenwert
vorgenommen:

X(w*)=X(r*);, r(w¥)=r*

Fir die drei Merkmale liegen somit dic umskalierten
Mabe auf ciner gemeinsamen Skala. Dieser Fall ist unter
ZifTer 2.2) dieser Anlage formal behandelt worden:

Die Einzel-Verteilungen von 4 (Bild 6-2a) und von B
(Bild 6-2b) werden zu der Verteilung von C (Bild 6-2¢)
vereinigt.

Die MaBe fiir die Wélbung und die Schiefe der
vereinigten Verteilung ergeben sich aus der Addition der
Geraden (A) und (B) zur Geraden (C):
Ing(C) =(a, +a,)In X(r*)
=y In X () +a, In X(5,,(B))]
=a;In X (r *)—a;1n X(ms0)

Weil dies fiir jede Vorgabe der Variablen X(r*) gelten
mub, ergibt sich durch Vergleich der Konstanten:
a;=a, ta,

Das Mab fiir die Wolbung der vereinigten Verteilung ist
die Summe der MaBe fiir dic Wolbungen der Einzel-
Verteilungen

Xa](’i,f: (C)) = X4 (r}/;,_(A)) X® ("l,fz (B))

die Bezichung zwischen den MafBen der Schiefe.

In dem Beispiel des Bildes 6-3 ist:

X3('1/2(Q) =X (’i/z(A)) x (’1/2(3))
und somit:
X(r#) X2 (r%) X(r%)
(O)=q(A) q(B) = > =
! S ’"1{2(44)) X&(’FI/Z(B)) XB(’],‘Z(C))

Wenn die Parameter der beiden Einzel-Verteilungen
bekannt sind - oder die Parameter einer Einzel-
Verteilung und der vereinigten Verteilung —, sind die
Mafe fiir die Schiefe und die Wolbung der jeweils dritten
Verteilung bestimmt. Fiir das jeweils dritte Merkmal ist
die Verteilung im Bercich der Variablenr der Um-
skalierung bestimmt.

Die bei Auswertungen nach dem X°-Theorem
vorausgesetzte Ganzzahligkeit des Potenzparameters ist
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eine Vorgabe, die mit der vorstehenden Ableitung weder
bestatigt noch ausgeschlossen wird.

X5 (A))

X(1,,(€)

X,,(BY)

Bild 6-3:
Ansatz g(C)=q(A) q(B) und Bestimmung der Parameter fiir

Wolbung und Schiefe der vereinigten Verteilung

Nachtrige zu den Bildern 6-1c und 6-2c:
Aus den MaBen fiir die Schiefe der Einzel-Verteilungen,

jeweils a=1, ergibt sich das MaB fiir die Schiefe der
vereinigten Verteilung aus:

X*(5(0)) = X (o 4)) X (2(B))
und somit:

x(5,,(0)

’i,’z(c) = —7—51 ™ ©

Mit den vorgegebenen GroBen Q(A), Q(B) und r” ergibt
sich die Rechenfolge

{zu Bild 6.1c)

q(C)=0(4) 0(B):

38

p(O)= 1+4(C)’
5 =219, h =229 G Bid 620
p* 1—r*

3.3) Die Vereinigung von Verteilungen durch
Multiplikation von Alternativen-Quotienten in
dem Kalkiil der Wahrscheinlichkeit.

Unter der Ziffer 3.1) dieser Anlage sind relative

Hiufigkeiten als MabBe fiir Wahrscheinlichkeiten
interpretiert. Es wird das Kalkiil der Wahrscheinlichkeit
auf diese  Hiufigkeiten angewendet,  wobel

Verkniipfungen durch bedingte Wahrscheinlichkeiten
auftreten.

In dem Bild 6-4 werden mit einer Gabel-Struktur
zundchst formal die Kombinationen (Konjunktionen) der
Teil-Merkmale 4 und B zu dem resultierenden Merkmal
C und der Komplementir-Merkmale Z, B und C
aufgezeigt (1. Spalte). Sodann werden fiir die weitere
Herleitung die Konjunktionen angegeben, die bei der
Vercinigung der Einzel-Verteilungen logisch méglich
sind (2. und 3. Spalte).

Fiir das Lesen in der Gabel-Struktur wird ein Beispiel
angegeben:

Das Merkmal 4 trete mit der Wahrscheinlichkeit p(A)
einzeln auf und gemeinsam mit dem Komplementir-
Merkmal B mit  einer  Wahrscheinlichkeit

p(/@) = p(/I)p(E/A). Die bedingte Wahrscheinlichkeit
p(E/A) ist der prozentuale Anteil von p(A), der auch
der Zweier-Konjunktion p(AE) zugehort, Ferner ist
p(4BC)= p(4B)p(c/4B) dic Wahrscheinlichieit fir
das gemeinsame Auftreten der Merkmale 4, B und C,
und somit die bedingte Wahrscheinlichkeit p(C/AB) der
prozentuale Anteil von p(AE), der auch der Dreier-
Konjunktion p(C/ AE) zugehort.

In der zweiten Spalte sind die Konjunktionen aufgefiihrt,
die das resultierende Merkmal C enthalten, in der dritten

Spalte digjenigen, die das komplementire Merkmal c
enthalten.

Ein Individuum, das die Teil-Merkmale 4 und B
aufweist, kann nicht das komplementire resultierende

Merkmal C aufweisen. Die Konjunktion p(ABE) kann
nicht aufireten. Weil also kein Anteil von p(4B) zu
p(ABE) gehort, mub p(ABC) mit p(AB) identisch
sein, d. h.:

_ pl4BC)

pB)

p(C/4B)



(gw)d =
Q)d- (/g v)d

= 0 0
Q)d- (0/gaw)d = +

+ (Q)d- (/g vd O awd
Q)d- (/g w)d o =

= )d- (/g v)d (O gwd

0 2 T

g oM~ o/ vd Al

O reunfrol O [BWHBW | O TeUDMIO | O [eUDIdN
e
uduonyun{uoy

(@ v/o)d
N

—
(g v/o)d
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Gabel-Struktur zur Bestimmung der logisch moglichen Merkmale-Kombinationen (Konjunktionen)

Bild 6-4



und

p(4BC)= p(C/4B)p(4B)= p(4B/C)p(C) = p(4B)
(vierte Spaltc).

Ebenso ist die Konjunktion p(ﬁﬁC) logisch auszu-
schlieBen und darum:

p(BE) = p(c/4B)p(4B)= p(4B/C)p(C)= p(4B)
(fiinfte Spalte).
Die Summe der Konjunktionen in der vierten Spalte bzw.

fiinften Spalte ist p(C) bzw. p(C); denn die Summe der
prozentualen Anteile

p(4B/C):  p(4B/c) und p(AB/C) an p(C)

bzw. p(4B/C); p(AE/E) und p(ZB/E‘) an p(E)

mub Eins sein. Beispicl: p(A4B/C) ist der prozentuale
Anteil von p(AEC) an der Hiufigkeit p(C).

Aus der Summe der ersten bzw. zweiten Spalte
p(C)= p(4B)+ p(4BC)+ p(ABC)

bzw. p(C)= p(4B)+ p(4BC)+ p(4BCT)

wird formuliert:
-1 2E) 20 o
Ly p(AR‘) p(EBE‘) |
P(*‘B){“ FCE }"(C) X

Es werden die hypothetischen Aussagen
p(4B/C)=p(4B/c) und p(4B/C)= p(aB/c)
eingefiihrt; das bedeutet:

Die prozentualen Anteile von p(AEC) an p(C) und von
p(AﬁE‘) an p(E) sind gleich.

Die prozentualen Anteile von p(ZBC) an p(C) und von
p(EBZ’) an p(z’) sind gleich.
Die Schreibweise

p(48c) _p(45C)

p(@)  p(0)

p(4BC) p(4BC)
p(c) — pO
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zeigt, daBb die beiden Klammer-Ausdriicke in den
Formulierungen (!) gleich sind, daf also

p(C) _ pl4B)
p(C) p(4B)

ist, In der Schreibweise unter Ziffer 3.1) dieser Anlage ist

p(4B) _ p(A)p(B/A) p(B)p(4/B)

A= p(aB) p(4)p(B/4) p(B)p(4/B)

p(B/4) _ gy P{AE)
p(B/4) " pla/B)

g(C)=q(4)

Aus dem Vergleich dieser Beziehungen mit dem Ansatz
fiir die Vereinigung der Einzel-Verteilungen

q(C)=q(4)q(B)
ist eine korrigierende Folgerung zu ziehen:

Wenn q(A) als Alternativen-Quotient der Wahrschein-
lichkeit p(4) erklirt wird, ist anstelle von g(B) das
Verhiltnis

p(B/4) _ p(B)

o5i3) " oz 1P

einzusetzen. Die bedingten Wahrscheinlichkeiten
p(4B)

und p (E/Z) = ﬁ

_ p(4B)
p(B/A)——P( "

geben an:

p(B/A] ist der prozentuale Anteil derjenigen Individuen
mit dem Merkmal A4, der auch das Merkmal B aufweist.
p\BfA) ist der prozentuale Anteil derjenigen Individuen
mit dem Merkmal A der auch das Merkmal B aufweist.
Wenn ¢(B) als Alternativen-Quotient der Wahr-
scheinlichkeit p(B) erkldrt wird, ist in Analogic zu
folgern:

Anstelle von q(A) ist das Verhaltnis

einzusetzen,

Mit der Anwendung des Kalkiils der Wahrscheinlichkeit
ist als korrigiecrende Folgerung die begriffliche
Klarstellung zu erhalten:

Bei der Vereinigung der Einzel-Verteilungen zweier
korrelierender Teil-Merkmale zu der Verteilung des
resultierenden Merkmales durch Multiplikation der



Alternativen-Quotienten ist einer dieser Quotienten ein
Verhiltnis  bedingter ~ Wahrscheinlichkeiten.  Die
Bedingtheit liegt in der Korrelation der Teil-Merkmale
begriindet.

Die in der Anlage aufgezeigte Moglichkeit, Verteilungen
korrelierender Merkmale zu einer Verteilung  zu

vereinigen, fiihrt zu der Vermutung, daB die Anzahl
dieser Merkmale mit dem Potenzparameter gegeben ist.
Diese Vermutung ist aus der Struktur des X*-Theorems
allein nicht abzuleiten; sie ldft sich jedoch bei
Interpretation von relativen Hiufigkeiten als MaBe fiir
Wahrscheinlichkeit bestitigen, wenn eine zusitzliche
Annahme hinzugezogen wird.
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Anlage 7

Das neuartige Verfahren der Selektion als Alternative zu dem
Verfahren der linearen Regression

Das fiir Auswertungen nach dem X“-Theorem
entwickelte Verfahren der Selektion (Abschnitt 7) ist
cine Rechentechnik, die auch fiir dic Analyse von li-
nearen Zusammenhdngen zwischen Einstell- wund
MebgroBen verwendet werden kann,

Den ermittelten Daten (n MeBpunkte) soll eine Gerade
w=Au+B
angepalt werden. Die Schritte der Einzelrechnung sind:

a.) Mit zwei MeBpunkten (u;:w.),i=a und b, werden

1? 1

die Konstanten 4 und B berechnet.

b.) Die Abstinde (Lagedifferenzen) der (n-2) iibrigen
MeBpunkte (uj;w]g-)), Jj#i, zu der durch 4 und B
gegebenen Geraden werden berechnet. Die — dem
Betrag nach - kleinste Lagedifferenz weist der

MeBpunkt (u,;w,) auf (Stiitzpunkt-Test).

c) Die (n—2) Lagedifferenzen werden aufsummiert,
Dieses Rechenschema wird fiir alle méglichen
MeBpunkte-Paare ausgefiihrt; das sind

Nz[nJ——L—
2} 2m-2)

Ergebnis-Sitze. Aus jeder der N Rechnungen ergibt sich
ein MeBpunkt (uc;wc) mit der kleinsten der (n —2)
Lagedifferenzen. Nach dem Primérkriterium werden aus
den N Ergebnis-Sitzen diejenigen ausgewihlt, bei denen
dic — dem Betrag nach — kleinste Lagedifferenz unterhalb
eines vorgegebenen Grenzwertes licgt.

Mit dem Sekundérkriterium wird ermittelt, auf welche
der nach dem Primérkriterium ausgewihlten Ergebnis-
Sitze die Forderung zutrifft, daB sich die Lagedif-
ferenzen annihernd ausgleichen, dab also dic Summe der
Lagedifferenzen méglichst klein ist.

Im Idealfall wird sich ein MeBpunkte-Paar ergeben, dem
sowohl die kleinste aus den N Lagedifferenzen, als auch
die kleinste Summe der jeweils (7—2) Lagedifferenzen
zuzuordnen ist. Mit der Geraden, dic durch die
zugehdrigen Konstanten bestimmt ist, wird der lineare
Zusammenhang der ermittelten Daten am besten
reprisentiert.

In dem Fall, daB sich nach den beiden Kriterien
unterschiedliche MeBpunkte-Paare ergeben, ist das
Konform-Kriterium anzuwenden: Jede der beiden Kon-
stanten mufl nach Rundung auf eine angemessene
Anzahl von Dezimalstellen von gleichem Betrag sein.
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