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Zusammenfassung

Diese Arbeit umfasst die Entwicklung, Implementierung und Anwendung einer nicht-lokalen,
gradientenabhangigen Erweiterung des lokalen Gurson-Modells zur Simulation duktiler Scha-
digung flr metallische Werkstoffe, um die Anwendungsgrenzen lokaler Schéadigungsmodelle
im Rahmen der FE-Methode bzgl. Netzabhdngigkeit und Lokalisierung von
Simulationsergebnissen zu Gberwinden.

Zu den offenen Problemen bei der Anwendung von lokalen, inelastischen Schadigungsmodel-
len gehort u.a, die Abhangigkeit der erzielten Ergebnisse von der Gréfe und Orientierung der
zur Strukturdiskretisierung eingesetzten Finiten Elemente. Diese Netzabhangigkeit tritt insbe-
sondere bei der Verwendung lokaler Stoffgesetze und der Simulation entfestigenden Material-
verhaltens auf. Diese Beschrankungen lokaler Modelle sind maBgeblich auf den Eindeutig-
keitsverlust der Lésung des Systems der konstitutiven Gleichungen durch die Modellierung
von Entfestigungsvorgéngen zurlickzufiihren.

Ausgangspunkt fir die Entwicklung einer nicht-lokalen Formulierung des Gurson-Modells stellt
die Zielsetzung dar, die lokale Beschreibung der Schadigungsentwickiung durch die Evoluti-
onsgleichung des Hohlraumvolumenanteils unter Beriicksichtigung des Gradienten der raum!i-
chen Schadigungsverteilung zu erweitern.

Die so gewonnene Formulierung des Materialmodells wird auf Grundlage einer hyperelastisch-
plastischen Formulierung zur Beschreibung groBer Deformationen in ein FE-Programm imple-
mentiert. Zu diesem Zweck wird eine eigene Elementformulierung mit einem neuen, das globa-
le Schadigungsfeld reprasentierenden Freiheitsgrad entwickelt.

Die Definition und Anwendung von Kriterien fir die Bestimmung des Eindeutigkeitsverlustes
der Lésung von Schadigungsmeodellen flhrt auf Aussagen bzgl. des eingeschrénkten Einsatz-
bereiches lokaler Modelle in Zusammenhang mit der Schadigungssimulation und erbringt den
Nachweis der regularisierenden Wirkung der nicht-lokalen Erweiterungen des Schéadigungs-
maodells.

Die Durchfihrung von FE-Rechnungen an einfachen Teststrukturen und Bruchmechanikpro-
ben mit variierender Elementierung verdeutlicht die erfolgreiche Anwendung des Modells bzgl.
der Simulation duktiler Schadigung. Hierbei zeigt sich, dass die Ergebnisse der lokalen Sché-
digungssimulation eine starke Netzabhangigkeit aufweisen. Weiterhin ist zu beobachten, dass
GroBe und Orientierung der Schadigungszonen sich nach MaBgabe der ElementgroBe und
Netztopologie einstellen kénnen. Die Anwendung des nicht-lokalen Gurson-Modells erlaubt
durch die Hinzunahme eines einzigen neuen Materialparameters ¢ die Reduzierung der starken
Netzabhangigkeit der FE-Ergebnisse. Rechnungen zur Simulation von Scherbéndern zeigen,
dass sich eine netzunabhéngige GroBe der Schadigungszone einstellt und auch die Orientie-
rung der Scherbander von der Elementkantenidnge und Netztopologie unabhangig ist.

Die Anwendung des nicht-lokalen Modells zur Simulation duktilen Rissfortschritts an Bruch-
mechanikproben aus dem Werkstoff 10MnMoNi5-5 belegen die erfolgreiche Anwendung der
dargestellten nicht-lokalen Erweiterung des Gurson-Modells, die die pradiktiven Fahigkeiten
numerischer Analysen des duktilen Schadigungsverhaltens mit der FE-Methode maBgeblich
verbessert.



Abstract

The numerical analysis of ductile damage and failure in engineering materials is often based on
micromechanical model of Gurson. Numerical studies in the context of the finite-element me-
thod demonstrate that, as with other such types of local damage models, the numerical simu-
lation of the initiation and propagation of damage zones is not reliable and strongly mesh-
dependent. The numerical problems concern the global load-displacement response as well
as the onset, size and orientation of damage zones and thus to the reliability of the obtained
results. From a mathematical point of view, this problem is caused by the loss of ellipticity of
the set of partial differential equations determining the (rate of) deformation field. Physically, it
has to do with the fact that the effect of interaction in the microstructure on the material be-
haviour has not been taken into account.

To overcome the limits of local damage models regarding localization phenomena and mesh-
dependence of simulation results, a gradient dependent non-local extension of the Gurson-
model for the simulation of ductile damage at large deformation is presented, in order to be
able to medel the width and other physical aspects of the localization of the damage and
failure process in metallic materials. In particular, the presented extension is based on the
introduction of a gradient type evolution equation of the damage variable regarding the spatial
distribution of damage.

In comparison to the local model, the proposed non-local extension involves only a single
additional material parameter, i.e., that involving the characteristic length determining the
effective dimension of the damage process zone.

A finite element algorithm for finite strains is developed and implemented into the FE program
ABAQUS, using a new element formulation for the coupled damage-deformation problem
introducing an additional degree of freedom, representing the non-local damage field.

The development and application of a criterion for loss of ellipticity demonstrates the regulari-
sation of the solution obtained by the non-local Gurson model. For the local Gurson model
results indicate at a very early state of damage evolution the loss of ellipticity, in contrast to the
simulation with the non-local model, indicating no loss of ellipticity during the loading history,
thus reliable results can be obtained.

Computational results of the simulation of large crack growth in fracture specimen of an indus-
trial steel document quantitatively the effect of the delocalisation of the model damage process
and the minimisation of mesh-dependence on the characteristic dimension of the damage
process zone and the global structural response.
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1. Einleitung

1 Einleitung

Eine verlassliche Beurteilung hochbeanspruchter Bauteile erfordert eine mechanische Analyse,
die eine Beschreibung der Schédigungs- und Versagensmechanismen des Materials beinhal-
tet. Hierbei unterstitzen numerische Verfahren wie die Finite Elemente Methode die Anwen-
dung kontinuummechanischer Modelle, die das Verhalten des Werkstoffes auf makroskopi-
scher Ebene beschreiben und den Schadigungsprozess auf der Grundlage einer phédnomeno-
logischen Beschreibung abbilden.

Zur Simulation duktiler Schadigungsvorgénge in metallischen Werkstoffen kommt seit vielen
Jahren u.a. das Gurson-Modell [Gur77] in der erweiterten, semi-phanomenlogischen Form von
Needleman und Tvergaard [Nee84] zur Anwendung. In diesem Modell wird der mikromechani-
sche Vorgang des duktilen Bruchs mit der Entwicklung von Hohlrdumen in Verbindung ge-
bracht. Dazu gehért die Entstehung oder Nukleation von neuen Hohirdumen durch Abldsung
sproder Einschlusse von der umgebenden duktilen Matrix, das Wachsen der entstandenen
Hohlrdume sowie die sich anschlieBende Vereinigung der Hohirdume zum makroskopisch
erkennbaren Riss, Der relative Volumenteil der Poren wird dabei (iber eine Schadigungsvariab-
le beschrieben. Das Auftreten des makroskopischen Risses wird durch das Erreichen eines
endgultigen Wertes des Hohlraumvolumenanteils definiert.

Duktile Schadigungsvorgange sind oftmals von der Ausbildung einer Prozesszone begleitet, in
der sich die Schadigung und andere inelastische Effekte akkumulieren und in denen hohe
Dehnungsgradienten zu beobachten sind. Dieses Phanomen wird als ,Dehungslokalisierung*
oder einfacher ,Lokalisierung” bezeichnet und kann in metallischen Materialien z.B. in Form
von Scherbandern beobachtet werden.,

Zu den offenen Problemen bei der Anwendung von lokalen inelastischen Schadigungsmodel-
len im Rahmen der FE-Methode gehért u.a. die Abhangigkeit der gewonnenen Ergebnisse von
der GréBe und Orientierung der zur Strukturdiskretisierung eingesetzten Finiten Elemente.
Diese Netzabhangigkeit tritt insbesondere bei der Verwendung lokaler Stoffgesetze und der
Simulation entfestigenden Materialverhaltens auf.

Unter lokalen inelastischen Stoffgesetzen versteht man die Beschreibung des Materialverhal-
tens eines materiellen Punktes, bei der nur der inelastische Zustand des Punktes selbst und
nicht der seiner Umgebung berlicksichtigt wird.

Als materielle Entfestigung bezeichnet man den Prozess, bei dem der Schadigungszuwachs
aufgrund voranschreitender Belastung zu einer Beeintrachtigung der Belastungstragfahigkeit
des Materials fihrt. Dabei ergibt sich nach anfanglicher Spannungszunahme bis zu einem
Maximum eine sich anschlieBende Abnahme der Spannung im Werkstoff bei weiter zuneh-
mender Dehnung.

Im Rahmen der lokalen Materiaimodellierung bedingt dieses Verhalten einen Typwechsel des
durch die FE-Methode gestellten Anfangsrandwertproblems, der zu einem Verlust seines an-
fanglichen elliptischen Charakters (Elliptizitatsverlust) bzw. zu einer Nichteindeutigkeit seiner
Lésungen flhrt, Physikalisch gesehen wird dabei das anfanglich homogene Deformationsfeld,
d.h. die Lésung des anfanglich elliptischen Anfangrandwertproblems instabil gegentiber einem
lokalisierten, inhomogenen Feld, z.B. in der Form von Scherbéndern. Welche Lésung sich bei
diesem Ubergang ergibt, ist z.B. von den Randbedingungen abhangig. Bei der diskreten Ap-
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proximation des Anfangsrandwertproblems mittels der Finiten Elemente Methode spielt dabei
auch die Netztopologie eine Rolle, was zu einer starken Netzabhéngigkeit der numerischen
Losung im Ubergangsbereich fihren kann.

Bei der numerischen Schéadigungsmodellierung flhrt dies zum Verschwinden des Volumens
der Schéadigungs- und Entfestigungsprozesszone mit zunehmender Netzverfeinerung, was
sich mit dem Verschwinden z.B. der abgebildeten Scherbandbreite bei zunehmender Netzver-
feinerung in Korrelation bringen lasst. Dieses Verhalten flihrt dazu, dass Versagen aufgrund
duktiler Schadigung nicht kontinuierlich Gber mehreren Elementen sondern in, durch die Ele-
mentgroBe vorgegebenen Bereichen abgebildet wird, was zu der erwéhnten pathologischen
Netzabhéangigkeit der Ergebnisse fuhrt.

Experimentelle Beobachtungen zeigen, dass duktile Schadigung nicht punktuell, sondern in
einer endlichen Prozesszone stattfindet, wobei die Grée und Orientierung dieser Zone u.a.
von der Werkstoffbeschaffenheit abhangt. Stark idealisiert I&sst sich die Endlichkeit bzw. die
GroBe solcher Zonen mit Hilfe einer sogenannten charakteristischen Lange modellieren. Eine
sich daraus ergebene Konsequenz ist die Erweiterung klassischer lokale Werkstoffmodelle, die
keine solchen Langen enthalten, zu den sogenannten nicht-lokalen Modellen. Diese bertick-
sichtigen den Einfluss des Zustandes einer rAumlichen Umgebung eines materiellen Punktes
auf sein Materialverhalten, deren GroBe durch eine charakteristische Lange bestimmt ist.
Durch die Anwendung dieser Modelle kénnen Lokalisierungsphéanomene regularisiert und der
Eindeutigkeitsverlust der Ldsung vermieden und so die Netzabhangigkeit der Ergebnisse einer
FE-Simulation reduziert werden. Nicht-lokale Werkstoffmodelle berlcksichtigen bei der Be-
schreibung des konstitutiven Verhalten des Materials somit die unmittelbare rdumliche Umge-
bung des betrachteten materiellen Punktes. Hierzu wurde bisher in der Literatur eine Reihe
von Ansatzen vorgeschlagen, diskutiert und umgesetzt.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung und Anwendung einer erweiterten Schadi-
gungsmodellierung flr metallische Werkstoffe auf Grundlage des lokalen Gurson-Modells, die
den nicht-lokalen Charakter der Schadigungsentwicklung bei groBen Spannungs- und Verfor-
mungsinhomogenitéten berticksichtigt. Hierdurch soll die realistische Simulation duktilen Riss-
fortschritts in Bruchmechanikproben und Bauteilen unterschiedlicher Geometrien ermoglicht
werden. Die Uberlegungen zur Implementierung eines solchen Materiaimodells mittels der
Finite Elemente Methode werden préasentiert und ausflhrlich diskutiert. Hierzu gehért die ent-
sprechende Elementformulierung zur Implementierung eines nicht-lokalen Materialmodells mit
einem neuen, zusatzlichen Freiheitsgrad.

Weiterhin werden in dieser Arbeit Kriterien entwickelt und zur Anwendung gebracht, die das
Lésungsverhaltens der konstitutiven Gleichungen des lokalen und des erweiterten nicht-
lokalen Gurson-Modells bzgl. des mdglichen Elliptizitatsverlustes und des damit verbundenen
Einsetzens von Lokalisierungsphé&nomenen darstellen kédnnen, um so eine Abgrenzung bzgl.
der Anwendbarkeit lokaler Materialmodelle in Abh&ngigkeit von der Belastungssituation und
der Materialbeschaffenheit zu erméglichen und den Nachweis der regularisierenden Wirkung
nicht-lokale Modelle zu erbringen.

10 BAM-Dissertationsreihe



1. Einleitung

1.1 Stand der Forschung

Klassische inelastische Kontinuums- und Materialmodelle bauen auf der Annahme auf, dass
das Materialverhaiten eines materiellen Punktes nur vom thermo-mectlanischen Zustand einer
infinitesimalen raumlichen Umgebung jenes Punktes beeinflusst wird. Ublicherweise wird dabei
der inelastische Zustand im materiellen Punkt durch sogenannte .internen® ZustandsgréBen
oder Variablen idealisiert bzw. modelliert. Danach sind KonstitutivgroBen wie z. B. die Span-
nung in einem solchen Punkt zundchst von der Deformation und der Temperatur, von deren
ersten rdumlichen Gradienten sowie von den internen Variablen abhangig. Trotz dieser verein-
fachenden Annahmen sind solche Kontinuumsmodelle seit gut 200 Jahren erfolgreich.

Abweichungen bzw. Erweiterungen dieser klassischen Vorgehensweise wurden bereits 1906
von Cosserat und Cosserat [Cos1909] eingefihrt, um Kentinua mit zusétzlichen rotationsarti-
gen mechanischen Freiheitsgraden zu modellieren; diese Arbeiten wurden erst wieder 1960
von Truesdell and Toupin aufgegriffen [Tru1960]. Basierend auf ,nicht-lokalen" Integral- bzw.
Volumenmittelungsansatzen der klassischen ,lokalen” Kontinuumsmodellierung wurde eine
andere Art Erweiterung von Kroner [Kro1966] sowie Eringen (siehe z.B. [Eri1985]) vorgeschla-
gen, um u.a. den Effekt der Mikrostruktur auf das Makroverhalten zu beriicksichtigen.

Seit den 80er Jahren des 20. Jahrhunderts ist das Interesse an nicht-lokalen Modellen auf-
grund ihrer Eigenschaft als Lokalisierungsbegrenzer wieder stark gewachsen, um die im vo-
rangegangenen Abschnitt bereits erlduterten Anwendungsgrenzen lokaler Modelle zu Uber-
winden.

Beziglich der Aufstellung nichi-lokaler Schadigungsmodelle kénnen einige grundlegende
Ansétze voneinander unterschieden werden. Im Rahmen dieser Arbeit erfolgt die Beschran-
kung auf solche Modelle, die die nicht-lokale Materialbeschreibung auf kontinuumsmechani-
scher Grundlage unter der Voraussetzung eines homogenen Materials betrachten und nicht
die reale Makrostruktur (Partikel, Poren, Korngrenzen, Versetzungslinien etc.) berticksichtigen.
Grundlage der konstitutiven Beschreibung ist das homogene Ersatzmedium, das die Hetero-
genitaten des realen Materials Uber einen geeignetes Volumen repréasentativ (RVE: Reprasen-
tatives Volumenelement) abbildet.

Zum einen existieren die nicht-lokalen Integralansétze, die auf dem Gedanken basieren, dass
bestimmte ZustandsgréBen der Materialbeschreibung einen nicht-lokalen Charakier haben
und von der raumlichen Umgebung besinflusst werden. Statt der lokalen ZustandsgréBe,
gehen Uber ein begrenztes Gebietsintegral gemittelte und mit einer Gewichtungsfunktion be-
wertete GroéBen in die konstitutive Formulierung des Stoffgesetzes ein. Hierbei ist die Berlick-
sichtigung mikrostruktureller GréBen, der plastischen Vergleichsdehnung oder aber auch der
Schadigungsverteilung moglich. Die Schadigungsentwicklung in Form des Hohlraumvolumen-
anteils wird z.B. bei [Pij1987], [Baz1988], [Fij1992a], [Pij1992b], [Hoe1994] und [Tve1995] in
einer endlich begrenzten Umgebung eines materiellen Punktes von den maBgebenden Zu-
standsvariablen (z.B. der plastische Verzerrung, der Mehrachsigkeit des Spannungszustandes
oder einem Schéadigungsparameter) abhéngig gemacht. Der Einfluss der Umgebung wird
dabei Uber eine Verteilungsfunktion in Abhangigkeit vom Abstand zum betrachteten materiel-
len Punkt mit einer Normalverteilung [Per1992], [Hoe1994] und [KIi1998b] oder auch mit Po-
tenzfunktionen [Tve1995] gewichtet.

Eine alternative nicht-lokale Erweiterung entsteht, wenn man neben den internen inelastischen
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1. Einleitung

ZustandsgréBRen auch deren rdumliche Gradienten als unabhéngige KonstitutivgroBen betrach-
tet. Solche Formulierungen werden in der Literatur als Gradienten-Modelle bezeichnet.
Modelle unter Beriicksichtigung des Gradienten der plastischen Vergleichsdehnung wurden
erstmals von Aifantis (z.B. in [Aif1984] und [Aif1992] aufgrund mikromechanischer Uberlegun-
gen) vorgeschlagen und in [DeB1992], [Pam1994], [Pee1996] and [Gee1998] weiterentwickelt.
Parallel dazu wurden solche Erweiterungen von Maugin [Mau1990] im Rahmen der Thermo-
dynamik formuliert. Anwendungen im Bereich Schadigungsmodellierung findet man u.a. in
[Ram1998b] und [Feu1998]. Einige von diesen Gradienten-Modellen lassen sich aus einem
nicht-lokalen Integralansatz herleiten ([Feu1998, Gee1998]).

Die hier betrachtete Gruppe von Schadigungsmodellen zur Simulation duktiler Schadigung auf
Grundlage des Gurson-Modells bilden die mikromechanischen Vorgange der duktilen Schadi-
gung durch eine Evolutionsgleichung ab, in der die Anderung des relativen Hohlraumvolumen-
anteils durch die Entstehung neuer Hohlrdume und das Zusammenwachsen benachbarter
Hohlrdume durch eine skalare Schédigungsvariable beschrieben wird. Die in einem materiellen
Punkt auftretende Schédigung verringert so kontinuierlich die Tragfahigkeit des Materials.

Auch hier gehdrt zu den offenen Problemen bei der Anwendung dieser Modelle die Netzab-
hangigkeit der FE-Modellierung von Schadigungsentwicklung, Rissentstehung und -wachstum
[Sun1991, Fri1994, Tve1995, Kli1998b]. Des weiteren ist ungeklart, ob groBer, duktiler Riss-
fortschritt durch die konstitutiven Annahmen der bestehenden lokalen Materialmodellierung
nach [Gur1977] richtig erfasst werden kann [KIi1998b]. Zur Reduktion der Netzabhangigkeit
und der Vermeidung von netzabhangigen Lokalisierungsphinomenen bei Modellen zur
Simulation duktiler Schadigung wurden bisher eine Reihe von Lésungsansatzen vorgeschlagen
und diskutiert. Deren grundsatzliche Idee besteht darin, eine charakteristische Lénge
einzufiihren, die als ,Materialparameter” unabhéngig von der Elementierung der untersuchten
Probe bei der FE-Rechnung ist [Pij1987, Baz1989, Sun1991, Hue1992, Sei1992, Pij1995,
Tve1995], Im Falle der Anwendung einer nicht-lokalen Erweiterung in Form eines
Integralansatzes [Tve1995, Kli1998b] lieB sich einer Reduzierung der Netzabhangigkeit jedoch
nur eingeschrankt beobachten. Im Rahmen der Simulation bruchmechanischer Experimente
[Kli1998b] konnte nachgewiesen werden, dass das auf Tvergaard [Tve1995] und BaZant
[Baz1988] basierende nicht-lokale Integralmodell nach Gurson bei der Modellierung duktilen
Rissfortschritts in zugbelasteten Proben vollig versagt.

Auf andere Art und Weise wurde von Ramaswamy und Aravas [Ram1998a] und von Feucht
[Feu1998] die Modellierung der duktilen Schadigungsentwicklung nach Gurson um einen
Gradiententerm des Schédigungsfeldes erweitert. Die entsprechend erweiterte Evolutionsglei-
chung des Hohlraumvolumenanteils nimmt die Gestalt der instationaren Warmeleitungsglei-
chung mit Quelitermen an. Mit Hilfe dieser Ubereinstimmung erkennt man, dass - analog zum
Effekt der Warmediffusion auf das Temperaturfeld — der Gradiententerm der Schadigungskon-
zentration entgegenwirkt.

Die Untersuchung des Ldsungsverhaltens des Gleichungssystems der konstitutiven Gleichun-
gen lokaler Stoffgesetze fiihrt auf Kriterien zur Bestimmung des méglichen Elliptizitatsverlustes
und des damit verbundenen Einsetzens von Verzweigungs-ph&nomenen und erlaubt so Aus-
sagen bzgl. der Eindeutigkeit der gewonnenen Losung. In frilhen Arbeiten [Hil1958, Hil1962,
Rud1975, Ric1975, Ric1980] wird der Elliptizitatsverlust des konstitutiven Gleichungssystems
im inelastischen Fall als eine materielle Instabilitat, die sich durch rdumliche Singularitaten im
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1. Einleitung

Geschwindigkeitsgradienten ausdrickt, interpretiert. In diesen Arbeiten wurden die flr den
materiellen Tangentenmodul notwendigen Bedingungen zur Lokalisierung bei kieinen Deforma-
tionen formuliert. Dass jene Bedingungen auch hinreichend sind, wurde u.a. in [Bor1989]
gezeigt. Fur ratenunabhangige Schédigungsmodelliierung bei kleinen Deformationen wurden
Lokalisierungsbedingungen in [Dog1995, Ben1996] formuliert und untersucht. In [Dog1995,
Ben1996, Sza2000] wurden weiter allgemeinglltige Kriterien fur die Untersuchung der Lokali-
sierung und des Elliptizitatsverlustes bzw. des starken Elliptizitatsverlustes elastisch-plastischer
ratenabhangiger Stoffgleichungen aufgestelit. In [Ste1997] werden groBe Deformationen flr
hypoelastische sowie hyperelastische Materialgleichungen bei der Lokalisierungsanalyse zu-
séatzlich berlicksichtigt. SchiieBlich werden u.a. in [Ben1995] und [Lie2001] Lokalisierungskrite-
rien fur nicht-lokale Stoffgesetze der Gradientenplastizitét beschrieben.

1.2 Numerische Simulation duktiler Schadigung

Ein zentrales Problem bei der Simulation duktilen Rissfortschritts mit Schadigungsmodellen
besteht in der Bestimmung eines Satzes von Materialparametern, mit dem es mdglich ist,
experimentell ermittelten duktilen Rissfortschritt flr zug- oder biegebelastete Proben richtig zu
simulieren.

Fir die Rissfortschrittssimulation in bruchmechanischen Proben wird das Gurson-Modell
[Gur1977] unter Berlicksichtigung isotropen Verfestigungsverhaiten erfolgreich angewendet. In
der Form von Needleman & Tvergaard [Nee1984] wurde dieses Modell in das FE-Programm
ABAQUS implementiert [KIi1993], um Rissfortschritt an Bauteilen aus dem Stahl StE460 zu
untersuchen. Die entsprechenden Materialparameter wurden mit Hilfe von Zugversuchen an
gekerbten Rundproben mit 4 mm und 10 mm Kerbradius bestimmt. Mit diesem Satz von
Materialparametern wurde Rissfortschritt in seitengekerbten C(T)-Proben, M(T)-Proben und
gekerbten, quasistatisch-belasteten Charpy-Proben simuliert und mit entsprechenden Ver-
suchsergebnissen verifiziert, Fiir kurzen Rissfortschritt bis etwa 1,5 mm wurde eine gute Uber-
einstimmung erzielt [KIi1994].

Bei groBem Rissfortschritt wurden zum Teil erhebliche Unterschiede zwischen simulierten und
experimentellen Risswiderstandskurven [KIi1995a] festgestellt. Im Rahmen eines Vergleichs
der Ergebnisse von Berechnungen an Einheitszellen mit den Resultaten aus Berechnungen der
gesamten Struktur mit dem Gurson-Modell in der Form von Needleman & Tvergaard
[Nee1984] wurde in [KIi1995a,b,c] beobachtet, dass der Zeitpunkt des Versagens bei groBBem
Rissfortschritt in M(T)-Proben Ubereinstimmt, wahrend in C(T)-Proben erhebliche Unterschiede
zu den experimentellen Beobachtungen auftreten. Letztere uBern sich in einer Uberschétzung
der Risswiderstandskurve, was auch durch eine Anpassung von Materialparametern nicht
vermeidbar ist. Dieser Vergleich weit darauf hin, dass die Gurson-FlieBbedingung in der Form
von Needleman & Tvergaard [Nee1984] bei groBem, duktilen Rissfortschritt zu modifizieren ist.

Um festzustellen, wie gut das Materialmodell von Gurson in der Form von Needleman & Tver-
gaard [Neel1984] Rissfortschritt ohne Seitenkerbung bzw. Dehnungsbehinderung simulieren
kann, wurde in [KIi1995a] duktiler Rissfortschritt bei gekrimmten Rissfronten in nicht-
seitengekerbten C(T)-Proben untersucht. Dabei wurden an C(T)-Proben aus dem Stahl StE460
Versuche mit der Mehrprobenmethode durchgefiihrt, um den genauen Verlauf der Rissfronten
in Dickenrichtung zu ermitteln. Diese experimentell ermittelten Rissfrontverlaufe wurden mit
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dem Gurson-Modell bis zu einem Rissfortschritt von ca. 4 mm dreidimensional simuliert, und
zwar mit den aus den ebenen Modellrechnungen [KIli1993] ermittelten Materialparametern. Ein
Vergleich der Rissfrontverlaufe zeigte eine gute Ubereinstimmung bis zu einem mittleren Riss-
fortschritt von 2 mm, wéahrend dartber hinaus der Rissfortschritt durch die Simulation Uber-
schétzt wird, da die Form der Rissfront aufgrund der zu groBen Elementkantenlange in Dicken-
richtung nicht mehr richtig abgebildet wurde. Deshalb werden globale Ergebnisse, wie Kraft-
Verschiebung-Kurven oder Risswiderstandkurven, auch fur kleinen Rissfortschritt richtig be-
rechnet, wahrend die experimentellen Resultate flr groBeren Rissfortschritt unterschatzt wer-
den.

Um die Ubertragbarkeit der Materialparameter des Gurson-Schadigungsmodelles bei unter-
schiedlichen Spannungsmehrachsigkeiten, dem Verhaltnis von hydrostatischer Spannung zur
von-Mises-Vergleichsspannung, zu untersuchen, wurden in [Ebe1996] zahlreiche Zellmodell-
rechnungen mit Hilfe des FE-Programms ABAQUS bei unterschiedlichen Mehrachsigkeiten
durchgefihrt. Dabei bestand die Zellenstruktur aus einer periodischen Anordnung zylindrischer
Einheitszellen mit sphérischen Hohlrdumen oder Einschllissen. Zur Ldsung des begleitenden
Stabilitatsproblems wurde die modifizierte Riks-Methode verwendet [Rik1979]. Die Parameter
der Gurson-Modellierung wurden so angepasst, dass das globale Verhalten des Zellmodells
moglichst genau wiedergegeben wurde.

In [KIi1998b] wurde die Netzabhangigkeit der FE-Schadigungsmodellierung mit dem Gurson-
Modell in Abh&ngigkeit von der minimalen Elementkantenldnge und der Elementformulierung
an Modellen verschiedener Bruchmechanikproben aus den Werkstoffen Ste460 und StE690
untersucht und nachgewiesen. Zur Reduzierung der Netzabhangigkeit wurde eine nicht-lokale
Erweiterung in Form eines Integralansatzes des Gurson-Modells in das FE-Programm ABA-
QUS entwickelt und implementiert. Die dort durchgefiihrten Berechnungen zeigen, dass im
Gegensatz zur lokalen Modellformulierung, eine maBige Reduzierung der NetzabhZngigkeit
erzielt werden kann. Flr bestimmte Bruchmechanikproben und Werkstoffe erwies sich die
Anwendungsmoglichkeit des Modells jedoch als sehr beschrankt und die Simulation duktilen
Rissfortschritts war nicht méglich.

1.3 Zielsetzung und Inhalte

MaBgebliches Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung, Implementierung und Anwendung einer
nicht-lokalen, gradientenabhéngigen Erweiterung des lokalen Gurson-Modells zur Simulation
duktiler Schadigung. Hierbei soll die Evolutionsgleichung der Schadigungsentwicklung um
einen nicht-lokalen, vom Gradienten des Schadigungsfeld abhangigen Term, erweitert werden.
Die Formulierung des Materialmodells von Gurson in der lokalen wie in der nicht-lokalen Form
erfolgt dabei auf Grundlage eines hyperelastisch-plastischen Materialmodells zur Beschreibung
groBer Deformationen.

Im Kapitel 2 ,Kontinuumsmechanische Grundgleichungen” werden die erforderlichen theo-
retischen Grundlagen der Kinematik, der Bilanzgleichungen und Grundbegriffe der Plastizitat
groer Deformationen umrissen und definiert.

Im Kapitel 3 ,Lokale Elastoplastizitat” erfolgt die Erlauterung des theoretischen Hintergrundes
der einzusetzenden Materialgleichungen. Die Gurson-Schéadigungsmodeliierung in der lokalen
wie in der nicht-lokalen Form basiert dabei auf einem thermodynamisch motivierten hyperelas-
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tisch-plastischen Modell flir groBe Deformationen. Hierbei wird auf die in [Arn2000] und
[Sve1998a] diskutierten theoretischen Grundlagen zurlckgegriffen, so dass eine hyperelas-
tisch-plastische Implementierung des Gurson-Modells unter Berticksichtigung isotroper Ver-
festigung und groBer Deformationen zur Anwendung kommt.

Im Kapitel 4 ,Lokale Schadigungsmodellierung” wird mit Hilfe der Vorarbeiten [Sve1998a]
und [Arn2000] zunachst der Begriff ,duktile Schadigung” aus experimenteller und phanomeno-
logischer Sicht diskutiert und das lokale Gurson-Modell und seine Erweiterungen formuliert.
Uber die Beschreibung der maglichen Ansatze der Verfestigung wird im selben Zusammen-
hang das Phénomen der lokalen Entfestigung und der daraus resultierenden Lokalisierungs-
und Bifurkationsph&nome bei der Anwendung im Zusammenhang mit der FE-Methode erklart.

Im folgenden Kapitel 5 ,Nicht-lokale Schadigungsmodellierung” werden mégliche Erweite-
rungen des Gurson-Modells aus der Literatur vorgestellt und diskutiert. Die Diskussion einer
gradientenabhéngigen Erweiterung des Gurson-Modells als theoretische Herleitung aus dem
Integralansatz stellt den Ausgangspunkt fur die Auswahl und Entwicklung einer neuen nicht-
lokalen Erweiterung dar. Die Einfiihrung einer Anderungsgleichung einer neuen Schadigungs-
feldgréBe stellt hierbei die Abgrenzungen und Erweiterungen gegenliber den bekannten Gra-
dientenmodellen dar. Nach der Herleitung eines gemischten Variationsprinzips fur die Ver-
schiebungs- und Schéadigungsfelder wird Kapitel 5 mit einer Zusammenfassung der Gleichun-
gen des Materiaimodells abgeschlossen.,

Das sich anschlieBende Kapitel 6 ,Finite Elemente Methode" umreiBt die Grundlagen der FE-
Methode, woraus sich die Forderung nach der Diskretisierung der Stoffgleichungen fir die
Implementierung in ein FE-Programm ergibt. Als Elementformulierungen wird ein
4-Knotenelement mit bi-linearen Ansatzfunktionen zur Darstellung ebener Verzerrungszustén-
de (EVZ) sowie ein 4-Knoten-Element mit bi-linearen Ansatzfunktionen zur Darstellung axial-
symmetrischer Strukturen vorgestellt, die beide die im FE-Programm ABAQUS verwendete
Methode der ,selectively-reduced-integration”-Technik verwenden. Die sich aus der diskreti-
sierten Form des Variationsprinzips ergebende Elementsteifigkeitsmatrix wird hergeleitet und
vorgestellt. AnschlieBend werden die Besonderheiten bei der Berlicksichtigung groBer Defor-
mationen bei der Elerﬁentformuliemng skizziert. Die Implementierung und die hierfur erforderli-
che inkrementelle Form der Gleichgewichtsbedingung und die sich daraus ergebene Integrati-
on der Materialgleichungen fuhrt auf die Verifikation der Implementierung der Modellimplemen-
tierung anhand der Simulation einfacher Belastungsfélle fir das lokale und das nicht-lokale
Gurson-Modell sowie die entwickelten Elementtypen.

Im Kapitel 7 ,Untersuchung des Elliptizitdtsverlustes” wird die Untersuchung des Lésungs-
verhaltens der konstitutiven Gleichungen des lokalen Gurson-Modells und der im Kapitel 5
eingeflhrten nicht-lokalen Erweiterung vorgenommen, die auf Kriterien zur Bestimmung des
maoglichen Elliptizitatsverlustes bzw. des damit verbundenen Einsetzens von Lokalisierungs-
phanomenen fihrt. Die Entwicklung dieser Kriterien erfolgt fur die Formulierung kleiner Defor-
mationen sowie flr die Behandlung groBer Deformationen unter Beriicksichtigung einer
hypoelastisch-plastischen und einer hyperelastisch-plastischen Formulierung. Die Anwendung
dieser Kriterien auf die Ergebnisse von Beispielrechnungen mit Strukturen aus verschiedenen
Materialien zeigt abschlieBend die Grenzen der Anwendbarkeit des lokalen Gurson-Modells auf
und weiB3t die regularisierende Wirkung des nicht-lokalen Modells nach.

Das Kapitel 8 ,Ergebnisse” widmet sich der Anwendung des gradientenabhéngigen Gurson-
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Modells an einfachen Teststrukturen bei idealisiertem Materialverhalten sowie der Untersu-
chung von Bruchmechanikproben aus realen Materialien. Die Ergebnisse werden im Vergleich
zum lokalen Gurson-Modells vorgestellt und bzgl. Netzabhéngigkeit, Konvergenzverhalten etc.
diskutiert.

Kapitel 9 ,Zusammenfassung und Ausblick" mit einer Diskussion der Inhalte und einer Emp-
fehlung fur zukinftige Weiterentwicklungen schlieBt diese Arbeit ab.
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2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die kontinuumsmechanischen Grundlagen vorgestelit, die die Vor-
aussetzungen flr die spater zu erduternde Entwicklung eines nicht-lokalen Schadigungsmo-
dells und die zum Einsatz kommende Finite-Elemente-Formulierung sind. Die kinematischen
Grundiagen betreffen die Beschreibung der Deformation eines Korpers, die Angabe von Ver-
zerrungs- und SpannungsmaBen und die zeitlichen Ableitungen kinematischer GroBen. Voll-
standige Darstellungen der kontinuumsmechanischen Grundiagen der Kinematik deformierba-
rer Kérper finden sich u.a. in [Chr1991a,b], [Tru1992] und [Bat19986].

2.1 Bewegung
Ein materieller Korper 8, definiert als Menge materieller Punkte, nehme ein einfach zusam-

menhangendes Gebiet B im euklidischen Raum ein. Die zeitliche Anderung des Gebietes, die
der Korper @ im Raum einnimmt, wird als Bewegung bezeichnet. Jedem materiellen Punkt

Pe B wird eineindeutig, d.h. umkehrbar eindeutig, ein Vektor £(¢) zugeordnet. Die damit
definierte Abbildung
¥r: $-2Bp | #&=1z(@) (2-1)

bildet % in die Referenzkonfiguration By ab. Die zu einer ausgewahiten Zeit ¢ = O eingenomme-
ne Konfiguration sei als Ausgangskonfiguration B, definiert und die im Laufe der Bewegung
vom Korper eingenommene Konfiguration zur Zeit r als Momentankonfiguration B, (s. Bild 2.7) .

Die Forderung, zu jeder Zeit einem materiellem Punkt eineindeutig einen Punkt bzw. Ortsvektor
im Raum zuordnen zu kénnen, bedingt die Invertierbarkeit der oben definierten Abbildungen.
Die Ortsvektoren X zur Zeit 1= 0 und x(X,t) zur Zeit ¢ fiir einen materiellen Punkt ¢ ergeben

sich aus den Abbildungen:

X = 20(®)= 72077 ©) und x= 7,0)= 7, (' ©) 2-2)

Der Verschiebungsvektor u(X,7) zwischen der Ausgangs- und der Momentankonfiguration
eines materiellen Punktes ergibt sich aus der Differenz

u(X,7)=x(X,1)-X . (2-3)
Die Abbildungen aus Gl.{2.1-2.3) sind in Bild 2.7 dargestellt.

Die Abbildung @ eines materiellen Punktes & von der Bezugs- in die Momentankonfiguration
wird durch

x = (X.1) (2-4)

bzw. deren Umkehrung mit

X =@ (x) (2-5)
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2. Kontinuumsmechanische Grunadlagen

geleistet, wobei die Abbildung ¢ als Deformation bezeichnet wird. GroBen, die auf die Be-
zugskonfiguration bezogen werden, heiBen materielle oder Lagrangsche GroBen, wahrend auf
die Momentankonfiguration bezogene GréBen als raumliche oder Eulersche GréBen bezeich-
net werden. GroBen in materieller Darstellung werden haufig mit Grossbuchstaben und raumii-
che GroBen mit Kleinbuchstaben gekennzeichnet. Diese Unterscheidung wird in den nachfol-
genden Kapitel i.d.R. nicht aufgegriffen. Die Darstellung Eulerscher bzw. Lagrangscher GréBen
ergibt sich aus dem jeweiligen Kontext. Als Ausnahmen werden die Ortsvektoren der Aus-
gangskonfiguration als x und der Momentankonfiguration als X bezeichnet sowie die entspre-
chend zugeordneten Basisvektoren e; und E;.

2.2 Deformation

Mit der linearen Approximation der Abbildung eines infinitesimalen Linienelementes dX der
Ausgangskonfiguration in die Momentankonfiguration Iasst sich die materielle Anderung der
Bewegung in der Umgebung eines Punktes

_ox

dx =—
oX

dx, (2-6)
als Deformationsgradient F definieren:
F—ix—Gradx (2-7)
X '

Die Transformation eines infinitesimalen Flachenelements dA bzw. eines Volumenelements dV

B, (Ausgangskonfiguration)

Bl(Momentankonfiguration)

materieller Kérper -

Bild 2.1: Ausgangskonfiguration und Momentankonfiguration
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ist durch die Nanson-Formel [Bat1996]
da = det(F)F"TdA und dv =det(F)dV . (2-8)
gegeben. Die Invertierbarkeit von GI.(2-7) und die Forderung nach positivem Volumen bedingt

det(F) > 0 . (2-9)
Mit GI. (2-3) und GlI. (2-7) 18Rt sich der Verschiebungsgradient H definieren:

Hz—X=Gradu:graduF=F—I . (2-10)

2.3 Verzerrung

Der Deformationsgradient F lasst sich entsprechend eines Satzes aus der linearen Algebra
eindeutig multiplikativ zerlegen

F=RU=VR, @-11)

mit einem rechten und linken positiv definiten symmetrischen Strecktensor, U und V

U=vFTF und V =/FFT (2-12)

und dem Drehtensor R, der wegen

RRT =RTR =Tund RT =R"! (2-13)

orthogonal ist. Symmetrische Tensoren, wie U und V, besitzen eine Spektraldarstellung mit
den reellen Eigenwerten A;,J=1 II, [ll und den Eigenvektoren Ej.e; ,J =111 :

U=AE;®E; +AyE; ®Ey +AEy ®E (2-14)

V=Are;®e;+Ayey ey +Ay ey ey (2-15)
Hierbei stellt die Basis E; das Hauptachsensystem von U in der Bezugskonfiguration dar,
wéhrend e; das Hauptachsensystem von V in der Momentankonfiguration darstelit. Unter
Beachtung von Gl.(2-11) und Gl.(2-13) erfolgt die Umrechnung durch

V=RURT und U=R"VR. (2-16)

Die Deformation in GI.(2-8) lasst sich so als Hintereinanderschaltung von Rotation und Stre-
ckung, bzw. Streckung und Rotation interpretieren:

dx =R(U dX)= V(R dX) . (2-17)
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen
Eine graphische Interpretation der Zusammenhénge entsprechend Gl.(2-17) ist mit der Beo-
bachtung eines materiellen Linienelements dX entsprechend Bild 2.2 maglich.

Ausgehend von identischen Langen d4X7 unddXy im Hauptachsensystem E; werden die
Achsen bei Anwendung von U zun&chst um die Eigenwerte Ap, Ay gestreckt und anschlie-

Bend um R gedreht. Eine Drehung um R und anschlieBende Streckung um V flhrt auf das
selbe Ergebnis.

Die Berechnung des rechten Cauchy-Green-Tensors C erfolgt Gber

C=F'F=1%. (2-18)

mit der Spektraldarstellung mit den Eigenwerten A ; und den Eigenvektoren E; :

C=A3 E; ®F; ,
b 4 (2-19)
U = A] EJ ® EJ
In gleicher Weise wird V mit dem linken Cauchy-Green Tenscr B
B:=FFl =V? (2-20)
sowie die zugehdrigen Spektralzerlegungen
-1
Apdx,
Alld x
R > \'%
<4
dx dx,
F=RU=VR
B o
<
F
U e AydX, R
AdX

Bild 2.2: Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

B:A?[ EJ@CJ -
V=AJ EJ®BJ

(2-21)
berechnet. Somit ergibt sich flr den Deformationsgradienten F und den Rotationstensor R die
Spektraldarstellung zu:

R=e1 ®EJ s

(2-22)

Die Geschwindigkeit des materiellen Punktes eines Korpers ist v=x. Aus der materiellen
Zeitableitung von GL.(2-17),

dv:(dxj=g—;dx=FdX:FF“ dx=Ldx , (2-23)

ergibt sich die Definition des raumlichen Geschwindigkeitsgradienten L, der die Geschwindig-
keit der L&ngen&nderung eines raumlichen Linienelementes wiedergibt. Die additive Zerlegung
in einen raumiichen Deformationsgeschwindigkeitstensor D und einen antimetrischen Anteil,
den Wirbeltensor W, flihrt auf die Beziehung:

. (L ) o )+ : (L = LT)= sym(L)+skw(L)=D+W . (2-24)

] 2

Zur EinfUhrung geeigneter VerzerrungsmaBe betrachtet man die Differenz der Linienelement-
quadrate in der Momentan- und der Ausgangskonfiguration, womit sich ein Verzerrungstensor
definieren lasst, der die Forderung nach der Unabhangigkeit von Starrkérperbewegungen
erfiillt und bei nicht auftretender Verzerrung gleich dem Nulltensor 0 ist. Die Differenz in mate-
rieller Darstellung ist gegeben durch

%(dx -dx—dx-dx)=%dx ; (FTF-I)dX =dX Eg dX . (2-25)
Der Tensor
Bg =5 [FTF-1)=2(c-1) (2-26)

wird als Green-Lagrange’scher Verzerrungstensor bezeichnet. Die Verwendung des in Gl
(2-10) eingefuhrten Verschiebungsgradienten erlaubt die Formulierung

Eq =-21-(H+HT +HTH) = %(Grad u+Grad uT +0(£?)) (2-27)
und zeigt so den Zusammenhang zur geometrisch linearisierten Theorie und dem Verzer-

rungstensor bei kleinen Verzerrungen e auf, bei dem die Terme hdherer Ordnung vernachlas-
sigt werden:
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

€= % (Grad u + Grad uT) 8 (2-28)

Uber die Differenz der Linienelementquadrate aus GL.(2-25) in rdumlicher Darstellung

;—(dx-dx—dx-dx)=%dx-(I—F'TF'I)dxzdx~EAdX (2-29)

lasst sich der Almansische Verzerrungstensor E 4 definieren:

-1
EA=1[1—(FFT) ):l(I—B“). (2-30)
2 2
Ein weiterer Verzerrungstensor ist der logarithmische Verzerrungstensor

InU=In(A;)E; ®E; , (2-31)
der iiber die Spektralzerlegung des rechten Strecktensors U aus Gl. (2-12) gewonnen wird.

Die Transformation ¢,(A) eines Tensors A zweiter Stufe der Ausgangskonfiguration in einen
Tensor der Momentankonfiguration A (Push-Forward),

A=0.(A)=FT(A)F", (2-32)
erlaubt den Ubergang zwischen beiden Konfiguration. Die inverse Operation ;r)*(X) (Pull-
Back) ergibt sich aus:

A=¢'(K)=FT (A)F . (2-33)

So erfolgt die Abbildung des Greenschen Verzerrungstensors bzw. dessen zeitlicher Ableitung
in den Almansischen Verzerrungstensor und die zugehdrige Verzerrungsgeschwindigkeit der
Momentankonfiguration Gber die Vorschrift:

Ep=¢"(Eg)=F" (Bg)F™ (2-34)

und umgekehrt durch

Eg=¢.(Ep)=F" (E,)F (2-35)

Die Push-Forward und Pull-Back Operationen zwischen anderen Konfigurationen (so z.B. der
spater eingeflhrten Zwischenkonfiguration) ergeben sich aus der Verwendung des jeweiligen
Deformationsgradienten.

2.4 Mechanische Bilanzgleichungen

Die Forderung nach der Erhaltung der Masse m des materiellen Korpers < mit der Anfangs-
dichte p, wahrend der Bewegung zwischen der Ausgangskonfiguration und der Momentan-
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2. Kontinuumsmechanische Grundlagen

konfiguration fUhrt auf die Gleichung

m= [pydV="[pdv. (2-36)
By B,

Ein Fluss der Masse durch die Oberfliche dB des Korpers sei ausgeschlossen. Mit
dv = det(F)d¥ ergibt sich daraus die lokale Form

det(F) p=pg - @-37)

Die zeitliche Anderung des Impulses ist gleich der Summe der von auBen einwirkenden Volu-
men- und Oberflachenkréafte, hier dem auf ein Flachenelement da wirkenden Spannungsvektor
t und der auf ein Volumenelement dv wirkenden Kraftdichte f. In der Momentankonfiguration
ist dies gegeben durch

d
—d—tB-[pvdv—aitda+BJ;fdv ; | (2-38)

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses ist gleich dem resultierendan Moment der von auBen
einwirkenden Krafte. Mit der Wahl eines Ortsvektors x, flr den Bezugspunkt des Momen-
tengleichgewichtes ist die Drehimpulsbilanz

9 [ plxgxv)dv = [(xoxt)da+ [ (xoxf)dv . (2-39)

dr g, 3B, B,

2.5 SpannungsmafBe

Der auf ein Flachenelement da mit dem Normalenvektor n in der Momentankonfiguration wir-
kende Spannungsvektor t definiert durch das Cauchy-Theorem

t=T-n (2-40)

den raumlichen (wahren) Cauchy-Spannungstensor T. Mit dem Cauchy-Theorem und dem
GauB’schen Integralsatz 1asst sich die lokale Impulshilanz aus GI. (2-38) ableiten

divT+pf=pv, (2-41)

die auch als rdumliche Form der 1. Cauchy’schen Bewegungsgieichung bezeichnet wird.

Die Drehimpulsbilanz aus G1.(2-39) fuhrt auf die Symmetrie des Cauchy’schen Spannungsten-
sors

T=T". (2-42)

Wird GI.(2-40) unter Verwendung von Gl. (2-6) bezlglich der Ausgangskonfiguration geschrie-
ben, ergibt sich mit

to=det(F)TF T -ng=P-ng (2-43)
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der 1. Piola-Kirchhoff Spannungstensor P, der im Allgemeinen nicht symmetrisch ist.

Als weitere Definitionen werden der rédumliche gewichtete Cauchy’'sche Spannungstensor
{Kirchhoff'scher Spannungstensor) K und der materielle 2. Picla-Kirchhoff Spannungstensor 8§
eingeflihrt, die durch entsprechende Push-Forward und Pull-Back Transformationen ineinan-
der UiberflUhrt werden kénnen:

K =det(F)T=FSFT

_ SO N L

i:ie;(F)F TF ' =F KF (2-44)
T=det(F)'FSFT

2.6 Objektivitat und objektive Zeitableitungen von Span-
nungstensoren
Bei der Formulierung von Stoffgesetzten ist es erforderlich, deren Unabhéngigkeit vom ge-

wahlten Bezugssystem zu gewahrleisten, was durch die Verwendung von objektiven Tensoren
bzw. objektiven tensorwertigen Beziehungen erreicht wird.

Ein beliebiger zweistufiger rAumlicher oder Eulerscher-Tensor A ist objektiv wenn die Bezie-
hung

A" =0QaQT (2-45)

gilt. Diese Transformation liegt der Transformation des Ortsvektors zugrunde. Dabei wird der
eine Ortsvektor x(#) bezlglich des ersten Beobachters durch die Relativdrehung Q(z) der Be-
zugssysteme zueinander und die Relativverschiebung e(r) des Ursprungs in den Ortsvektor

x (0)=Qx(1)+c() mit QTQ=0QQ" =1, detQ =1 (2-46)
bezlglich eines zweiten Beobachters Uberfihrt.

Die Forderung nach Objektivitat trifft ebenso auf die Zeitableitung beliebiger Tensoren zu. Da
die materielle Zeitableitung Eulerscher Tensoren nicht objektiv ist, missen in der Momentan-
konfiguration spezielle Zeitableitungen definiert werden.

Zur Entwicklung eines Stoffgesetzes gehért die Formulierung von Ansatzen flir abhangige
KonstitutivgroBen (z.B. flr die freie Energie oder die Spannung) als skalar- oder tensorwertige
Funktionen der unabhangigen KonstitutivgréBen (z.B. des Deformationsgradienten, der Tem-
peratur oder der inelastischen ZustandsgroBen). Solche Ansétze miussen auch der Forderung
nach der Objektivitdt gentgen. Fir die hier in der Arbeit vorgenommene Beschrénkung auf
isotropes Materialverhalten gilt:

Héngt die skalare Funktion fvon verschiedenen Satzen zweistufiger Tensoren A; und Vektoren
A; ab, erfiillt sie die Forderung nach Objektivitat wenn die Bedingung

f(QA!QT,Qaf): f(A;a;) (2-47)
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erflllt ist. Weiter ist eine zweistufige Tensorfunktion g bei Erflillung der folgenden Bedingung
objektiv:

¢(0A,07,0a;)=02(a; 2, )Q" . - (2-48)

2.7 Spannungsgeschwindigkeiten

Die Wahrnehmung von Spannungsénderungen eines Beobachters in einem rotierenden Koor-
dinatensystem beschrénkt sich auf den Anteil, der aufgrund der Spannungsénderungen im
mitdrehenden Koordinatensystem zustande kommt, wahrend Spannungsanderungen, die von
einer Translation oder Rotation herrlhren, von einem Beobachter in einem mitrotierenden
Koordinatensystem nicht wahrgenommen werden.

Das Prinzip der materiellen Objektivitat fordert, dass das Materialverhalten nicht vom Standort
des Beobachters abhéngen darf. Bei einem Beobachterwechsel,

F"=QF , (2-49)

dargestellt durch einen orthogonalen Tensor Q (Rotation), bedingt die Transformationseigen-
schaften fir die Spannungen

T =QTQT. (2-50)

Fur eine mit dem Tensor © gebildete objektive Spannungsrate

T =T-0T+TO (2-51)
muB die folgende Transformationseigenschaft gelten:

0" =0eQ"+0QQ" . (2-52)

Einige objektive Ableitungen, die diese Transformationseigenschaften erflillen, sind durch die
Wahl von © durch die in Gl.(2-24)und Gl.(2-22) definierten GroBen W, RRT bzw. L gegeben:

Zaremba-Jaumann v

[Zar1903,Jau1911] T=T-WT+TW

Green-Naghdi [Gre1965] T=F-RRTT+TRRT (2-53)
Oldroyd [Old1950] T=T-LT+TL

Umfangreiche neuere Arbeiten zu diesem Thema finden sich bei Xiao, Bruhns und Meyers
[Xia1999].
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2.8 Energieerhaltungssatz und Entropieungleichung
Die lokale raumliche reduzierte Formulierung des Energieerhaltungssatzes

pe =T:D-divq+ph (2-54)

ist Bestandteil der zu betrachtenden Bilanzgleichungen. Die spezifischen GroBen e und s be-

schreiben die innere Energie und die Entropie je Masseeinheit, g den Wéarmefluss je Flachen-
ginheit und 4 die Warmequelldichte je Masse- und Zeiteinheit. Der Term T : D wird als spezifi-

sche Spannungsleistung bezeichnet.

Die reduzierte Form der Entropieungleichung
gétan 3l-plag (2-55)
T I
bildet die Grundlage einer physikalisch konsistenten Formulierung des Stoffgesetzes. Die Vari-

able T steht fUr die absolute Temperatur.

Durch Kombination von Gl.(2-54) und Gl.(2-55) ergibt sich mit Gl.(2-44) die Form
§=-y+K:D=20 (2-56

flir die Dissipationsratendichte (Clausius-Duhem-Ungleichung fiir isotherme Prozesse), wobei

w=pole—sT) (2-57)

die freie Energiedichte darstellt. Danach ist die dem System zugefiihrten Spannungsleistung
K :D gleich die Energieabspeicherungsrate plus der Dissipationsratendichte.

2.9 Das Prinzip der virtuellen Verriickungen

Das Prinzip der virtugllen Verrlickungen ist eine der Impuls und Drallbilanz &quivalente Formu-
lierung, die in der mathematischen Formulierung auch als schwache Form der durch die Im-
pulsbilanz gegebenen Differentialgleichungen bezeichnet wird. Die Skalarmultiplikation der aus
Gl. (2-38) folgenden Gleichgewichtsbedingung

divT+pf=0 _ (2-58)

mit einem Vektorfeld (virtuelles Verschiebungsfeld) du und die anschlieBende Integration Uber
das Gebiet B, fiihrt auf das Prinzip der virtuellen Verschiebungen in raumlicher Darstellung:

[T grad(du)dv = [pf-Sudv+ [t-Suda . (2-59)
By By dB;

Das beliebige Vektorfeld du muss hierbei stetig differenzierbar sein und die gegebenen, geo-
metrischen Randbedingungen erfillen. Das Prinzip formuliert so die Gleichheit zwischen der
virtuellen inneren Arbeit und der Summe aus virtueller Arbeit der duBeren Belastungen und
dem Tréagheitsterm.
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3 Lokale Elastoplastizitat

Zur volistandigen Formulierung eines Randwertproblems ist neben den in Kapitel 2 aufgefiihr-
ten kinematischen Beziehungen und den Bilanzgleichungen auch ein Modell fiir das Werkstoff-
verhalten erforderlich. Die hier behandelte Klasse von Materiamodellen wird auf technisch
eingesetzte polykristaline Metalle eingegrenzt und folgt im einzelnen den in [Ar2000] aufge-
fUhrten Einschrankungen:

1. Es existiert ein elastischer Bereich als einfach zusammenhéngendes konvexes Gebiet im
Spannungsraum. Prozesse in diesem Gebiet sind reversibel. Damit existiert ein Potential
spezifischer freier elastischer Energie -, aus dessen Ableitung nach einem geeignetem
elastischen Verzerrungsmal die Spannung ermittelt werden kann.

2. Die Form des elastischen Stoffgesetzes ist unabhéngig vom inelastischen Zustand bzw.
von den inelastischen inneren Variablen.

3. Das geschwindigkeitsunabhangige plastische Stoffgesetz wird definiert durch eine FlieB-
flache im Spannungsraum und eine assoziierte FlieBregel. Es tritt Verfestigung aus-
schliesslich durch eine Aufweitung (isotrope Verfestigung) der FlieBflache auf. Kinemati-
sche Verfestigungsvorgange bleiben in dieser Arbeit unbertcksichtigt.

Die Anwendung eines hyperelastisch-plastischen Materialmodells zur Beschreibung groBer
Deformationen motiviert sich aus den, bei der Verwendung von hypo-plastischen Stoffgeset-
zen auftretenden Widerspriichen. Die in Kapitel 2.6 geforderte materielle Objektivitat der
Spannungsrate ist bei hypoelastisch-plastischen Stoffgesetzen nur dann gewéhrleistet, wenn
durch Verwendung geeigneter objektiver Ableitungen eine Bewegung des Beobachters auBer
der Transformation keinen Einfluss auf die im Material berechneten Spannungen hat. Bei der
Verwendung der damit gebildeten hypoelastisch-plastischen Stoffgesetze in Ratenform tritt
abhangig von der Wah! des Ableitungstyps, zum Teil ein physikalisch widerspriichlicher, da
elastische Energie speichemder Prozess auf, der zur Oszillation der Spannungen fuhrt
([Leh1972,Nag1982]), oder es ergibt sich bei inkompressiblem Material und assozilerter FlieB-
regel eine Spur im Rickspannungstensor ([Hau1985]). Des weiteren werden irreversible Pro-
zesse in geschlossenen elastischen Belastungspfaden [Koj1987] als Kritik genannt. Bei einem
hyperelastisch-plastischen Stoffgesetz treten diese Probleme jedoch grundsétziich nicht auf
[Sve1998b,Arm2000]. Detalllierte Ausfihrungen zur Herleitung im Rahmen der Anwendung des
GURSON-Modells finden sich in [Arn2000]. Mit den folgenden Erlduterungen wird ein, unab-
héngig von der Definition einer speziellen FlieBflache und internen Zustandsvariablen des Mate-
rials, allgemein anwendbares hyperelastisch-plastisches Modeli vorgestellt.

3.1 Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten

Die Grundlage hyperelastisch-plastischer Stoffgesetze kann auf das bei [Lee1969] vorge-
schlagene Konzept der multiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten in einen elasti-
schen Anteil F, und einen plastischen Anteil F, zurlickgeflihrt werden:

F=F.F. . (3-1)

A
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3. Lokale Elastoplastizitat

Eine solche Zerlegung setzt die Existenz einer plastischen Zwischenkonfiguration fur jeden
materiellen Punkt voraus, die durch Entlasten eines Punktes in einen spannungsfreien Zustand
erreicht wird und daher im allgemeinen geometrisch inkompatibel mit einem Nachbarpunkt ist.
Durch diese multiplikative Aufspaltung wird zunachst das Linienelement der Referenzkonfigu-
ration auf ein plastisches Linienelement der Zwischenkonfiguration transformiert (plastischer
Push-Forward) und anschlieBend auf ein elasto-plastisches Linienelement der Momentankon-
figuration abgebildet (s. Bild 3.7). Die multiplikative Zerlegung der Gl.(3-1) betrifft dabei nicht
die globale Referenzkonfiguration, sondern bezieht sich nur eine unmittelbare oder infinitesima-
le Umgebung eines materiellen Punktes, was durch die unterbrochene Linie der Zwischenkon-
figuration verdeutlicht worden ist.

Die polare Zerlegung des Deformationsgradienten wird auch auf den elastischen und plasti-
schen Anteil angewendet, so dass gilt:

F=F. F,=R.U VR, . (3-2)
Hieraus leitet sich eine additive Zerlegung in einen elastischen und plastischen Verzerrungszu-

stand ab, die auf der Referenzkonfiguration wirksam ist, so dass flr die Zerlegung des Verzer-
rungszustandes die Beziehungen

E, :%(FPTF‘, ~1) und E, =E-E, =—;~(FTF—FPTFP) 3-9)

gelten. Entsprechend der Definition des rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten
L=FF" kann dieser auch in einen plastischen und einen elastischen Anteil aufgeteilt wer-

F'OF
LAGRANGE-Grofien — EULER-GroRen
“materielle” Darstellung B ; ‘réumliche” Darstellung
F'OF
Ausgangs-

konfiguration
F Momentan-

konfiguration

Cmme?

plastische
Zwischenkonfiguration

Bild 3.1: Plastische Zwischenkonfiguration: Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten
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den:

(3-4)

. Gk i ]
L=FF" =L, +L, =F.F' +FEF,'F;',

so dass flr den plastischen bzw. elastischen Anteil Deformationsgeschwindigkeits-Tensor der
Momentankonfiguration gilt:

L =F F/
L,=F L,F', (3-5)
L
L,=F,F,

Der plastische Geschwindigkeitsgradient der Momentankonfiguration L, kann dabei in sinen
symmetrischen (D,, plastischer Deformationsgeschwindigkeitstensor) und antimetrischen
Anteil (W, Plastic Spin) aufgespalten werden.

L,=D,+W,. @)

Die Moglichkeit der Einflhrung eines orthogonalen Tensor Q in die multiplikative Zerlegung des
Deformationsgradienten nach Gl. (3-1) einzufligen,

F. F,=F,QQ'F,=F F,, (3-7)

zeigt die Nichteindeutigkeit der Zerlegung des Deformationsgradienten auf. Da die Lésung
dieser Problemstellung nicht von der Wahl der kinematischen Dekomposition abhéngig ist (wie
u.a. in [Bor1989] gezeigt wird), stellt sich die Formulierung einer eindeutigen Zerlegung von F
zunéchst als beliebig dar. Durch die Formulierung einer Evolutionsgleichung fiir den Plastic-
Spin W, ([Daf1985,Gie1991,Pau1992]) wird durch die Integration des plastischen Deformati-
onsanteils eine eindeutige Zerlegung definiert. Einen Sonderfall bildet die Annahme W, = 0, wie
sie bei [Ete1990, Ari2000] und [Web1990] gewahlt wurde. Basierend auf Uberlegungen in
[Sve1998a,b] und [Am2000] wird hier unter der Annahme R, =1 die Grofe W, unter der Be-
ricksichtigung elastischer Isotropie bei der Zerlegung F.=R, U, mit der Reduktion des Mo-
dells auf die Beschreibung kleiner elastischer Deformationen eindeutig bestimmt [Sve1998a,b].
Formal gesehen stellt dies eine Vereinfachung der polaren Zerlegung des Deformationsgra-
dienten

F=RU=VR (3-8)
dar, die den Deformationsgradienten jetzt in drei GroBen aufteilen,

F=V,RU, . (3-9)
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3.2 Spannung und Plastische Dissipationsleistung

Die in Kapitel 2, Gl.(2-56) eingefihrte freie Energiedichte y kann als eine Funktion des rechten
Cauchy-Green-Tensors' C, dessen Rate C, der lokalen plastischen Deformation F, und eines
Vektors o von skalaren und tensoriellen inneren Variablen dargestellt werden.

v =y(C.F,,0,0) (3-10)

Gleiches gilt fur die 2.Piola-Kirchhoff Spannung S:

s=5(CF,,a.C). (3-11)

Mit der Beschrankung auf ein von der Deformationsgeschwindigkeit unabhangiges Material-
verhalten entféllt die Abhangigkeit von der Deformationsrate C . Durch Einsetzen eines hyper-
elastischen Stoffgesetzes ist die Form der Gleichungen wie folgt:

v =y(C,Fp,a)

oY '
s=222
aC

(3-12)

wobei die konstitutive Form des 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors aus einem Poten-
tial hergeleitet wird, das die im Kérper gespeicherte Verzerrungsenergie beschreibt. Uber die
Definition des Cauchy Green-Tensors

C:=F'F=U? (3-13)
wird der Zusammenhang zum Green-Lagrangschen-Verzerrungstensor sichtbar:

o =§(c—1), (3-14)

Die Beschrénkung der Betrachtung auf isotherme Prozesse vereinfacht die Clausius-Duhem-
Ungleichung wie in Kapitel 2 ausgefiihrt zur lokalen Dissipationsleistung

1 s
§=28C-y20. (3-15)
Mit GI.(3-12) wird & auf die plastische Dissipationsleistung

oy . dy .
i R, i -
P oF, * oa “ (8-18)

reduziert.

' Bei Beobachterwechsel F* = QF git: C* = FF = F'Q"QF=C
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Es wird angenommen, dass win einen elastischen Anteil g, und einen plastischen Anteil
unterteilt werden kann ([Hau1995, Sve1998a,b]). Mit der Beschrankung auf ein von den inne-
ren Variablen unabhangiges elastisches Materialverhalten und einer von der elastischen De-
formation unabhangig angenommenen plastischen freien Energie kann fur y die folgende
Form gefunden werden:

sze(Cst)'i'wP(Y&é) . 7 {3“17}

Hierbei ist der inelastische Anteil ¥, nur noch eine Funktion einer Ruckverformung Y und den
verbleibenden skalaren internen Variablen im Vektor &, so dass der allgemeine Vektor o aus
Gl.(3-10) durch die Unbekannten (Y, &) ersetzt wird . Auf die weitere Berlicksichtigung der
Rickspannungen wird im Rahmen dieser Arbeit verzichtet, so dass die weiterfihrenden Erlau-
terungen sich auf die Modellierung isotroper Verfestigungsmechanismen reduzieren. Eine
ausflihrliche Beschreibung der Modellierung kinematischer Verfestigungsmechanismen findet
sich u.a. in [Am2000].

Motiviert aus der Kristallplastizitat, in der die elastische Deformation als Gitterverzerrung und
die plastische Deformation dem Abgleiten von Versetzungen zugeordnet wird, kann die Form
des elastischen Stoffgesetzes in GI.(3-12), als von der plastischen Deformation unabhéngig
betrachtet werden (elastischer Isomorphismus [Bert1993, Sve1998a, Sve1998Db]). Flr ., ergibt
sich damit die spezielle Form des Ansatzes ¢ durch eine ,pull back™ Transformation auf die
plastischen Zwischenkonfiguration:

- .
Ve (CwFp)=¢c[FpT CFp ) ' (3-18)
Mit
T

E
Co:=F;T CF;! =[FFP'1) (FFP"J=FC F, (3-19)

werden die Spannungen direkt mit dem aus der Zerlegung F. =FF;, ! gewonnenen elasti-

schen Deformationsanteils (Cauchy-Green-Tensors) verkn(pft:

T _ aqge
Fp SFp =2 ac, . (3-20)

Damit wird der erste Term in GI.(3-16) angegeben:

a
S ARPTON /D S VS L N (3-21)
oF, ac, oF, oF,

Der Spannungstensor M, definiert durch

9
M= 2C, agc (3-22)
(<
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3. Lokale Elastoplastizitét

wurde von [Man1972] eingefiihrt und wird im weiteren als Mandelspannung bezeichnet.

Durch Einsetzen von Gi.(3-22) in GI(3-16) und unter Beriicksichtigung der Definition
L,= Fpr'l ergibt sich die plastische Dissipationsleistung zu

oy o _dY . Wp o1 Wp
e O g O — 2 T i - g
p an e a [M+ aF, Lp+ 5 g (3-23)

Im Kontext der hier gemachten Annahme ausschlieBlich isotroper Verfestigungsmechanismen
wird der hier auftretende Term

IYp pT

3-24
S (3-24

als das Zentrum des elastischen Bereichs (Riickspannungstensor) interpretiert und zu nuill
gesetzt. Wird bezlglich der Zwischenkonfiguration Isctropie angenommen, folgt nach
[Sve1998b] daraus elastische Isotropie, wodurch in das Produkt mit dem Mandel'sche Span-
nungstensor aus G1.(3-23) nur der symmetrische Anteil von L, eingeht:

oy, .
5,=M-D, - —2 & . 3-25
p=M-Dp - =24 (3-25)

3.3 Hyperelastisches Stoffgesetz

Mit der polaren Zerlegung des elastischen Deformationsanteils in eine elastische Rotation R,
und einen elastischen rechten Strecktensor U, ,

Fo =R Ue = Ao (3 ®Ly)= (e ®8;) 25 (61 L)), (3-26)
erfolgt die Definition des elastischen logarithmischen Verzerrungstensors (elastischer Hencky
Tensor): ’

E.=lnU, . (3-27)
Mit diesem VerzerrungsmaB wird der Mandel'sche Spannungstensor M unter Verwendung

eines isotropen elastischen Stoffgesetzes, dargestellt durch den Elastizititstensor 4. Stufe, Ce,
berechnet.

M=§—-g—°—:2yEc+/1tr(Ec)I:£e:Ec. (3-28)

(]

Damit sind die Tensoren M, U, bzw. E. aufgrund des isotropen Stoffgesetzes koaxial und die
Transformation zwischen dem Mandelschen Spannungstensor M und dem Kirchhoffschen
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3. Lokale Elastoplastizitét

Spannungstensor K bzw. den Cauchy Spannungen T kann mit der elastischen Rotation R,
formuliert werden:

1
K=RMR; , T=—=K . 3-29
MR, i) (3-29)
Die Materialparameter sind die der klassischen Elastizitat: Die Lamé-Konstanten A und g, die
sich aus dem Elastizitdtsmodul E und der Querkontraktionszahl V' berechnen:

E 2 vV

29 50

3.4 Plastisches Stoffgesetz

Der Bereich elastischer Deformationen ist ein zusammenhangendes Gebiet im Hauptspan-
nungsraum, das durch die FlieBflache begrenzt wird, die durch die Bedingung

®(M,8)=0 (3-31)
gegeben ist. Hierbei stellt & eine Potentialfunktion der Spannung M und eines Vektors & mit
internen skalaren Variablen dar. Im Fall der von Mises-Plastizitat wird GI.(3-31) zu

2

®(M,00)="4-1, (3-32)
Om

mit der Vergleichsspannung 03 =J; (M) und der isotropen Verfestigung oy, als eine skalare
Variable, die den Durchmesser der FlieBflache im Spannungsraum bestimmt.

Plastische Deformationen werden durch das FlieBgesetz beschrieben, wobei der plastische
Multiplikator A den Betrag plastischen FlieBens angibt:

. dD
D,=A—. 3-33
p=Aong (3-33)

Hierin ist durch 9®/dM die Richtung des plastischen Fliessen senkrecht zur Flieflache vor-
gegeben.

Uber den plastischen Multiplikator kann die Unterscheidung zwischen elastischen und plasti-
schen Vorgéangen vorgenommen werden. In der Kuhn-Tucker-Form ausgedriickt bedeutet
dies, dass fur einen beliebigen ProzeB zu jeder Zeit

d<0 A A=0 (elastischer ProzeB) (3-34)

oder
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3. Lokale Elastoplastizitat

®d=0 A A>0 (plastischer ProzeB) (3-35)

gelten muss. Daraus folgt die Konsistenzbedngung zu

®i=0,dM,0,)=0, (3-36)

aus der sich der Wert von /1 und damit die GréBe des plastischen Inkrements bestimmt.

3.5 Verfestigungsmodellierung

Die isotrope Verfestigung kann Uber eine Summe von n; Exponentialansatzen beschrieben
werden ([Lem1998]). Uber die Definition der plastischen Vergleichsdehnung &,

t
£ =,=DyD, , £,= [é_dz, (3-37)
7=0
wird der Skalar g,, berechnet, der die GréBe des elastischen Bereichs im Spannungsraum
definiert [Cha1986, Cha1993]:

o =0, + 3R [expl-k;e_)-1]. (3-38)
=i

Neben der FlieBspannung des Materials, o;, treten in der Summe die Amplituden R; und Ab-
Klingfaktoren k; in jedem Exponentialterm auf. Die Steigung von o, wird als Tangentenmodul H
bezeichnet:

A5 (3-39)

H(Sm ) = ag

Der Sonderfall eines linearen, isotropen Verfestigungsanteils wird durch einen konstanten
Tangentenmodul

H = const. (3-40
beschrieben.
Die plastische Dissipationsleistung aus G.(3-25) und unter Beriicksichtigung des gewahlten

Verfestigunsansatzes ergibt sich so zu

ay, = .
8,=M-D, - aEpf_,:M-Dp—crmsm. (3-41)
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3. Lokale Elastoplastizitéit

3.6 Zusammenfassung

Die vollstandigen konstitutiven Gleichungen der Hyperelastoplastizitdt mit isotroper Verfesti-
gung werden in Tafel 3.1 dargestellt. An dieser Stelle werden weder eine spezielle Form der
FlieBflache noch die Bedeutung der zusatzlichen interen Variablen festgelegt.
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3. Lokale Elastoplastizitédt

3.7 Tafeln

Tafel 3.1: Hyperelastisch-plastisches Modell mit isotroper Verfestigung

Rate des plastischen Deformationsanteils:

F, =L,F,

Evolutionsgleichung des Vektors innerer Variablen zur Beschreibung von Verfestigung oder

Schadigung:
£=r(MF,L,E)

FlieBbedingung:
®(M,E)=0

Plastische Geschwindigkeitsgradient:

: 0D
Lp =’1W+WP

Elastischer Deformationsanteil:

F, =R Up=FF;

Elastischer logarithmischer Verzerrungstensor:

E. =In(U,)

Elastizitatsgesetz (Hooke'sches Gesetz):

M=2uE.+Atr(E.)I

Isotrope Verfestigungsfunktion:

n
Om =0y + zRi[exp(—k,- £m)-1]

i=1
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4. Lokale Schadigungsmodeliierung

4 Lokale Schadigungsmodellierung

In diesem Kapitel wird das duktile Schadigungsverhalten metallischer Materialen beschrieben
und neben einer phanomenologischen Betrachtung die numerische Simulation des Schadi-
gungsprozesses in Form des Gurson-Modells vorgestellt. Uber die Erduterung verschiedener
Ansétze zur Modellierung des Verfestigungsverhaltens wird abschlieBend das Phanomen der
lokalen Entfestigung und der sich daraus ergebenen Lokalisierungsphénome bei der Anwen-
dung mit der FE-Methode erklart.

4.1 Duktile Schadigung

Reale Materialien enthalten mikroskopische Defekte, die die makroskopische Festigkeit eines
Bauteils beeinflussen. Die aufgrund einer duBeren Belastung voranschreitende Schadigung
durch das Wachstum von Mikrorissen oder das Entstehen und Wachsen von Poren (Hohlr&u-
men) lasst sich in die Bereiche der sproden Schadigung, der duktilen Schadigung, der Kriech-
schédigung und bei wechselnder Belastung der Ermidungsschédigung unterteilen.

In der Bruchmechanik wird gewdhnlich die Beschreibung des Versagens einer Struktur auf
makroskopischer Ebene vorgenommen, wobei Schadigungsmechanismen unberticksichtigt
bleiben. Durch die Anwendung von Versagenshypothesen bruchmanischer Bewertungskon-
zepte fUr bereits geschadigte Bauteile, wie zum Beispiel das K-Konzept oder das J-Integral-
Konzept (Aur1987) wird das Versagensverhalten makroskopisch charakterisiert. Hierbei wird
ein geeignetes Bruchkriterium aufgestellt, das das Versagen (den Rissfortschritt) des Materials
durch Uberschreiten eines bruchmechanischen Kennwertes kennzeichnet. Diese Kriterien

A
- '
- 3 -

BAM V.12 51006

Bild 4.1: Bruchoberflidche nach duktiler Schadigung mit typischem Wabenbruch [KIi2000]
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4. L okale Schadigungsmodellierung

setzen aber das Vorhandensein eines Risses schon voraus, sind also nicht in der Lage Riss-
entstehung zu beschreiben und kdnnen so auch nicht ein integraler Bestandteil der konti-
nuummechanischen Beschreibung sein.

Da die Materialeigenschaften eines Werkstoffes jedoch schon vor dem Versagen durch die
Schéadigung beeinflusst werden, mlssen geeignete Methoden zur Anwendung gebracht wer-
den, die diese Vorgange zu simulieren vermdgen. Im Rahmen der Schédigungsmechanik wird
der mikrostrukturelle Zustand des Materials durch innere Zustandsvariablen beschrieben, die
Bestandteil der kontinuumsmechanischen Beschreibung sind. Somit kann das Verhalten des
Materials vom urspriinglichen Zustand bis hin zum volligen Veriust der Steifigkeit charakterisiert
werden, so dass der Verlust der Tragfahigkeit des Materials ohne globale Versagenskriterien
beschrieben werden kann, was u.a. eine probengeometrie- und belastungsunabhangige Be-
schreibung des Versagens einer Struktur ermoglicht.

Die im Rahmen dieser Arbeit betrachtete duktile Schadigung von metallischen Werkstoffen
wird im wesentlichen vom Wachstum und der Vereinigung von im Material bereits befindlichen
oder neu entstehenden mikroskopischen Hohlrdumen hervorgerufen. Im Versuch flhrt die
voranschreitende duktile Schadigung zum bekannten Wabenbruch. Bei Bruchmechanikpro-
ben und Rissen in Bauteilen tritt zumeist stabiles Risswachstum vor dem endgtltigen Versa-
gen einer Struktur auf. In der Bruchflache sind die Scherkdmme der Stege zwischen den Hohl-
raumen unter dem Rasterelektronenmikroskop zu erkennen (Bild 4. 7).

Die Vorgénge der Schadigung und des Versagens in Form eines makroskopisch beobachtba-
ren Risses sind schematisch in (Bild 4.2) dargestellt: Die Hohlraume kdnnen bereits im Herstel-
lungszustand im Material vorhanden sein, bei den meisten Werkstoffen Uberwiegt die Hohl-
raumbildung (Nukleation) durch Abldsen (Dekohasion) des Matrixmaterials (1) oder Bruch von
harten, meist nichtmetallischen Einschitissen (2), vgl. [Goo1979]. Mit zunehmender plastischer
Deformation tritt eine Lokalisierung der Deformation durch Bildung von Scherbandern zwi-
schen den Hohlrdumen ein (3), deren Bruch zur makroskopischen Bruchflache fihrt. Die Loka-
lisierung kann durch eine zweite Population von Partikeln geringerer GréBe erheblich verstarkt
werden. Das Wachstum kleiner Hohlraume wird im Umfeld eines groen Hohiraums beschleu-
nigt, deren Zusammenschluss auf eine verstérkte Schadigung bis zum Bruch flhrt (4).

Erste mathematische Modelle zu Beschreibung dieser Vorgange beschrénkten sich zunachst
auf die Beschreibung des Porenwachstums, wobei die Schadigung durch den Porenvolumen-
anteil charakterisiert wurde [McC1968]. So wurde z.B. bei [Ric1969] eine einzelne Probe zy-
lindrischer bzw. kugelférmiger Gestalt eingebettet in ein starr-ideal plastischen Material be-
trachtet, die durch eine konstante einachsige Verzerrungsgeschwindigkeit belastet wird. Kon-
tinuumsmechanische Beschreibungen der duktilen Schadigung, bei der die Materialsteifigkeit
durch eine innere Variable beeinflusst wird, wurden u.a. von [Gur1977], [Lem1986] und
[Rou1987] vorgestellt.

Ausgangspunkt fir das hier vorgestellte Materialmodell ist die Beschreibung von Gurson, bei
der im Rahmen eines Zellmodells, dem reprasentativen Volumenelement (RVE), das Verhalten
einer sphérischen Pore in einer kugelférmigen Zelle aus starr-ideal plastischem Matrixmaterial
beschrieben wird.
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Bild 4.2: Phdnomenologische Beschreibung duktiler Schadigung (Gurson-Modell)

4.2 Das Gurson-Modell

Das Gurson-Modell beschreibt die Schadigung in metallischen Werkstoffen, in dem harte,
nichtmetallische Einschlisse durch Dekohasion oder Bruch zur Hohlraumentstehung beitra-
gen. Weitere Belastung fihrt zu Wachstum und Zusammenschluss dieser Hohlrdume und
schlieBlich zu duktiler Rissinitiierung und Rissausbreitung bis zum endgliltigen Versagen.

Zur Modellierung des Werkstoffverhaltens wird ein représentatives Volumenelement (RVE)
herangezogen. Hierbei wird ein idealisierter mikroskopischer Ausschnitt untersucht, der die
wesentlichen Eigenschaften des Materials reprasentiert, zugleich aber eine anwendbare ma-
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von Mises (/=0 ) —

O/ wl
Deviatorebene -

~J

Bild 4.3: FlieBfldche des Gurson-Modells im Hauptspannungsraum

thematische Beschreibung zuldsst. Dieses Modell beschreibt somit ein Aquivalentes, homoge-
nes Ersatzmedium, das die effektiven Materialeigenschaften auf makroskopischer Ebene wie-
dergibt.

in der Arbeit von [Gur1977] wird flr das plastische FlieBen eines elastoplastischen Materials
mite eingebettetem kugelférmigen Hohlraum eine FlieBbedingung

2
q:G(u,a(,,f):"—;ufcosh[;L;)Jm(x—f)%o (4-1)

agg 0

mit cr?, =J2(c) hergeleitet. Das Matrixmaterial wird als starr-idealplastisch mit der FlieBspan-

nung o,angenommen. Der Volumenanteil  der Hohlrdume im Material bestimmt die druckab-
hangige Eigenschaft der FlieBflache. Die homogene makroskopische Spannung o ist die ge-
mittelte Spannung im reprasentativen Volumenelement.

Im Gegensatz zur klassischen Plastizitétstheorie (z. B. von-Mises- oder J,-Theorie) geht der
hydrostatische Druck

oy = é tr (o) (4-2)
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in die FlieBbedingung ein. In Verbindung mit einer assoziierten FlieBregel ist das Material damit
nicht langer plastisch inkompressibel. Fir den Sonderfall, dass das Material keine Hohlraume
enthalt, f=0, reduziert sich Gl. (4-1) auf die von-Mises-FlieBbedingung. Die Darstellung der
FlieBflache im Hauptspannungsraum in Bild 4.3 zeigt die von-Mises-FlieBflache als Zylinder
und die Gurson-FlieBflache als ovale rotationssymmetrische Form, die mit zunehmendem
Hohlraumvolumenanteil kleiner wird.

Experimentelle Untersuchungen (u.a. [Goo1979)]) zeigen, dass der zum endgliitigen Material-
versagen gehotrende Hohlraumvolumenanteil erheblich niedriger ist als der Wert von /=1 im
Gurson-Modell. Weiterhin wird die fortgeschrittene Schadigung in der Phase der Lokalisierung
der Deformation zwischen benachbarten Hohlrdumen und dem nachfolgenden Zusammen-
wachsen nicht korrekt erfasst. Von Tvergaard und Needleman [Tver1984] wurde eine Erweite-
rung des Gurson-Modells vorgenommen, bei der in der FlieBbedingung die zusétzlichen Kon-
stanten ¢, und g, eingefihrt wurden [Tve1981,1982b], die eine bessere Anpassung an expe-
rimentelle Daten erméglichen. Somit ergibt sich einer erweiterte Form der Fliessbedingung zu:

%mh%J%U”wmfm% g?}uffa

m m

T2 (?2 ;CE_G)J—(QIf*]Z—I : (@-3)

.3
2 o -
=0

m

Die Ergebnisse von Finite-Elemente-Analysen des Versagens von ungekerbten Zugproben im
ebenen Verzerrungszustand und axialsymmetrische Rundzugproben stimmen hierbei mit
experimentellen Beobachtungen gut Uberein. Die von [Tve1981] vorgeschlagenen Werte von
g;=1,5 und g,=1,0 wurden von den bei [Per1990] mittels einer analytischen Betrachtung
gefundenen Werten ¢, = 4/e = 1,47 und ¢, = 1,0 belegt.

In der erweiterten Form der Fliessbedingung geht der Hohlraumvolumenanteil f als effektiver
Hohlraumvolumenanteil f " in die FlieBfliache ein und erfasst die beschleunigte Schéadigung
durch Wechselwirkung und Zusammenschluss von Hohlrdumen [Tve1982a). Bis zu einem
kritischen Wert £, sind f und f " identisch, oberhalb von Jo wird durch ein beschleunigten Zu-
wachs von f * durch den Faktor kreine Verringerung der Flisssflache simuliert:

o |7 fir f</, _
TS A Sk 3 -

Der Materialparameter f stellt den Wert des Hohlraumvolumenanteils dar, bei dem vollstandi-
ges Versagen des Materials, also ein makroskopischer Riss, auftritt, Daraus bestimmt sich der
Faktor k¢

fu fc
k 4-5

Aus Gl.(4-5) wird deutlich, dass die Funktion " den Wert fi erreicht, Fir f=f7 kann vom
Material keine Spannungen mehr aufgenommen werden, so dass sich aus der Fliessbedin-
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gung Gl.(4-3) der Wert

1
Jo=r— (4-6)

q
argibt. Im Rahmen der numerischen Auswertung kann die sich so auf einen Punkt verkleinem-
den FlieBflache auf erhebliche numerische Schwierigkeiten flhren, so dass haufig ein kleinerer

Wert fir f,, gewahlt wird. Erreicht der Hohlraumvolumenanteil den finalen Wert f=f,, werden
die Spannungen des betrachteten Punktes auf null gesetzt (s. Bild 4.4).

In [Chu1980] wurde eine erwsiterte Evolutionsgleichung fir den Hohlraumvolumenanteil vorge-
schlagen, die sich aus dem Wachstum vorhandener Hohlrdume und der Nukleation neuer

Hohlraume, beschrieben durch die Funktion 4 , zusammensetzt. Die Evolutionsgleichung fdr
den Hohlraumvolumenanteil f lautet dann:

f": fWachsrum"'fNukIeatian = (I—f) tr(ép) * A(Em)ém > (4-7)

Die Entstehung neuer Hohirdume, die durch Dekohésion und Bruch von Partikeln stattfindet,
wird durch eine GauB-Verteilung (s. Bild 4.5) (iber der plastischen Vergleichsdehnung des
Matrixmaterials g, statistisch erfasst:

Algy) = Jn exp(—(gm_gn)zJ. (4-8)
S

2ms? 2sh
Der gesamte Volumenanteil von hohlraumbildenden Partikeln ist f, . Der Parameter €, stellt
den Mittelwert der plastischen Vergleichsdehnung dar, bei dem Partikel zur Hohlraumbildung
beitragen, und die Standardabweichung ist s, .

« 06
3/ 0.04 =
2 .
©
o
@
Eoa
° —~
S z
£ £
3
i =002 -
=
£0.2
o}
2
o
% Jo
0 I I
0 0,2 0,4 0.6
lokaler Hohlraumvolumenanteil plastische Vergleichsdehnung £,
Bild4.4: Effektiver Hohlraumvolumenanteil Bild4.5: Einfluss der plastischen Vergleichsdehnung

des Matrixmaterials
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Die Berlicksichtigung isotroper Verfestigung im Matrixmaterial erfolgt im pordsen Material Uber
die Aquivalenz der plastischen Dissipationsleistung von homogenen Ersatzmedium und Mat-
rixmaterial, vgl. Gl. (2.56):

G & =(1_f)o-m'ém : (4-9)

4.3 Entfestigung und Lokalisierung

Durch die Beschreibung des Schadigungsprozesses ist mit voranschreitender Belastung ein
sunehmender Verlust der Materialsteifigkeit maglich, d.h. die Spannungen nshmen mit wach-
senden Dehnungen nach Erreichen eines Maximalwertes wieder ab. Dieses Verhalten be-
seichnet man als ,materielle Dehnungsentfestigung” oder einfach als , Entfestigung®.

Die Modellierung von Entfestigungsvorgéngen stelit sich im Rahmen der Implementierung von
Finite Elemente Programmen in zweierlei Hinsicht als problematisch dar: Mit dem Auftreten
von Entfestigungsvorgangen kann es nach dem Uberschreiten des Maximalpunktes der Kraft-
Verschiebungs-Kurve einer Struktur bzw. des Spannungs-Dehnungs-Verlaufes eines materiel-
len Punktes der Struktur zu Verzweigungsproblemen kommen, da einem Spannungszustand ¢
nunmehr zwei magliche Dehnungszusténde e, und €, zugeordnet werden kénnen (s. Bild 4.6).
Durch die Diskretisierung einer betrachteten Struktur in endliche Volumina (Finite Elemente)
kann es so zu diskretisierungsabhéangigen Lésungen kommen. Eine anschauliche Interpretati-
on des Verzweigungsproblems ergibt sich aus der Betrachtung eines einachsig auf Zug bean-
spruchten Stabes. Am Beginn steht ein Bereich linear-elastischen Materialverhalten

ole)=Ee, (4-10)
bis zum Erreichen einer Maximalspannung o; und der entsprechenden Dehnung

g=0,/E. . (4-11)
Darauf folgt ein Bereich mit linearem Entfestigungsverhalten

ole)=o, +hle &) (4-12)

woraus sich der Entfestigungsmodulus zu

pe2 (4-13)
&

ergibt, womit bei einer Dehnung &, die Tragfahigkeit des Materials erschopit ist, d.h.

oleg)=0. (4-14)

Nach Erreichen des Lastmaximums kénnen dann einem Spannungszustand verschiedene
Dehnungszustinde zugeordnet werden. Flr die Diskretisierung des Problems in m Elemente
ergibt sich, dass bei einem Element mit einer geringfiigig niedrigeren Maximalspannung o; in
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(e}
A
Omax
of
(@)
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0 e
Biid 4.6: Verzweigungsproblem bei entfestigendem Materialverhalten
X
L x
m Elemente
—» ©

m>=p

Bild 4.7: Verzweigungsproblern durch Strukturdiskretisierung
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diesem Element Schadigung/Entfestigung auftritt, wobei die anderen Elemente wahrend der
weiteren Belastungsgeschichte elastisch entlasten.

Nach dem Erreichen des Lastmaximums ergibt sich flir die gemittelte Dehnung

(4-15)
E Eh m

was nach Einsetzen des Entfestigunsmodulus und der Einfihrung der Abkiirzung
n=g, & auf die Bezishung

g(o—)=£+M (4-16)
E mE
fuhrt. Fir verschiedene n:m-Verhéltnisse (also verschiedene Diskretisierungen) ergibt sich so
ein uneindeutiges Entlastungsverhalten, was flir den Fall m — o= auf eine elastische Entlas-
tungskurve fiihrt, da hier das Violumen des entfestigenden Bereichs unendlich Klein wird (s.
Bild 4.7). Dieses Verhalten ist natlrlich auch in komplexeren Strukturen fir andere Belas-
tungsmodi und Entfestigungsmechanismen zu beobachten.

Die zweite hier betrachtete Problematik in Zusammenhang mit der Simulation von entfestigen-
dem Materialverhalten ergibt sich dadurch, dass es durch die Beschreibung des Schadi-
gungsvorganges zu einem Tragféhigkeitsverlust des Materials kommen kann. Dieser Verlust
bedingt, dass mit dem Voranschreiten der Entfestigung der Charakter des Anfangsrandwert-
problems sich &ndert und die Eliptizitat des Systems nicht mehr sichergestellt werden kann.
Flr das nun irregulére Differentialgleichungssystem existieren somit keine eindeutigen Lésung
mehr. Der so bezeichnete Elliptizitatsverlust des Gleichungssystems filnrt dazu, dass das
urspringlich sachgeméaB gestellte Anfangsrandwertproblem nun schlecht gestellt ist. Ein An-
fangsrandwertproblem ist dann sachgeméaB gestellt, wenn eine endliche Anzahl von linear
unabhangigen Ldsungen dazu existiert, die von den Anfangsbedingungen stetig abhéngen.

Im Rahmen einer ph&nomenologischen Interpretation entsteht so das Problem, dass fiir einen
Spannungszustand zwei mogliche oder beliebige Lésungen existieren kénnen. Durch die
uneindeutige Loésung des Differentialgleichungssystem kommt es bei verschiedenen Struktur-
diskretisierungen so zu netzabhangigen Ldsungen des Problems. Hierbei stellen sich diese
netzabhangigen Ergebnisse durch lokale Dehnungsentfestigung (z.B. an der Rissspitze) ein,
obgleich das gesamte System durch ein verfestigendes Verhalten der Gesamtsiruktur noch
stabil ist.

Die Netzabhéngigkeit folgt dabei der Tendenz, dass das Volumen der Lokalisationszone mit
zunehmender Netzverfeinerung abnimmt. Die Schadigung lokalisiert schlieBlich in einer Zone
mit verschwindendem Volumen. Der irreversible, also dissipative Schadigungsprozess, findet
ausschlieBlich in der Lokalisierungszone statt, so dass der Anteil der totalen dissipierten Arbeit
zu null werden muss, was auf die physikalisch sinnlose Aussage fiihrt, dass der Schéadigungs-
prozess dissipationsfrei verlaufen ist.

Fir die Beurteilung des maglichen Lokalisierungsverhaltens einer FE-Simulation ist es somit
erforderlich, Kriterien zu entwickeln und zur Anwendung zu bringen, die den Zeitpunkt des
Elliptizitatsveriustes des gestellten Anfangsrandwertproblems im Verlaufe der Belastungsge-
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schichte fiir beliebige Bereiche einer Struktur vorhersagen kénnen. Diese Aufgabe wird aus-
fiihrlich und gesondert fir die in den nachfolgenden Kapiteln vorgestellten Stoffgesetze in
Kapitel 7 behandelt.

4.4 Tafeln
Tafel 4.1: Gleichungen des lokalen Gurson-Modell

FlieBbedingung:

12(0')
2

m

+2q f*cosh(qzﬂ]_(ql f*)z -1=0

20

o=
Beschleunigtes Hohlraumwachstum:

wras L fur f<fe fu—te
f(f)‘{fc+w—m fr £ f " T g

Wachstum und Entstehung von Hohlrdumen:

]‘r = fWachsrum +fNukIearr‘on = (l_f) tr(Dp) 2 A(gm)ém

Nukleation von Hohlr&dumen:

£q) = Jn ex -(S“"—E“)z
Aler) T p[ . J

]1'531 2Sn

Aquivalenz der plastischen Dissipationsleistung von homogenen Ersatzmedium und Matrixma-
terial ’
o0&y =(1-1)Omén

Schéadigungsparameter:

fo  Hohlraumvolumenanteil des Materials im Ausgangszustand

i Kritischer Hohlraumvolumenanteil

fr  Endglltiger Hohlraumvolumenanteil

fa  Volumenanteil hohlraumbildender Partike!

g, Dehnungsmittelwert der GauB-Verteilung der Nukleation

s, Standardabweichung der GauB-Verteilung der Nukleation
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5 Nicht-lokale Schadigungsmodelie

in diesem Kapitel werden, ausgehend von dem lokal formulierten Gurson-Modell, nicht-lokale
Erweiterungen des Schadigungsmodells vorgestellt.

5.1 Motivation

Die Motivation fiir die Entwicklung und Anwendung nicht-lokaler Schédigungsmodelle ist nicht
nur die in Kapitel 1 und 4 bereits erlauterte Netzabhéngigkeit der Ergebnisse bei der Anwen-
dung lokaler Stoffgesetze im Rahmen von Diskretisierungsmethoden. Die Netzabhangigkeit
eine FE-Rechnung lasst sich im strengen Sinne aufgrund der Diskretisierung des kontinuum-
mechanischen Problems nie vollstandig eliminieren und muss so als immanenter Bestandteil
des numerischen Naherungsverfahren bei der Losungsfindung grundsatzlich bertcksichtigt
werden. Auch der bereits diskutierte Eindeutigkeitsverlust der Losung des zugrundeliegenden
Gleichungssystems flhrt nicht zwingend auf einen Widerspruch bei der Simulation des Materi-
alverhaltens, da nicht ausgeschiossen werden kann, dass beispielsweise mehrere Losungen
flir das zugrunde liegende physikalische Problem existieren kénnen. Entscheidend in diesem
Zusammengang ist vielmehr, ob die Wahl unterschiedlicher sich aber geometrisch und physi-
kalisch entsprechender Rand- und Lastbedingungen die Ergebnisse der FE-Rechnung beein-
flussen kénnen.

Eine wesentliche Bedeutung kommt der Funktion nicht-lokaler Stoffgesetze als Lokalisie-
rungsbegrenzer gegentiber der Anwendung lokaler Modelle im Zusammenhang mit den be-
reits erlauterten Lokalisierungsphanomenen zu. Wie bereits ausgefihrt ist Schadigung ein
irreversiblers Prozess und ist somit dissipativ. Die Dissipation infolge von Schadigung findet bei
der Anwendung lokaler Modelle ausschlieBlich in der, durch die Diskretisierung vorgegebenen
Lokalisierungszone statt. Mit zunehmender Netzverfeinerung wird das Volumen der Lokalisie-
rungzone kontinuierlich kleiner, so dass der Schadigungsprozess schlieBlich in einem ver-
schwindenden Volumen ohne Dissipation ablaufen musste, was auf eine physikalisch sinnlose
Aussage flhrt. Entscheidend ist somit, dass durch die Formulierung schadigungsmechani-
scher Modelle auf Grundlage einer nicht-lokalen Theorie bzw. einer Gradiententheorie die
Regularitét der gestellten Anfangsrandwertprobleme gewahrieistet werden kann. Nicht zuletzt
wird erst mit nicht-lokalen Modellen durch das Einfihren einer charakteristischen Lange auch
der Beobachtung Rechnung getragen, dass Schadigungsprozesse in einer Struktur sich auf
Gebiete charakteristischer GréBenordnung begrenzen, die im Rahmen konventioneller FE-
Analysen nur netzabhangig abgebildet werden kénnen.

Die anwendungsorientierte Implementierung nicht-lokaler Stoffgesetze in eine FE-Umgebung
erfordert gewisse Grundvoraussetzungen, die neben der werkstoff-mechanischen und physi-
kalischen Sinnhaltigkeit gegeben sein missen:

Zuné&chst ist die physikalische Grundmotivation, die eine mathematische korrekte Umsetzung
in einer FE-Umgebung erlaubt, zu erwéhnen: Es ist erforderlich flr die konstitutiven Gleichun-
gen des Stoffgesetzes Bilanzgleichungen zu entwickeln, die in ihrer linearisierten Form in eine
geeignete Elementformulierung mit geeigneten Freiheitsgraden umgesetzt werden kénnen. Die
s0 entstehende Gleichgewichtsforderung auf Strukturebene muss in den Rahmen einer kon-
ventionellen FE-Programmstruktur eingebettet werden kénnen.
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Die zu entwickelnden Algorithmen missen numerisch robust und effektiv unter Bertcksichti-
gung der aufzuwendenden CPU-Zeit sein.

Weiter ist eine Nahe zu bestehenden lokalen Modellformulierungen erstrebenswert, um das
Modell phanomenologisch erkldrbar zu halten und ggf. auf Erkenntnisse einer zugrundeliegen-
den lokalen Theorie zuriickgreifen zu kénnen, insbesondere sei hier das Problem der Material-
parameterbestimmung erwahnt.

Dieser Zielsetzung folgend werden in diesem Kapitel nicht-lokale Erweiterungen des in Kapitel
4 diskutierten lokalen Materiaimodells von Gurson vorgestellt, wobei die ph&nomenologische
Beschreibung des Vorgangs der duktilen Schadigung beibehalten und um nicht-lokale Formu-
lierungen ergénzt wird.

5.2 Nicht-lokale Integralansitze

Eine Mdglichkeit der nicht-lokalen Schadigungsmodeliierung mit dem Gurson-Modell basiert
auf einem Integral-Ansatz flir die Evolutionsgleichungen des Hohlraumvolumenanteils, wie er
von Leblond [Leb94] sowie Tveergard und Needleman [Tve95] in einem elastisch-
viskoplastischen duktilen pordsen Material eingefihrt wurde. Die GréBen, die die Schadi-
gungsentwicklung direkt beschreiben, werden iber ein vorgegebenes Gebiet gemittelt. Die
Mittelung bezieht sich bei Verwendung des Gurson-Modells auf die, durch Porenbildung und
Porenwachstum bedingte Entwicklung des Hohlraumvolumenanteils 1. Der nicht-lokale Ansatz
wird nun in der Anderungsgleichung fir das Hohlraumwachstum eingefiihrt. Die Evolutions-
gleichung der inneren Variablen f besteht in der lokalen Form aus den Anteilen zum Entstehen
neuer Hohlrdume und zum Wachsen vorhandener Hohlrdume:

j:'okaf = J}Wachstum s fNukIean‘on = (1 _f) tr(Dp) + 4 (‘Em )ém : (5'1:‘

Die Anderung des Hohlraumvolumenanteils in einem materiellen Punkt des Materials an der
Stelle x des betrachteten Volumens wird (iber die lokale Anderungen der Schadigungsvertei-
lung der Umgebung des betrachteten Punktes ermittelt:

1

f(x): (x) If]okﬂ[ {x)w(st)dI} . (5-2)

w

Dabei ist ¥ das Volumen des betrachteten Kérpers in der Referenzkonfiguration und y ein
raumlicher Punkt in der Umgebung des Volumens d¥. Mit der Gewichtungsfunktion

oY)
wix,y)= 1+[L”|J (5-3)
[
und deren Volumenintegral
W(x)= _[w(x,y)dl} (5-4)
v

Uber den betrachteten Kdrper wird der Einfluss der benachbarten GauBpunkte in der FE-
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Struktur beschrieben. Die Parameter p und g bestimmen die Form der Gewichtungsfunktion
und finden sich u.a. in [KIi1998b] mit Werten p = 8 und ¢ = 2. Fur das MaB /.= 0 geht diese
Formulierung in das lokale Modell Gber. Die Form der Gewichtungsfunktion ist dabei so ge-
wahlt, dass mit einer Begrenzungslénge z flr w > O flr alle z < / gilt und die Gewichtung unge-
fahr zu null w = O fUr z > [ wird. In FE-Rechnungen wird flir z > [, mit I, = 1,5-/ der Wert der
Gewichtungsfunktion direkt auf Null gesetzt, so dass die charakteristische Lange I, die GroBe
des Gebietes angibt, in dem die Schadigungsentwicklung gemittelt wird. Somit wird der nicht-
lokale Ansatz fir das Gurson-Modell mit drei Parametern p, ¢ und [, beschrieben.

Bei der Implementierung eines nicht-lokalen Integralansatzes ergibt sich die Schwierigkeit,
dass zur Berechnung der nicht-lokalen Wachstumsrate des Hohlraumvolumenanteils die lokale
Anderung der benachbarten Punkte im Einflussgebiet /. bekannt sein muss. Da im Rahmen
der Implementierung in ein konventionelles FE-Programm unter ausschlieBlicher Berlicksichti-
gung von Verschiebungsfreiheitsgraden die lokale Anderung der Hohlraumrate fiir die benach-
barten Gausspunkte zu einem Zeitpunkt nicht bekannt ist, wird auf die Werte des letzten ltera-
tionsschrittes bzw. des letzten Gleichgewichtszustandes zurlickgegriffen, d.h. die direkte
Kopplung von Spannungs- und Schéadigungsintegration kann nicht ausgefiihrt werden, was
sehr kleine Schrittweiten bei der Gleichgewichtsiteration erfordert, um mégliche Fehler klein zu
halten.

Weiterhin erfordert die exakte Bestimmung der Schadigungsverteilung in der Umgebung eines
Punktes genaue Topologiekenninisse von der Elementierung der zu berechnenden Struktur.
So kann zwar z.B. die Symmetrie von Proben oder Bauteilen leicht berlicksichtigt werden,
jedoch sind freie Rander, Locher, Kerben, Ecken etc. zu berlicksichtigen (wie z.B. der Anriss
an C(T)- oder M(T)-Proben). Weiterhin missen ausgefallene Elemente aus der integralen Be-
trachtung eines Gebietes herausgenommen werden, genauso wie entstandene Rissoberfla-
chen die Kontinuitat des Materials autheben und auch dort das Einflussgebiet eingeschrénkt
wird.

Beispiele flr derartige Implementierungen finden sich u.a. in [Baz1988], [Tve1995] und
[Kli1998b].

5.3 Gradientenabhiangige Formulierungen des Gurson-Modells

Grundiegend gemeinsam ist den hier zur Klasse der gradientenabhéngigen Formulierungen
zusammengefassten Erweiterungen des Gurson-Modells die Erweiterung bzw. Modifizierung
der Entwicklungsgleichung des Hohlraumvolumenanteils um einen Term, der den raumlichen
Gradienten des Schadigungsfeldes berticksichtigt. Die Einfiihrung dieser Gradiententerme wird
Uber die Vorstellung motiviert, dass eine Anderung des Hohlraumvolumenanteils neben
Wachstum und Entstehung von Hohlrdumen auch durch Wechselwirkungen benachbarter
Bereiche und die damit verbundene Anderung der Konzentration von Hohlrdumen gesteuert
wird.

5.3.1 Diffusionsmodell

In der einfachsten Form wird bei einer gradientenabhéngigen Evolutionsgleichung des Hohl-
raumvolumenanteils die Schadigungsentwicklung aus dem kiassischen Modell Gbermommen,
d.h. die Anderung des Hohlraumvolumenanteils erfolgt durch das Wachstum und die Entste-
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hung von Hohlrdumen:
Ide = IUWachslum i+ f Nukleat:'on) av. (5-5)
v v

Als zusatzlicher Effekt kann eine mogliche raumliche Anderung der Konzentration von Hohl-
raumen im betrachteten Volumen berticksichtigt werden. Bezeichnet man die Konzentrations-
anderung als Fluss g, des Hohiraumvolumenanteils, so ergibt sich die Evolutionsgleichung fir /
Zu:;

_[f dv = J'UWachs!um + fNukn’eation )dV - Jqf -nds§ (5-6)
v 14 v d

wobei n den nach auBen gerichteten Normalenvektor auf der Oberflache des betrachteten
Volumens ¥ darstellt. Bei Anwendung des Green’schen Satzes und der Annahme beliebiger
Volumina ergibt sich die Gleichung

f = f Wachstum T f Nukleation — Vq I (6-7)
fur die Anderung des Hohiraumvolumenanteils in einem materiellen Punkt.

Die Beschreibung des Flusses q ,erfolgt Uber das Aufstellen von Entwicklungsgleichungen far
verschiedenen Mechanismen, die als urséchlich verantwortlich fiir die Konzentrationsénderung
des Hohiraumvolumenanteils angesehen werden. Flr den auch als ,void flux" bezeichneten
gradientenabhangigen Anderungsterm werden von [Ram1998b] zwei Mechanismen vorge-
schlagen:

Zum einen die Diffusion von Hohlrdumen
qr= —cVf, (5-8)

wobei angenommen _wird, dass der Fluss proportional zum Gradienten des Hohlraumvolu-
menanteils ist. ¢ ist ein konstanter Materialparameter (¢>0) mit der Dimension Lange®Zeit". Das
Vorzeichen wird so gewahlt, dass die Diffussionswirkung zu einer Verringerung des Hohlraum-
volumenanteils fuhrt, also eine Attraktion von Bereichen hoherer Hohlraumkonzentration auf
solche mit niedrigerer Hohlraumkonzentration erfolgt.

Der Gradient V des skalaren Schadigungsfeldes f ordnet jedem Punkt r des Feldes fr) einen
Vektor

v=Vf=gradf (5-9)

zu, der in Richtung des stérksten Anstieges von d zeigt und den Betrag der Ableitung des
Feldes in diese Richtung besitzt. Fir die ,Diffusion®, d.h. den Austausch der Schadigungskon-
zentration gilt

2 2 2
qu=v-(~ch)=—c{a—+ 2 +a—}f:—cAf (5-10)

a2 o ox
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mit A=V?=V-Vals dem Laplace-Operator und ¢ als Konstante, die die Starke dieses Ein-

flusses beschreibt. Fiir die Anderungsgleichung des Hohlraumvolumenanteils ergibt sich so mit
Gl.(5-1) der folgende Ausdruck:

f = fWachsmm"'fNuHearr'on - qu = (] - f) tl‘( Dp) ¥ A(Em)ém + CV?’f 5 (6-11)

Numerische Umsetzungen dieser nicht-lokalen Entwicklungsgleichung des Hohlraumvolumen-
anteils finden sich u.a. in und in [Ram1998b] und [Reu2000].

Als alternativer Mechanismus gegentber GI.(5-8) wird in [Ram1998b] vorgeschlagen, dass der
Fluss grdurch den Ausdruck

2
qf=,1-é-—Vf (5-12)
5 &

beschrieben werden kann, wobei / eine charakteristische L&nge und o, eine Bezugsspannung
darstellt. Dieser Ansatz geht davon aus, dass der Fluss g, proportional zur Entwicklung der
Plastizitat ist. Der plastische Multiplikator A beschreibt die GréBenordnung der Anderung der
plastischen Verzerrung. Somit ist der Gradiententerm nur bei einer Entwicklung der Plastizitat
(A>0) in der Evolutionsgleichung wirksam. Die zugrunde liegende Vorstellung ist hierbei, dass
Volumina mit hdherem Hohlraumvolumenanteil solche Volumina mit niedrigeren Hohlraumvo-
lumenanteilen beeinflussen und es so zu einem beschleunigten, konzentrierten Hohlraum-
wachstum kommt, das durch die Vereinigung benachbarter Hohlrdumen verursacht wird. Die
Richtung des Flusses ist hier entgegengesetzt zum beschriebenen Diffusionsvorgang aus
Gl.(5-8) und es ergibt sich die Anderung des Hohlraumvolumenanteils zu

f :f Wachstum +f Nukleation — Vq I

= (- )u(D,) + 4lem)én —g—v-(,wf) (5-13)
. 0

=(1-7)t(D,) + Alen)ém— -:}i(ivzf+VZ-Vf)
0

Die beiden Mechanismen aus Gl.(5-11) und Gl.(5-13) besitzen bezliglich ihrer Auswirkung auf
die Beschreibung der raumlichen Schadigungsentwickiung sehr unterschiedliche Eigenschaf-
ten. Wahrend der Diffusionsterm in GI.(6-11) zu einem Ausgleich des Schadigungsfeldes und
somit zu einem ,gedédmpften” Wachstum fiihrt, hat der Gradiententerm in GI.(5-13) einen
wachstumsbeschleunigenden Einfluss auf die Schadigungsentwickiung. Ein weiterer Unter-
schied besteht darin, dass in GI.(5-13) der nicht-lokale Schadigungsterm nur bei plastischen
Prozessen aktiv wird, GL.{(5-11) hingegen darauf flihrt, dass eine ratenabhéngige Formulierung
durch den Gradiententerm besteht, da eine Anderung des Hohiraumvolumenanteils durch den
Gradiententerm auch ohne auBere Lasteinwirkung entstehen kann. Weiter ist die, durch den
Gradiententerm bedingte Anderung unabhangig von der Gréfie der Schadigungsproduktion.

Bei der Formulierung nach GL.(5-13) geht der plastische Multiplikator A multiplikativ in die For-
mulierung des Gradiententerms mit ein, was auf die ratenunabhéngige Formulierung der
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Schadigungsentwicklung fihrt, da der Gradiententerm nur bei einer Verénderung des Plastizi-
tat aktiv wird.

Durch die Berticksichtigung des Gradienten des Hohlraumvolumenanteils in der Evolutions-
gleichung der Schadigung Gl.(5-11) und Gl.(6-13) wird die Definition zusatzlicher Randbedin-
gungen erforderlich.

Am elastisch-plastischen Grenziibergang im Volumen ist der Wert von fals anfénglicher Hohl-
raumvolumenanteil f; definiert, bzw. bei materiellen Punkten, die vormals plastifiziert waren, als
der Wert des Hohlraumvolumenanteils bei der letzten Plastifizierung dieses Punktes. Da ein
Zufluss bzw. Abfluss von Schadigung aus der Oberflache des betrachteten Volumens nicht
méglich sein darf, gilt flr die plastifizierten freien R&nder des Volumens die Randbedingung

Vf-n=0 (6-14)
bzw.

& =0 auf S? und £ = fy auf ¥ (5-15)

'a_n e 0 f . fO 1

mit S,” als der 4uBeren Oberflache des plastischen Bereiches des Volumens und S;" als der
aktuellen Grenzoberflache eines Belastungsschrittes i zwischen elastischen und plastischen
Bereichen des Volumens (s. Bild 5.7).

S :Korperoberflache
Grenzoberflache zwischen

plastischem und elastischem
Bereich

P duRere Oberflache des
0 plastischen Bereiches

elastisches Volumen plastisches Volumen

Bild 5.1: Elastisch-plastischer Grenzlibergang

Die in [Ram1998b)] formulierte Randbedingung fiir f am plastisch-elastischen Ubergang f = f;
aus Gl.(5-15) stellt eine erforderliche Konsequenz aus der strengen Unterteilung in elastische
und plastische Bereiche dar und folgt dem Gedanken, dass duktile Schadigung nur bei plasti-
schen Prozessen auftreten darf, ist aber aus physikalischer Sicht nicht zwingend erforderlich,
da eine ,Beeinflussung” der Schadigung in einem elastischen Gebiet aufgrund angrenzender
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plastischer Bereiche plausibel erscheint und dem Gedanken eines nicht-lokalen Modells eher

Rechnung tragt, da nicht-lokale Effekte auch bei elastischem Materialverhalten wirken kon-

nen’.

Im Rahmen der numerischen Implementierung in ein FE-Programm ist weiterhin sicherzustel-
len, dass auf S der plastische Multiplikator A gemaB der Forderung eines elastischen-
plastischen Ubergangs zu null wird. Als Konsequenz ergibt sich die Notwendigkeit, A als Frei-
heitsgrad in das zugrundeliegende diskretisierte Variationsprinzip einzufihren. Somit kénnen
die in Kapitel 3 beschriebenen Kuhn-Tucker-Bedingungen nicht mehr tber die lokalen Integra-
tion der Materialgleichungen auf GauBpunkt-Ebene erflillt werden, sondern mussen als Rand-
bedingung in den Knoten, also als Randebedingung flr den Freiheitsgrad A erfllit werden.
Dadurch ist die Gleichgewichtsiteration der FE-Rechnung auf Strukturebene um die Ber{ick-
sichtigung der Kuhn-Tucker-Bedingung zu erweitern [Ram1998a], was nur mit erheblichem
numerischen Aufwand zu bewerkstelligen ist und die Implementierung in konventionelle FE-
Programme erschwert bzw. nicht erméglicht.

5.3.2 Herleitung aus der Integralbeziehung

Eine weitere Modifikation der lokalen Entwicklungsgleichung des Hohlraumvolumenanteils in
Form eines Gradientenansatzes ergibt sich aus der, im Abschnitt 5.2. vorgestellten integralen
Betrachtung der Entwicklungsgleichung

P05 [t B3} 510

Die Taylorentwicklung des Terms f',c,,mf (x +5s) um den Punkt s =0 fiihrt auf die Beziehung:

Siokat X +5)= fioar )+ (8- V) fiopas (1)+%(8' V)zﬁakaf(x)“*‘%(s VY fiokar(x) ... (6-17)

Das Einsetzen dieser Beziehungen in die integrale Bilanz der lokalen Schadigungsentwicklung
Uiber das Volumen ¥ fuhrt nach analytischer Integration und unter Vernachlassigung ungerader
Terme auf:

. . I s s g Pz

S0)= T g (")+’i‘v T okat (")"'fz“v S tokat (")'*ﬁv Soat (%) - ]
Die Vernachlassigung Terme vierter und hoherer Ordnung filhrt so auf eine, um einen raumii-
chen Gradienten der Schadigungsrate, erweiterte Schadigungsevolution:

*Als Anmerkung sei hier darauf verwiesen, dass auch bei der Implementierung eines elastisch-plastischen
Stofigesetzes die strenge Unterteilung in rein elastische und plastische Volumina nur auf GauB-Punkt-
Ebene eingehalten werden kann. Da der Gesamtbeitrag eines Elementes aus den Einzelsteifigkeiten der
reprasentativen Volumina der GauBpunkte ermittelt werden sind solche Elemente die elastische und plasti-
sche GauBpunkte reprasentieren im Sinne ihres Beitrages zum Strukturverhalten in einem gemischten
Zustand,
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. . 2 X
FO)= 7y )+ %sz,oh,, (x). (5-19)

Hierbei ist die nicht-lokale Schadigungsentwicklung in direkter, expliziter Form von der lokalen
Schadigungsentwicklung abhéngig, da die lokale Anderungsgleichung und der Gradient der
lokalen Anderung der Schadigungsentwicklung berticksichtigt werden.

Durch die geforderte Stetigkeit der globalen Schadigungsanderung F(x) wird durch den Gra-
diententerm eine Nichtlokalitdt eingefiihrt. Jedoch ist die Wirkung dieses Effektes auf den
unmittelbaren Bereich um x eingeschrankt, da Ableitung von I fom(s) in unmittelbarer Nahe

von x keinen Einfluss auf fi,z,(x) und V2 /. (x) haben und damit auch nicht auf die globa-

le Schadigungsentwicklung F (x). Im mathematischen Sinn handelt es sich hierbei also um

eine lokale Formulierung, oder aber wie u.a. in [Gee1998], im Zusammenhang mit der Gra-
dientenplastizitat ausgefihrt, um eine ,schwache" nicht-lokale Formulierung.

Weiterhin ergibt sich durch die Beriicksichtigung des Terms V2 fi,x.;(x) in GL.(5-19) eine ho-
here Differenzierbarkeitsanforderung an die Beschreibung des Verschiebungsfeldes und die
Forderung nach der Einfihrung entsprechender Randbedingungen héherer Ordnung, was auf
eine zusétzliche Feldbeschreibung der plastischen Entwicklung fuhrt, da die Beschreibung der
raumlichen Anderung der Schadigungsrate eine raumliche Beschreibung der Plastizitat erfor-
derlich macht.

Durch eine erneute Anwendung des Laplace-Operators wird, wie in [Gee1998,Feu1998] ge-

zeigt, die Gl.(5-19) nach Umstellung auf eine neue Formulierung der Schéadigungsentwicklung
Uberflhrt:

&)=, ®)+= V7). (5-20)

Die Schadigungsentwicklung hangt nun in einer impliziten Form von der lokalen Schéadigungs-
entwicklung und dem zweiten Gradienten der Schadigungsentwicklung selbst ab. Als eine
maégliche zusétzliche Randbedingung wird hier die Forderung

i:vj-po (5-21)
on

eingefihrt. Die Ableitung von . (s) in unmittelbarer Nahe des betrachteten Punktes hat nun

indirekt tiber den Term V2 £(x) einen Einfluss auf die Schadigungsentwicklung in x, womit der
nicht-lokale Charakter der Evolutionsgleichung gepréagt wird und eine, wie in [Gee1998] ausge-
fihrt, ,starke” nicht-lokale Beschreibung erzielt wird. Als weiterer Vorteil genligt bei dieser
Formulierung die Benlicksichtigung des globalen Schadigungsfeldes f als einzige neue Feldva-
riable mit den entsprechenden Differenzierbarkeitsanforderungen, wie sie sich aus dem zu
bildenden Variationsprinzip ergeben.

Eine solche Formulierung fiihrt dazu, dass eine Anderung des Hohlraumvolumenanteils auch
ohne plastisches FlieBen moglich ist, was zunachst im Widerspruch mit den phanomenologi-
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schen Annahmen des Gurson-Modells steht. Aus der Formulierung der gradientenabh&ngigen
Anderungsgleichung

. 2 . .
FO)= 5927 )= s &) (5-22)

wird aber ersichtlich, dass in einem ,elastischen* Punkt wegen f, . . (x)=0eine Anderung des

Holraumvolumenanteils nur durch den Term V27 (x) erfolgen kann, so dass das Phanomen

nur in unmittelbarer Nahe zu einer plastischen Zone aufiritt [Feu1898]. Ohne das Aufbringen
einer duBere Belastung kann es jedoch nicht zu einer Veranderung des Hohlraumvolumenan-

teils fkommen, da der Term V2 f(x), der die Anderung von fbeschreibt nicht aktiv ist.

5.4 Einfiihren einer neuen SchadigungsfeldgréBe

Ausgangspunkt fir die im Rahmen dieser Arbeit formulierten nicht-lokalen Erweiterungen des
Gurson-Modells stellt die Zielsetzung dar, die lokale Beschreibung der Schadigungsentwick-
lung durch die Evolutionsgleichung fir den Hohlraumvolumenanteil f des lokalen Gurson-
Modells aus Kapitel 4 unverdndert beizubehalten. Durch die Berticksichtigung einer neuen
skalaren SchadigungsfeldgréBe d mit der Feldgleichung®

d(x)= fx)-cV3d(x), (5-23)

wird durch den lokalen Quellterm der Schéadigung f (x) und den raumlichen Gradiententerm

V2d(x) des nicht-lokalen Schadigungsfeldes die Schadigungsentwicklung als globale Feld-
groBe beschrieben (s.a. [Reusch2003a)). Der eingeflihrte Materialparameter ¢ beschreibt die
Stéarke der Wirkung des Gradiententerms. Der FeldgroBe 4 stellt somit den Hohlraumvolumen-
anteil des Materials unter Berticksichtigung der nicht-lokalen Schéadigungsentwicklung dar.

Durch eine gegenlber dem lokalen Gurson-Maodell modifizierte Fliessbedingung

(5-24)

’.

2

®,(M,0p,d) =T 424, d"(d)cosh( % “(M)J—(ql d'(@) -1=0
(o ! 20

wirkt die globale SchadigungsfeldgréBe d auf die lokale Entwicklung des Hohlraumvolumenan-

teils / und bestimmt so maBgeblich das Entfestigungsverhaltens des Materials. Mit ¢=0 wird

die Evolutionsgleichung des Modells auf die lokale Formulierung des Gurson-Modells zurtick-

gefilhrt und o entwickelt sich analog zur lokalen Entwicklung des Hohlraumvolumenanteils 1°.

* dist keine innere Variable im Sinne der kontinuumsmechanischen Beschreibung, wie z.B. die lokale
Schédigung £, sondern eine FeldgroBe.

“Vor dem Hintergrund der spéter im Detail erliuterten Diskretisierung einer Struktur im Rahmen der FE-
Methode entspricht die Losung des diskretisierten Gleichgewichtsproblems jedoch nicht mehr exakt der
lokalen Implementierung, da hier die in den Knoten gespeicherten Schadigungswerte d Uber die (linearen)
Formfunktionen des Elements auf die GauBpunkte abgebildet werden und die Gleichgewichtsaussagen
nur im Mittel Uber das betrachtete Elementvolumen exakt erfiillt werden.
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Die GroBe d beschreibt somit den Schadigungszustand des Materials mit Werten von null far
das vollsténdig ungeschadigte Material bis hin zu einem Maximalwert von 1, fur den die Fliess-

flache geméass Gl.(5-24) verschwindet.

Durch das Ersetzen des effektiven Hohlraumvolumenantsil /* aus Kapitel 4 durch eine analoge
Gleichung fir den globalen effektiven Hohlraumvolumenanteil d" in GI.(5-24) wird die be-
schleunigte Schadigung durch Wechselwirkung und Zusammenschluss von Hohlraumen nun
{iber das globale Schadigungsfeld beschrieben. Hierbei folgt die modifizierte Schadigungsvari-

able der Beziehung

i ()= d fiir d<d,
T \de+ky(d-d.) fir d>d, (5:35)

mit den Entsprechungen d,, k,, der in Kapitel 4 beschriebenen numerischen Parametern des
Gurson-Modells. Der Faktor k, berechnet sich in Analogie zu Kapitel 4 aus

- d: —dc
ff —d;

ky (5-26)

Aus Gl.(4-5) wird deutlich, dass die Funktion d" den Wert d;, erreicht. Fir d =d, kann vom

Material keine Spannungen mehr aufgenommen werden, so dass sich aus der Gl.(5-24) der
Wert

df=—. (6-27)

ergibt. Auch hier ist wieder ein entsprechende Randbedingung fir die FeldgréBe d einzufihren,
die als ,natlrliche” bzw. Neumann-Randbedingung zu

Vdn=0 (5-28)
gesetzt wird.

Vorteil dieser Modellierung ist, dass die phanomenologische Beschreibung der Schadigung
nach Gurson in einem Volumenelement nicht aufgegeben wird und dass es in elastischen
Gebieten nicht zu einem Schadigungswachstum (im Sinne von f > f;) kommen kann. Benach-
barte plastifizierte Gebiete beeinflussen ,ausschlieBlich" die Fliessfunktion GI.(5-24) Uber die
neue FeldgréBe 4 im Sinne einer moglichen Entfestigung des Materials. Somit ergibt sich bzgl.
der Parameteranpassung flr das Modell die Forderung, dass vornehmlich die Wirksamkeit der
effektiven Schadigung d in der Fliessbedingung berlcksichtigt werden muss und so die Para-
meter der lokalen Schadigungsentwicklung nicht zwangslaufig mit angepasst werden mussen.

Dieser Erweiterung erfordert ggf. eine Anpassung der Materialparameter der Fliessfunktion ¢,
und ¢, sowie der Parameter des effektiven Hohlraumvolumenanteils 4, und k; Die lokale
Schadigungsentwicklung im Volumenelement wird somit weiterhin klassisch modelliert, der
nicht-lokale Anteil des Schadigungsprozesse wird durch d beschrieben.
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5.5 Ratenabhédngige Schadigungsentwickiung

Dem zur Herleitung der konstitutiven Gleichungen des hyperelastisch-plastischen Stoffgeset-
zes aus Kapitel 3 verwendeten Ansatzes folgend, kann das Schadigungsfeld als skalar-wertige
kontinuumsmechanische GroBe aufgefasst werden. Mit Hilfe der Vorgehensweise in [Sve1999]
und [Sve2001] lasst sich 4 als zusatzlicher innerer Freiheitsgrad betrachten. So kann die
Gl.(5-23) aus der dazu gehdrenden verallgemeinerten Ginzburg-Landau Beziehung

div[a—‘?.J 5 (5-29)
ava) od

hergeleitet werden (siehe auch [Reu2003b]). Hierbei ist

Z=y+r (5-30)

das Ratenpotential, das aus der Summe der Rate der Freienenergiedichte ¥ und dem Dissi-
pationspotential z besteht. Vernachlassigt man eine mégliche direkte Koppelung zwischen
elastischem Materialverhalten und der Schadigungsevolution, so erhalt man die Konstitutiv-
form

“ . 12
r=1pg,la-7F +Ly, 3|Vl (5-31)
flr = sowie
=y +La,l|vd] (5-32)

far y, wobei y der elastische Anteil der Freienenergiedichte ist. Hierbei reprasentieren fp bzw.
yp charakteristische lokale bzw. nicht-lokale Dissipationsskalen flir den delokalisierten Schadi-
gungsprozess. Femner sind ap bzw. 1 eine charakteristische Energieskala bzw. eine charakte-
ristische Langeskala fUr diesen Prozess. Als Vereinfachung wird hier angenommen, dass diese
charakteristischen GrdBen konstant sind. Einsetzen von Gl. (5-29), Gl. (5-31) und Gl. (5-32)
liefert dann die Feldgleichung

Bpd =1} divlopVd +ypVd )+ Bp (5-33)

flr d. Eine Beziehung &quivalent zu Gl.(5-23) ergibt sich hieraus im Grenzfall a;, — 0, d.h.

Bpd = ypt divlapVd)+ Bp (5-34)

mit der der Identifikation

. 7olb
i (5-35)
Pp

Wie Gl.(5-23) stellt Gl.(5-34) eine ratenunabhangige Modellierung von o dar. Im Gegensatz
entspricht der Grenzfall yp — 0, d.h.
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. Bpd=yplbVd*+Bpf . (5-36)

genau wie GI.(5-33) selbst einer ratenabhéngigen Modellierung von d. Skaliert man Gl.(5-33)-
Gl.(5-36) mit einer charakteristisch Kontinuumsléngenskala /¢, so wird ersichtlich, dass das
Verhaltnis /p/l- den Einfluss des nichtlokalen Terms auf die Entwicklung von d bestimmt. Im
Rahmen einer numerischen Losung dieser Feldgleichung mit Hilfe der FE-Methode kann /¢ mit
z.B. der Elementkantenlange identifiziert werden.

In den weiteren Kapitel wird die geschwindigkeitsunabhangige Formulierung aus Kapitel 5.4
oder Aquivalent basierend auf Gl.(5-23) oder auf Gl.(5-34) aufgegrifien, wobei ggf. auf Unter-
schiede bzgl. der Implementierung unter Berlicksichtigung der Evolutionsgleichung (5-35), wo
erforderlich, gesondert hingewiesen wird. Im Weiteren wird die Schreibweise aus GI.(5-23)
verwendet.

5.6 Schwache Form und P.d.v.V.

Zur Berechnung von Anfangsrandwertproblemen der Kontinuumsmechanik ist das gekoppelte
System der partiellen Differentialgleichungen bestehend aus den kinematischen Beziehungen,
der lokalen Impulsbilanz und den Materiaigleichungen zu lésen. Nicht-lokale Abhéngigkeiten in
Form ven Integralen oder Gradienten in den konstitutiven Gleichungen erschweren den Einsatz
solcher Formulierungen.

Fur die Anwendung der modifizierten Evolutionsgleichung des Hohlraumvolumenanteils im
Rahmen der FE-Methode muss eine Formulierung gefunden werden, die trotz der Verwen-
dung von Gradiententermen auf numerische Verfahren fiihrt, die den Einsatz standardisierter
numerischer Lésungsverfahren im Zusammenhang mit einer impliziten Spannungsintegration
auf lokaler Ebene erméglicht.

Mit der weiter in Gl.(5-23) gewéhlten Form der gradientenabhangigen Schadigungsevolution

d—-cVid=f. (5-37)

verliert im Rahmen einer raten-unabhéngigen Formulierung die Konsistenzbedingung zur Be-
stimmung des Beitrages der plastischen Verzerrungen wegen V2 ihren lokalen Charakter.

Wie u.a. in [DeB92, Ram98a, Ram98b] gezeigt, kann durch das zusétzliche Einflhren des
plastischen Multiplikators oder der akkumulierten plastischen Vergleichsdehnung als Freiheits-
grad die Stoffgleichung im Rahmen einer FE-Implementierung gelést werden, was jedoch auf
sehr aufwendige numerische Formulierungen unter der Verwendung von C'-stetigen Ansatz-
funktion fir die Elementformulierungen fiihrt. Weiterhin missen bei solchen Ansétzen, wie in
Kapitel 5.3 bereits ausgefiihrt, die Kuhn-Tucker-Bedingungen in einer diskretisierten Form im
Rahmen der FE-Gleichgewichtsiteration erflillt werden, wobei neue zusatzliche Randbedin-
gungen unter Berlicksichtigung eines plastischen und nicht-plastischen Volumenbersichs der
diskretisierten Struktur eingeflihrt und erflillt werden mdssen.

Zusammen mit den Problemen bei der Verwendung von Ansatzfunktionen héherer Ordnung
bei der Elementformulierung in FE-Rechnungen erweist sich diese Vorgehensweise unter der
Zielsetzung einer anwendungsorientierten Implementierung eines ,nicht-lokalen“ Gurson-
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Modells als problematisch und wird hier nicht weiter verfolgt.

Jedoch kann eine Formulierung der schwachen Form fiir die Schadigungsentwicklung gefun-
den werden (u.a. in [Feu97, Feu98]), die auf ein Variationsprinzip fihrt, das numerisch effizient
in einen FE-Programm implementiert werden kann. Die Multiplikation der modifizierten Evoluti-
onsgleichung

d—cVid=f bzw. d—f-cV?d =0 (5-38)

mit einer skalaren Testfunktion 77; und deren Integration Gber ein Volumen ¥ fihrt auf die Bi-
lanzgleichung

j(d V2~ fny dv =0 (5-39)
4 .

Dieser Ausdruck ist identisch mit der starken nicht-lokalen Formulierung der Feldgleichung in
Gl.(5-38), da bei beliebigen Werten fir die Testfunktion der Ausdruck in den Klammern ver-
schwinden muss, um das Integral zu null zu erfullen.

Zusammen mit der schwachen Formulierung des Gleichgewichts

[K:Vn,dV - [t-q,dl'=0 (5-40)
4 53

ergibt sich so eine ,gemischte Formulierung"® des gekoppelten Feldproblems bestehend aus

dem Verschiebungs- und dem Schadigungsfeld. Die Betrachtung der nunmehr ,schwachen
Form*“® der Schadigungsevolution

[d=7)ng+cvd-Va, dv —c[(Vd-n)n, dr=0 (5-41)

v r
zeigt, dass, unter der in GI.(5-28) postulierten Annahme, dass auf dem Gebietsrand I mit dem
Normalenvektor n die Bedingung

Vd-n=0 (5-42)
erfullt ist, eine schwache Formulierung der Schadigungsevolution in Form einer Bilanzglei-

chung

[{@=7)na+cvd Vg av =0 (5-43)
V

* Hier wird die Bezeichnung ,gemischte® Formulierung verwendet, da FeldgroBen unterschiedlicher physi-
kalischer Bedeutung (Verschiebungen, globale Schédigungsverteilung) im Variationsprinzip Verwendung
finden.

® Die Differenzierbarkeitsanforderungen an die Beschreibung des Schadigungsfeldes sind durch die An-
wendung des Variationsprinzips herabgestuft worden, daher die Bezeichnung ,schwache” Form
[Har1993], die hier nicht in Bezug zu der Unterscheidung zwischen einer ,schwachen" und ,starken* nicht-
lokalen Evolutionsgleichung der SchadigungsfeldgréBe gebracht werden darf.
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gefunden werden kann. Bei Verwendung der Schadigungsvariable d als zusatzlichem Frei-
heitsgrad geniigen C’-stetige Ansatzfunktionen der Elementformulierung, da nun das Schédi-
gungswachstum von der Beschreibung des plastischen FlieBens entkoppelt ist und nur der
erste raumliche Gradient des Schadigungsfeldes aus den Ansatzfunktionen ermittelt werden
muss.

Fir die in Kapitel 5.5 vorgestellte Form einer nicht-lokalen Erweiterung fllhren analoge
Betrachtungen zu einer Variation der Schéadigungsbilanz in der Form

fld=7)na+cva-Vngav=o. (5-44)
v
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.7 Tafeln

Tafel 5.1: Nicht-lokales Gurson-Modell

FlieBbedingung fir das nicht-lokale Modell:

(Dzjz(iw)-l-qu d‘cosh(qz H(M)Jw—(ql d*)z—lz{)
O 20,

Beschleunigtes Hohiraumwachstum:

" d fiir d <d, .
d(d):{ w ° mit kd:M

d,+ky(d-d,) fir d>d, (df—dc)

Wachstum und Entstehung von Hohlrdumen:

lokaler Hohlraumvolumenanteil f = (1- f )tr(DP) + Alem)én
globales Schadigungsfeld d = 7 —cV?d bzw.

globales Schadigungsfeld d = f —cV2d

Nukleation von Hohlrdumen:

fy exp(_ (€m —in)z]

Aley) =
" Jz:rs,f 2Sn

Aquivalenz der plastischen Dissipationsleistung von homogenen Ersatzmedium und Matrixma-
terial

M-D, =(1-f)0n &
Schadigungsparameter:
d, Hohlraumvolumenanteil des Materials im Ausgangszustand
d. Kritischer Hohlraumvolumenanteil
dy  Endgliltiger Hohlraumvolumenanteil
Jn  Volumenanteil hohlraumbildender Partikel
£, Dehnungsmittelwert der Gauss-Verteilung der Nukleation

s, Standardabweichung der Gauss-Verteilung der Nukleation
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6 Finite Elemente Methode

Im Rahmen der Anwendung der Finiten Elemente Methode wird das der Struktur zugrundelie-
gende Gebiet durch eine Zerteilung in Finite Elemente approximiert. Weiterhin werden die
FeldgréBen des Problems ausgehend von einem vorgegebenen Verschiebungsfeld angena-
hert. Die angewendeten Variationsprinzipen (,d.h. in der Regel das Prinzip der virtuellen Ver-
schiebungen) wird dabei im Mittel Uber das jeweilige Elementvolumen erfdilit, wobei bei der
durchzufiihrenden numerischen Integration (iber das Elementvolumen eine weitere numerische
Naherung des abzubildenden Zustand vorgenommen wird.

6.1 Einleitung

Die Umsetzung der in Kapitel 4 beschriebenen, lokalen Werkstoffmodellierung flhrt auf ein
System nichtlinearer algebraischer Gleichungen in den Knotenfreiheitsgraden. Durch den Ein-
satz des um eine FeldgréBe erweiterten Variationsprinzips in einer ,gemischten" schwachen
Form fiir die Simulation nicht-lokaler Schédigung (s. Kapitel 5) ist es erforderlich, die Schédi-
gungsgroBe d als neuen zusatzlichen Freiheitsgrad zu beriicksichtigen. Hierzu ist ein geeigne-
ter Elementtyp zu entwickeln und in ein FE-Programm zu implementieren, der die zu beschrei-
benden FeldgréBen u und d sowie die entsprechenden virtuellen GroBen durch geeignete
Ansttze approximiert. Die zur numerischen Losung des Gleichgewichts notwendige Linearisie-
rung des eingesetzten Variationsprinzips und die Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix
werden in diesem Kapitel vorgestelit. Ausgehend von der Unterteilung der Belastung in diskre-
te Zeitschritte wird anschlieBend ein Spannungsalgorithmus zur numerisch effizienten Integra-
tion der Materialgleichungen der nicht-lokalen Gurson-Modells hergeleitet. Die Losung des
daraus entstehenden nichtlinearen Gleichungssystems erfolgt mit dem Newton-Verfahren.

Eine maBgebliches Aufgabe der Implementierung des um einen Gradiententerm erweiterten
Gurson-Modells ist die Verifizierung und der Vergleich der Ergebnisse anhand des vorgestell-
ten ,klassischen” lokalen Gurson-Modells. Daher werden beide in den Kapiteln 4 und 5 vorge-
steliten Materiaimodelle in Zusammenhang mit eigens entwickelten Elementtypen in das FE-
Programm ABAQUS implementiert. Diese Vorgehensweise ist erforderlich, da bei einer klassi-
schen lokalen Implementierung die aktuellen Werte des Hohlraumvolumenanteils in den GauB3-
punkten eines Elementes als innere ZustandsgroBen gespeichert werden, bei einer Formulie-
rung mit 4 als zusatzlichem Freiheitsgrad diese Werte aber in den Knotenpunkten eines Ele-
mentes gespeichert werden und erst durch eine Approximation Uber die Ansatzfunktionen des
Elements auf die GauBpunktkoordinaten abgebildet werden. Auch wenn durch die Verwen-
dung der kritischen Lange ¢=0 die gradientenabhangige Form der Evolutionsgleichung in die
klassische Formulierung des Gurson-Modells Ubergeht, wird die Gleichgewichtsbedingung der
Evolutionsgleichung des Schadigungsfeldes mit der neuen Elementformulierung nur in der
,schwachen® Form erflillt, so dass die Ergebnisse nicht mit denen einer lokalen Formulierung
Ubereinstimmen.

Das hier zum Einsatz kommende FE-Programm ABAQUS verwendet flr die Abbildung zwei-
dimensionaler Verschiebungszustande Elementformulierungen mit vier Knoten (CPE4 und
CAX4) mit einer modifizierte Berechnung des Deformationsgradienten (,selectively reduced
integration technique® [Nag1974, Hib1998a)), die bei Verschiebungszusténden, die zu einer
Volumenénderung fihren abweichende Verzerrungen bewirken. Diese Modifikation bezieht
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sich auf die Formulierung kleiner und groBer Deformation und dient u.a. der Vermeidung von
Locking-Effekten bei der ebenen Elementformulierung [Hib1998a] und wird fir die neuen Ele-
mentformulierungen Ubernommen.

Die folgenden Ausflhrungen beziehen sich auf die Implementierung des erweiterten nicht-
lokalen Gurson-Modells, wobei auf Abweichungen zur Implementierung des lokalen Gurson-
Modells im einzelnen eingegangen wird. Die Implementierung der gradientenabhangigen For-
mulierung des Gurson-Modells mittels der ABAQUS-Schnittstelle UEL erstreckt sich auf die
folgenden Teilaufgaben:

= Bestimmung der erforderlichen Elementtypen

= Verwaltung der Elementfreiheitsgrade und Implementierung von zwei Elementformulierung
mit bi-linearen Ansatzfunktionen fUr die Abbildung ebener Dehnungszustande und die Si-
mulation axialsymmetrischer Strukturen

= formale Ausgestaltung des Aufbaus der Elementsteifigkeitsmatrix auf Grundlage der Dis-
kretisierung der Variationsprinzipien

= Kkonsistente Linearisierung der Materialtangenten zum Aufbau der Blockmatrizen fur die
Bildung der Elementsteifigkeitsmatrix und Bildung der Element-Kraft-Vektoren fur die Auf-
stellung des Kraftegleichgewichts der FE-Rechnung

= Entwicklung und Implementierung eines gesigneten Algorithmus zur Spannungsintegrati-
on auf GauB-Punkt-Ebene

= Bildung der Elementsteifigkeitsmatrizen unter Berlcksichtigung groBer Deformationen

6.2 Elementformulierung

Der zu betrachtende kontinuierliche Kérper mit der Referenzkonfiguration B wird in » finite
Elemente in eine diskretisierte Struktur B™ unterteilt (Bild 6. 1), so dass gilt

.
B=~BE=|]Q,. (6-45)
e=]

Fir die in einem Element der Flache Q, abzubildenden FeldgréBen und fur die Interpolation der
Geometrie sind geeignete Ansatzfunktionen zu finden. Hier wird das isoparametrische Konzept
verfolgt, bei dem flir die Abbildung der Elementgeometrie wie auch flr die Interpolation der
FeldgroBen die gleichen Ansatzfunktionen und die gleichen Stiitzpunkte (némlich die Knoten-
koordinaten) gewahit werden. Diese Vorgehensweise gewahrleistet die geometrische Vertrag-
lichkeit der Abbildung und der inkrementellen Verschiebungen. Darlber hinaus ist die rAumli-
che Formulierung eines Kontinuumsproblems sehr einfach, da es keinen Unterschied macht,
ob man von der Ausgangs- oder Momentankonfiguration eines Elementes auf das der isopa-
rametrischen Formulierung zugrunde liegende Einheitsquadrat transformiert, das eine Refe-
renzkonfiguration darstellt.

Bezuglich der Auswahl eines geeigneten Elementtyps sind zunachst geeignete Ansatzfunktio-
nen fiir die Abbildung der FeldgréBen im Element festzulegen. Hierbei miissen fiir die Interpo-
lation der FeldgréBen u und 4 nicht zwingend die selben Ansatzfunktionen gewéhlt werden,
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auch wenn fr die Diskretisieruﬁg der in Kapitel 5 vorgestellten Variationsprinzipien in beiden
Fallen C"-stetige Ansatzfunktionen gentigen [Pee1999]'.

Die Wahl der Ansatzfunktionen hat einen Einfluss auf die Abbildung des Gradienten der Feld-
gréBen und durch die Kopplung der Verschiebungen mit dem globalen Schadigungsfeld auch
auf die Abbildungsfahigkeit hoher Schéadigungsgradienten, was einen Einfluss auf die max.
verwendbare GroBe der eingesetzten Elemente haben kann.

Im nachsten Abschnitt werden 4-Knoten-Flachenelemente mit linearen Ansatzfunktionen und
der Abbildung eines ebenen Dehnungszustandes fir kleine Deformationen betrachtet. Die
dargestelite Vorgehensweise unterliegt hierbei aber keiner Einschrénkung bzgl. der Erweite-
rung auf Elemente mit héheren und verschiedenen Ansatzfunktionen cder aber bzgl. der Ver-
wendung von Volumenelementen.

6.3 Ebenes Element mit bi-linearen Ansatzfunktionen

Die Approximation des Ortsvektors X der Ausgangskonfiguration und des Ortsvektors x der
Momentankonfiguration von einem Punkt des Referenzelementes Q, mit den Koordinaten 7, £
wird durch auf dem Referenzelement definierte Ansatzfunktionen durchgefuhrt. Hierbei werden
aus den Lagrangschen Interpolationspolynomen

n+l £. —

P e
j=15) 76
J#I

fir Elemente mit bi-linearen Ansatzfunktionen n=1 mit 4 Knoten (s. Bild 6.2) die Ansatzfunktio-
nen

2D m)]
Ny ) (1+ &)1 +n)
Na gP )P () a-8a+n)

N =% 4| (1-7) e
5| eEatby) | Ot
Ny (1+&)(1-n)
120 @)
gebildet. Uber die Zuordnungsmatrix
Ny 0 Ny 0 N3y 0 Ny O
N, 7)= 2
(€.) [0 Ny 0 N, 0O N3 O N4] (6-48)

" Bei C°-Ansatzfunktionen fir die globale Schadigung und die Verschiebungen ergeben sich zum einen

konstante Dehnungszusténde im Element und konstante Schédigungsverlaufe. Weiterhin wird der Gra-
dient der Schadigungsverteilung im Element konstant abgebildet. Auch zu beriicksichtigen ist, dass die
Spannungen nahezu linear im Element sind und durch die direkte Abhédngigkeit der lokalen Schédigung
von dem globalen Schéadigungsfeld auch nur linear abgebildet werden kénnen.
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erfolgt die Abbildung eines Punktes auf die Elementreferenzkonfiguration:

X=N{&n)X; und x=N(En)z; . (6-49)

Hierbei sind }A{,- bzw. %; die Knotenkoordinaten der Ortsvektoren der Referenz- bzw. Momen-

tanelementkonfiguration. Die Approximationen der FeldgréBen in einem Element ergeben sich
fur die Verschiebungen bzw. die entsprechenden virtuellen GréBen zu

u=Ni und 1y =N, (6-50)

wobel 1 der Vektor der Knotenverschiebungen und N die Zuordnungsmatrix der linearen
Ansatzfunktionen darstellt. Entsprechend gilt flr die Abbildung des neu eingefihrten Freiheits-
grades d und der zugeordneten virtuellen GréBe

d=Nyd und 7, =N,f, (6-51)

mit d bzw. f; als Elementknotenvektor der Schadigungswerte und N, als dem Zuord-
nungsvektor der linearen Ansatzfunktionen:

NgEnm)=[Ny Ny N3 Nyl (6-52)

FUr die Berechnung der Verzerrungen und deren Variation werden die Ableitungen des Ver-
schiebungsvektors u, eines Elementes bendtigt:
B Blet (6-53)
ox ox

Die partielle Ableitung von N; nach x bzw. y erfolgt nach

3 1)
aix =y f‘i (6-54)
dy oy

wobei die Jacobimatrix J die Transformation zwischen Referenz- und Ausgangskonfiguration
eines Elementes darstellt:

¥ W2 .
_| 9&  9f || ax . _
J= mit f, = > dN;x;, ... etc. (6-55)
lan o | 2| ™ T E
on  an ay
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@P Flr\\\@“\\
‘!L \ oy } ; \‘-\ P ,"f tHAr
t®£© ; ’@/ S b

Bild 6.1: Diskretisierung einer Struktur

}4"’1

xX,u

Referenzkonfiguration

(g, Vi, i

[4] :
/—\ LD : LD
! I—»
&
(-1,-1) (L-D]
[

1
{1!,, Vi, du‘

Bild 6.2: Ebenes Element mit 4 Knoten und 12 Freiheitsgraden
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Die Berechnung der Inversen der Jacobimatrix erfolgt dabei mit

¥ % )
a4 11739 & | . Iy aN;
glecd 9q mit Z2X=% Iy, .. etc. (6-56)
IJI _%. .a.f?‘_ aﬁ i=1 ¢ !
oan o

Die zunachst als klein angenommenen Verzerrungen berechnen sich aus

o

1 T o dx dy s

s—-E(Vu-fVu ) mit Vu ?l i"_ . (6-57)
ox dy

wobei hier ausschlieBlich ebene Verzermungszusténde berlicksichtigt werden, so dass gilt:

2
£, ox
g=| g, |= 0 % m (6-58)
2y d 9
a ar

On Oy 0
6=l0, 0, 0| (6-59)
0 0 o

Die Abbildung der Verzerrungen erfolgt Uber eine entsprechende Zuordnungsmatrix Uber die
Beziehung

£= Buﬁ . (6’60)
Weiterhin wird der Gradient des Schadigungsfeldes tber
Vd=B,d (6-61)

aus den Elementknotenwerte der Schadigungswerte abgebildet. Bei der Abbildung des Gra-
dienten des Schadigungsfeldes wird die akiuelle raumlichen Konfiguration des Elementes
betrachtet, wozu die Ableitungen der Ansatzfunktionen nach den raumiichen Koordinaten (x, y)
zu bilden sind. Fiir die hier verwendeten Zuordnungsmatrizen B, und B, gilt im einzelnen:
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NyEm) Ny(E)

//P//J

»(&
N(Em Ny(&m)

Bild 6.3a: Lineare Ansatzfunktionen der Abbildung der Schédigungs- und Verschiebungsfreiheitsgrade in den
Knoten der ebenen Elementformulierung.

Bild 6.3b: Lineare Abbildung eines Schédigungsfreiheitsgrades und Abbildung der réumiichen Anderung
und des 2. Gradienten der Schéidigung tiber die undeformierte Referenzkonfiguration des Ele-
mentes.
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(N,x 0 M, Np, N3, Ng, 0 O 0 0
B 0 N, B 0 0 0 0 My Ny, N3, Ny, 662
" 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ny Nyl My Ny N3 Nay Ny Nayp N3y Nay
N Ni, No, N3, N
B, = X | _ I,x 2,x 3.x 4,x ) (6-63)
_N,y My Nay N3y Ny

Hierbei gilt flr die Vektoren der Ableitungen der Ansatzfunktionen im Elementkoordinatensys-
tem &

Nig| |-1+n Nig| [-1+&

N. 1- N. 1-
P I A B L H ) (6-64)
2 N39S= 1+7] : N3,;7 1+¢&

Nag| |-1-7 Nagp| |-1-¢

Bezlglich der Wirkung des Gradiententerms in der Evolutionsgleichung des globalen Schéadi-
gungsfeldes d ist die Bedeutung der Wahl der (hier linearen) Ansatzfunktionen des Verschie-
bungsfeldes u (s. Bild 6.3a) besonders hervorzuheben.

Die Ermittlung der raumlichen Ableitung der Schadigungswerte Uber die Elementflache flhrt
auf linear veranderliche Schadigungsgradienten und auf einen Uber der Elementflache kon-
stanten 2. Gradienten des Schadigungsfeldes V2d (s. Bild 6.3a). Weiter ist zwischen einer
raumlichen und einer materiellen Berlicksichtigung des Gradienten zu unterscheiden, wie u.a.
in [Gee2000] aufgefiihrt. Bevorzugt wird in dieser Arbeit die materielle Bildung des Gradienten,
da eine rAumliche Betrachtung bei starken Deformationen der Elementflache zu sehr hohen
Gradienteneinfluss flhren kann.

6.4 Axialsymmetrische Formulierung

Fir eine Bestimmung der Schadigungsparameter des Gurson-Modells werden Ublicherweise
Ergebnisse von Versuchen an gekerbten Rundzugproben herangezogen. Diese finden im einer
FE-Simulation ihre Entsprechung in eben modellierten Modellen mit axialsymmetrischen Ele-
menten, die die Rotationssymmetrie einer Rundzugprobe berticksichtigen und so die effiziente
Abbildung als ebene diskretisierte Struktur erlauben. Um entsprechende FE-Rechnungen
durchfihren zu kénnen, ist Uber die ebene Elementformulierung hinaus ein Elementtyp zu
entwickeln, der der Abbildung der geometrischen Zwangsbedingung axialsymmetrischer Pro-
bengeometrien gerecht wird. In diesem Abschnitt werden die hierzu durchzuflihrenden Modiifi-
kationen an der Elementformulierung des Elementes flr ebene Verzerrungszustande aufge-
zeigt.

Bei der axialsymmetrischen Formulierung wird der, um eine Achse rotationssymmetrische
Kérper Uber Zylinderkoordinaten dargestellt. Hierbei sind » und z die Radial- bzw. Axialkoordi-
naten in der Querschnittsfldche des zu beschreibenden Volumens (s. Bild 6.4). Fur einen

69



6. Finite Elemente Methode

Drehwinkel @ = 0 stimmen » und z mit den globalen raumlichen Koordinaten X und Z Gberain.

Unter der Annahme isotropen Materialverhaltens und aufgebrachten Lasten, die vom Drehwin-
kel @ unabhéngig sind, kann so die Verschiebung eines jeden materiellen Punktes Uber die
radialen und axialen Verschiebungen u, und u, beschrieben werden, womit der Verzermungs-
und Spannungszustand Uber die Deformation in der r-z-Ebene abgebildet wird. Der sich so
einstellende Spannungszustand ergibt sich zu

Oy O 0
o=|0, 0; O | (6-65)
0 0 TJgg

Mit ey, e; und eg als Basisvektoren der Referenzposition eines Punktes X wird seinen
Abstand R zur Rotationsachse und der axialen Koordinate Z als:

X =Rep +Zez ' (6-66)

beschrieben. Sind e,, e, und e, die Basisvektoren eines Punktes x in der deformierten
Konfiguration, so ergibt sich in Analogie die Lages des Punktes zu

x=re,+ze,, (6-67)
wobei der radiale und der axiale Basisvektor noch von der Umfangskoordinate abhéngig sind:

e, =¢e,(0), e, =e(6). (6-68)

Bild 6.4: Axialsymmetrische Elementformulierung
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Der Verschiebungszustand eines Punktes wird dann vollstandig durch

R, Z)=R+u,(R,Z)
z(R,Z)=Z +u,(R,Z) (6-69)
8(R,Z,0)=0+d(R,Z)

beschrieben werden. Die Approximation des Verschiebungsfeldes wird wieder durch die auf
dem Referenzelement definierte bi-lineare Ansatzfunktionen &; vorgenommen:

U= N(E.i)ﬁr
u, = N(g)d, (6-70)
®=NE)®

mit 4, ,1, und® als Vektoren der Knotenkoordinaten des Elements. Uber die Definition des
Deformationsgradienten F=ax/dX ergibt sich so die Matrixreprasentation des Deformations-

gradienten zu:

14+0u, [0R  du,[dZ 0
F=| ou,/oR 1+0du,f0Z 0 |. (6-71)
0 0 r/R

Die diskretisierte Form des Verzerrungszustandes wird mit der Zuordnungsmatrix

N, Nz,x N3, N4,x 0 0 0 0
0 0 0 0 Nl,y Nz'y N3,y N4,y

Byw=\My o M 4 M o M (6-72)
¥ X 5 X
Nl,y Nz)y N3,y N4.y Nl,x Nz,x N3,x N4,x
gebildet zu
£ =By gyl - 6-73)

Hierbei ist die x-Koordinate des aktuellen GauBpunktes gemass der Definition
4 s
¥=3 Nx' (6-74)

gegeben. Die Eliminierung der 3. Zeile aus Gl.(6-72) fuhrt auf die Zuordnungsmatrix der
Formulierung flir 2D-Elemente mit ebenen Verzerrungszustdnden (Gl. 6-62), was die
Vereinheitlichung der Programmstruktur fir beide hier behandelten Elementtypen erlaubt. Fir
die Bildung des spéter eingeflihrten Vektors der Elementknotenkréfte ist zu beachten, dass die
Knotenkréfte auf die aktuelle Umfangslange bezogen werden.
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6.5 Diskretisierung

Die gemischte Form des Variationsprinzips, bestehend aus der Gleichgewichtsbedingung und
der schwachen Form der Entwicklung der Schadigungsvariablen und unter Berlicksichtigung
der gegebenen Randbedingungen ergibt fir ein Volumen Q in R™

[, (V-e)da=0
Q

o : (6-75)
[nald - 7+c2va Jda=0
Q

Die Anwendung des Divergenztheorems flihrt unter Beriicksichtigung des Randiastvektors t
die Gleichungen:

l—‘u(u’dvnu)= HV"IJF edQ - J-nu tdl’=0

SN e o . (6-76)
T, (u,d,n,)= fﬂd(d—f)+CZV7}d'Vd dQ=0
Q

Die Linearisierung fir das inkrementelle Integrationsschema der Einzelterme aus Gl.(6-76) flr
die Inkremente der GroBen des lterationsschrittes i

o) =g ydg, alt) = gl) Lgg, ) 2,0y g 6-77)
ergibt

FzSH-l) (l.l,d, My )=
rO[O,d® n, )+ D, ®,d D n, ) us 07O @, a® o, ) ad

. (6-78)
rﬂ(iﬁ-l) (ll, d, Nd ) =
r) (u(i) 4D )+ Dy (u(f),d“),nd )-Au+Ddr§") (u(f),d(:‘),,,d ) Ad

mit den Abkurzungen
Dur,f"’(u("),d(“,qu) Au= [(D,0)V(Au)Vn,dQ
Q
D r(‘)[ (’),d("),q,,) Ad = [(Dg0)Vn, dQ
| Q (6-79)
I"(’)(u(’),d(’),nd) Au:—j uf)V (Au)7,d02
Q

D r(')(u('),d("),qd) Ad = fl— Dy f)Adr]ddQ+ jcv Ad)V 11,d2

Q

Die Ausdricke D,o ,Dyo , Duf o 7 ergeben sich zu:

A BAM-Dissertationsreihe



6. Finite Elemente Methode

do
Do=—
u® Je
do
Dd(i':—
2; (6-80)
b f==1
L =
. o d of
o A L W
af od 3dod ad

Die Ausfihrung der einzelnen Ableitungsterme ist im Anhang zu finden.

Die Assemblierung Uber alle n, Elemente e = 1.. n, einer diskretisierten Struktur mit den in

Gl.(6-76) beschriebenen diskretisierten Formen der FeldgréBen fuhrt auf das Gleichungssys-
tem:

n
U, (¥,.94)=J [BiCB,it d2=0
e=1Q,

g0 72)=U) [N3(d-7)+Blevdda (6-81)
e=10,

n z g =
= [NjNyd-Njf+BjcB,ddQ=0
e=1Q,
Hierbei ist ¥, der globale Knotenverschiebungsvektor und v, der globale Knotenvektor der

Schadigungswerte. Die Losung des Gleichungssystems wird iterativ mit dem Newton-
Verfahren nach der Vorschrift

.. 1 - V..V
(Yu J(n+ ) | {fu }{n) _ K—I(Uu (‘:u ; ‘jd )J(H) (6-82)
Vg Va Ug(¥u, %)

gewonnen, wobei n den aktuellen Iterationsschritt darstellt,

Die Berechnung der Systemsteifigkeitsmatrix K erfolgt iber die Beitrage der Einzelsteifigkei-
ten der Elemente gemaB

" =(n) e
L (6-89)

A
In dieser Darstellung sind vereinfachend die Unbekanntenvektoren v,, und v, zu einem Vek-

tor v der Systemfreiheitsgrade zusammengefasst. Das Problem stellt sich also analog zur

klassischen Elementformulierung dar, nur dass die zusétzliche Approximation der ,neuen”
FeldgréBe d berlcksichtigt werden muss.
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Bild 6.5:  Kréftegleichgewicht an einem Element mit 12 Freiheitsgraden

6.6 Elementsteifigkeitsmatrix

Unter Berticksichtigung der Verzerrungen, des Gradienten der Schadigungsevolution und der
(nier allgemein formulierten) Spannungs-Dehnungs-Relation ergibt sich die Elementsteifig-
keitsmatrix eine Elementes zu

K, =['fw Kua } (6-84)
K Kaa

Die in GI.(6-84) aufgefiihrten Blockmatrizen K., ,K,q Ky und K, werden aus der Line-

arisierung des Variationsprinzips Gl. (6-78) unter Verwendung der Abklrzungen der Gleichun-

gen (6-80), , ., ermittelt:

1234

Ky, = JBI(Du“)BudQe Kug = IBI(DdG)NddQe

Qe Qe (6-85)
Kay == [NJ(Du/Bude Kag = [NJ0-(Dgf)Ng+BleB a0,
Qe Qe .

SchilieBlich ergeben sich die Elementknotenkréafte (s. Bild 6.5) aus der linearisierten Form des
Variationsprinzips Gl.(6-76) unter Berlcksichtigung von GL.(6-78) und GI.(6-79) zu:
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F, = [BLTdQ, ,

Q,

il g . e : (6-86)
F,= [ND({d-7)+BlcVdda, = [NIN,d-NIj+cB]B,ddo,

Qe Qe

Firr den Fall elastischer Zustandsénderungen entfallt die Kopplung zwischen der Spannungs-
und der Schadigungsentwicklung, so das mit einem linear-elastischen Verhalten die Element-
steifigkeitsmatrix die folgende Form gewinnt:

K. = _[BI (Cc)Budglc K,a =0
e (6-87)
Kdu =0 Kda’ = IN§Nd +B§CdeQE
a .

e

6.7 Beriicksichtigung groBer Deformationen

Fir die Beriicksichtigung groBer Deformationen bei der Elementformulierung andert sich die
prinzipielle Vorgehensweise nicht, nur sind nun lineare und quadratische Anteile des Verzer-
rungsmaBes zu berticksichtigen und durch die damit veranderte diskretisierte Form des Varia-
tionsprinzips neue Blockmatrizen fur die Bildung der Elementsteifigkeitsmtarix K, aus Gl.(6-84)
zusétzlich aufzubauen.

Zunachst wird mit Hiife des P.d.v.V. das Gleichgewicht in der Momentankonfiguration zur Zeit
A1 gefordert. Da alle GroBen in der Momentankonfiguration noch unbekannt sind, werden die
Gleichungen des P.d.v.V. auf bekannte Zustande zurlicktransformiert. Hier wird der letzte
bekannte Gleichgewichtszustand zur Zeit ¢ als Referenzzustand verwendet, die Gleichungen
werden so in der Updated Lagrangschen (U.L.-) Formulierung dargestellt. Im Rahmen der
Betrachtung groBer Deformationen wird fir die Cauchy-Spannungen, die in Abschnitt 2.5
eingeflihrte Bezeichnung T verwendet.

Die in GI.(6-786) formulierte Gleichgewichtsbedingung

[n, {vTIQ=0. (6-88)
Q

wird durch die Anwendung des Divergenztheorems umgeformt:

r,(u,dn,)= [[Va,]' - TdQ- [n, tar. (6-89)
Q i

Die Linearisierung der Einzelterme aus Gl.(6-89), schreibt sich

¢ u,d,q,)=T" (u("),d“),qu J+ DI (W@ d® 4, ) au (6-90)

mit der Abkurzung
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Dur},")(u“),d(") )Au_ D, (T)Vn,d2+ [TD,(Vn, Jd0
Q Q

o1 —V(au)Vn,dQ+ [TD,(Vn, )dQ
€

Q Q

= 3—TV(Au)VnudQ+ [TAVY,dQ
€

Q Q

= [— ol V(Au) Vi, dQ+ [T(SAL + SAQ)Q
o0 Q

(6-91)

Hierbei ist

JAH= V dAu = AVy, = SAL + SAQ

= %(&H +aHT )% (JAHTAH +AH TaAH) (6-92)

das virtuelle Inkrement des Verschiebungsgradienten H. Die linearisierte Form des Prinzips der
virtuellen Verrtickungen ergibt sich so zu

[C:AL-SALGV + [T-8AQdY = 84, - [T-SALAV . (6-93)
Q Q Q
Mit dieser Formulierung wird solange die inkrementelle Verschiebung Au klein genug bleibt —
im Rahmen der Mittelung durch finite Elemente — das Gleichgewicht geldst. Damit kénnen die
gesamten Verschiebungen ohne Einschréankung groBe Verschiebungen, Rotationen und Ver-
zerrungen enthalten.

Far die weitere Vorgehensweise erweilt es sich als vorteilhaft, die aus dem Verschiebungsfeld
abgeleiteten symmetrischen Anteile AL, daL und &Q, in Vektorschreibweise

AL

T
(AL ALy ALyy ALy ALy Aly)
T
Q=(a01 40n 40y a0 AQ; 8023) (6-94)
T=(le Ty Ty Ty T T23)T

zu formulieren. Mit dieser Darstellung wird die kompakte Schreibweise mit Vektoren und Matri-
zen ermoglicht. Die Darstellung der VerzerrungsmaBe aL, &L erfolgt fir den ebenen Verzer-

rungszustand Uber die Zuordnungsmatrix

Nl,x1 0 N2,xl 0 N3,x] 0 N4,x1 0
0 Ny 0 Ny 0 Ny, 0 Ny
0 0 0 0 0 0 0 0
Nl,:(z vaxl Nz’xz Nl,xl N3'_‘.2 lel N4‘x2 N4v'rl

so dass gilt:
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ML=By i, und AL=By ai,, (6-95)

mit dai, und ai, als Vekioren der inkrementellen Knotenverschiebungen des Elements. Der
lineare Anteil der Verzerrungen des Prinzips der virtuellen Verrlickungen aus GlI.(6-93)

j C:AL-SALAV (6-96)
a=

lasst sich so durch geeignete Zuordnungsmatrizen in der diskretisierten Form darstellen, wobei
hier nach den globalen Koordinaten zur Zeit ¢ differenziert wird. Die linearen Spannungsanteile
ergeben sich somit zu

C:AL-8AL=[C: aL] ST =&L" € oL = 8T B] C Blad, . (6-97)

Der Materialoperator € wird hierbei in seiner Matrixdarstellung C als 6x6-Matrix eingesetzt. Fr
die rechte Seite aus GI.(6-93) gilt

T-&L=TSLT =si B T. (6-98)

Der quadratische Anteil aus GI.(6-93) mit gemischten Termen aus Verschiebungsinkrement
und virtuellen Verschiebungen
|T-8aQar (6-99)
Q

wird mit den Spannungsmatrizen

T Tz Ts T 0 0
T=|Tj; Ty, Tp3lund T{0 T 0 (6-100)
s Ty T3 6 0T

und der Zuordnungsmatrix fur die Verschiebungs-Verzerrungrelation

Nl,x] 0 N2,x1 0 N3,x1 0 N4,x1 0
N 0 N 0 N 0
By=| | o o e (6-101)

0 Ny 0 Ny 0 Ny, 0 Ny

0 Ny 0 Nayy, 0 N3y, 0 Ny
umgeformt, so das sich fur G1.(6-99) der Ausdruck
T-00Q= T—; (5AH +aH” )=i‘5AQT =ali) B TBy adl, . (6-102)

ergibt. Das Einsetzen der so formulierten Anteile des P.d.v.V. mit GL(6-97), GL(6-98) und
Gl.(8-102) flihrt auf die diskretisierte Form
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&u! (B CB, dQail, + s [Byy TBy dQatl, = i) Ao -dil [BITdQ (6-103)
Q Q Q

so dass die Elementsteifigkeitsmatrix aus zwei Anteilen K, und Ky zu bilden ist. Ausgehend
von der grundlegenden Gleichgewichtsbeziehung

ALK =TT A-TE, (6-104)

bei der der Subindex e weggelassen wurde, da diese Bedingung fir eine elementweise Be-
trachtung ebenso wie fir eine assemblierte Struktur gilt, ergibt sich fiir die U.L.-Darstellung

(f+A’KL+’KNL)Aﬁ= HALAAp (B-105)

mit den Anteilen der Elementsteifigkeitsmatrix

AR, L= [TABL CYB det(t) a0 (6-108)
Q
A, = [TABR T By det(3)dQ (6-107)
Q

und dem Vektor der Elementknotenkrafte:

HAR, = [FMBITdet(I)d.. - (6-108)
Q

6.8 Inkrementelle Form der Gleichgewichtsbedingung

Zur Integration Uber die Zeit wird die bei impliziten Finite-Elemente-Programmen Gbliche in-
krementelle Vorgehensweise gewahit. Durch die Einfuhrung der Schadigungsvariablen d als
Freineitsgrad kann die Spannungsintegration vollstandig lokal auf GauBpunkt-Ebene durchge-
filhrt werden.

Neben den Verschiebungsinkrementen Au in den Knotenpunkten sind nun auch die Inkremen-
te des globalen Schadigungsfeldes d vorgegeben, so dass daraus am Beginn eines Zeitschrit-
tes die aktuellen Werte

i, =0, +Ad ‘ (6-109)

d,.p =d,+Ad 6-110)

und alle GroBen der inneren Variablen aus dem letzten Zeitschritt bekannt sind bzw. direkt
armittelt werden kénnen. Ausgehend von einem bekannten Gleichgewichtszustand zur Zeit ¢
wird so die Lésung des nicht-linearen Gleichungssystems zur Zeit t+A¢ durch lteration be-
stimmt.

Als Konsequenz dieser Vorgehensweise sind die Spannungen und alle Zustandsvariablen des
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Materials, ausgehend von einem bekannten Spannungs- und Materialzustand, in jedem GauB-
Punkt eines Elements zur Zeit ¢ Uber das Zeitintervall [1, t+A7] zu integrieren. Die rdumliche
Integration durch gewichtete Summation der GauB-Punkte ergibt die Elementknotenkrafte der
globalen Gleichgewichtsiteration entsprechend den Ausflihrungen aus dem vorangegangenen
Kapitel, Die Knotenverschiebungsinkremente und die Schéadigungsinkrement in den Knoten-
punkten aus dem lterationsschritt des Newton-Raphson-Verfahrens werden dabei im GauB-
Punkt durch Anwendung der Ansatzfunktionen ermittelt. Die Implementierung dieses Verfah-
rens erfolgt Uber die, in dem FE-Programm ABAQUS verflgbare Schnittstelle UEL, die die
Anwendung von benutzerspezifischen Materialmodellen und Elementformulierungen erlaubt
[Hib1998a].

6.9 Element-Integrationstechnik

Die Integration der Elementsteifigkeitsmatrix Uber die Flache Q_ des ebenen Elementes wird in
der deformierten Referenzkonfiguration des Elementes durchgefiihrt, so dass fUr eine beliebige
zu integrierende Funktion f(£,7) gilt:

+1+1

[fEn)dd= [ [1(&n)det(3(,n))dédn 6-111)

Qe -1-1

Hierbei erfolgt die numerische Approximation der Integrale Ublicherweise mittels des Verfah-
rens der GauB-Integration, wobei die gewichtete Auswertung des Integrals an diskreten Stitz-
stellen der Elementflache erfolgt:

+1+1

[ [7(&.m)det(3)dédn = zp; 7le,.m,)detld, o, det(F, ) (6-112)
p=1

=1-1

Der Ausdruck det(J,) transformiert die Referenzflache auf die raumliche Ausgangskonfiguration
und der Ausdruck det(F,) berlicksichtigt die deformierte Gauspunktilache des Referenzele-
mentes. Die Werte der Gewichtungspunkte a, sowie die Koordinaten der Stitzstellen £ und
17, sind fir das Verfahren der GauB-Integration und das 4-Knotenelemente mit n,=4 Sttitzstel-
len der nachfolgenden Aufstellung zu entnehmen:

P £ 7, a,
1 -1/3%9) -1/(3%9 1
2 +1/(3%) -1/3%9 1
3 -1/(3°%) +1/(3°% 1
4 +1/(3%9) +1/(3%9) 1

Abweichend von der beschriebenen GauB-Integration erfolgt die Integration isoparametrischer
Flachenelemente mit bi-linearen Ansatzfunktionen im FE-Programm ABAQUS mittels der redu-
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zierten selektiven Integrationstechnik [Hib1998b]. Dabei wird die aktuelle Volumenanderung
eines GauBpunktes durch die Uber das Element gemittelte Volumen&nderung ersetzt. Diese
Vorgehensweise verhindert das beim ,vollen Integrationsschema" auftretende ,Locking" von
Elementen bei diskreten Verschiebungskonfigurationen und anné&hernd inkompressiblem Ma-
terialverhalten. Die in [Nagt74, Hib98a] beschriebene Modifikation des Deformationsgradienten
wurde bei der hier implementierten Elementformulierung beriicksichtigt, um numerisches sta-
biles Verhalten der Elemente zu erzielen und eine direkte Verifizierung der Ergebnisse mit A-
BAQUS-Standardberechnungen unter Verwendung des Elementtyps CPE4 (Abbildung ebener
Verzerrungszustande) bzw. CPAX4 (ebene Elemente fir die Abbildung axialsymmetrischer
Strukturen) [Hib98b] zu ermaglichen.

Bezuglich der Bildung des Deformationsgradienten F wird eine Korrektur vorgenommen, so
das sich der gemittelte und im weiteren verwendete Deformationsgradient wie folgt berechnet:

2 2
Tl F=[_{_ e 6-113)
J J) X
mit J =det(F) und der, ber das Elementvolumen gemittelten Determinante des Deformati-
onsgradienten

- [sav, (6-114)

EVe

Der symmetrische Anteil des Verzerrungsgeschwindigkeitsgradienten L. ergibt sich aus Ver-
wendung des modifizierten Deformationsgradienten zu

ﬁ=sym(??“) (FF—‘)H{i-ﬂ (6-115)

oder direkt tber die Verschiebungen u ausgedriickt zu:

352 e

mit

au L4 ou

A7
x Ve ax ¢ L )

was auf die inkrementeller Form des Dehnungsinkrementes fUhrt:
dAu dAu o0Au
AD =5 + I ¢ | — 6-118)
y’”(ajf([ax) [axD e
Das so berechnete Dehnungsinkrement muss in der Aufstellung der Zuordnungsmatrizen
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perlicksichtigt werden. Die Zuordnungsmatrix

Nyy Ngy Ny Neg Niy Moy Ny, N

i (M Nay N3 Ny Ny Ny N3, Ny,
wned = 5 g 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

; (6-119)

bildet den Ausdruck 1:{333—"} bzw. ltr[?—u] aus Gl. (6-118) ab, woraus sich die Definition
X X

der zusétzlichen Zuordnungsmatrix ergibt:

« 1
B, = '5 Bu,mod = Bu,mod)' (6-120)

u

Die Verzerrungen ergeben sich so ber die Zuordnungsmatrizen

AD =B, Al + By Al . (6-121)

Fur die axialsymmetrische Elementformulierung wird weiterhin die ,out-of-plane®-Komponente
des Deformationsgradienten im Mittel gebildet:

= _ 1
Byme [Fyav, . (6-122)

eV,

6.10 Spannungsalgorithmus

Die Einschréankungen auf kleine elastische Verzerrungen, wie sie fir metallische Werkstoffe
auftreten, und klein angenommene Verzerrungsinkremente, werden venNendef, um einen
effizienten Spannungsalgorithmus zu entwickeln. Die zur Integration der konstitutiven Glei-
chungen verwendete Methode ist das Pradiktor-Korrektor-Verfahren, bei dem zuerst das
gesamte Deformationsinkrement als elastisch angenommen wird. Von dieser Teilldsung (elas-
tische Vorschétzung) aus wird dann die plastische Deformation anhand der Projektion auf die
FlieBflache berechnet. Ausfihrliche Eréuterungen zu dem vorgestellten Verfahren in Zusam-
menhang mit der Integration der Stoffgleichungen des Gurson-Modells finden sich in
[Arn2000Q]. Entsprechend wird hier ein implizites Integrationsverfahren (Euler-Rtckwarts-
Integration) Uber den Zeitschritt

T(”) =At= ;("Jri) — r(") (6-123)

angewendet.
Mit den Deformationsgradienten Fl7) der Konfigurationen B, und Flrt) ger Konfigurationen
B, 4 erfolgt die Definition eines relativen Deformationsgradienten zwischen den beiden Konfigu-

rationen:
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plrel) - plr+d) glo)™ (6-124)

Wird L, im Intervall ndherungsweise als konstant angenommen, fihrt die Integration auf die
exponentielle Form:

E+) = exp (e 1)) ) (6-125)

Fir kleine plastische Verzerrungsinkremente

) Lot <1 (6-126)

Ep:

wird der exponentielle Term durch die Entwicklung
exp (e L)) =14 20 1) 1 0fe2) 6-127)

angendhert’, Die GI.(8-127) kann durch die Einflhrung des elastischen Pradiktors Fétr), defi-

niert durch die Anwendung des refativen Deformationsgradienten auf die elastische Deformati-
on,

Flr) = plrel) gln) | (6-128)
in Abhangigkeit vom elastischen Deformationsgradienten formuliert werden:

E ) = B exp ) L(];’“)TI . (6-129)

Durch den direkte Zusammenhang der Mandel-Spannungen M mit dem elastischen Anteil des
Deformationsgradienten F., wie er sich aus der Verwendung des in Kapite!f 3 skizzierten hyper-
elastischen Stoffgesetzes ergibt, erweist sich diese Wahl der Formulierung als vorteilhaft.

Mit der polaren Zerlegung von ) gt

T

Cgtr) - Fétr] Fétr)

= C‘(;H—]) - [r(n) w]gnﬂ] ,(_‘gn+l)]+ ( r(ﬂ} D};H-l) !CE:"H)) +0 (35) (6-130)
und
REHIT R =yl ) 0] ul) ™ v oled). (6-131)

Treten, wie gefordert, nur kleine elastische Verzerrungen auf, d.h. U, =1, folgt

® Diese Naherung gilt exakt, wenn L,"= 0, aber L, # 0. Dies ist z.B. der Fall fir reine Schubverzerrung
[Arn2000].
*In der Notation treten die Lie-Klammer [A,B] = AB - BA sowie die Jacobi-Klammer <A, B>= AB + BA auf.
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RUITRI 2142w, (6-132)
und die polare Zerlegung des Deformationsgradienten wird zu
F=R.R,U, . (6-133)

Mit der in Kapitel 2 erlduterten Annahme R, =I ergibt sich zugleich, dass der plastische
Wirbeltensor W, (Plastic Spin) rein kinematisch bestimmt ist. Damit gitt

F=R,U, (6-134)

und somit R, = R aus der Eindeutigkeit von F=RU . Das Prédiktor-Korrektor-Verfahren aus

Gi. (6-130) reduziert sich dann auf die folgende Form flir den elastischen Verzerrungsten-
sor E;

) ~gl) _ k) plot)) (6-135)

6.11 Integration der Materialgleichungen

Die Integration der Materialgleichungen erfolgt fir das lokale wie das nicht-lokale Gurson-
Modell in analoger Weise, da die neu eingeflhrte globale Feldvariable d ausschlieBlich als
innerhalb eines Inkrements vorgegebener Wert in die FlieBbedingung eingeht. Die lokalen
konstitutiven Gleichungen beider Modelle unterscheideri sich bis auf die Formulierung der
FlieBbedingung nicht.

Die direkte Ermittlung der Spannungen M ™" und M“ aus der Anwendung des elastischen
VerzerrungsmaBes E, = In U, aus Kapitel 2 (iber die Verzemungen E ™" und E* ermaglicht die
Umformung des Ausdrucks der Mandelspannungen

M=C :E, (6-136)

ZU

M(n+l) 3 M(tr) _c :(T(n«rl) D(n+l)} (6-137)

= P
Die Euler-Rlickwarts-Integration der konstitutiven Gleichungen stellt so ein Projektionsverfah-
ren des Spannungspradiktor M™ auf den am nachsten gelegenen Punkt auf der FlieBflache
@D dar [Arn2000, Sim1991]. Fiir die hier behandslte isotrope Verfestigung ist bei einer dru-
ckunabhangigen FlieBflache die Projektionsrichtung durch die Normale an die FlieBflache ge-

geben. Durch Einsetzen der assoziierten FlieBregel ergibt sich die vollstdndige Form der
Ruckwarts-Euler-Integration.

Das hierbei zur Anwendung kommende Potential nach Gurson ergibt sich zu
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’ ’

o(M,0,,f)= MU'M + 24 f*cosh(qg tzrg\d))—(q, f*)z—l , (6-138)

m m

bzw. fUr die nicht-lokale Formulierung des Gurson-Modells unter Berlicksichtigung der globa-
len SchéadigungsgréBe 4 zu

’ ’

: tr (M
@,(M,0,,.d)= MGM + 2q1dcosh(q2 257 )J—(ql dlF—1; (6-139)

m m
Im folgenden wird das Potential dort, wo keine weitere Fallunterscheidung erforderlich ist, @
genannt.

Die Evolution der plastischen Vergleichsdehnung &, ergibt sich aus GI.(3.37). Durch die assozi-
ierte FlieBregel gilt die Proportionalitat der Spannungen M mit der plastischen Deformationsra-
te D,

M-D,=(1-f)op én . (6-140)

Durch Einsetzen des FlieBgesetzes aus Gl.(6-138) bzw. GI.(6-139) und der entsprechenden
Ableitung der FlieBregel {s. Anhang) folgt

. 0D
M-D,=M -A—
P oM
{3 0 qiga fT tr (M)
=M A =M + sinh| g5 1 (6-141)
0’% Tm 20y
: Jd
=-A0y —
™ 9o,

und es tritt nur noch der plastische Multiplikator A und die Ableitung des Potentials ® nach
der Spannung o, auf. Das Produkt

Ad= A At (6-142)

wird als inkrementeller plastischer Multiplikator AA eingefihrt. Damit gilt die inkrementelle
Form flir die plastische Vergleichsdehnung mit der nach Gurson auf die Verfestigung des Mat-
rixmaterials bezogenen plastischen Dissipationsleistung:

(r41) _ ,(n) __A2 a0l

£ S T (6-143)

Die Assemblierung der Gleichungen (6-137), (6-138) bzw. (6-139) und (6-143) sowie der Glei-
chung fir die Evolution der lokalen Schidigung aus Kapitel 4 filhrt auf das nicht-lineare Glei-
chungssystem
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M) = ml) —{Aﬁ C :ai’}
=¢ oM n+l

gln+1) =e.(~,'f)—{-(~£—%f-5%} 1 =€) -{aamgy, .,

(n+1)
) 40) +{A,1(I ~ Y- A(sm)%%n—} - FARRIvI7R 8

(6-144)

q)(n+1}: 0

das fur den Vektor
%= ( M(n+l) . 81(1![1+1} ’f{n-ﬂ) ,AA«(”-H) > E (6'145}

der unbekannten GroBen zu Iésen ist.

Die Bestimmung des im nicht-lokalen Modell eingefiihrten Schadigungsfeldes 4 ergibt sich
durch die Formulierung des Variationsprinzips auf globaler Ebene im Rahmen der Gleichge-
wichtsiteration der betrachteten Struktur.

6.12 Newton-Raphson-Verfahren

Die bevorzugte Wah! fiir die numerische Lésung dieses Gleichungssystems mit dem Unbe-
kanntenvektor x aus Gl.(6-145) ist die Iteration mit dem Newton-Raphson-Verfahren. Mit dem
Losungsvektor fur den (k)-ten lterationsschritt des letzen Gleichgewichtszustandes n

’F(““”” <t (6-1486)

und der Jacobi-Matrix J , als Matrix der Ableitungen der Zeilen in ¥ nach allen unabhangigen
GroBen im Vektor x|
% < R9G® (6-147)

max —

ergibt sich fir die Korrektur Ax des Vektors % die lterationsvorschrift zu:

6+ =5 &®) | ax®) = (W) 5E), (6-148)
Als Startwert flr die lteration k = 0 wird der Vektor

i{ﬂ) — ( M(!r) , ST(;) ,f(") ,;;(") ) e (6-149)
gewahlt, der sich aus der elastischen Vorschatzung M des aktuellen Inkrements #+1 und

den Zustandsvariablen des letzten Gleichgewichtszustandes » zusammensetzt. Konvergenz ist
erreicht, wenn der Betrag des Fehlervektors eine Fehlertoleranz &, unterschreitet:
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[f(i{”]| <Eqr - (6-150)

Mit der Bestimmung des Losungsvektors GI.(6-145) kann auch der elastische Anteil des De-
formationsgradienten F,E"“) bestimmt werden. Aus der polaren Zeregung des Deformations-

gradienten

Fén-!-l) = R(n-i-l) U(n+l} (6-151)

(4 €

folgt wegen der Beschrinkung auf kleine elastische Verzerrungen und der Annahme R, =1
und der daraus folgenden Ubereinstimmung R, =R :

F§n+l) = g(n+) glo+1) (6-152)

e

Das Schema fiir den Ablauf dieses Verfahrens in der Implementierung im Finite-Elemente
Programm ist in der Tafel 6.1 angegeben. Uber die Benutzerschnittstelle UEL des FE-
Programms wird das in der Programmiersprache C geschriebene Programm zur Elementfor-
mulierung aufgerufen. Dort wird die Integration der Materialgleichungen in jedem GauB-Punkt
durchgefiihrt. Die Anderungsterme der zu den Knotenfreiheitsgraden konjugierten GréBen
{(Verschiebung : Kraft bzw. Schéadigung : Schadigungsfluss) etablieren die physikalischen Prin-
zipien, hier als das P.d.v.V. und die Schadigungsvariation im FE-Programm.

Fur die Berechnung der Kirchhoff-Spannungen wird unter der Annahme R.=R auf die Trans-
formationsbeziehung zwischen den Mandelspannung und den Kirchhoffspannungen aus Kapi-
tel 2

K("H):R("“)M(”“)R("'“)T (6-153)

zurtickgegriffen, die dann in das Variationsprinzip zur Gleichgewichtsermittiung eingehen.

6.13 Ermittlung der Tangente der Stoffgesetziteration

6.13.1 Lokales Gurson-Modell

Fur die Bestimmung des Materialtangentenoperators des lokale Gurson-Modells ergibt sich
der Zusammenhang zwischen Dehnungs- und Spannungsinkrement aus der impliziten Euler-
Ruckwarts-Integration (s.a.Gl.(6-137)) zu:

: ) :

M_ge.[s—imj—ge.(s—i-N), (6-154)
wobei die Abklrzung

N=2 3 a0 gy, M) (6-155)

eingefuhrt worden ist.
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Weiterhin ist mit €, das zur Mandelspannung M konjugierte DehnungsmaB e ZE, =InU, be-

zeichnet, da die Herleitung formal auch auf hypoelastisch-plastische Formulierung angewendet
werden kann, wobei fir die Mandelspannungen die Kirchhoffspannungen und das entspre-
chende DehnungsmaB eingesetzt werden kénnen.

Mit den Evolutionsgleichungen

=AM, = Aﬁ% (6-156)
f=AMf=i[(l—f)N:I—A(sm)ﬁ;T®J (6-157)

aus Kapitel 4 fiihrt die Ableitung der Konsistenzbedingung @ =0 filr das lokale Gurson-Maodell
auf

rb:i?.M.;.é?.f.g._aq) ém
M of oe,

od L]
=N:C (- AN)J+—AM, +—AM 6-158
= (ﬁ )‘*‘ o o e, £ ( )

=NiC ye+| =N:€ :N+?—(BM,~+—§E)—-M€ A=0
=e =e af 7~ de, i

woraus sich durch Umformung der plastische Multiplikator zu

N € =%
T =e (6-159)
N:C :N—aﬂMf—eiME
=e Jf €

ergibt. Einsetzen in die Form des Spannungsinkrementes aus der impliziten Euler-Integration
aus Gl.(6-154) fihrt auf die Darstellung der Tangente des lckalen Gurson-Maodells zu:

_ N :ge N
M=Ce. £ o o £ =g£ (6-160)
NiE No—M pe "
e af e
mit der Tangente flr plastische Zustandsénderungen
(N :C )@(g : NJ
C=C - e : (B-161)

* N:C :N-Py, 0%

-——M
= o 1 oe, €

FUr die Bildung des konsistenten Materialoperators der Stoffgesetzintegration mit dem Pradik-
tor-Korrektor-Verfahren ist die Bildungsvorschrift der Mandelspannungen geman
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M, =M —AAC Ny =C 160 =AAC No

(6-162)

zu berlicksichtigen. Die Bildung des Differentials dieses Ausdrucks fiihrt auf die Einzelterme

0
ot

(S

&

[e!

Kol

woraus sich die linearisierte Forme des Inkrements der Mandelspannungen ergibt:

AM=C
=e

£t ~ALC : NM]AN - -(A;L ge] ;

DM, :Ae =

[C 18,4 ~AAC :N,,H)As:C 1 Ag
= =e =e

RRL

oM?

ey ~AAC N,,H)M = {ge : N,,H)AA

Mit der Umformung

AM(I +AA C

2%
aM

und der Abktirzung

C

=¢

g

2
Al 2.2 ‘D]
= am?

ergibt sich so die Form:

Die Ableitung der Konsistenzbedingung in der inkrementellen Form fiihrt auf

_0,
™M
od
Fr
od
™

AD =

=5

=P

AM + ?Af e

g:__ :(Ae—NAA)

g :(Ae—NAZ)

2
i Ae— [AAC ] il )
oaM?

— AN +—
+ff

+—M ;AL +
T B

J C :As—AAC :N
2 —c =e

o Agp,

m

o P
9&m

dd P

€m

gy,

AM + M{C N,,H]

AM ,

MoAA=0

woraus sich das Inkrement des plastischen Multiplikators ergibt:
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(6-165)

(6-166)

(6-167)

(6-168)
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1 N:g*:As
M e N T 9D 9y &6
=TT 94 9ey 94

Das Einsetzen von Gl.(6-169) in die Form des Spannungsinkrements GI.(6-167) fihrt auf

AM=C":|Ae—-N i (6-170)
=C :| Ae— = -
- Nt N-2yp 90

af 0€m

AM=|C - = TAE; (6-171)
dem

womit der direkte Zusammenhang zwischen dem Spannungs- und dem Dehnungsinkrement
unter Berlcksichtigung des verwendeten Integrationsalgorithmus beschrieben ist. Hieraus

ergibt sich die Definition des konsistenten inkrementellen Tangentenoperators fur plastische
Zustandsénderungen

c =C - - = (6-172)

c :N)JelN:c
b=ty £ aci ! a{p (6-173)
NG iN=SrMy =3 = Me

6.13.2 Nicht-lokales Gurson-Modell

Die Anwendung des nicht-lokalen Gurson-Modells fiihrt auf insgesamt vier Materialoperatoren,
die sich durch die Verwendung einer zweiten FeldgroBe und der Kopplung des
Verschiebungsfeldes mit dem Schadigungsfeld ergeben. Aus dem Spannungs-
Dehnungszusammenhang ergeben sich nun wieder Gber die Ermittlung des plastischen Multi-
plikators die zugehdrigen Materialoperatoren, die die Ermittlung der Spannungsrate aus dem
Dehnungsinkrement und dem Schéadigungsinkrement erlauben. Ebenso werden aus der Feld-
gleichung fur die Schédigungsrate die Operatoren fUr die Beitrdge des Dehnungsinkrementes
und des Schadigungsinkrementes fir die Entwicklung des Schadigungsflusses bestimmt.

Fur die Bildung des Spannungsinkrements gilt die zum lokalen Modell analoge Form

89



6. Finite Elemente Methode
M=c :[s-222)=c :(-1-N). (6-174)
=e aM =e

Mit der FlieBbedingung des nicht-lokalen Modells

’ ’

M + 2q dcosh(qz tr(M)
20

®,(M,0p,d)=

m m

J—(q]d)2 -1 (6-175)
ergibt die Ableitung der Konsistenzbedingung @ =0 fir das nicht-lokale Gurson-Modell
b= M+—é +—d=0, (6-176)

und weiter unter Berticksichtigung des Spannungsinkrementes und der Evolutionsgleichungen
Zu

o o .

H=N:C :(E-AN)+—A M, +—d
2 [f-d ) P AT
8(1: 5 (6-177)
=N:C :£+|-N:C :N+— /T.+—d 0
=e =e af,'m ad
Hieraus wird durch Umformung das Inkrement des plastischen Multiplikators ermittelt:
N: C g +a—d
e a?g . (6-178)
N: C N-—M,
CL
das eingesetzt in die Gleichung des Spannungsinkrements Gl. (6-174) auf die Form
_ N g B+ aﬁa’
M=C :(-A-N)=C :|é- dd N 6-179)
= =e P
N:C :N-—M,
=& 0Em
filhrt und mit der Abklrzung
a2 4, (6-180)
OEm
auf das Ergebniss
oP
) N:C :N AL i
M=|C - =< (g4 d. (6-181)
=& N:gc:N—H N:C :N-H
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Die Entwicklungsgleichung der globalen Schédigung fuhrt schlieBlich auf
d=f-cV?d=M;A-cVd (6-182)
und unter Verwendung des Ausdrucks fir den plastischen Multiplikator aus GL.(B-178) zu

N:C ] .
0=M; ——==—:&+ 1-MfM—— d—-cV3d. (6-183)
N:C :N-H N:C :N-H
=p =e

Auch fiir die Herleitung des konsistenten inkrementellen Materialoperators wird die selbe Vor-

gehensweise wie bei der lokalen Form des Gurson-Modells gewahit. Die Bildung des Span-
nungsinkrements

n+1

M, =m{) -4 ge Nyt =£e TEyy) — A4 Se Nyt (6-184)

fuhrt tber die Bildung des Differentials

DM, Ae=
Ea—(g (€4 —AAC :Nnﬂ)Asz_C_ : Ag
e\ =e =€ =e
2 (6-185)
-aa—[g 1Epy —AAC :N,,HJAN:AAAE :a q;AM
N\ =e =e =e IM
%(g 18y —AAC :N,,H]Aizg :N, AL
=¢ =¢ =¢
auf die Gleichung
3’®
AM=C :As—(AlC ):—AM+A/1(C :N"+|) (6-186)
=e N =e aM2 e
und durch Umformen auf die Form
* * C
AM = C’: (Ae-NAZ)mit C' = = (6-187)

= .
1earc: 2@
= — 82M

Die Differentiation der Konsistenzbedingung wird nun unter Berticksichtigung der Differentiati-
on des globalen Schadigungsfeldes durchgeflhrt:

91



6. Finite Elemente Methode

aw =22 aM+ 99Ad+iq-’-a.em
oM od 0
D oD o0
:C": (Ae - NAA)+ —Ad +——A 6-188
= O e AT b A e
=£:C‘:(A8—NM) Cid it
oM = od oy
wobei fur die Ableitung der FlieBfunktion gilt:
a‘b od (M) 2 g
2 sh —2q7d |. 6-189
Y] ad( 10(‘1220MJ qi ( )

Fur den plastischen Multiplikator ergibt sich durch Umformen der GI.(6-188)

Ad= d (6-190)

und so schlieBlich der Ausdruck fiir das Spannungsinkrement

N: c AL
AM = C":(Ae-Nad)=C": Ae-N —e agdasm
- a;"‘ o (6-191)
.
=™ g ‘Ag+ a;jg - Ad
- NC N—a%a;—f N:_g_':N-%a;—}“
Fiir das globale Schadigungsinkrement gilt die Bilanz
0=Ad—Af —cVAd , (6-192)
mit der Bildung des Differentials
Dd 4y = Dd,, + Af +cVAd) =
% (d, + Af +cVAd)Ad = [ + %%JM . (6-193)
d A
(d + Af +cVAd)Ae = (aa { 2’1‘ JAE

Somit ist die linearisierte Form der Bilanzgleichungen gegeben zu
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N:C
0=My — Ae—|1-M o) 0d Ad (6-194)
N:C*:N- od depy, N-C* N o0 dgy
=" dgy o4 =" gy 04
und
oD+
am=|c’ B-L oN A ad= " 6-195
IF NN dey o Nict N 0P %n o 6-195)
= de, oA = g, BA
bzw.
AM =C% :£4+C%Ad :
= (6-196)
0=C% :Ae+C%pd
mit den Operatoren
oD _x
. N-C":N J s N
C®=C - = = , €% = - =3 (6-197)
B N:C :N-——M, N:C :N-—M,
= 9en = 0€m
und
N:C
c® =My — LCM =1-My ad’/a‘;q} : (6-198)
= *
N:C :N-— M, N:CT:N-— M,
= O = o0&

wobei die aufgefihrten Ableitungen im Anhang (Kapitel 11) detailliert dargestellt werden.

6.14 Konvergenzkriterien

Die Anwendung eines gemischten Variationsprinzips, bei dem die eingeflhrten Freiheitsgrade
des Elementes verschiedene physikalische GroBen repréasentieren (Verschiebung, Schadigung)
erfordert die besondere Beachtung der Konvergenzkriterien der globalen Gleichgewichtsitera-
tion der Systemsgleichungen. Der Gleichgewichtszustand ist erreicht, wenn die Gleichung

.'+A:K(i—1) Aﬁ(i)=’+mA—HmF(i_l} (6—199)

erfullt ist, d.h. die Differenz zwischen den auBeren ,Kréften" A und den ,Knotenkraften" F sich
innerhalb einer vorgegebenen Fehlertoleranz zu null ergibt:

||r+AtA_t+A:F{i~1)I|< ki (6-200)
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Hierbei sind A und F die zusammengesetzten Vektoren der Knotenkréfte und der Anderungs-
werte des globalen Schadigungsfeldes. Gegentber einer klassischen FE-Rechnung ist der
Vektor der Elementknotenkréafte und der Elementfreineitsgrade mit Kraft und Schadigungswer-
ten besetzt, so dass fir die verschiedenen ,Klassen” von Freiheitsgraden unterschiedliche
Fehlerschranken eingefiihrt werden mussen, so dass gilt:

t+ At t+ArR(i-1)
A- F:.(l " < Eu,fehler und

G < g o (6-201)

mit F, als Vektor der Knotenkréafte und F, als Vektor der Werte der Schidigungsénderung.

Das FE-Programm ABAQUS erlaubt fiir jede der beschriebenen physikalischen FeldgroBen die
Angabe eigener Konvergenzkriterien' [Hib1998b]: Der Gleichgewichtszustand der Iteration

des Inkrements # ist erreicht, wenn die gréBte auftretende Ungleichgewichtskraft 75, kleiner
ist, als ein aus dem zeitlich Uber die Belastungsgeschichte gemittelten Fluss g% und mit
R%G% gewichteter Grenzwert

Tgax < R;?Eja . (6-202)

st dieses Kriterium erfillt, so wird geprift, ob die groBte Losungskorrektur cfrx .klein" im
Verhéltnis zum groBten Zuwachs des Freiheitsgrades Aufay ist, dessen GroBe mit dem Fak-
tor C& gewichtet wird

e SCx Al (6-203)

st der im momentanen Belastungsinkrement gemittelte Fluss g% um einen Faktor &% Kleiner

als g% ,gilt das Kriterium fur ,zero flux*

7% <£°7°, (6-204)

so dass die Losung nur dann akzeptiert wird, wenn die groBte auftretende Ungleichgewichts-
kraft 75, Klein gegentber dem gemittelten Fluss ist

& Selgt, (6-205)

Ist dieses Kriterium nicht erflillt, was insbescondere flr die Entwicklung des globalen Schadi-
gungsfeldes maglich ist'', so wird die Konvergenz nur dann akzeptiert wenn gilt

" Im folgenden bezeichnete GroBen mit dem Index (). beziehen sich jeweils auf die verwendeten Feldgro-
Ben.

" Hierflir ist der Quellterm des lokalen Schadigungsfeldes verantwortlich, der lokal in der Struktur fur gro-
Ren Schadigungszuwachs sorgen kann, obgleich die, Uber die Struktur gemittelten Schadigungsflisse
klein bzw. null sind.
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Cmax < Cg Aty (6-208)

Somit kann das ,zero flux“-Kriterium umgangen werden, wenn die Ungleichung immer erfilllt
ist, was durch die Angabe von hohen Werten flr CZ erreicht werden kann.

6.15 Elementverifikation

Fur die Verifikation des entwickelten Elementtyps bzgl. der Modellierung groBer Deformationen
wird hier beispielhaft der Belastungsfall bei reiner Schubbeanspruchung ohne Schidigungs-
entwicklung flr eine hypoelastische und eine hyperelastische Formulierung vorgestelit. Weiter
werden Ergebnisse der Schéadigungssimulation des lokalen Gurson-Modells auf Basis der
hyper-elastischen Formulierung aus Kapitel 3 mit den Ergebnissen der erweiterten Element-
formulierung flr das nicht-lokale Gurson-Maodell vorgestelit.

6.15.1 Elementverifikation fiir groBe Deformationen

Zur Verifikation des entwickelten Elementtyps zur Abbildung ebener Verzerrungszusténde und
der Berlcksichtigung groBer Deformationen wird der Belastungsfalls der einfache Scherung
(»simple shear") untersucht (s. Bild 6.6). Fir eine ebene Schubverzerrung nimmt der Deforma-
tionsgradient die Form

1 v 0
F=|0 1 0 (6-207)
0 01

an. Der Scherwinkel ist eine lineare Funktion der Zeit:
Yo
y()=-"21. (6-208)

Die Simulation des Belastungsfalls erfolgt in Abstimmung mit der Modeliverifikation in
[Am2000] unter Berlicksichtigung klassischer von-Mises-Plastizitat und linearer isotroper Ver-
festigung und einer hypoelastischen und einer hyperelastischen Formulierung. In Ergénzung
werden die Ergebnisse fir linear-kinematischer Verfestigung fir die hyperelastische Formulie-
rung mit in die Betrachtung einbezogen, wie sie in [Arn2000] fir einer hyper-elastische Imple-
mentierung mit kinematischer Verfestigung ermittelt wurden. Fir die Rechnungen sind vier
Materialparameter anzugeben: Die elastischen Konstanten £ = 210 GPa und v =0.3, fiir die
Beschreibung des plastischen Materialverhaltes die FlieBspannung e, = 500 MPa und der
isotrope Verfestigungsmodul H = 1000 MPa bzw. ¢ = 1000 MPa fiir die kinematische Verfesti-
gungsmodellierung.

Bild 6.7a zeigt die Ergebnisse des Spannungsverlaufes der Schubspannungskomponente der
Kirchhoffspannungen K., fir den in ABAQUS implementierten CPE4-Elementtyp und einer
Modellimplementierung Uber die Schnittstelle UMAT im Vergleich zu dem in Abschnitt 6.3
vorgestellten Elementtyp und der Implementierung (iber die ABAQUS-Schnittstelle UEL. Die
Ergebnisse der UMAT-Rechnungen stimmen dabei exakt mit den der Rechnungen mit der
UEL-Schnittstelle Uberein. Unterschiede ergeben sich erwartungsgemas fir den der Schub-
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spannungskomponentenverlauf der hyperelastischen Formulierung mit kinematischer Verfesti-
gung.

In den Bildern 6.7b - 6.7d ist die Kirchhoffspannungskomponente K, fir die lineare isotrope
Verfestigung der hyper-elastischen Formulierung (Bild 6.7b) und der hypoelastischen Formulie-
rung und der hyper-elastischen Formulierung mit linearer kinematischer Verfestigung
(Bild 6.7¢) tiber der Schubbeanspruchung ¥ aufgetragen. Auch hier sind die Ergebnisse der
UMAT- und der UEL-Implementierung in allen drei Falien identisch. Bei der hypoelastischen
Formulierung (Bild 6.7c) treten die im 2. Kapitel erwéhnten Oszillationen auf. Fur die Spannung
K,, fur die hyper-elastischen Formulierungen (Bild 6.7a) und (Bild 6.7b) ergibt sich mit wach-
sender Schubverzerrung ¥ ein kontinuierlicher Anstieg, wobei sich die Unterschiede in der
Héhe durch die Unterschiedlichen Verfestigungsmodellierungen ergeben.

6.15.2 Elementverifikation fir die Schadigungssimulation

Fur die Verifikation der Schadigungsentwicklung werden Ergebnisse von Rechnungen mit der
Elerentformulierung fiir ebene Dehnungszustande und der Elementformulierung fur die Simu-
lation axial-symmetrischer Strukturen herangezogen. Die so gewonnenen Ergebnisse werden
mit den Resultaten der entsprechenden Elementformulierungen des FE-Programms ABAQUS
und einer Implementierung des lokalen Gurson-Modells verglichen. Durch die Annahme einer
homogenen Schadigungsverteilung und der Vernachlassigung des Gradiententerms der nicht-
lokalen Schadigungsevolution (c=0) entsprechen sich die Gleichungen des nicht-lokalen und
des lokalen Gurson-Modells.

Es wird idealplastisches isotropes Verfestigungsverhalten mit einer FlieBspannung von g, =600
MPa und einem linearen Verfestigungsmodul =0 MPa angenommen. Der hohe anfangliche
Hohlraumvolumenanteil f;=0,1 und die Wahl des kritischen Hohlraumvolumenanteils von
£:=0,1125 bedingen eine ausgepragte Schadigungsentwicklung bis zu einem finalen Hohl-
raumvolumenanteil von f;=0,18. Die fir die Rechnung eingesetzten Materialparameter sind im
Detail der Tabelle 6.1 zu entnehmen.

Die Bilder 6.8a bis 6.8c zeigen die Ergebnisse der Simulation einer reinen Zugbeanspruchung
und der Verwendung des ABAQUS eigenen Elementtyps CPE4 Uber die Schnittstelle UMAT
und der Verwendung des Elementtyps mit Schadigungsfreiheitsgrad (ber die Schnittstelle
UEL. Fur die Spannungsverlaufe, die lokale Schadigungsentwicklung fund die Entwicklung der
Plastizitat p ergeben sich gute Ubereinstimmungen zwischen den beiden Elementtypen.

Die Bilder 6.8d bis 6.8f zeigen die Ergebnisse der Simulation einer reinen Zugbeanspruchung
der Verwendung des ABAQUS eigenen Elementtyps CAX4 und der entsprechenden Formulie-
rung mit zusétzlichem Schadigungsfreineitsgrad fur die Abbildung axialsymmetrischer Struktu-
ren. Auch hier wird eine gute Ubereinstimmung des Spannungsverlaufes, der lokalen Schadi-
gungsentwickiung fund der Entwicklung der Plastizitat p erzielt.

6.16 Verifikation des Gradientenmodells

Fur die Untersuchung des Gradienteneinflusses des nicht-lokalen Gurson-Models wird ein auf
Zug beanspruchter Stab mit einer vorgegebenen Schadigungsinhomogenitat untersucht. Der
Stab wird mit drei verschiedenen Elementkantenléngen /, = 1,0mm, /[, = 0,5mm und /, = 0,25
mm bei gleichmaBiger Elementierung modelliert (Bild 6.9). Hierbei werden die 4-Knoten-
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Elemente mit zusétzlichem Schadigungsfreiheitsgrad mittels der UEL-Schnittstelle des FE-
Programms ABAQUS verwendet.

Es wird ein idealplastisches isotropes Verfestigungsverhalten mit einer FlieBspannung von
o, =450 MPa und einem linearen Verfestigungsmodul H=0 MPa angenommen. Der hohe
anfangliche Hohlraumvolumenanteil 4=0,1 und die Wahl des kritischen Hohlraumvolumenan-
teils von f. =0,012 bedingen eine rapide Schéadigungsentwicklung in der Struktur bis zum
Versagen einzelner Elemente bei einem finalen Hohlraumvolumenanteil von f;=0,18. Die flr die
Rechnung eingesetzten Materialparameter sind im Detail der Tabelle 6.7 zu entnehmen. In der
Stabmitte wird als Schédigungsinhomogenitat in einem vorgegebenen Flachenbereich ein
anfanglicher Hohlraumvolumenanteil /,"= 1,1+, vorgegeben (s. Markierung in Bild 6.9).

Der Vergleich der Ergebnisse der Kraft-Verschiebung-Kurven in Bild 6. 10 der drei verschiede-
nen Strukturdiskretisierungen fir das ,lokale Modell* (¢=0) zeigt deutlich die pathologische
Netzabhangigkeit einer lokalen Schadigungssimulation, in der die Kraft-Verschiebung-Kurven
mit feiner werdender Diskretisierung ein zunehmend beschleunigtes Versagensverhalten auf-
weisen. Bild 6.71a zeigt die Kraft-Verschiebung-Kurven des Stabes mit einer Elementkanten-
lange /, = 1,0mm und einer Gradientenwirkung ¢= -0,5 bis ¢=1,0. Fir negative Werte ¢<0
kommt es zu einer Schadigungskonzentration in dem mittleren Bereich des Stabes, was zu
einem beschleunigten Versagensverhalten der Struktur in Form eines rapiden Kraftabfalls
gegentiber der ,Jlokalen” Rechnung mit ¢=0 fuhrt. Flr ¢-Werte groBer null, wird ein zunehmend
steiferes Strukturverhalten abgebildet, da es durch den Einfluss des Gradiententerms zu einem
Schadigungsausgleich in der Struktur kommt. Fir groBer werdende Werte ¢ dominiert schlieB3-
lich der Schadigungsausgleich gegenliber der lokalen Schadigungsproduktion durch die An-
derung des lokalen Hohlraumvolumenanteils, so dass das Verfestigungsverhalten nicht mehr
durch die Schadigungsénderung beeinflusst wird.

Die Ergebnisse der Strukturdiskretisierung mit einer Elementkantenlange von /, = 0,5 mm und
1, =0,25 mm in Bild 6.11b und Bild 6.117c zeigen ein analoges Verhalten, wobei hier nur Er-
gebnisse mit Werten ¢>0 Berticksichtigung finden.

Eine Zusammenstellung der Kraft-Verschiebung-Kurven der nicht-lokalen Rechnung mit ¢=1,0
zeigt, dass die Netzabhangigkeit der Simulation durch einen Schéadigungsausgleich in der
Struktur minimiert werden (Bild 6.72). Der unterschiedliche Zeitpunkt des rapiden Abfalls der
Kraft-Verschiebungskurven ist durch das Erreichen des maximalen Schadigungswertes f; in
den Elementen bedingt, die den tragenden Querschnitt der Struktur in Abhangigkeit von der
Elementkantenlange bzw. dem représentativen GauBpunktvolumen abrupt verédndem.

Abweichungen in dem Strukturverhalten ergeben sich in diesem Beispiel auch durch die be-
grenzte GroBe des Bereiches in dem sich die Schadigungszone beschrankt durch die Stab-
breite ausbreiten kann. Weiterhin ist der Schadigungsbereich von den ,freien” Stabréandern
abgegrenzt, so dass der Schadigungsabfluss ausschlieBlich in Langsrichtung des Stabes
erfolgt.
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6.17 Tabellen

Tabelle6. 1a: Materialparameter der duktilen Schadigung fir die Beispielrechnungen

q q: qs Jo I I Ju bE 8y &,
1.6 1,0 2,25 0,1 0,1125 10,18 0.5 0,1 0,1 0,3

Tabelle6. 1b: Elastische Materialparameter und Verfestigungsparameter fir ideal-plastisches Verhalten fir
die Belspielrechnungen

E [MP4] v H [MPg] o, [MPa]

210000 0,3 0 450

6.18 Bilder

Vv

- Au ATT777 A
|
I
S ———— 1
” -
- & ” = 1
4 - 1
h e % s i I
- - |
e i e |
2 ; i '
w
[—b 1
“simple-shear"-Belastung “Zug"-Belastung
Ein-Element-Test Ein-Element-Test
ebener Verzerrungszustand ebener Verzerrungszustand
isotropes und kinematisches und
ideal-plastisches Verfestigung- axialsymmetrische Element-
verhalten, formulierung
ohne Schadigungssimulation mit Simulation duktiler
, Schadigung

Bild 6.6:  Elementverifikation fir groBe Deformationen mit ,Ein-Element"-Tests
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Bild 6.7:  Elerentverifikation fiir groBe Deformationen unter reiner Schubbeanspruchung, ohne Schadi-

gung
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Bild 6.8:  Elementverifikation mit dem Gurson-Modell unter Zugbeanspruchung, ebenes 4-Knotenelement

mit bi-linearen Ansatzfunktionen:

a)-c) Elementformulierung fiir den ebenen Verzerrungszustand,

a)-1) axialsymmetrische Formulierung
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Bild 6.9: FE-Elementierung und Randbedingung eines ebenen Zugstabes mit verschiedenen Elementkan-
tenldngen
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Bild 6,10 Kraft-Verschiebung-Kurven eines ebenen Zugstabes bei Diskretisierungen mit den Elementkan-

tenfdngen 1.=0,25 mm, 1,=0,5 mm und [.=0,25 mm (lokales Gurson-Model))
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0,00 0,10 0,20 0,30 0,4 0,50
Verschiebung [mm]

Bild 6.11: Kraft-Verschiebung-Kurven des ebenen Zugstabes (Elementkantenidngen 1. =1,0 mm)
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Bild 6.12: Kraft-Verschiebung-Kurven des ebenen Zugstabes (Elementkantentdngen 1.=0,5 mm)
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Bild 6.13: Kraft-Verschiebung-Kurven des ebenen Zugstabes (Elementkantenidngen 1.=0,25 mm)
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Bild 6.14: Kraft-Verschiebung-Kurven des ebenen Zugstabes (Elementkantenidngen 1.=0,25 mm, 1.=0,5
mm und l.=1,0) mm fir das nicht-lokale Gurson-Modell mit ¢= 0,5.
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6.19 Tafeln

Tafel 6.1: Implementierung im Finite-Elemente-Programm

. Ermittlung der Deformationsgradienten F*, F"*" aus den Knotenverschie-
bungsvektoren u®, u™! fiir ein Element und Bestimmung des Gradienten vd

= Berechnung der Zuordnungsmatrizen By, , By , By
= Spannungsintegration und Ermittiung der Materialoperatoren D, Dyg, Dair Dy

= Ermittlung der GauB-Punkt-Beitrage zu den Knotenkréften und der Elementsteifig-
keitsmatrix des Elementes

T
Kuu = [B Dun BLdV

V
K = (BY. TByLaV
uuNL_I NL NL
y T 0 0
Ky = [NIDyN+BYcBdv mit T50 T 0
v 0 0T
K,g = [BaDgNgdV
V
T
Ky =— [N;DgB,dV
14

= Ermittlung der Elementknotenkrafte
¥, = [BITav , ¥, = [N(d-7)+Blcvaar
Voo 14
s Assemblieren der Steifigkeitsmatrix eines Integrationspunktes
K =[Kuu +Koune Kud}
¢ Ky K gd

= Assemblieren der GP-Beitrage

4
K= Ke,' 3 F=ZKE,f

]

1 i=1

o

1

= Aktualisierung der inneren Zustandsvariablen des Elementes

= Ruckgabe der Elementsteifigkeitsmatrix und des Vektors der Elementknotenkréfte
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Tafel 6.2: Spannungsintegration

=  Spannungsintegration mit den Vorgabewerten

£n) ! (n+1) , Fln) ' F(n-#l)’ d”, d"" (F, ,M.Em,ﬁ)("J
= Berechnung des relativen Deformationsgradienten und der elastischen Vorschéatzung

of T
Fo =F,F, " Bl =FoF; =Fi AF7, Clyy =Fgy Fiy = ALE,

T

= Bestimmung des elastischen rechten Strecktensors Uber die Definition
US, =A; E; @F;

= Logarithmischer elastischer rechter Strecktensor
InUf, =InyA; E; ®F,

= Elastischer Rotationsanteil
Ry =FigUy

= Flastische Vorschatzung der Mandelspannungen
M =C InUfy

= Fallunterscheidung:
a) @(M(,r),eig},a("))so = elastisch (M("”),E {m"+l),(—1{”+I)) = (M(t,),&‘ (m"),(]("))
b o ( M), € L’,’),ﬁ(”})> 0 = plastisch
Lésung derARijckwé'lrts-EuEer—Integration mit dem Newton-Verfahren:
(M(tr):g 5;,),{-1(")) - (M(m),g (mn+1),ﬁ(n+1))

= (Logarithmischer) elastischer Strecktensor

nU°=C "M=ALE, , US=exp(A;)E;®E;, C=F'F=A,E|

= i

= Ermittlung des rechten Strecktensors

U=4A E; ®F,

s Aktualisierung des elastischen Deformationsanteils

Fe =FU-'U¢ =RUS

105



7. Untersuchung des Elliptizitétsveriustes

7 Untersuchung des Elliptizitatsverlustes

Die Untersuchung des Lésungsverhaltens der konstitutiven Gleichungen fUhrt auf Kriterien zur
Bestimmung des maglichen Elliptizitatsverlustes bzw. des damit verbundenen Einsetzens von
Lokalisierungsphanomenen. In diesem Kapitel werden flr das lokale Gurson-Modell und die
nicht-lokale Erweiterung des Gurson-Maodells Kriterien angegeben, die eine Untersuchung des
Einsetzen von Lokalisierungsphanomenen erlauben.

In frithen Arbeiten [Hil1958, Hil1962, Rud1975, Ric1975, Ric1980] wird der Elliptizitatsverlust
des konstitutiven Gleichungssystems im inelastischen Fall als eine materielle Instabilitét inter-
pretiert, die sich durch rdumliche Singularitdten im Geschwindigkeitsgradienten ausdrtckt. In
diesen Arbeiten werden die flr den materiellen Tangentenmodul notwendigen Bedingungen
zur Lokalisierung bei kleinen Deformationen formuliert. Kriterien zur Untersuchung des Elliptizi-
tatsverlust fUr elastisch-plastische Stoffgesetze mit assoziativer Fliessregel und nicht-
assoziativer Fliessregel fir kleine und groBe Deformationen findet man u.a. in [Big1991a,
Big1991b, Szal1992, Big1993, Ste1997, Pet2000, Ste2000]. Fir ratenunabhangige lokale
Schédigungsmodellierung bei kleinen Deformationen wurden Lokalisierungsbedingungen in
[Dog1995, Ben1996] formuliert und untersucht. In [Dog1995, Ben1996, Sza2000] wurden
weiter allgemeingultige Kriterien fur die Untersuchung der Lokalisierung und des Elliptizitatsver-
lustes bzw. des starken Elliptizitatsverlustes elastisch-plastischer ratenabhéngiger Stoffglei-
chungen aufgestellt. In jingster Zeit wurde auch fur das Gurson-Modell unter Berlicksichti-
gung kleiner Deformationen der Elliptizitatsverlust in [Lew2002] untersucht.

7.1 Kriterium bei kleinen Deformationen

Zur Untersuchung des mdoglichen Eindeutigkeitsverlustes der Ldsung der konstitutiven Glei-
chungen des Materialverhaltens wird die Ratenform der Spannungsentwicklung Uber die Glei-
chung

T=

ey

& (7-1)

herangezogen, wobei C als Tensor 4. Stufe den Materialoperator fir elastisch-plastische Zu-
standsénderungen beschreibt. Die GroBen T und & stehen hier zunachst allgemein fiir belie-
bige konjugierte Spannungs- und DehnungsmaBe, so. z.B. die Cauchy-Spannung & und klei-
ne Verzerrungen & oder im Fall des in Kapitel 3 vorgestellten hyperelastisch-plastischen Stoff-
gesetzes fur die Mandelspannungen M und den elastische logarithmische Verzerrungstensor
InU..

Fdr eine strenge Untersuchung des Eindeutigkeitsverlustes in Abhangigkeit vom vorgegebenen
Verschiebungsfeld muss die Ratenform der Gl.(7-1) in Abhangigkeit vom raumlichen Verzer-
rungsgeschwindigkeitsgradienten

L=FFl=D+wW (7-2)
oder allgemeiner vom Verschiebungsinkrement ausgedrtickt werden:

P=gu=lg, 0. 1. (7-3)
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7. Untersuchung des Elliptizitétsverlustes

Fiir die hier zun&chst betrachteten kleinen Deformationen gilt der Zusammenhang
é=%(V1‘1 +VaT), (7-4

Im aligemeinen Fall der ratenunabhangigen Form der Elastoplastizitat mit assoziierter Fliessre-
gel hat der Materialoperator in Gleichung (7-3) die folgende Form

c=c —%(N:g‘)@(E*:N). (7-5)

an. Hierbei ist g* ein sich aus der Formulierung des Materialmodells ergebener Tensor

4,Stufe, N der duBere Normaleneinheitsvektor in Fliessrichtung und A ein Skalar

H=hp-N:C :N (7-6)

mit 4 als ein das Verfestigungsverhalten beschreibenden Skalar.

Die Formulierung fur den Materialoperator fur eine allgemeine Klasse elastisch-plastischer
Materialien ist in [Dog1995, For1995, For1996, Ben1995, Sza2000, Lie2001] ausfuhrlich be-
schrieben und flr verschiedene Gurson-Modellvarianten u.a. in [Arn2000, Schi1996] fir kleine
Deformationen und unterschiedliche Integrationsverfahren hergeleitet.

Fur das Gurson-Modell ergibt sich der elastisch-plastische Materialoperator geméass den Be-
trachtungen aus Kapitel 6 zu:

vglley) o (nceletin) -
NC :N-n =° NC' NP o o 0P dey
=" " of 04 oy 34

Seien (Ta,éa) und ‘(Tb,.é b) zwei zuldssige Losungen des Randwertproblems fir die Span-
nungen T und die zugehérigen Dehnungen & und Aé=¢, —&, sowie AT =T, - T die Diffe-
renz zwischen beiden Losungen. Das zugehdrige Verzerrungsgeschwindigkeitsfeld Av ver-
schwindet auf dem Rand des betrachtete Kontinuums B nur dort, wo das Geschwindigkeits-

feld vorgegeben ist. Die Anwendung des Variationsprinzips fihrt so auf eine Bedingung fir den
Eindeutigkeitsverlust [Hil1958], wenn gilt:

[AT: A& aV =0. (7-8)
B

Das Auftreten von Verzweigungsproblemen (,bifurcartion) kann also solange ausgeschlossen
werden, solange es nicht einen Punkt in der untersuchten Struktur gibt, fir den gilt

Tie>0 (7-9)

d.h. dass es zu keiner Entfestigung (,condition of non-softening”) kommt [Hil1958].
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7. Untersuchung des Elliptizitétsveriustes

Die Entwicklung eines strengen Kriteriums flr das mogliche Auftreten des Elliptizitatsverlustes
wird durch die Untersuchung der konstitutiven Gleichungen des angewendeten Materialgeset-
zes durchgefiinrt. Die Losung des durch die konstitutiven Gleichungen gesteliten Anfangs-
randwertproblems filhrt auf ein System partieller Differentialgleichungen elliptischen Charak-
ters, das fur die lokale Form des Gurson-Modells durch die Gleichgewichtsbedingung definiert
ist.

Das im Rahmen der FE-Methode zu losende Differentialgleichungssystem besteht aus der, aus
der Gleichgewichtsbedingung resultierenden, Gleichung:

aiv{i)=div|C:8)=0. (7-10)

Fiir die Beschreibung der Anderung des Geschwindigkeitsfeldes u(x) wird ein exponentieller
Ansatz der Form

u(x) =g explikn - x) (7-11)

eingefiihrt, mit ugals Amplitude, n als Richtungsvektor, k als Wellenzahl und x als Ort eines
Punktes des Geschwindigkeitsfeldes. Das Einsetzen des Ansatzes in GI.(7-10) fuhrt auf

1(oa aul
diviC:g|=div|C:—| —+—
IVL t:) rv[= 2(ax+ax ﬂ

= div(g: %(ik n® g exp(ikn-x)+ikig ® nexp(ikn- x))] : (7-12)

=—k2£:(n®fl0+ﬁ0 ®n)nexp(ikn-x)=0

und nach weiteren Umstellungen” auf das Gleichungssystem

[ a-Con }[.-.O]zo, (7-19

mit der Amplitude des Geschwindigkeitsfeldes als unabhangige Veranderliche. Fur dieses
Gleichungssystem existieren nur dann eindeutige Losungen, wenn die Determinante

det(n-C-n)= det(H) (7-14)
nicht zu null wird, wobei H im weiteren als akustischer Tensor® (2.Stufe) bezeichnet wird.
Zusammen mit der Betrachtung des gewahlten Ansatzes fur das Verschiebungsfeld ist das
Erreichen des Singularitatspunktes des Gleichungssystems so interpretierbar, dass es einen
Punkt in der Struktur gibt, fir den ein Richtungsvektor n existiert, an dem der Ausdruck
n - C - n singulér wird, und es so zu einer Dehnungsdiskentinuitat in Form eines Dehnungszu-

2]

1 1 1
Z-Z—C(n®m+n®m)n =3Cgﬂ(nkmg +mkn[)nj =E(C|_'fki'"km|'”j +"jCjikl"Imk)=E(n'c'n)n

" Fiir die Bildung des akustischen Tensors gilt in Indexschreibweise: H=n-C-n=Hj =n; Cijpym)
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7. Untersuchung des Elliptizitidtsveriustes

wachses (,strain rate jump") mit unbekannter Amplitude @y kommen kann, der sich durch die

Form
é=1(ip®n+n®iyp) (7-15)

auszeichnet.

7.1.1  Kriterium fiir das lokale Gurson-Modell

Fr das lokale Gurson-Modell aus Kapitel 6 ist gemaB Gl.(7-14) der akustische Tensor mit dem
konsistenten inkrementellen Tangentenoperator fiir plastische Zustandsanderungen

N:C :N—ng—EME

aus Kapitel 6 zu bilden, was auf das Kriterium fr den Elliptizitatsverlust fihrt:
det(Hloka])=dettn -gc -n)=0 (7-17)

Da im Rahmen der FE-Implementierung des lokalen Gurson-Modells der konsistente inkre-
mentelle Tangentenoperator berechnet wird, kann mit Hilfe von GI.(7-17) ein maglicher Eindeu-
tigkeitsverlust der Lésung fur jeden Belastungsschritt in einem beliebigen Punkt untersucht
werden.

Bild 7.1 zeigt beispielhaft die Vorgehensweise bei der Untersuchung des Elliptizitatsverlustes
fiir das lokale Gurson-Modell an einer auf Zug belasteten homogenen ebenen Struktur. Fir alle
Punkte der Struktur wird flr den gesamten Belastungsverlauf Au(s) (s. Bild 7.1a) das Minimum
der Determinante des akustischen Tensors in Abhangigkeit vom Richtungswinkel ¢ des Ansat-
zes min(det(H, (x,¢))) fir das Verschiebungsfeld (s. GI.(7-11)) bestimmt.

Der Nulldurchlauf der sich so ergebenen Funktion zeigt beispielhaft fiir einen Punkt der Struk-
tur den Zeitpunkt des ersten mdglichen Eindeutigkeitsverlustes der Lésung an (Bild 7. 1b).

Die Auswertung des Spannungsverlaufes erlaubt weiter die Angabe der Spannungen im Mo-
ment des Eindeutigkeitsverlustes, wie in Bild 7.7¢ beispielhaft fiir einen Punkt und den Verlauf
der Spannungskomponenten ¢; des simulierten ebenen Verzerrungszustandes dargestellt,
Weiterhin kann, z.B. fir den Zeitpunkt des Elliptizitatsverlustes die Richtungsabhéangigkeit des
Kriteriums gemaB GI.(7-17) als Funktion des ebenen Richtungseinheitsvektors n dargestellt
werden. Der Nulldurchlauf des Kriteriums in Abhangigkeit vom Drehwinkel ¢ gibt so die Rich-
tung der Diskontinuitat der Verschiebungsantwort an. Flr den gezeigten Belastungsfall ergibt
sich so ein Wert von ¢ = 130° (s. Bild 7.14).
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: b) Auswertung des
a) Belastungsverlau Kriteriums fir Elliptizitatsverlust
T T T T T
T A Attipay At %
- Z
< ‘;’ min( def(H(x,p)} ) =0
o =
£ B H
re! £
2 =
,§} min( def{H(x,0)) ) =0 § | N
k; N ¥
0 I | | I | | | |
0 0.25 0.5 0.75 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Zeit Belastung
c) Spannungsverlauf d) Richiungi:sab_héngigkeit
des Kriteriums
2000 T T T I I I I
min det(H(x.p)) ) =0 .
1500 [~ g |
- =
o —
= = min( det(H(x,g)) ) =0
@ 1000 [- e I
3 B 3
g | =
% 858 oy %
C% | —*— Oz b
500 e g | [0 RETTOETmEEATETs s
| eoe oy
0 1 1 | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 45 90 135 180
Belastung Richtungswinkel

Bild 7.1: Schematische Vorgehensweise bei der Untersuchung zum Elliptizitétsveriust

Die Auswertung des Kriteriums fiir den Elliptizitatsveriust in einem materiellen Punkt in Abhén-
gigkeit vom Belastungszustand und dem Richtungswinkel ergibt eine Flachendarstellung fir
den Wert des akustischen Tensors, wie in Bild 7.2 dargestellt.

Hierbei ist Punkt 1 der Zeitpunkt des ersten Auftretens des Elliptizitatsverlustes, der sich durch
einen Nullwert (Punkt 3) in der Kurve der richtungsabhéngigen Auswertung des akustischen
Tensors (Punkt 2) auszeichnet.

Die Betrachtung aller Nullwerte des akustischen Tensors ergibt so eine Grenzlinie fir den
Eindeutigkeitsverlust der Lésung. Analoge Berechnungen kénnen so fiir beliebige Belastungs-
situationen und Struktur- bzw. Bauteilgeometrien durchgefilhrt werden.

110 BAM-Dissertationsreihe



7. Untersuchung des Elliptizitdtsverlustes

Elliptizitatsverlust Belastungsantwort

A ® A
\ .’f' [} 4"‘@

-

=

=

il

=

@

e

£

Z 4 =

j@)] i r

o L

£ 3

e

S L
{ caie

= =
w
R
[(b]
(28]

v
<0

Bild 7.2: Fldchendarstellung zum Elliptizitéatsveriust
7.1.2  Kriterium fir das nicht-lokale Gurson-Modell

Die nicht-lokale Erweiterung des Gurson-Modells erfordert die zusétzliche Betrachtung des
Inkrements des Schadigungsfeldes d fur die Forderung nach der Erfiillung der lokalen Gleich-

gewichtsbedingung
div(T)= dz'v(g‘ :&+C%d )= 0, (7-18)
sowie die Erflillung der Bilanzgleichung der Entwicklung des globalen Schadigungsfeldes
0=C%g + C%s— V24, (7-19)

mit den in Kapitel 6 definierten GréBen €%, €™, c% und €% . Fur die Untersuchung der

Ldsungseindeutigkeit wird nun neben dem Ansatz des Verschiebungsfeldes geman Gl.(7-11)
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7. Untersuchung des Elliptizitdtsverlustes
ein gleichartiger Ansatz flr die SchadigungsgréBe gemacht:

=g explikn-x)

. ; 7-20
d =dgexplikn-x) =20

Dabei wird auf die getrennte Bezeichnung der GréBen n und k flr die beiden Anséatze verzich-
tet wird. '

Das Einsetzen der Ansétze aus Gl.(7-20) in den ersten Term von Gl.(7-18) fuhrt auf

; I
div(£“5¢)= dfv[g"" %[g—:+ -2% )]

= div(g"s %(ik n®ugexp(ikn-x)+ikug ® nexp(ikn- x))J
=—k*C% (n ® g +i1p ®n)nexp(ikn - x) (7-21)

= —kz(n-gcs -n) i exp(ik n - x)
=0

und fiir den zweiten Term von Gl.(7-18) auf:
dnlcodd)=dnlced )
= div|C® dg explikn .x)) . (7-22)
= dyiln - C® explikn-x)=0

Das Zusammenfihren von GI.(7-21) und GI.(7-22) ergibt so

divlt)= dfv(g‘“e+c“d3)

=—k? (n -E“S -n)ilo exp(ikn ox)+c§‘0ikC°d explikn-x) (7-23)
= (—kz(n-g‘“ -n)l.'lo +doikn-C°d)exp(ikn-x)
=0

Das Einsetzen der Ansétze aus GL.(7-20) in die Bilanzgleichung der Schadigungsentwicklung
GLL.(7-19) fUhrt auf die folgende Schreibweise der Schadigungsbilanz:

0= Cdddo explikn-x)+ c* (-%-(ikn ®ug explikn-x)+ikig ® n'exp(ik n- x))]
: (7-24)
e (a"o exp(ik n- x))

Die Entwicklung der Einzelterme erfolgt durch

C% g =c% gy explikn - x),
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c%i= Cde[i(iknt@ g exp(ikn-x)+ ik g ®nexplikn- x))}
2 (7-25)
= ikC%n- ug explikn-x)

und

~eV2d =V (dg explikn - x)): —c-aa—2 (dg explikn- x))
X

= —r:ai ((ligfk nexp(ikn- x))= cci’okz exp(ikn-x)
X

Das Einsetzen dieser Ausdriicke aus GL(7-25), ,, in GL(7-19) flhrt auf die Bilanzgleichung der
Schadigungsentwicklung in der Form:

0=C¥g+Cc%®s—cv2d
= Cddd‘o exp(ikn-x)+ ikC%n. ig exp(ikn- x)+cd’0k2 explikn-x). (7-26)
= ikC%n. g explikn-x)+ (Cdd +ck? )1]0 explikn-x)

Die Kombination der Ausdriicke Gl.(7-23) und GL.(7-26) fUhrt unter der Bertlicksichtigung von
0=#explikn-x) fiir n,xe R? {7-27)

auf das zu losende Gleichungssystem

2 (n % .n) iC% .n J [flo} _ [0] ’ (7-28)

in-c¥ 42 ||d| [0
das durch Bestimmung der zweiten Zeile
e (c"d +ck? )5!0 +ikC%n g (7-29)

nach dgaufgelost

g ~dE .
W § (7-30)
C'dd+ck2

und durch Einsetzen in die erste Zeile in GL{7-28) in der folgenden Form reduziert werden
kann:
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[0]=_ #%(n-c% n) ikn-c }[32]

. 7-31
—ikC dsn [ﬁ ] ( )

~|—#2(n-co )+ ikn- €%
= Cdd

+ck2

Das so aufgestelite Gleichungssystem ist nur noch von der Ansatzfunktion des Geschwindig-
keitsfeldes abhangig und der Wellenzahl k des Ansatzes aus GI.(7-20):

de
[ﬂ]:{—.{{z(n.gse n)—#kz-CTg-:‘“-anCﬂdj'[uo]
Ci

={(n-g°‘°'-n¥ = Cds'“}[ﬁo]

Cdd+ck2

(7-32)

Da die Ungleichung

0# exp(ikn . x) fiir n,x € R? (7-33)

gilt, ist nun nur noch ein Gleichungssystem in Abhangigkeit von ug zu [6sen:

[(]]=-(n.g'”'.n M@j\[ﬁol

. -(n.gos .n)_“_'((ﬁ?_ﬁ‘k)'_'l}[ﬁu]. (7-34)

Auch hier existieren nur dann eindeutige Lésungen, wenn die Determinante
det(n-Cn )= det(H picht 1okl ) (7-35)

nicht zu null wird. Hierbei ist

o5 Ccrd @ Cds

(7-36)
c 4 ck?

[lg!

=L

der fur das nicht-lokale Gurson-Modell gliltige Materialoperator in Form eines Tensors 4.Stufe
und Hyenioka der zugehorige akustische Tensor.,

Die Betrachtung des zu bestimmenden Gleichungssystems in der Form
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od de

{9] n C"s )_Iﬂlc__} “0] (7-37)
+ck?

zeigt, dass die Determinante zu null wird, wenn beide Summanden in der Matrix gleich sind,
so das als Losungskriterium die Gleichung

belber et

herangezogen werden kann.

Im Vergleich zum Kriterium des lokalen Modells aus G.(7-17) ist hier die Auswertung der De-
terminante des akustischen Tensors in GI.(7-35) nicht nur von der charakteristischen Richtung
des Losungsvektors n abhéngig, sondern auch von der Wellenzahl k£ des Ansatzes der Scha-
digungsénderung in GI.(7-20), und von der im Gradiententerm des nicht-lokalen Modells wir-
kenden GréRe c. Eine Untersuchung des maéglichen Eindeutigkeitsverlustes kann daher nicht
mehr alleine an dem materiellen Zustand eines lokalen Punktes erfolgen sondern muss unter
Beriicksichtigung der sich einstellenden globalen Schadigungsverteilung der betrachteten

Minimum des Kriteriums
det(H) fur die gesamte -
Belastungsgeschichte Bereich von ,c-Werten
ﬁ‘ der Regularisierung

der Losung

det(H)=0

Wellenzahl &

Starke des Gradienten ¢

Bild 7.3: Einfluss der charakteristischen Lange c und der Wellenzahl k bzgl. des Elliptizitdtsveriustes beim
nicht-lokalen Gurson-Modell
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Struktur fir eine konkrete Belastungssituation durchgeflihrt werden. Ergebnisse hierzu werden
in Kapitel 8 an Strukturrechnungen présentiert.

Eine weitere Mdglichkeit besteht in der Stabilitatsuntersuchung unter Berlicksichtigung ver-
schiedener Kombinationen der Wellenzahl k¥ des Ansatzes der Schéadigungsénderung in
Gl.(7-20), und der spezifischen Lange ¢ an homogenen Schédigungsverteilungen und Belas-
tungsfallen. Die so gewonnenen Erkenntnisse lassen Aussagen Uber die Wahl des Parame-
ters ¢ zu, um eine regularisierende Wirkung des Gradiententerms der nicht-lokalen Entwick-
lungsgleichung der globalen Schadigungsevolution zu erhalten.

Bild 7.3 zeigt schematisch die Auswertung des Kriteriums fir den Elliptizitatsverlustes fir eine
homogene ‘Belastung und Schadigungsverteilung in einem materiellen Punkt in Abhéngigkeit
der Stérke des Gradienteneinflusses ¢ und der Wellenzahl k. Aus der Darstellung wird ersicht-
lich, dass verschiedene Parameterkombinationen Bereiche existieren, fUr die im Belastungs-
verlauf Elliptizitatsverlust auftritt ( det(H)<0 ) und solche Bereiche in denen die Losung regulari-
siert ist ( det(H)>0).

Hierbei gilt, dass flr groBe Wellenzahlen k die erforderliche GréBe des Gradienteneinflusses
abnimmt, um den Eindeutigkeitsverlust der Lésung wahrend der gesamten Belastung aus-
schlieBen zu kénnen. Ebenso gentgen kleinere Wellenzahlen bei gréBer werdenden Werten
von ¢, um die Lésung des Problems zu regularisieren. Der Grenzfall k=eo beschreibt eine Dis-
kontinuitat im Verschiebungsfeld dar, die durch die Wirkung des Gradiententerms regularisiert
werden kann. Einen Sonderfall stelit der Ubergang des nicht-lokalen Modells in die Formulie-
rung des lokalen Modells mit ¢=0 dar bei dem der nicht-lokale Term bei der Bildung des akus-
tischen Tensors verschwindet:

(7-39)

od de
oo =n.{ga_&}n

Cdd

7.1.3 Anwendung

Fur eine Abgrenzung des Phanomens der Lokalisierung bzw. des Elliptizitatsverlustes ist die
Anwendung der ,condition of non-softening” aus GI.(7-9) zunachst ausreichend, die fir die
Formulierung des zur Anwendung gebrachten Gurson-Modells in den FE-Code implementiert
wurde. Eine exakte Aussage flr das mégliche Auftreten von Lokalisierung in einer belasteten
Struktur ist das im vorangegangenen Abschnitt vorgestellte Kriterium fir Elliptizitatsveriust
entsprechend GL.(7-14) fur das lokale bzw. GI.(7-35) fir das nicht-lokale Gurson-Modell.

Der Materialoperator C ist aus der Losung der Stoffgleichungsintegration eines Belastungsin-

krementes flr jeden beliebigen Punkt der Struktur bekannt, so dass das Kriterium durch eine
entsprechende numerische Umsetzung leicht zur Anwendung gebracht werden kann,

Mit der Definition des akustischen Tensors gemaB Gl. (7-14) in Indexschreibweise
H=n-C-n=H y =n; Cyynle; ®ey ) (7-40)

folgt die Form der einzelnen Komponenten zu
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Hy = m (Cl i +Cyjrany +Cy _,t'k3”3)
+ m (C2jk1”1 +C7 jkam2 +C2jk3”3) . (7-41)
+ n3 (Cs k11 +C3 jpany +C3jk3"3)
Fdr den hier betrachteten ebenen Dehnungszustand mit

n=me;mit i=1,23 und n3=0 (7-42)

und einem entsprechend besetzten Materialoperator, sowie unter der Berticksichtigung der
Symmetriesigenschaften ergibt sich die Komponentendarstellung des akustischen Tensors zu

Hyg =n(Cy jirm +Cyjpany Jrmlc, iy +Ca jkan ): (7-43)
bzw:. flir die Auswertung des Kriterium in GL.(7-14) zu
Hyy H
det(ij)=detI: . '2}=H“H22—H12H2, =0. (7-44)
Hy Hp

Durch die Darstellung des Einheitsvektors n als Funktion einer Winkelkoordinate ¢

nT =[cos(p) sin(p) Ole;, (7-45)

wird die Anwendung des Kriteriums somit zu einem Minimierungsproblem bzgl. der Winkelko-
ordinate des zun&chst beliebigen Einheitsvektors n mit den Komponenten des akustischen
Tensors firk=1,2und/=1,2:

Hyy =cosglCy jk1 €089+ Cy jia sin )+ sin glCy k1 €05 +Ca jga sing) (7-46)

bzw.

5 e
Hyp=Cyypp008” @+Cypppsin” @
Hyp =(Cyy22 +Ca121 Jeos psing
Hyy =(Ci212 +Caa11 )eospsing

2 . 52
Hyp = Cyz1c08” @+ Cappp sin” @

(7-47)

Mit den Abkirzungen

a=C1111C2112
b=Cy112C222 (7-48)

2
c=C1111C2222 = 2C1122C2112 —C 22

und der Auswertung der Determinante des akustischen Tensors geméss GI.(7-44) gilt fur das
Kriterium des Elliptizitatsverlustes
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0=Sin4¢)(a—c+b)+sin2 plc-2a)+a (7-49)

bzw. ausgeschrieben

. 2
0=sm4tp(C; 111C2112 —(Cimczzzz -2C1122C2112 - 22 )+C2112C2222) 7-50)

‘ 2
+Sm2fP(Cu1102222 =2C1122C2112 — Gy —2G11m1Co 12)+C71111C2112

Mit Hilfe dieser Gleichung kann fir eine allgemein formulierte Klasse elastisch-plastischer
Stoffgesetze das Auftreten von Lokalisierung fiir einfache Spannungszusténde qualitativ analy-
tisch untersucht werden, wie u.a. in [Dog1995] gezeigt. Mittels einer geeigneten numerischen
Anwendung kénnen weiterhin kritische Belastungszusténde flr reale Materialien und Struktu-
ren bestimmt werden.

7.2 Kriterien bei groBen Deformationen

Fur die Spezifizierung des Kriteriums fur Elliptizitatsverlust unter Berlicksichtigung groBer De-
formationen ist der geometrische Spannungsanteil der Spannungsrate durch die materielle
Zeitableitung des Spannungstensors mit in die Betrachtung der Auswertung einzubeziehen.
Das Kriterium des Elliptizitatsverlust wird im folgenden fiir das in Kapitel 3 naher erlauterte
hyperelastisch-plastische Stoffgesetz der Materialgleichungen sowie flr eine hypoelastisch-
plastische Formulierung hergeleitet und zur Anwendung gebracht.

7.2.1 Hyperelastisch-plastische Formulierung

Unter Verwendung der Kapitel 3 vorgesteliten hyperelastisch-plastischen Formulierung des
Stoffgesetzes und der Zusammenstellung der zugehorigen Gleichungen in Tafel 7.2 kénnen
die Kirchhoffspannungen mittels einer ,Push-Forward“-Operation von der plastischen Zwi-
schenkonfiguration auf die Momentankonfiguration gewonnen werden:

T
K, =RcM, 1 Re - (7-51)

Die materielle zeitliche Ableitung der Kirchhoffspannungen gemaB GI.(7-51) flihrt auf die Rate
der Kirchhoffspannungen:

\T
dK =R.dMRY +dR.RIK + x(dncng ) : (7-52)
wobei
= aMnH e _ . gt
dM,. = =N dEf) = C:dEf, (7-53)
tr

(7-54)
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ergibt sich aus der in Kapitel 6 vorgestellten Linearisierung der Integrationsvorschrift der kon-
stitutiven Gleichung. Welter wird der elastische Anteil des Spintensors

W, = dR. R} (7-55)

eingeflihrt, fur den als antisymmetrischer Tensor die Beziehungen

W, =-W, T (7-56)

und

d(ReRcT)= dR.R.T +R.dR,T =0 und dR.R," = -R.dR." (7-57)

gelten.

Gesucht ist eine Gleichung, die die Formulierung der Rate der Kirchhoffspannungen aus
Gl.(7-52) als Funktion des Deformationsgeschwindigkeitstensors D bzw. des Verschiebungsin-
krementes und den inneren ZustandsgréBen darstellt:

dK =R dMR] + WK +KWT = £(F,D). (7-58)
Es ergibt sich entsprechend den Ausfihrungen in Kapitel 7.1 und 7.2 die Aufgabe, die drei
Summanden aus GI.(7-58) in Abhangigkeit von D bzw. L zu formulieren.
Die logarithmischen Verzerrungen E, =In U kdnnen mittels der ersten Padeé-Approximation
[Web1990,Bad1993] Uber den Zusammenhang

E&ﬂ = 2(Uftr) - I)( Ulery * 1)_ (7-59)

aus dem Trial-Wert des rechten elastischen Strecktensor U (t )erm|ttelt werden. Im Folgenden
wird fir InU, vereinfachend E. geschrieben. Dabei liegt der Glltigkeitsbereich fir die Néhe-
rung in Gl. (7-59) bei 0,7 < 4; < 1,3 [Web1990], mit 4; als den Eigenwerten aus der spektralen
Zerlegung von U(tr) Fur die als klein angenommenen elastischen Verzerrung wird dieser
Wertebereich nicht Gberschritten.

Die Ableitung und Umstellung von GI.(7-59) fuhrt auf den weiter unten verwendeten Zusam-
menhang

1 o\
dE(tr) _4( (tr) +IT dU, ( (tr) +I)_ (7-60,
Zur Ermittiung von dU, wird tiber die Definition des Trial-Wertes des elastischen rechten Cau-

At 2
chy-Green Tensor C(tr) =Fy F =UEH) und der Ableitung des sich daraus ergebenden

Ausdrucks
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2 T 4 4 T
UGy =Firy Fioy=Fn Frel Frel By (7-61)

-1
nach Multiplikation mit U‘(*tr) die Gleichung

T
U?tr)dU?tr) * dU?rr)UEtr) = 2F§ sym (Fl]dFrel )FJE (7-62)

bestimmt. Weitere Umformungen (s. [Web1990] und [Bad1993]) ergeben den Ausdruck

=
detr}Esym(Uftr) M sym(FrEldsz)F,fJ. (7-63)

Das Einsetzen dieser Gleichung in G1.(7-64) flhrt auf die gesuchten Gleichung

1 o D I 1
dE? ) =4(Ufﬁ)+lr sym[UEtr) Fy sym(F;gldFrel )F,';‘]+(Ufﬁ)+lf . (7-65)

Fur die Rotationsanteile aus GL(7-52) gilt mit der Zerlegung des elastischen relativen Deforma-
tionsgradienten:

Ry Ul = Flay = FreiFi - g

Differenzieren und Umstellen fuhrt auf die Gleichung

detr)U?tr) +REtr)detr) =dFyeiFy , (7-67)

was unter Verwendung von Gl.(7-63) auf die Formulierung
' o S -1 i
- B e = e (- e I e |yre e
dR (U)R (t) = dFpe  Fyy ~Rpysym [U(U) F; sym (Fr o 9Frel )Fn] (t) R(tr) (7-68)
fUhrt. FUr das Inkrement der Kirchhoffspannungen aus GL.(7-52) ergibt sich so die Form

T
dK =R dMR] +dR ,RIK +K(dReRg) (7-69)

\T
T T
=Rc&:dE€tr) e TadRRe Ky + Ky BRE)

wobei die Beziehung R, = thr) verwendet wird, um im folgenden den Subindex , weglassen

zu kénnen. Der Ausdruck

dE, = 4(U(°tr) 4 ITI sym{ UE’W)_IF;:F sym (F:;ldFrel )Fe} + (Uftr) + ITI + O(E%) (7-70)

muss hierbei zunéchst als Funktion von dF,,; formuliert werden. Mit den Operatoren

120 BAM-Dissertationsreihe



7. Untersuchung des Elliptizitdtsverlustes

1 1
c 54(U‘(’n,)+IJ_ _@(U’(:tr)uy . (7-71)
c,=F. QF", (7-72)
e -1
C,=U(, ®Iund (7-73)
1 —
C s~(1®1+1®1) (7-74)
=sym 2 -

wird GI.(7-70) in die folgende Form gebracht:

= : S Ll e ] B .
dE, = {[ gl -gsym '23 -22 -gsme : (le@lﬂ 1dFe) = gE tdFpe - (7-75)

Die hier und im weiteren verwendeten Operatoren zwischen Tensoren 2. bzw. 4. Stufe werden
in der Tafel 7.4 erlautert. Ebenso wird der Ausdruck aus Gl. (7-68)

rel

T =1 -1 = T
€ e — e e e T T e e ¥
dR(tr)R(tr) =dFF, - R(tr)sym (U(tr) F. sym (F dFe )Fe} (tr) R(n_) (7-76)
in die Form

dR¢ RS T=c . dF 7-77)
()" (r) =R “rel

gebracht, wobei der Tensor C durch die Zuordnung

¢ =[lev. e, 60008, L) 78

definiert ist.

Das Einsetzen von GL(7-75) und GI.{7-77) ergibt fir die inkrementelle Form der Kirchhoffspan-
nungen aus Gl. (7-52) die Formulierung

dK:Rct:(gE :dFre])]Rz +ER :dFrcl}(rHl +Kyy ER :dFre]]T (7-79)

und weiter den Ausdruck
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dK=Re((=;‘:((=:E :dFrcl)}l'er +-£—RR 1 dFe)

=CrmM - dFrel +gRR :dFyel (7-80)

= (SKM i gR_R ): dFe)

mit den Tensoren

Ten T

gRe =R, @R, , (7-81)

Cyrs =Co 1€: €5 UNd (7-82)
. _

Cop = [(KHI ® I)+ (K ®I)]-£_?_R (7-83)

mit QKM als materiellem Materialoperator und gRR als geometrischem Materialoperator.
Hier eingefiihrte Tensoroperatoren werden in Tafel 7.4 beschrieben.

Uber die Definition des relativen Deformationsgradienten

-1
i1 =Felly = Frel =F11Fy (7-84)

gewinnt man den Zusammenhang zwischen dF, und den unbekannten Zuwachsen des
Verschiebungsfeldes du Uber

dFe) = d(an) =V, (dx) =V, (du) ) (7-85)
so dass man das Ergebnis
K=(Cpp *+Cpp J L (7-86)

erhalt. Der akustische Tensor flr die Untersuchung der Eindeutigkeit des Gleichungssystems
ist somit

Hiyper =1 (Cey + Cg ) - (7-87)

7.2.2 Hypoelastisch-plastische Formulierung

Im Rahmen von FE-Programmen ist bei Verwendung inkrementeller hypoelastisch-plastischer
Stoffgesetze (s. Tafel 7.3) unter Berlcksichtigung groBer Deformationen die materielle Span-
nungsableitung unter Verwendung der Jaumann-Rate

dK=dKJ+QK+KQT=EJK:D+QK+KQT. (7-88)
Zu berticksichtigen. Der Materialoperator ergibt sich aus der in Kapitel 6 vorgestelliten Lineari-
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sierung der Rate der Kirchhoffspannungen

_ K41
€y =L (7-89)

Der Ausdruck ©QK +KQT wird tber die Definition des Spintensors (bzw. des antisymmetri-
schen Anteils des raumlichen Geschwindigkeitsgradienten)

fl=%(L—LT) (7-90)

in Abhangigkeit von L formuliert:

OK +KQT = (L-D)K+K(L-D)T :%{LK—LTK—KL+KLT). (7-91)

Die Anwendung, der in Tafel 7.4. aufgefiihrten Tensoroperatoren fihrt auf die Darstellung

OK +KQT :%(KT ®I-I®K -K®I +K§1): | (7-92)
Das Einsetzen der GL.(7-91) in Gl. (7-88) ergibt die Schreibweise der Kirchhoffrate in der Form

C :D+-I—[KT@I~I§KT -K®1+K§1]:L (7-93)
JK 9 =

mit dem Tensor 4. Stufe

- '[ T e =
Corxn =5 KT @1-T8K —K@1+K®I]. (7-94)

AbschlieBend kann durch den Zusammenhang

D=%(L+LT)=%(I§I+I§I):-L=SDL:L (7-95)

die GI.(7-93) in die gesuchte Form gemaB Gl.(7-58) gebracht werden

dK:LgKL +gQKm]:L (7-96)

mit gKL als materiellem Materialoperator und € QKKQ als geometrischem Materialoperator,
Der akustische Tensor fir die Untersuchung der Eindeutigkeit des Gleichungssystems ist
somit

Hiypo =0-IC; +Copraln - (7-97)

7.2.3 Erweiterung auf groBBe Deformationen

Unter Berticksichtigung der nicht-lokalen Formulierung ergibt sich fur das Inkrement der Man-
del-Spannung zu
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aM, . =C*

. me od oo
tdE(yy +C™Ad (7-98
Die Materialoperatoren ergeben sich aus der Linearisierung der Integrationsvorschrift der kon-

stitutiven Gleichung des nicht-lokalen Modells (s. Kapitel 6). Das Inkrement der Kirchhoffspan-
nungen kann, wie weiter oben gezeigt, wie folgt dargestellt werden

\T
dK =R,|C% . dES , +C%? Ad}z;{ +dRRIK, 1 +K i (dRcR;r) : (7-99

(tr)

Findet man nun, wie oben gezeigt, die Definitionen

T
= 7 e € = ; i
dE; =Cp :Lund dRf\Riy =Cp L (7-100)
ergibt sich die Formulierung
— . . od . &,
dK=C .L+|CRG.C )Ad+gRR.L (7-101)

mit den Tensoren

C, =R.T®R.T, (7-102)
Corni =C;, 7C%: C und (7-103)

(7-104)

die sich nicht von den Definitionen des lokalen Modells unterscheiden. Eine verkiirzte Darstel-
lung hierflr ist

dK:(gKM +gRR):L+(ch:c“d)Ad=gL;L+c;§Ad (7-105)

wobei sich Cf{: als modifizierter Operator gegentiber der Darstellung fiir kl. Deformationen
ergibt.
Die Betrachtung der Bilanzgleichung der Schadigung

0=C%Ad+C%s— cV2Ad (7-108)

erfordert die Formulierung der Gleichung nach L:
0=CHad+C%(C, :L)-cV?ad = % pd + CEL—cV2d (7-107)

mit C‘f’ als modifiziertem Operator gegentber der Darstellung fir kleine Deformationen.
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Somit ergeben sich flir die Betrachtung des Elliptizitatsveriustes unter Berlicksichtigung groBer
Deformationen die Gleichungen:

div(dK)= div(gL L+ CRAd =0, (7-108)

0=C%Ad +C{fL—-cV’Ad : (7-109)

Fur die ,neuen” Operatoren gilt:

c -[R,TO R,T).Co =g 6™ (7-110)

c=c ic*® 7-111)

Formal also das ,gleiche” System wie bei der Formulierung flr kleine Deformationen mit zwei
anderen Operatoren:

div(T)=div(£°£ :£+C%g ]=0 y

0=C¥gq+Cc%s-cV2ig .

7.3 Ergebnisse

Im diesermn Abschnitt sind die Ergebnisse der Untersuchung des Elliptizitatsverlustes des loka-
len und des nicht-lokalen Gurson-Modells zusammengefasst. Es werden Untersuchungen des
Elliptizitatsverlustes und der Lokalisierung fUr die folgenden Falle durchgefiihrt:

e |okales Gurson-Modell bei kieinen Deformationen flir einfache Lastfalle an 1-Element-
Rechnungen

e lokales Gurson-Modell an Bruchmechanikproben aus einem realen Werkstoff

e |okales Gurson-Modell bei groBen Deformationen fir einfache Lastfalle an 1-
Elementrechnungen und verschiedenen Implementierungen (kleine Deformationen,
hypoelastisch-plastisch und hyperelastisch-plastisch)

e nicht-lokale Gurson-Modell fiir einfache Lastfalle und kleine Deformationen: Einfluss
der Parameter ¢ und & auf die Regularisierung.

7.3.1 Untersuchung des Elliptizitdtsveriustes fiir das lokale Gurson-Modell
an einfachen Lastféllen

Zur Charakterisierung des mdglichen Auftretens von Elliptizitatsverlust bei der Anwendung des
Gurson-Modells werden zun&chst Ergebnisse von Rechnungen an Ein-Element-Strukturen
unter einfachen Belastungen vorgestellt. Hierzu wurde ein idealplastisches isotropes Verfesti-
gungsverhalten mit einer Fliessspannung von g, =450 MPa und einem linearen Verfestigungs-
modul H=0 MPa angenommen. Der hohe anfangliche Hohlraumvolumenanteil £;=0,1 und die
Wahi des kritischen Hohlraumvolumenanteils von £, =0,1 bedingen eine rapide Schadigungs-

125



7. Untersuchung des Elliptizitdtsverlustes

entwicklung in der Struktur bis zum Versagen einzelner Elemente bei einem finalen Hohlraum-
volumenanteil von f7=0,18, um so deutliche Lokalisierungsph&nome simulieren zu kénnen. Die
fur die Rechnung eingesetzten Materialparameter sind im Detail der Tabelle 7.7 zu entnehmen.

Bild 7.4 zeigt fur verschiedene durchgeflihrte Berechnungen die Anwendung des Kriteriums
fiir Entfestigung GL.(7-9) und Elliptizitatsverlust GI.(7-14). Den Darstellungen ist jeweils der
Richtungswinkel fir das Auftreten der Lokalisierung zu entnehmen, sowie, als Projektion auf
den Spannungsverlauf, der Zeitpunkt des Auftretens der Entfestigung (Dreiecksmarker) bzw.
der Lokalisierung (Kreismarker). Die Ergebnisse sind flir Schub- und biaxialen Zug sowie fur
kombinierte Zug-Schub-Belastung identisch mit den analytischen Betrachtungen fir eine
allgemeine Klasse elastisch-plastischer Stoffgesetze aus [Dog1995]. Fir die Zugbelastungen
wird der Theorie entsprechend, zun&chst das Entfestigungskriterium und anschlieBend das
Kriterium fUr den Elliptizitatsverlust erflllt. Fur die Schubbelastung und die kombinierte Zug-
Schubbelastung wird bis zu der aufgebrachten Endverschiebung keines der Kriterien erflllt,
das Winkelminimum fur den Endbelastungszustand in dem betrachteten Punkt kennzeichnet
jedoch bereits den Winkel der moglichen Lokalisierung in Ubereinstimmung mit den Angaben
in [Dog1995].

7.3.2 Untersuchung des Elliptizititsverlustes und der Lokalisierung fiir das
lokale Gurson-Modell an Bruchmechanikproben aus einem realen
Werkstoff

Fir eine detailliertere Untersuchung des Lokalisierungsverhaltens des lokalen Gurson-Modells
wurde das Kriterium Gl.(7-14) im Rahmen der Belastungssimulation von Bruchmechanikpro-
ben aus dem Werkstoff 10MnMoNi5-5 [KIi2000] zur Anwendung gebracht.

Bild 7.5 zeigt fir drei verschiedene Probengeometrien (RZP, M(T), C(T)) und flr einen in
[KIi2000] bestimmten Materialparametersatz des lokalen Gurson-Modells fiir den Werkstoff
10MnMoNi5-5 den Zeitpunkt der Erflllung der Kriterien GL.(7-9) und GI.(7-14) fur den Punkt
der Struktur, in dem es zur Rissinitierung kommt. Hierbei ist der Zeitpunkt der ersten Erflllung
des Kriteriums auf dem Spannungsverlauf im betrachteten materiellen Punkt, die Entwicklung
des Hohlraumvolumenanteils und die duBere Last durch einen Kreismarker gekennzeichnet.

Das Kriterium fur Elliptizitatsverlust wurde dabei in allen Rechnungen immer zuerst im Punkt
der Rissinitierung an der Rissspitze der Struktur erreicht, daher sind hier die Ergebnisse ande-
rer Bereiche der Struktur nicht dargestellt. Fur alle Rechnungen gilt, dass bereits deutlich vor
dem endguiltigen Versagen des materiellen Punktes, also vor dem Erreichen des Wertes f; flr
den Hohlraumvolumenanteil, das Kriterium flr Elliptizitatsverlust erfullt ist. Die Eindeutigkeit der
Losung ist somit  bereits vor  Rissinitierung  nicht mehr  sichergestellt. Die Kraft-
Verschiebungsdiagramme bzw. das Kraft-Durchmesseranderungsdiagramm zeigt, dass lange
vor dem Uberschreiten des Maximums der Kraft-Verschiebung-Kurve der Elliptizitatsverlust
auftreten kann. '

7.3.3 Untersuchung des Elliptizitatsverlustes fiir das lokale Gurson-Modell
bei groBen Deformationen fiir einfache Lastfélle an 1-
Elementrechnungen und verschiedenen Implementierungen

Die verschiedenen Moglichkeiten der Implementierung des Gurson-Modells auf Grundlage
kleiner Deformationen, einer hypoelastisch- bzw. einer hyperelastisch-plastischen Formulie-
rung wirft die Frage auf, wie sich die Ergebnisse von FE-Berechnungen bzgl. eines méglichen
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Elliptizitatsverlustes der konstitutiven Gleichungen voneinander unterscheiden. Zur Untersu-
chung dieser Fragestellung wird hier ein Vergleich der drei verschiedenen Implementierung des
lokalen Gurson-Modells bzgl. der Erflllung des Kriteriums fUr Elliptizitatsverlust bei gleichen
einfachen Belastungssituationen und der Verwendung der in Tabelle 7.2 angegebenen Materi-
alparameter vorgenommen.

Bild 7.6a zeigt den Spannungsverlauf von drei Rechungen fUr eine Zugbeanspruchung unter
Behinderung der Querkontraktion. Die Ergebnisse der Rechnung unter Berlicksichtigung klei-
ner Deformationen bzw. der hypoelastisch-plastischen und der hyperelastischen-elastischen
Formulierung unterscheiden sich dabei nur unwesentlich. Bei einem anfanglichen Hohlraumvo-
lumenanteil von f=0,005 und einem kritischen Hohlraumvolumenanteils von £ =0,025 wird
ebenfalls fir alle drei Rechnungen ein Schadigungswerte von f=0,038 erreicht, der noch deut-
lich unter dem finalen Hohlraumvolumenanteil von f;=0,20 liegt (s. Bild 7.6b). Die Abbildung
7.6¢c zeigt die Auswertung des Kriteriums fUr Elliptizitatsverlust. Es ist deutlich zu erkennen,
dass das Kriterium fur alle drei Rechnungen im gleichen Belastungspunkt erfllt wird, wobei
der Verlauf der Kurve fir die hyperelastisch-plastische Formulierung und die Rechnung mit
kleinen Deformationen identisch ist. Die Auswertung des Richtungswinkel im Moment der
Erflllung des Kriteriums (Bild 7.6d) zeigt, dass auch dieser Wert von der Wah! der Formulie-
rung fur die vorliegende Belastungssituation unabhéngig ist. Bemerkenswert ist, dass auch
hier das Kriterium deutlich vor dem Erreichen des kritischen Hohlraumvolumenanteils erflillt
wird.

Bild 7.7a zeigt den Spannungsverlauf von drei Rechungen flir eine kombinierte Zug-Schub-
Beanspruchung. Der Zeitpunkt des Stabilitdtsverlustes liegt hierbei deutlich spéter (s.
Bild 7.7b) als in dem vorangegangenen Beispiel und fallt mit dem Erreichen des kritischen
Wertes des Hohlraumvolumenanteils von f, =0,025 zusammen (s. Bild 7.7¢). Eine detaillierte
Betrachtung des Zeitpunktes der Erflillung des Kriteriums (s. Bild 7.74d) zeigt, dass geringfigi-
ge Unterschiede bzgl. den verschiedenen Implementierungen bestehen, was durch das
Auftreten von materiellen Rotation durch die tiberlagerte Schubbeanspruchung bedingt ist. Die
Richtungscharakteristik des Eindeutigkeitsverlustes unterscheidet sich nicht voneinander, wie
in Bild 7.7e deutlich zu erkennen ist. Weiterflihrende, hier nicht gezeigte Rechnungen ergeben,
dass mit einer Erhdhung des Schubanteils die Losung stabilisiert, dass Kriterium also nicht
erfllt wird.

Das Auftreten einer moglichen Instabilitat ist offensichtlich nicht stark von der Wah! der Formu-
lierung abhangig, da die maBgebliche Ursache flr den Stabilititsverlust der voranschreitende
Schédigungsprozess und die damit verbundene Entfestigung ist, die nur schwach von der
Wahl der Formulierung beeinflusst wird.

Weiterhin ist zu bertlicksichtigen, dass bei verschiedenen Implementierungen die Anpassung
der Materialparameter des Gurson-Modells auf Grundlage experimenteller Daten nicht zu
identischen Ergebnissen flihren wird und sich so weitere Unterschiede bei einer Stabilitatsun-
tersuchung gleicher Belastungsfalle fir unterschiedliche Implementierungen ergeben kénnen.

Fur das Gurson-Modell erweisen sich kombinierte Belastungen mit hohen Schubanteilen als
regularisierend. Fir die Modellierung von Bruchmechanikproben ist in der kritischen Phase der
Belastungszunahme jedoch der Zuganteil dominant, so dass ein Auftreten des Stabilitatsver-
lustes bei der Anwendung des lokalen Gurson-Modells in vielen Situationen unvermeidbar
erscheint.
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7.3.4 Untersuchung des Elliptizitatsverlustes fiir das nicht-lokale Gurson-
Modell bei kleinen Deformationen

Die Betrachtung des Kriteriums fir den Elliptizitatsverlust des nicht-lokalen Gurson-Modells
zeig, dass, im Vergleich zum Kriterium des lokalen Modells aus GI.(7-14), die Auswertung der
Determinante in Gl.{7-35) nicht nur von der charakteristischen Richtung des L&sungsvektors n
abhéngig ist, sondern auch von der Wellenzahl £ des Ansatzes der SchadigungsfeldgréBe und
von der kritischen Lange ¢ abhangt. Weiterhin wirkt der Term ck? in G1.(7-35) unabhangig von
der aktuellen Schadigungsverteilung in einer Struktur, so dass auch bei einem homogenen
Schadigungsfeld, d.h. Vd=0 bzw. V7=0, die Auswertung des akustischen Tensors vor der Wahl
der kritischen Lange bzw. der Wellenzahl abhangt.

Eine Untersuchung des moglichen Stabilitatsverlustes kann daher nicht mehr alleine an dem
materiellen Zustand eines lokalen Punktes erfolgen, sondern muss unter Berlicksichtigung der
sich einstellenden globalen Schadigungsverteilung der Struktur flr eine konkrete Belastungssi-
tuation durchgefiihrt werden. Ergebnisse hierzu werden in Kapitel 8 an Strukturrechnungen
prasentiert.

Eine weitere Moglichkeit besteht in der Stabilitdtsuntersuchung unter Berticksichtigung ver-
schiedener Kombinationen der Wellenzahl £ des Ansatzes der SchadigungsfeldgroBe und der
kritischen L&nge ¢ an homogenen Schadigungsverteilungen und Belastungsféllen. Die so
gewonnenen Erkenntnisse lassen Aussagen Uber die Wahl des Parameters ¢ zu, um eine
regularisierende Wirkung des Gradiententerms der nicht-lokalen Entwicklungsgleichung der
globalen Schéadigungsevolution zu erhalten.

Zu diesem Zweck wird beispielhaft die Untersuchung des Einflusses des nicht-lokalen
Parameters ¢ auf die Regularisierung der Losung an einem einfachen Belastungsfall homoge-
ner Deformation (kombinierte Zug-Schubbelastung) und Schédigungsverteilung an Ein-
Element-Rechnungen unter Berlicksichtigung kleiner Deformationen vorgestellt.

Bild 7.8a zeigt den Spannungsverlauf fir ein auf 16% Zugdehnung und 8% Schub bean-
spruchtes Element. Die Materialparameter wurden dabei entsprechend der Tabelle 7.2 ge-
wahlt. Es wurde ein idealplastisches isotropes Verfestigungsverhalten mit einer Fliessspannung
von oy =450 MPa und einem linearen Verfestigungsmodul #=0 MPa angenommen. Der nied-
rige anfangliche Hohlraumvolumenanteil f;= d,=0,005 und die Wahl des kritischen
Hohlraumvolumenanteils von 4.=0,025 bedingen eine gemaBigte Schédigungsentwicklung bei
friihem beschleunigtem Schadigungswachstum in Entsprechung der Schadigungsentwicklung
duktiler metallischer Werkstoffe bei Raumtemperatur. In Bild 7.8c ist die Entwicklung des
lokalen Hohlraumvolumenanteils f Uber die Belastung aufgetragen, wobei am Ende der Belas-
tung ein Wert von /=0,06 erreicht wird, der noch weit unter dem endgitigen Versagen des
Materials bei f=0,2 liegt.

Bild 7.8c zeigt das Ergebnis der Auswertung des nicht-lokalen Stabilitatskriteriums flr drei
Werte-Kombinationen [k;; c]: Mit k,=0 und ¢=0 wird das Stabilitatskriterium entsprechend dem
lokalen Gurson-Modell ausgewertet und mit k=0 und ¢=0,1 bzw. k,=10" und ¢=0,1 liegen
zwei beispielhafte Wertabgrenzungen der Anwendung des nicht-lokalen Kriteriums vor. Deut-
lich ist zu erkennen, dass bereits im anfanglichen Verlauf der Belastung das Stabilitatskriterium
den Nullwert durchlauft. Eine detaillierte Betrachtung, wie in Bild 7.8d gezeigt, macht deutlich,
dass flr [k;=0 ; ¢=0,1] und [k,=0 ; ¢=0] bei 1=0,156 der Wert des Stabilitatskriteriums durch die
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Nullinie verlauft. Fur [k=10"; ¢=0,1] wird das Minimum der Kurve spéater und ohne einen
Nulldurchgang durchlaufen, m.a.W. es kommt zu keinem Elliptizitatsverlust. Im weitern Verlauf
der Belastung wird flr keine der drei Auswertungen der Nullwert des Kriteriums erneut er-
reicht.

Die vollstandige Auswertung des Stabilitétskriteriums unter Berticksichtigung der Abhangigkeit
vom Richtungswinkel ¢ des Vektors n ist beispielhaft fir den ,lokalen* Fall [k=0 ; ¢=0] in
Bild 7.8f dargestelit. Hier ist Uber der, durch die Belastung und mégliche Richtungswinkel o
aufgespannten, Flache der Wert des Stabilitatskriteriums aufgetragen.

Wird flr die Simulation das Kriterium des Elliptizitatsverlustes fir den Woertebereich
[£k=0..10; ¢=0 .. 0,10] berechnet und der, Uber die gesamte Belastungsgeschichte ermittelts
Minimalwert in Abh&ngigkeit von &, und ¢ aufgetragen, so ergibt sich die in Bild 7.8e gezeigte
Flachendarstellung. Mit zunehmender Lange c tritt ein Elliptizitatsveriust spater bzw. fur Werte
¢>0,05 gar nicht auf. Ahnlich verhalt sich der Einfluss der Wellenzahl &. Hohe Wellenzahlen
bedeuten, dass starke rdumliche Ver&nderungen des Schadigungsfeldes abgebildet werden,
was zur Folge hat, das der Einfluss des Gradiententerms zu einer Regularisierung der Wirkung
fuhren kann.
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7.4 Tabellen

Tabelle7, 1a: Materialparameter der duktilen Schddigung fir die Beispielrechnungen

*

g1 q2 q3 Jo ¥ ﬁ Ja i Sn
1.5 16 225 0,1 0,1 0,18 Q5 0,1 0,35 0,1

Tabelle7, 1b: Elastische Materialparameter und Verfestigungsparameter fir ideal-plastisches Veerhalten fir
die Beispielrechnungen

E[MPa] |v H[MPa] | oy[MPa]

210000 |0,3 0 450

Tabelle7.2a: Materialparameter der duktilen Schadigung fir die Beispielrechnungen
qi gz q; Jo fe I 7 Jn S
1.5 1,0 2,25 0,005 |0,025 |02 0,5 0,005 |0,05 0,1

Tabella7.2b: Elastische Materialparameter und Verfestigungsparameter fiir ideal-plastisches Verhalten fir
die Beispielrechnungen

E [MPa] v H[MPa] | oy [MPa]

210000 |0,3 0 450

Tabelle7.3: Verfestigungs- und Schédigungsparameter fir 10MnMoNi5-5

Materialparameter fiir isotrope Verfestigung:
E [GP4] oy [MPa] R, [MPa] k[ R, [MP4] k, []
210,0 620,0 406,0 2130 -167,0 62,1

Materialparameter fir duktile Schadigung:

fU fc ff fn En Sp
0,0005 0,025 0,2 0,005 0,1 0,05

Konstanten des Gurson-Modells:

-

q. q: fu
1.9 1,0 0,75
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7.6 Tafeln

Tafel 7.1: Akustische Tensoren

Hyperelastische Formulierung
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Tafel 7.2: Konstitutive Gleichungen der Hyperelastoplastizitat

/. untersucnung aes eliptizitarsveriusres

M=C,InUg = CE,
K =R MR}

-1
Eael ™ 0 —exp(fDn_H )FP

(- e P
FS, = FrolF =FC, AFP, AFp—exp(TDnH]

T
[FFp'lJ [FFP'IJ=F6TFG und F, = FF;'

= I— €

Rin =Rpn

g €
U(n_)- exp[TDnH) US, AFP

€
E;, +ADP, =Ef,

M) =C, ‘Egy)

- i - i
Mt “gc Eprt _ge 'E(tr) —g [Atnnﬂ)

Tafel 7.3: Konstitutive Gleichungen der Hypoelastoplastizitét

L= AF%(FH +Fn+1)_1

D=%(L+L) D=D°+DP w=%(L—LT)

]

K(tr) C :D

-
AR =[1 Law) [1+law

2 2
K,+1 = ARK AR + AK

aK=C,:D-C,:(aD2, )
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Tafel 7.4: Tensoroperatoren

Einer u.a. in [Ste1997] definierten Notation folgend werden die dyadischen Operatoren zwi-
schen den Tensoren 2.Stufe A und B in Indexschreibweise in Bezug auf ein kartesisches Ko-
ordinatensystem definiert:

VerknUpfung 1:

lA&s] ja=1Al Bl
Diese Verkniipfung erlaubt die Anwendung der Operationen

[AéB]:C:A-[C-BT] und C-[ABBJ=AT .C-B

was die Bildung eines Tensors 4. Stufe fiir die Ausfiihrung eines Produktes zweier Tensoren
zweiter Stufe erlaubt:

[a®1}c=A-C baw. c:[aBI]=AT -C

VerknUpfung 2:
[A@B]gkf = [AL'] [B] jk

mit [A®BJ:C=A-CT-BT bzw. C:[a®B]=BT-CT-A
Anwendungsbeispial fir V1 und V2:

Die Wirbelterme der Jaurannraten-Formulierung

oK +KOT = (L-D)K+K({L-D)T :%(LK wLTK—KL+KLT)

ergeben mit Anwendung der oben aufgeflihrten Verknlpfungen

QK +KQT = %_-(KTQI _18KT -K®I+K8])

Die Verkniipfung zweier Tensoren 4.Stufe A-Bist in Indexschreibweise wie folgt definiert:

AB= EJ ikl = &j ijmn lgl mnk!
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8. Anwendungen

8 Anwendungen

Dieses Kapitel widmet sich der Anwendung des gradientenabhéngigen Gurson-Modells an
einfachen Teststrukturen bei idealisiertem Materialverhalten (Untersuchung des Einflusses der
charakteristischen Lange) sowie der Untersuchung der Schadigungssimulation von Bruchme-
chanikproben aus realen Materialien am Beispiel des Werkstoffes 10MnMoNi5-5.

8.1 Anwendung des gradientenabhidngigen Gurson-Modells an
einfachen Teststrukturen bei idealisiertem Materialverhalten

Zu den hier dargestellten Ergebnissen gehért

= die Untersuchung des Einflusses des nicht-lokalen Gurson-Modells und der charakteristi-
schen Lange auf das Ergebnis von FE-Simulationen von Schadigungszonen in einer ein-
fachen rechteckigen ebenen Struktur mit einer inhomogenen Schadigungsverteilung bei
verschiedenen Netzdiskretisierungen (Elementkantenldngen) und

= die Untersuchung der Unterschiede bzgl. der Formulierung des Gradiententerms fUr die
geschwindigkeitsunabhangige Formulierung und eine in Kapitel 5.4 vorgestelte ge-
schwindigkeitsabhangige Formulierung des Gurson-Modells

= sowie der Einfluss der Anwendung des nicht-lokalen Gurson-Modells auf die Netzabhan-
gigkeit der Auspragung von Schéadigungszonen (Scherbander bzw. Bereiche lokal kon-
zentrierter Schadigungsverteilungen) an einer auf Zug beanspruchten Struktur.

8.1.1 Einfache Zugscheibe mit Vorschadigung

Ziel der hier vorgestellten Simulationsergebnisse ist die Untersuchung der Anwendung des
nicht-lokalen Gurson-Modells im Vergleich zum lokalen Gurson-Modell bzgl. der Netzabhéan-
gigkeit der Ergebnisse von FE-Rechnungen an einer einfachen Zugscheibe mit inhomogener
Schéadigungsverteilung. Weiterhin wird durch die Auswertung des Kriteriums fur Elliptizitatsver-
lust der durchgeflhrten Rechnungen mit dem lokalen und dem nicht-lokalen Gurson-Modell
der Nachweis der regularisierenden Wirkung des nicht-lokalen Gurson-Modells erbracht.

Das nicht-lckale Gurson-Modell wird an einer zugbelasteten rechteckigen, am unteren Rand
fest eingespannten, Scheibe flir verschiedene Diskretisierungen mit Elementkanteniangen mit
I, =1,0mm, [, = 0,5mm und /., = 0,25 mm bei regelm&Biger Elementierung unter Berlcksichti-
gung eines ebenen Verzerrungszustandes angewendet (Bild 8.7). Hierbei kommt die Imple-
mentierung der 4-Knoten-Elemente mit zusatzlichem Schéadigungsfreiheitsgrad mittels der
UEL-Schnittstelle des FE-Programms ABAQUS [Hib1998b] zum Einsatz. Die Ergebnisse wer-
den mit denen einer lokalen Gurson-Modell-Rechnung und einer Diskretisierung durch ebene
4-Knoten-Elemente mit Verschiebungsansétzen (Typ CPE4, s. [Hib1998b]) verglichen. Beiden
Implementierungen liegt eine hyperelastische Formulierung zugrunde. Zur Auspragung eines
Schadigungsbandes ist in einem Punkt der Struktur ein erhéhter anfanglicher Hohlraumvolu-
menanteil /= 1,1+ vorgegeben (s. Markierung in Bild 8.7).

Es wurde ein idealplastisches isotropes Verfestigungsverhalten mit einer Fliessspannung von
oy =450 MPa und einem linearen Verfestigungsmodul H=0 MPa angenommen. Der hohe
anfangliche Hohlraumvolumenanteil £,=0,1 und die Wahl des charakteristischen Hohlraumvo-
lumenanteils von £;=0,1 bedingen eine rapide Schadigungsentwicklung in der Struktur bis zum

139



8. Anwendungen

Versagen einzelner Elemente bei einem finalen Hohlraumvolumenanteil von f;=0,18, um so
deutliche Lokalisierungsphéanome simulieren zu kénnen. Die fir die Rechnung eingesstzten
Materialparameter sind im Detail der Tabelle 8.7 zu entnehmen.

8.1.2 Ergebnisse fiir das geschwindigkeitsunabhingige Modell

Die geschwindigkeits-unabhangige nicht-lokale Erweiterung des Gurson-Modells wurde fur die
Simulation einer zugelasteten Scheibe entsprechend Bild 8.1 eingesetzt. Fir die drei verschie-
denen Strukturdiskretisierungen ergeben sich bei der Abmessung 15mm x 10mm 150, 600
bzw. 2400 Elemente.

Bild 8.2 zeigt die Last-Verschiebung-Kurven der Struktur fir die drei verschiedenen Struktur-
diskretisierungen, wobei die resultierende Reaktionskraft (iber der aufgebrachten Randver-
schiebung aufgetragen ist. Die mit Markern versehenen Kurven wurden mit Rechnungen des
nicht-lokalen Modells mit einer charakteristischen Lange c= O ermittelt. Die zugehbrigen unter-
brochenen Linien wurden mit dem nicht-lokalen Gurson-Modell berechnet. Es zeigt sich, dass
die Ergebnisse bei gleichen Elementkanteniangen nicht exakt Gbereinstimmen. Da in der nicht-
lokalen Rechnung die Werte des globalen Schadigungsfeldes in den Knotenpunkten als Frei-
heitsgrade abgebildet werden und so die Ermittiung der Entwicklung der Schadigung tber die
Gleichgewichtsiteration der Struktur erfolgt, ist der Abstand zwischen den Abbildungspunkten
der Schadigungswerte die gesamte Elementkantenlange. Die Rechnung verhélt sich durch die,
in den Knotenpunkten ,gespeicherten* Schadigungswerte und die so erfolgende Kopplung mit
angrenzenden Elemente nicht-lokal. Bei der lokalen Berechnung représentieren vier Gauss-
punkte mit jeweils einem Viertel des Elementvolumens die diskretisierten Schadlgungswerte
der Struktur. Bei gleicher Elementkantenlénge fUhrt so eine nicht-lokale Berechnung zu einer
geringfiigig ,steiferen jedoch im gleichen MaB netzabhéngigen Abbildung des Strukturverhal-
tens.

Bild 8.3 zeigt die Ergebnisse einer Untersuchung des Einflusses der charakieristischen Lange
¢ auf die berechnaten Kraft-Verschiebung-Verlaufe am Beispiel der Strukturdiskretisierung mit
einer Elementkantenlange von 1,=0,25 mm. Mit ansteigenden Werten von ¢ wird ein zuneh-
mend steiferes Strukturverhalten abgebildet, da die punktuell erhdhte Schédigungskonzentra-
tion durch die Wirkung des Gradiententerms abgebaut wird.

Der Vergleich der unterschiedlichen Strukturdiskretisierungen in Bild 8.4 zeigt, dass sich die
Netzabhangigkeit der Systemantwort in Form der Kraft-Verschiebung-Kurven mit zunehmen-
den Werten von ¢ gegeniiber den Ergebnissen der lokalen Rechnungen stark reduziert. Deut-
lich ist der steigende Einfluss der dampfenden Schadigungswirkung mit einer ,charakteristi-
schen Lange" von ¢=0,1 und ¢=0,5 an dem steiferen Strukturverhalten zu erkennen, der zu
einer steiferen Systemantwort flhrt. Der unterschiedliche Zeitpunkt des starken Lastabfalls der
Kraft-Verschiebung-Kurven ist durch den Ausfall von Elementen am oberen Strukturrand zu
erklaren, da sich in Abhéngigkeit von der Elementkantenidnge die tragende Restbreite durch
den Steifigkeitsverlust einzelner Elemente unterschiedlich schnell verkleinert.

Die Darstellung der raumlichen lokalen Schadigungsvertsilung fin Biid 8.5 zeigt die stark netz-
abhangigen Ergebnisse beim lokalen Gurson-Modell in Bezug auf Breite des sich einstellenden
Schéadigungsbandes, wobei die Breite des Scherbandes gerade der Elementkantenléange
entspricht und sich nicht an der anfanglichen GroBe der Schadigungsstérung orientiert.

Die Betrachtung der raumlichen Verteilung des lokalen Schadigungsfeldes bei der nicht-
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lokalen Gurson-Modellierung mit einer charakteristischen Lange von ¢=1,00 in Bild 8.6 zeigt,
dass die Schadigungsbénder eine anndhemnd gleiche Breite aufweisen. Die Breite des Schadi-
gungsbandes erweist sich dabei als reduziert abhéngig von der gewéhiten Elementkantiénge
und wird u.a. durch die GréBe des Bereiches der anfanglich erhdhten Schadigungskonzentra-
tion gesteuert.

Analog zur Entwicklung des lokalen Schédigungsfeldes stellen sich fur die drei nicht-lokalen
Rechnungen die in Bild 8.6 gezeigten Verteilungen des nicht-lokalen Schadigungsfeldes d ein,
wobei die Hohe des erreichten Schadigungswertes unterhalb der Werte der lokalen Schadi-
gungsentwicklung liegen, da durch die Wirkung des Gradiententerms eine Dekonzentration
der Schadigungszone bewirkt wird, -

Zur Untersuchung des regularisierenden Verhaltens der numerischen Losung des nicht-lokalen
Gurson-Modells wurde im Punkt der anfanglich erhdhten Vorschadigung das Kriterium flr den
Elliptizitatsveriust bei der lokalen und der nicht-lokalen Rechnung mit einer Elementkantenién-
ge von = 1,0 mm ausgewertet. Bild 8.7 zeigt den Wert der Determinante des akustischen
Tensors H Uber den Verlauf der aufgebrachten Randbelastung. Die Linie mit den gefillten
schwarzen Markern fUr die lokale Rechnung zeigt, das Uber die Belastungsgeschichte das
Elliptizitatskriterium flr diesen Punkt in der Struktur erfiilit wurde, d.h. ein Eindeutigkeitsverlust
der Lésung des partiellen Differentialgleichungssystems aufgetreten ist. Bei der nicht-lokalen
Rechnung (Linie mit weiBen Markern) kann dagegen kein Nulldurchgang des Kriteriums bis
zum Versagen des betrachteten Punkies festgestellt werden. Charakteristisch flir die lokale
Rechnung ist, dass der Eliiptizitatsverlust bereits lange vor dem Erreichen des finalen Hohli-
raumvolumenanteils von f;=0,18 auftritt.

8.1.3 Ergebnisse fiir das geschwindigkeitsabhangige Modell

Im Vergleich zu den vorangegangenen Rechnungen wurde das geschwindigkeitsabhangige
nicht-lokale Gurson-Modell an einer zugbelasteten Scheibe der Dimension 10mmx12mm
angewendet (Bild 8.8). Zur Auspragung eines Schadigungsbandes ist auch hier in einem Punkt
der Struktur ein erhdhter anfanglicher Hohlraumvolumenanteil £;’= 1,1:f; vorgegeben (s. Mar-
kierung in Bild 8.8). Die fir die Rechnung eingesetzien Materialparameter entsprechen wieder-
um den Angaben aus Tabelle 8.1.

Bild 8.9 zeigt die Last-Verschiebung-Verldufe der Struktur fiir die drei verschiedenen Struktur-
diskretisierungen, wobei die resultierende Reaktionskraft Uber der aufgebrachten Randver-
schiebung aufgetragen ist. Die mit Markern versehenen Kurven wurden mit Rechnungen des
nicht-lokalen Modells mit einer charakteristischen L&nge c= 0 ermittelt. Die zugehorigen unter-
brochenen Linien wurden mit dem lokalen Gurson-Modell berechnet. Auch hier wird deutlich,
dass die Ergebnisse bei gleichen Elementkantenl&ngen erwartungsgemal nicht Gbereinstim-
men.

Bild 8.10 zeigt, dass sich die Netzabhéngigkeit der Systemantwort in Form der Kraft-
Verschiebung-Kurven bei der Anwendung des nicht-lokalen Modells mit zunehmenden Werten
von ¢ gegentiber den Ergebnissen der lokalen Rechnungen stark reduziert. Deutlich ist der
steigende Einfluss der dampfenden Schadigungswirkung mit einer ,charakteristischen Lange”
von ¢= 0,05 an dem steiferen Strukturverhalten zu erkennen, der zu einer steiferen System-
antwort fihrt. Der unterschiedliche Zeitpunkt des starken Lastabfalls der Kraft-Verschiebung-
Kurven ist auch hier durch den Ausfall von Elementen am oberen Strukturrand zu erkléren, da
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sich in Abhangigksit von der Elementkantenlange die tragende Restbreite durch den Steifig-
keitsverlust einzelner Elemente unterschiedlich schnell verkleinert.

Wird durch einen erhdhten Wert von £,’=0,9 gegentiber dem Ausgangswert von f,'=0,5 die
Resttragfahigkeit des Materials beim Elementausfall stark herabgesetzt, kann dieses Phano-
men reduziert werden, wie den Last-Verschiebung-Kurven aus Bild 8.11 fiir eine ansonsten
der Rechnung in Bild 8.9 entsprechenden Simulation entnommen werden kann.

Die Betrachtung der raumlichen Verteilung der lokalen Schédigungsentwicklung in Bild 8.12
zeigt die stark netzabhéngigen Ergebnisse beim lokalen Gurson-Modell in Bezug auf Orientie-
rung und Breite des sich einstellenden Schadigungsbandes, wobei die Breite des Scherban-
des gerade der Elementkantenlénge entspricht. Fiir eine Elementkanteniange von /.=0,25 mm
wechselt die Orientierung des sich einstellenden Schadigungsbandes um 90° gegenlber den
Rechnungen mit £,=0,5 bzw /,=1,0. Die hier mit dem lokalen Gurson-Modell erzielten Ergeb-
nisse weisen eine gute Ubereinstimmung zu den in [Feu1998] &hnlich durchgefihriten Struktur-
rechnungen auf, wo ebenfalls ein Orientierungswechsel des Schadigungsbandes berechnet
wird. Die Ursache fir den Orientierungswechsel des Schéadigungsbandes liegt in ein einer
sekundéren Bifurkation der Simulation in der sich zunachst das Schédigungsband in der an-
fanglichen Orientierung von 45° in der Struktur auspragt; bei voranschreitender Belastung
kommt es dann in einem Punkt der Verzerrungsdiskontinuitat entlang des Bandes erneut zu
sinem sich dominant auspragendem Verzweigungspunkt, der zu einer finalen Schédigungs-
entwicklung mit einem Orientierungswechsel um 90° filhrt.

Die Betrachtung der Schadigungszonen bei einer nicht-lokalen Gurson-Modellierung mit einer
charakteristischen Lénge von ¢=0,05 zeigt, dass die Schadigungsbénder eine annahernd
gleiche Breite und fir alle drei Diskretisierungen die gleiche Orientierung aufweisen. Die Breite
des Schadigungsbandes erweist sich dabei als unabhangig von der gewéhlten Elementkant-
lange und wird durch die GroBe des Bereiches der anfanglich erhdhten Schadigungskonzent-
ration gesteuert.

Analog zur Entwicklung des lokalen Schadigungsfeldes stellen sich fiir die drei nicht-lokalen
Rechnungen die in Bild 8.2 gezeigten Verteilungen des nicht-lokalen Schadigungsfeldes d
ein. Die Hohe des erreichten Schadigungswertes liegt hier unterhalb der Werte der lokalen
Schadigungsentwicklung, da durch die Wirkung des Gradiententerms eine Dekonzentration
der Schadigungszone bewirkt wird.

8.1.4 Rissfortschrittssimulation an einer Probe

MaBgebliche Zielstellung bei der Entwicklung eines nicht-lokalen Schadigungsmodells ist es
u.a., Bereiche konzentrierter Schadigungsentwicklung netzunabhangig simulieren zu kénnen.
Die Anwendung einer Schadigungssimulation fir die nicht-gleichmaBig diskretisierte Geometrie
eines Bauteils verdeutlicht diese Problematik am Beispiel einer zugbelasteten prismatischen
Hutprobe (s. Bild 8.13). Fur die FE-Rechnung werden die im vorherigen Abschnitt erléuterten
und in Tabelle 8.1 dargesteliten Materialparameter verwendet. Bei der Probe handelt es sich
um den Viertelausschnitt einer auf Zug beanspruchten prismatischen Hutprobe, wie sie u.a. in
[Sie2001] zur Untersuchung der Entwicklung von Scherzonen in duktilen Materialien verwendet
werden. Charakteristisch flr das Versagenshbild ist hierbei ein sich zwischen den Radien 1 und
2 auspragende Scherzone in der Probe mit einem Versagen des tragenden Querschnitts (s.
Bild 8.13a).
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Ist die Auspragung, der sich im Experiment einstellenden Schadigungszone bekannt, so ist die
Wahl der geeigneten Elementkantenlange und die Netztopblogie von entscheidender Bedeu-
tung flr exakte Ergebnisse der FE-Simulation, die hier unter Ausnutzung der Probensymmetrie
als Halbmodell im ebenen Verzerrungszustand erfolgt (s. Bild 8.13b). Die Auswertung der
Schadigungsverteilung und des Rissfortschritts unter Verwendung des lokalen Gurson-Maodells
zeigt, dass das Schadigungswachstums mit voranschreitender Belastung ab einem gewissen
Schadigungsgrad der Elementorientierung folgt und so beliebige (netzabhangige) Ergebnisse
erzielt werden.

Anfanglich entsteht ein schmales Band konzentrierter Schéadigung zwischen den Punkten 1
und 4 (s. Bild 8.13c). Bei voranschreitender Belastung und erfolgter Rissinitiierung im Punkt 1
Jfolgt" die Schadigungszone ausgehend der Elementkantenorientierung unter 45°, um bei
einer Anderung der Orientierung der Elemente in Punkt 2 zu verzweigen (s. Bild 8.13d) und der
Vorzugsorientierung in Richtung von Punkt 3 zu folgen, um schlieBlich zum Versagen .der
Struktur zu fUhren (s. Bild 8.13e).

Durch die Anwendung des nicht-lokalen Gurson-Modells kann die Netzabhangigkeit der Riss-
ausbreitungsrichtung Uberwunden werden, wie die Ergebnisse in Bild 8.13f-h verdeutlichen.
Anfénglich entsteht ein schmaler, senkrecht verlaufender Bereich akkumulierter Schadigung (s.
Bild 8.13f) dessen Breite und Orientierung sich auch bei weiterer Lastaufbringung nicht ardert
(s. Bild 813g), bis schiielich der gesamte Probenquerschnitt beim Erreichen des finalen Hohl-
raumvolumenanteils schlagartig versagt (s. Bild 8.13h).

Ein Vergieich der Kraft-Verschiebung-Verlaufe spiegelt die grundséatzlich unterschiedliche Be-
lastungssituation der Rechnungen wieder. Entsprechend dem unregelméaBigem Rissverlauf der
lokalen Rechnung ergibt sich fUr die markierte Kurve in Bild 8.74 ein friher Lastabfall durch
erste ausfallende Elemente gefolgt von einzelnen unregelméaBigen Lastabsenkungen durch
weiteres Versagen einzelner Elemente der FE-Struktur. Als Folge der kontinuierlichen Schadi-
gungsentwicklung Uber den gesamten tragenden Bereich der Struktur ergibt sich flr die An-
wendung des nicht-lokalen Gurson-Modells eine in Bild 8.14 als durchgezogene Linie darge-
stellte Kurve des Kraftverlaufs, die bis zum endgiltigen Versagen der Probe keinen abrupten
Lastabfall aufweist.

8.2 Anwendung an Bruchmechanikproben aus dem Werkstoff
10MnMoNi5-5

Der anwendungsnahe Einsatz des in den vorangegangenen Kapiteln entwickelten nicht-
lokalen Gurson-Modells und dessen Implementierung in das FE-Programm ABAQUS wird am
Beispiel eines realen Werkstoffes beispielhaft dargestellt. Neben der Anpassung der Modellpa-
rameter am Beispiel des Werkstoffes 10MnMoNi5-5 werden Ergebnisse der Berechnung
bruchmechanischer Proben unter besonderer Berlicksichtigung der Simulation duktilen Riss-
fortschritts im Vergleich zum lokalen Gurson-Maodell vorgestellt und bzgl. Netzabhangigkeit,
Konvergenzverhalten etc. diskutiert.

Erlauterungen zur Charakterisierung des hier ausgewéhlten formgeschweiBten Vergitungs-
stahls 10MnMoNi5-5 bzgl. der grundlegenden Materialeigenschaften, dem Herstellungsverfah-
ren, der Ergebnisse mikrostrukiureller Analysen und der Parameteranpassung zum lokalen
Gurson-Modell finden sich in [Arn2000].
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8.2.1 Bestimmung der Materialparameter

Die Bestimmung der Verfestigungsparameter wurde anhand von monotonen Zugversuchen
(B8x 40 nach DIN 50125) mit Dehnungen bis zu Uber 100% durchgefiihrt, die Details der
Versuchsdurchfiihrung sind in [KIi2000] beschrieben.

Die Bestimmung der Schadigungsparameter des lokalen Gurson-Modells erfolgte durch Finite-
Elemente Simulationen der bei [KIi2000] dargestellten Versuche an gekerbten Rundzugproben
und Bruchmechanikproben, da im Gegensatz zur Modellierung des Verfestigungsvernaltens
hierbei nicht mehr die Vereinfachung auf den eindimensionalen Fall angenommen werden
kann. Die grundsatzliche Vorgehensweise entspricht der Darstellung in [KIi1993], bei der die
Anpassung fiir den Stahl StE 460 beschrieben wird.

Bei der gewahiten Vorgehensweise werden die fir die Parameteranpassung zur Verfligung
stehenden Versuche durch Finite-Elemente-Simulationen reproduziert. Dabei werden ver-
schiedene Parametersatze innerhalb ausgewéhiter GroBenordnungen und Grenzen gebildet
und hinsichtlich der Qualitat der Wiedergabe der Kraftverlaufe bewertet. Mit der Erfassung des
Zeitpunktes der Rissinitierung und der Verifizierung der Risswiderstandskurve bei einer
C(M)-Probe kann die Giiltigkeit fiir Simulationen von Problemen der Bruchmechanik sicherge-
stellt werden. Die Schadigungsparameter, die mit diese Anpassung fur den Werkstoff
10MnMoNi5-5 bestimmt wurden, sind zusammen mit den Verfestigungsparametern in einer
Ubersicht in Tabelle 8.7 aufgefihrt.

8.2.2 Simulation duktilen Rissfortschritts an Bruchmechanikproben

Zur Simulation des Verhaltens von Proben und bauteilahnlichen Strukturen, vorzugsweise
unter einfachen Lastpfaden, werden mit den in Abschnitt 8.4 ermittelten Modell-Parametern
Bruchmechanikproben unter einfachen monotonen Lastpfaden simuliert. Dabei werden die
lokale und die nicht-lokale Gurson-Modellierung miteinander verglichen. Alle Strukturberech-
nungen werden an FE-Netzen durchgefiihrt, die im Bereich der Rissausbreitung bzw. im Be-
reich der Prozesszone verschiedene Diskretisierungen aufweisen. Dabei werden fir die Rund-
zugprobe (Bild 8.15) Elementkantenlangen mit /,.=0,25mm, /,=0,125mm und /,=0,0625 und fur
die C(T)-Probe (Bild8.16) mit /,=0,2mm, /,=0,1mm und /,=0,056mm bei regelméBiger Elemen-
tierung verwendet.

Bei der Elementierung wurden die Symmetriebedingungen der Probenformen ausgenutzt, was
die Darstellung der C(T)-Probe als Halbmodell erméglicht und der Rundzugproben als Viertel-
modell. Die verwendeten FE-Netze sind in Bild 8.15 und Bild 8.16 dargestellt. Aufgrund der
zylindrischen Form der Zugproben mit Umfangskerb reicht auch hier eine zweidimensionale
Simulation unter der Annahme eines rotationssymmetrischen Spannungszustandes aus.

Die an den geometrischen Symmetrieachsen der Proben geltende Randbedingung des rate-
nunabhangigen Modells fiir den Schadigungsfreineitsgrad 4 entspricht dabei der, an freien
Randern definierten natlirichen Randbedingung

Vd-n=0, (8-1)

da durch die Belastungssymmetrie und damit die Symmetrie des sich einstellenden Schadi-
gungsfeldes kein Interaktion von Schadigungswerten ,gegeniiber” der Symmetrielinie auftreten
und so der Schadigungsaustausch inaktiv bleibt.
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8.2.3 Simulation duktilen Rissfortschritts an gekerbten Rundzugproben

Fur die Simulation der rotationssymmetrischen mittig gekerbten zylindrischen Zugproben wird
der in Kapitel 6 vorgestellte Elementtyp fUr einfach axialsymmetrische Strukturen verwendet.
Fur die Simulation mit dem lokalen Gurson-Modell kommt der ABAQUS Elementtyp CAX4 (s.
[Hib1998b]) zum Einsatz.

Die Kraft-Durchmesseranderung-Kurven der Belastungssimulation der Rundzugprobe mit
einer Elementkantenlange von /,=0,2mm, /=0,1mm und ¢=0,0 in Bild 8.17 zeigen, dass die
Netzabhangigkeit der Ergebnisse durch den Zeitpunkt des Lastabfalls der Reaktionskraft der
Probe gekennzeichnet ist. Mit voranschreitender Belastung kommt es zu einem beschleunig-
ten Rissfortschritt entlang der Symmetrieachse der Probe, was im Experiment durch ein ab-
ruptes Versagen gekennzeichnet ist. Fir kleiner werdende Elementkantenlangen wird in der
Simulation eine zunehmend friherer Versagenszeitpunkt berechnet. Die Bilder der lokalen
Schédigungsverteilung zum Zeitpunkt des Lastabfalls der Kraft-Durchmesserénderung-Kurve
zeigen, dass zu diesem Zeitpunk nur wenige Elemente, ausgehend von der Probenmitte ge-
schadigt sind. Die Schadigungszone beschrénkt sich dabei auf die GroBe der Elemente in der
Symmetrieebene des Fe-Netzes.

Die Anwendung der nicht-lokalen Erweiterung des Gurson-Modells zur Belastungssimulation
mit ¢=0,1 flhrt auf anndhernd identische Versagenszeitpunkte der drei verschiedenen Struk-
turdiskretisierungen (Bild 8.18), so dass die fur die Parameterbestimmung relevante Schadi-
gungscharakteristik der Proben unabhéngig von der Elementkantenléange abgebildet werden
kann. Die Bilder der globalen Schadigungsverteilung & und der lokalen Schadigungsverteilung /
(Bild 8.18) zeigen eine anndhernd gleiche GroBe der Versagenszone unabhéngig von der Ele-
mentkantenlange entlang der Symmetrieebene der Struktur.

8.2.4 Simulation duktilen Rissfortschritts an C(T)-Proben

Fur die Belastungssimulation der C(T)-Proben als 2D-Modell wird die im Kapitel 6 vorgestelite
Elementformulierung fir die Abbildung ebener Verzerrungszustande eingesetzt, die lokalen
Vergleichrechnungen sind mit dem entsprechenden ABAQUS-Elementtyp CPE4 durchgefiihrt,
wobei es sich um ein isoparametrisches 4-Knotenelement mit linearen Ansatzfunktionen und
der in Kapitel 6 vorgestellten ,selectively reduced*-Integratioh im ebenen Verzerrungszustand
handelt.

Die Last-Verschiebung-Kurven der FE-Rechnung der C(T)-Probe mit einer Elementkanteniange
[=0,2mm, [=0,7mm und ¢=0,0 in Bild 8.19 zeigen die flr eine lokale Rechnung typische
Netzabhangigkeit der Ergebnisse, mit der Tendenz, dass das Probenverhalten bei gréBeren
Elementkantenlangen steifer abgebildet wird. Die Ergebnisse der nicht-lokalen Simulation mit
¢=0,1 in Bild 8.20 lassen erkennen, das bzgl. der globalen Systemantwort in Form der Kraft-
Verschiebung-Verlaufe reduziert netzabhéngige Ergebnisse erzielt werden. Die Abweichung
des Kraftniveaus erklart sich auch hier durch die unterschiedliche GréBe der geschéadigten
Elemente ( f=f;) der drei verschiedenen Strukturdiskretisierungen, die den tragenden Rest-
querschnitt (Ligamentlange) der Strukiur unterschiedlich schnell verringern.

Die Betrachtung der sich einstellenden Schadigungszone nach dem Aufbringen der Belastung
(s. Bild 8.217) zeigt, dass bei der Rechnung mit dem nicht-lokalen Gurson-Modell mit ¢=0,0 in
den Strukturdiskretisierungen mit /,=0,2mm und /,=0,1mm ein Bifurkationspunkt durchlaufen
wird, der zu einer Verzweigung des Risses unter ca. 45° in die Probe hinein fiihrt. Die Rech-
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nung mit ¢=0,05 flihrt nur noch in dem Netz mit einer Elementkantenlange /,=0,1mm zu einem
spéteren Auftreten des Bifurkationspunktes bis schiieBlich bei einem Wert von ¢=0,1 der Riss
sich in beiden Strukturen gradlinig entlang der Symmetrieebene ausbreitet.

8.3 Tabellen

Tabelle 8.1: Verfestigungs- und Schédigungsparameter fiir die Befspielstrukturen

Materialparameter der duktilen Schédigung fur die Beispielrechnungen

qi 42

q3

Jo fe

/i

Ju

Ja

Sn &

L5 1,0

2,25

0,1 0,1

0,18

0,5

0.1

0,35

Elastische Materialparameter und Verfestigungsparameter fir ideal-plastisches Verhalten fur

die Beispielrechnungen
E [MPa] v H [MPg] oy [MP4]
210000 0,3 0 450

Tabelle 8.2: Verfestigungs- und Schédigungsparameter fir TOMnMoNi5-5

Materialparameter fiir isotrope und kinematische Verfestigung:

E [GPa] oy [MPa]
210,0 620,0
R, [MP3g] k, [ R, [MPa] k, [
406,0 213,0 -167,0 62,1
Materialparameter fir duktile Schéadigung:
fo Je Ir i €, Sn
0,0005 0,025 0,2 0,005 0,1 0,05

Konstanten des erweiterten Gurson-Modells:

q1

q:2

1.8

1,0
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Bild 8.1: Einfache Zugscheibe mit Vorschadigung, 10x15 Elementdiskretisierung und Netzverfeinerung
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Bild 8.2:  Last-Verschiebungskurven fir die nicht-lokale Gurson-Modellierung mit e=0 und lokaler Gurson-

Modellierung
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Bild 8.3:  Last-Verschiebungskurven fir verschiedene charakteristische Ldngen mit 1.=1,0 mm
Elementkantenldnge
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Bild 8.4: Last-Verschiebungskurven fur Elementkantenidngen 1.=0,25mm; 0,5mm und 1,0 mm mit ¢=1,0
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Bild 8.5: Finale Schadigungsverteilung fiir das lokalen Gurson-Modell und fiir Elementkantenlangen

1=0,25mm; 0,6mm und 1,0 mm
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Bild 8.6: Finale globale und lokale Schédigungsverteilung flir das nicht-lokale Gurson-Modell und fir
Elementkantenidngen 1.=0,25mm; 0,6mm und 1,0 mm und ¢=1,0 mm
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Bild 8.8: Einfache Zugscheibe mit Vorschéddigung, 10x12 Elementdiskretisierung und Netzverfeinerung
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Bild 8.9:  Last-Verschiebungskurven flir die nicht-lokale Gurson-Modellierung mit e=0 und die lokale
Gurson-Modellierung
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Bild 8.12: Schadigungsverteilung im lokalen und nicht-lokalen Fall, lokal: f; nicht-lokal: fund d
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Bild 8.13: Scherbandentwicklung in einer prismatischen Hut-Probe: Qualitativer Vergleich der Schédi-
gungsentwickiung (lokales und nicht-lokales Gurson-Modell mit ¢=0,1, s. Tabelle 8.1, Proben-
geometrie [Sie2001]).
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Bild 8.14: Kraft-Verschiebung-Kurve der Probe aus Bild 8.13 (lokales und nicht-lokales Gurson-Model)
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Bild 8.15: Geometrie und Diskretisierung einer gekerbten Rundzugprobe mit Elementkanteniangen
1.=0,25mm; 0,5mm und 1,0 mm im Bereich der Subelementierung
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Bild 8.16: Geometrie und Diskretisierung einer C(T)-Probe mit Elementkantenldngen 1.=0,25mm; 0,5mm
und 1,0 mm im Bereich der Subelementierung
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Bild 8.17: Modellierung einer axialsymmetrischen Rundzugprobe: Schadigungsverteilung und Kraft-
Durchmesserdnderungskurve, lokales Gurson-Modell, Werkstoff 10MnMoNi5-5, Elementkanten-
langen 1.=0,25mm; 0,5mm und 1,0 mm
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Bild 8.18: Modellierung einer axialsymmeirischen Rundzugprobe: Schédigungsverteitung und Kraft-
Durchmesserdnderungskurve, nicht-lokales Gurson-Modell, Werkstoff 10MnMoNi5-5, Element-
kantenldngen 1.=0,25mm; 0,5mm und 1,0 mm, ¢=0,1
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Bild 8.18: Kraft-Verschiebung-Kurve, C(T)-Frobe: lokales Gurson-Modell (10MnMoNi5-5), Elementkanten-

langen 1.=0,25mm; 0,5mm und 1,0 mm, ¢=0,1
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Bild 8.20: Kraft-Verschiebung-Kurve, C(T)-Probe: nicht-lokales Gurson-Modell (10MnMoNi5-5), Element-
kantenldngen 1.=0,25mm; 0,5mm und 1,0 mm, ¢=0, 1
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Bild 8.21: Schadigungsverteilung, C(T)-Probe: nicht-lokales Gurson-Modell (10MnMoNi5-5), Elementkan-
tenlangen 1.=0,25mm; 0,5mm und 1,0 mm, ¢=0,0-0,1
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9 Schlussbetrachtungen

9.1 Zusammenfassung

Diese Arbeit umfasst die Entwicklung, Implementierung und Anwendung einer nicht-lokalen,
gradientenabhéngigen Erweiterung des lokalen Gurson-Modells zur Simulation duktiler Scha-
digung fir metallische Werkstoffe.

Ausgangspunkt flir die nicht-lokale Erweiterung des Gurson-Modells stellt die Zielsetzung dar,
die lokale Beschreibung der Schadigungsentwicklung durch die Evolutionsgleichung flr den
Hohlraumvolumenanteil / in der Form von Needleman und Tveergard [Nee84] unverandert
beizubehalten. Durch das Einflhren einer globalen skalaren SchadigungsfeldgroBe d wird die
sich in einer Struktur einstellende rdumliche Schadigungsverteilung abgebildet. Die Entwick-
lung dieser GréBe wird mit einem, die lokale Schadigungsentwicklung beschreibenden Quell-
term und unter Berlcksichtigung des Gradienten des globalen Schédigungsfeldes ermittelt.
Durch die Abhangigkeit der lokalen Fliessbedingung von der GréBe d, wirkt das globale Scha-
digungsfeld auf die lokale Entwicklung des Hohlraumvolumenanteils f und bestimmt so maB-
geblich das Entfestigungsverhalten des Materials. Die so gewonnene Formulierung des Mate-
rialmodells wird auf Grundlage eines hyperelastisch-plastischen Formulierung zur Beschrei-
bung groBer Deformationen im einzelnen erlautert.

Die fir die Implementierung eines solchen Materiaimodells erforderlichen Uberlegungen zur
Anwendung mittels der Finite-Elemente Methode werden dargestelit und diskutiert. Hierzu
gehdrt die, fir die Implementierung eines gradientenabhéangigen Materialmodells erforderliche
Elementformulierung mit einem neuen, das globale Schadigungsfeld représentierenden Frei-
heitsgrad, sowie die sich daraus ergebenen Anforderungen an die numerische Integration der
konstitutiven Gleichungen des Modells und die Formulierung eines, das Verschiebungs- und
das Schéadigungsfeld d berlicksichtigenden gemischten Variationsprinzips.

Als Elementformulierungen werden ein 4-Knotenelement mit bi-linearen Ansatzfunktionen zur
Abbildung ebener Dehnungszusténde sowie ein 4-Knoten-Element zur Darstellung axialsym-
metrischer Strukturen mit linearen Ansatzfunktionen und den zugehdrigen Elementsteifigkeits-
matrizen entwickelt und zur Anwendung gebracht. Hierbei wird zur Integration der Element-
steifigkeit die Methode der ,selectively-reduced-integration“-Technik eingesetzt, um die nume-
rische Stabilitat der globalen Gleichgewichtsiteration zu gewahrleisten und den direkten Ver-
gleich mit Ergebnissen des FE-Programms ABAQUS und den dort eingesetzten Elementtypen
zu ermoglichen. Mit den so erarbeiteten theoretischen Grundlagen ist die Implementierung des
nicht-lokalen Gurson-Schéadigungsmodells in ein kommerziell verfigbares FE-Programm er-
moglicht.

Die Auswertung von Simulationen einfacher Belastungsfélle fir das lokale und das nicht-lokale
Gurson-Modell unter Verwendung der entwickelten Elementtypen stellt die erfolgreiche Verifi-
kation der eingesetzten Elemente sowie des numerischen Algorithmus zur Berlicksichtigung
groBer Deformationen unter Beweis. '

Die Probleme bei der Anwendung des lokalen Gurson-Modells im Rahmen der FE-Methode
bzgl. Netzabhéngigkeit und Lokalisierungsphé&nomene sind maBgeblich auf den Elliptizitatsver-
lust des Gleichungssystems des gestellten Anfangsrandwertproblems zurlickzufiihren. Durch
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die Entwickiung und Anwendung von Kriterien fir die Bestimmung des Eindeutigkeitsverlustes
der Losung wird dieser an Beispielrechnungen nachgewiesen und quantifiziert.

Die Anwendung dieser Kriterien fir kleine und groBe Deformationen im Rahmen einer hyper-
elastisch-plastischen und einer hypoelastisch-plastischen Implementierung fiihrt auf Aussagen
zu den Grenzen der Anwendbarkeit des lokalen Gurson-Modells und auf den Nachweis der
regularisierenden Wirkung des nicht-lokalen Modells.

Der Vergleich des Auftretens von Elliptizitatsverlust des lokalen Gurson-Modells bei kleinen
Deformationen bzw. unter Anwendung einer hypoelastisch- und einer hyperelastisch-
plastischen Formulierung fir groBe Deformationen weist darauf hin, dass das Auftreten einer
maglichen Instabilitat nicht stark von der Wahl der konstitutiven geometrischen Formulierung
abhangig ist. Die maBgebliche Ursache fir den Stabilititsverlust ist der voranschreitende
Schadigungsprozess und die damit verbundene Entfestigung.

Die Untersuchung einfacher Lastfalle an Bruchmechanikstrukturen zeigt auf, dass der Elliptizi-
tatsverlust der konstitutiven Gleichungen bei der Anwendung des lokalen Modells bereits deut-
lich vor dem Versagen eines betrachteten materiellen Punktes eintritt und so die Eindeutigkeit
der ermittelten Systemantwaort nicht mehr gegeben ist. Hieraus ergibt sich die Notwendigkeit,
Materialmodelle zu entwickeln, die Lokalisierungsprobleme aufheben und die Netzabhangigkeit
der erzielten FE-Ergebnisse reduzieren. Die Auswertung des Kriteriums flr Elliptizitatsverlust
der nicht-lokalen Erweiterung des Gurson-Modells belegt, dass mit dem Wirken der charakte-
ristischen Lange und der Kopplung von Verschiebungs- und Schédigungsfreiheitsgraden der
Verlust der Eindeutigkeit bei Strukturrechnungen durch Berlcksichtigung des raumlichen
Schadigungsgradienten vermieden werden kann.

Die Durchfiihrung von FE-Rechnungen mit dem erweiterten nicht-lokalen Gurson-Modell an
einfachen Teststrukturen bei idealisiertem Materialverhalten sowie die Untersuchung von
Bruchmechanikproben aus realen Materialien erlauben Rickschliisse auf das Verhalten des
nicht-lokalen Gurson-Modells im Vergleich zur lokalen Formulierung und verdeutlichen die
erfolgreiche Anwendung des Modells bzgl. der Simulation duktiler Schadigung. Hierbei zeigt
sich, dass die Ergebnisse der lokalen Schadigungssimulation eine starke Netzabhéngigkeit
aufweisen, wobei es mit abnehmender Elementkantenlange der diskretisierten Struktur zu
einem beschleunigtem Schadigungswachstum bzw. Rissfortschritt kommt, was zu einer zu-
nehmend weicheren Abbildung der Struktursteifigkeit bei gleichzeitig friiher einsetzender Riss-
initiierung und anschlieBendem Versagen flihrt. Weiterhin ist zu beobachten, dass Gréfe und
Orientierung der Schadigungszonen sich nach MaBgabe der ElementgroBe und Netztopologie
einstellen kénnen. Die Anwendung des nicht-lokalen Gurson-Modells eraubt durch die Hinzu-
nahme eines einzigen neuen Materialparameters ¢ die Reduzierung der starken Netzabhéngig-
keit der FE-Ergebnisse. Rechnungen zur Simulation von Scherbandern zeigen, dass sich eine
netzunabhéngige GroBe der Schadigungszone einstellt und auch die Orientierung der Scher-
bander von der Elementkantenlange und Netztopologie unabhéngig ist.

Mit der Anwendung des nicht-lokalen Modells zur Simulation duktilen Rissfortschritts von
gekerbten Rundzugproben und Bruchmechanikproben des Typs C(T) aus dem Werkstoff
10MnMoNi5-5 kann der Nachweis flr die Anwendbarkeit des Modells an realen Werkstoffen
und bauteildhnlichen Strukturen erbracht werden. Hierbei erweiBt sich als vorteilhaft, dass die
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Parameterbestimmung gegeniiber der Anwendung des lokalen Modells lediglich um eine
gesonderte Berlicksichtigung der Schadigungsparameter und der Bestimmung der kritischen
GroBe ¢ zu ergénzen ist. Die Ermittlung des Verfestigungsverhaltens kann durch lokale Model-
lierungen erfolgen oder ganzlich entfallen, wenn Datenbestande aus Simulationsergebnissen
mit dem lokalen Modell zur Verfliigung stehen.

9.2 Ausblick

Die Probleme bei der Anwendungen des Gurson-Modells werden durch die Untersuchung der
Lokalisierung und des Elliptizitatsverlustes nachgewiesen und quantifiziert. Die hier gezeigten
Ergebnisse von FE-Rechnungen belegen die erfolgreiche Anwendung des Modells bzgl. der
Simulation von FE-Strukturen. Hierbei kann durch den Einsatz der nicht-lokalen Erweiterung
des Gurson-Modells die pathologische Netzabhangigkeit der Ergebnisse reduziert und das
Auftreten von Lokalisierungsphanomenen regularisiert werden.

Fir die Verwendung zur Simulation der duktilen Schadigung und des Rissfortschritts realer
metallischer Werkstoffe miissen Methoden entwickelt und zur Anwendung gebracht werden,
die fir verschiedene Werkstoffe die Bestimmung von Parametersatzen der konstitutiven Glei-
chungen einschlieBlich des Wertes ¢ erlauben. Systematische Untersuchungen an den so
gewonnenen Daten erlauben eine weiterflihrende Untersuchung des Charakters der charakte-
ristischen Lange ¢ als materialspezifischer Kennwert.

Weiterhin ist es erforderlich, die Verifikation des Modells an komplexen Probenstrukiuren
nachzuweisen, wozu die Entwicklung neuer Elementtypen, wie von Volumenelementen oder
allgemein Elementtypen mit hoheren (nicht-linearen) Ansatzfunktionen erforderlich ist. Somit
wird die Anwendung des Modells auf Grundlage experimenteller Versuchsdaten an bauteildhn-
lichen Strukturen unter komplexen Belastungssituationen maglich.

Eine offene Fragestellung bzgl. der gradientenabhéngigen Entwicklungsgleichung des globalen
Schéadigungsfeldes ist auch der Einfluss der Ratenabhangigkeit auf die Ergebnisse von FE-
Simulationen. Hier ist die Entwicklung erweiterter Formulierungen notwendig, die die Stérke
des Einflusses des Gradiententerms (ber die Entwickiung der Plastizitat steuern. Hierzu sind
auf Grundlage der Gradientenplastizitat Modelle zu entwickeln, die (ber eine nicht-lokale Be-
schreibung der Entwicklung der Plastizitat die Schadigungsentwicklung regularisieren.

Weiterfihrende Arbeiten bzgl. der Versagenssimulation von Bauteilen mittels der FE-Methode
sind hierbei erforderlich, da die Simulation des materiellen Versagens nach Emeichen des
Schédigungsmaximums und des damit verbundenen Rissfortschritts (iber das Herabsetzen
der Elementsteifigkeiten der betroffenen Volumina bzgl. der numerischen Stabilitat und der
Genauigkeit der Losung keine volistandig befriedigende Ldsung darstellt.

AbschlieBend stellt sich die Anwendung nicht-lokaler Materialmodelle als ein zukunftsweisen-
der und erfolgversprechender Weg bei der Simulation des duktilen Schadigungsverhaltens
metallischer Werkstoffe dar, um die Anwendungsbereiche und die Zuverlassigkeit der Finite
Elemente Methode flir eine Beurteilung hochbeanspruchter Bauteile zu erweitern.
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10 Anhang

10.1 Gleichungen zur Lésung des lokalen Gurson-Modells

Fir die Berechnung der Jacobi-Matrix des lokalen Newton-Verfahrens sind die Ableitungen
des Potentials @ des Gurson-Modells

IM-M tr(M 2
‘D(M,Um,f)=5 il Zqif*cosh[%%}(ﬁf*) -1
om m

zu bilden.

Die ersten Ableitungen von @ sind:

o ’ *
i =—3—M L A sinh(qz H(M)] I
M g2 T

m o oo 20m
o ot tr(M) 2 %

s RO N 1 Bl gy | 3

o [ g1 cos (9‘2 T a f

Die zweiten und gemischten Ableitungen von @ sind:

’o 3 1 2qq5 1" tr (M)
—="'—[l'"3'(1®])]T - cosh) quU (1®1)

) 2 0'%1 m m
%0 6 . qaf . tr (M) 4q1 ‘I% F tr (M)
= M - sinh| g5 I- tr(M)cosh gy ——= |1

’e o | am sithl 4 z(M)) |
MF o | om 220

e o |aa ; ir (M)
T = 7 {—gfn tr (M)smh q2 20,

2o 9 o 2qq0 )" wM)) n145 " o tr (M)
-—2=-—4-M ‘M +—3tr(M)sinh[q2 o 73 tr (M) cosh(qz-—-—
905 Om o 20m) 20 20,
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Die Ableitungen der Spur von 9®/aM :

ar(@/oM) 3a1a2 costf o EOD) |
4 —

Om

r(0®/aM) _[ ™ | 39192 sinh| g tr (M)
af f | O 2 Om

otr(0o/om) _ 3 q12q2 [sinh[qz g@] A (M)cosh[qz yﬂ

Clea g m 20 m

Modifizierter Hohlraumvolumenanteil f* o

f fur fs(fc_fr)
) fcl"‘kf(f_fc) i f>(fc+fr)
U= 4_1".:[([2+fr2)(]Cfh1)+2f(fc+fr+kf(_fr'—fc)) fir £<(f.+/)
+f£.‘(2fr_fc+kf(fc—2fr))] Af:’(fc_fr}
' fiir fs(_fc_fr)
" |k

= fur /> (fe+/r)

)
a2l fok ) e p<(n rng o e )

Nukleationsfunktion A(ep, ):

(emgn)> J

Algg )= Jn - exp(— 4
‘/2.%5‘" 2sy

aggzn) - (gms; €n) A(gm‘)

Isotrope Verfestigungsfunktion R(g,,) als Exponentialansatz:
-

O =Rlem)=0y + zJ:Rj[exp(—kj em)—l]
=1

167



10. Anhang

don

.
J

I = Hlew)= L-ksR; expl—k; &m)

Em

J=1
Isotrope Verfestigungsfunktion R (&) fir lineare Verfestigung:

Om =Rlem)=0y +Héy

00y
9&m

=const. = H

10.2 Jacobi-Matrix des Newton-Verfahrens (lokales Gurson-
Modell)

Die Jacobi-Matrix J des k.-ten Berechnungsschrittes des Newton-Verfahrens aus dem Kapitel
6 wird aus den Ableitungen des Vektors

nach den, im Vektor

g(k):(M(k) (k) f(k),,i(k))T

»€m’s
zusammengefassten tensoriellen und skalaren Variablen berechnet:

J(k)(,-“,- } 8F<iz(§(k)) |
ox ()

Die Jacobi-Matrix wird hier zur Ubersichtlichen Darstellung in einzelnen Spalten j angegeben.
Im weiteren wird auf die Auffihrung des hochgesteliten Index ' verzichtet, da sich die Ablei-
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tungen alle auf den (n)-ten Schritt der lokalen lteration beziehen:

Spalte 37 /am -

[ 24 (k
—1-AicC -2 g’”
= =] a
Ax ralk)
ai®) ﬁ(()l—f aMao,, )
M ]Btr!a(bk fom) AL ol
M-I Aem) G yonao,
50 *)
L aM &
Spalte af(i(")yaem :
[ 2.1 (K
— A H(em)C 2 ol

dMdo,

arle %) (1-/)

azam

dem AAH(sm)(l—f)M—A(Em)

| MHey) 2o

AAH(e,) 920 )

doy (i~ 1) azdm
( )aq,(’f)
L ¥ doym
Spalte a7}y -
[ 2 2alk)
="M
A %k Az sal®)

(-faomdf (-sF 90w

) 1

(%)
o)) = FE2 [E__J
¥ 41+M( o7 o
_t{a@(")J_aA(em)[a%("
m | (1-7)
k)
o

+
domdf (1-f) 9oy,

a‘p(k)J
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spatte 3l ))fanz

[ apk) _
£ oM
1 o)
a#z®) - 1) 9o,
AL | ®) o) 94(em) ool
O o S o
0

10.3 Gleichungen zur Lésung des nicht-lokalen Gurson-Modells

Fur die Berechnung der Jacobi-Matrix des lokalen Newton-Verfahrens sind die ersten und
zweiten Ableitungen des Potentials @ der nicht-lokalen Formulierung,

r

M-M

tr(M)

(M, 0,,,d)= ;j

2
Om Im

*)2
+ 2q]d cosh q22— —\q1d | -1

zu bilden. Zuséatzlich zu den in Abschnitt 10.1 definierten Ableitungen sind die folgen Ableitun-

gen neu bzw. zusétzlich zu bilden:

Ableitungen des Potentials ®:

[2 q1 Cush[q2 %E-},I-)-J =2 qlzd*}
m

a-d* q192 2 tr(M)
tr(M )sinh| g, ———=
e O

w0 _a
od ad

i o _
a0y, dd

Ableitungen des modifizierten Hohlraumvolumenanteil d” :

d
fc+kf(f_fc)
1

+ 1@t fer ks (o-21,))
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i [(d%f})(kfw +2d(f+f 4k, (f-12)

fir d<(f,-f,

fir d>(f, + 7,

fur d<(fc"’fr
Ad’>(fc

)
)
)
)
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i 1 fir d<(f,-7,)
= kg fir d>(f,+7,)

L Rale )2l ook (ro)) r as(oe £)nd> (o1

od
od

10.4 Jacobi-Matrix des Newton-Verfahrens
(nicht-lokales Gurson-Modell)

Die Jacobi-Matrix J dest k.-ten Iterationsschrittes wird aus den Ableitungen des Vektors

by ) _pzc 22%
= oM

el a2 ae
(I—f("}) dop

_ k) 4 lm) _ ln))y aolt) ¥ Al ol
s M

o k)

nach den im Vektor i(k)=(M(k),e,(r’f), f (k),i(k))T zusammengefassten tensoriellen und

skalaren Variablen berechnet. Durch die Bertcksichtigung des globalen Schadigungswertes d
in der Fliessfunktion, die nun nicht mehr direkt von der lokalen Schadigung f abhangig, mus-
sen die Eintrage der Jacobi-Matrix neu definiert werden.

Die Jacobi-Matrix wird hier zur Ubersichtlichen Darstellung in einzelnen Spalten j angegeben,
dabei ist das Zeitinkrement Az angegeben:
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1. Spate a7 Jam :

_I-AAC --az‘;’(k) W
= = M
AL atol)
k) (-r) Moy,
M (o0 ®)fom) 250)
A7) L - lem) § 0
a(p(k)
M
2. Spalte af(i{"})/agM:
| 26 (8) ]
-A2H(em)C, - e
MH(ep) 220 ®)
O 5
aik®) 1-7) 3%,
dem (k) A 2 (k)
il L) 2] %0
H(“"m)a_(b'g'l'cl
: o
3. Spatte 37 )for :
) . ]
A W
el ®) - (1-s)7 99m
& 2ol s (1 ol
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0
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4. Spalte ar( ]/E)Al

70. Anhang
aq,(J
T=e oM
1 B(D(k)
arlz ) =
AL

10.5 Ableitung fiir den linearisierten Materialoperator
Die vollstandige Ableitung der Schadigungsevolution ergibt sich zu

d

0

REES
(1~ £)te(00®)/om)- {A (em)+ 9«; em)

Azl L a0 (k)
(l_f)aam

m

g{AA(]— f)tr(g—:;l}_i{,;(gm AL 3

of )aUm}J
A

mit der Ableitung des Terms A

2 - {2 S22 fs-n42)
T

und den weiter ausgefihrten Ableitungen der Terme A1

) 20
g{ﬂﬂﬁ 3

A2

und A2 zu

0 oD oD 0 b
2o B} - 0- {22
felo)
=—t1{aMJ+(l ( /M)
Einsetzen von A1 und A2 in A ergibt die Gleichung

Sloor( o)

Die Ableitung des Terms B flihrt auf

173



10. Anhang

ad AL 00 oD ) 1 o
y{f‘(em)maam} —1{A }Em( e Fr AA?{A(E’“)(I—}”)E}

mit den Ableitungen von B1

7 ten i g e e T
Bla Blb

und den so entstehenden Ableitungen der Terme Bla

L

Y 9Em
St =L

u_{gm_gn) AL %0 B AA 0D
= 2 A(Em){ (l—f)acfmaf (I—f)z ao-m

Sp

und B1b:

O 1 a@)_df )00 . 1 3
e o om0

L o 1 3P
(-7 90m  (1-f)domdf

Einsetzen der gebildeten Ableitungen von B1a und B1b in B1

Eis

] d 1 od
- S Al |
Bla Blb

__leme) 4, A4 o M ]| 1 a0
2 " (-r)9omd (- f)? 301 | (1-f)don,

Sp

rdfe 1 oD M 1 a®
= (l%f)zao'm (1-7) 90 maf

(Sm—En)A(E \ AA a® - 32(13 _ 1 0P
52 "= fP 0, | 90 (1-1)don

+ Al )— b i
-1 0-f)doy  dondf

und schliesslich von B1 nach B flihrt auf:
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3o ) ()] o k)
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10.6 Ableitungen zur Ermittlung der Elementsteifigkeitsmatrix

Die Linearisierung der Einzelterme des Variationsprinzips fUr das inkrementelie Integrations-
schema ergibt die in Kapitel 6 erauterten Anteile der Elementsteifigkeitsmatrix K fUr die Ele-

mentflache Q. :
Koy = J.BE(DHG)BudQe
Qe °

Kug= [Bi(Dg0)N4dQ,
QC

Kay =- IN'g (Duf)l}udne
Qe

Kgr= J.NZ (Ddf)Nd +B§CdeQe
Qe

Die in Kapitel 6 eingeflihrten Abkurzungen ergeben sich dabei zu:
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Jel6x6] N.C":N
Dyo=zr =E~ [ N 2% %
NE N 3em 94
3 [1x6] C":NH3
d0 == =
od * 0@ de
N& :N)_Bsm lem
- [6x1] *
of N:C
D"f_as _MfN_ * 00 dey,
= den 04
- [1x1]
N A ad/ad
D f—a—‘ =1-M = aiae‘_m
= d&y 94

Die Dimension der Elementmatrix und der zugehbrigen Anteile ergeben sich bei einem Element
mit n Knoten flir ebene Verzerrungszustande zu

K[3nx3n]: Ko Kud]

Ki Kaa

mit den einzelnen Blockmatrizen:

[2nx4]

.KW[ZMZH] _ IBE (Duﬂ)[4x4]Bu[4x2n]dQc '

Qe
2nx4
Kud[.’lnxn] = IB;I;{ ]
Qe

(Ddc)[4x]]Nd[txn]mc ’
Kd“[nxln] == ,[N;[md](Duj’}lx‘unkxzn]dQc und
Qe

Kdd[mm] = | NEIHXI](Ddf [1"1]}%[1“] + Bg[m]cl?-d[m]dﬂe :
Q

e
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11 Verzeichnisse

11.1 Bilder

Kapitel 2

Bild 2.1 Ausgangskonfiguration und Momentankonfiguration

Bild 2.2 Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten

Kapitel 3

Bild 3.1 Plastische Zwischenkonfiguration: Multiplikative Zerlegung des Deformations-
gradienten

Kapitel 4

Bild 4.1 Bruchoberflache nach duktiler Schadigung mit typischem Wabenbruch
[Kli2000]

Bild 4.2 Phanomenologische Beschreibung duktiler Schadigung (Gurson-Modell)

Bild 4.3 FlieBflache des Gurson-Modells im Hauptspannungsraum

Bild 4.4 Effektiver Hohlraumvolumenanteil

Bild 4.5 Einfluss der plastischen Vergleichsdehnung deé Matrixmaterial

Bild 4.6 Verzweigungsproblem bei entfestigendem Materialverhalten

Bild 4.7 Verzweigung durch Strukturdiskretisierung

Kapitel 5

Bild 5.1 Elastisch-plastischer Grenzibergang

Kapitel 6

Bild 6.1 Diskretisierung einer Struktur

Bild 6.2 Ebenes Element mit 4 Knoten und 12 Freiheitsgraden

Bild 6.3a Lineare Ansatzfunktionen der Abbildung der Schadigungs- und Verschie-
bungsfreiheitsgrade in den Knoten der ebenen Elementformulierung.

- Bild 8.3b Lineare Abb.i_ldung eines Schadigungsfreiheitsgrades und Abbildung der
raumlichen Anderung und des 2. Gradienten der Schadigung Uber die unde-
formierte Referenzkonfiguration des Elementes.

Bild 6.4 Axialsymmetrische Elementformulierung

Bild 6.5 Kraftegleichgewicht an einem Element mit 12 Freiheitsgraden

Bild 6.6 Elementverifikation flr gro3e Deformationen mit ,Ein-Element”-Tests

Bild 6.7 Elementverifikation fur groBe Deformationen unter reiner Schubbeanspru-

chung, ohne Schadigung
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Bild 6.8

Bild 6.9

Bild 6.10

Bild 6.11

Bild 6.12

Bild 6.13

Bild 6.14

Kapitel 7

Bild 7.1

Bild 7.2
Bild 7.3

Bild 7.4

Bild 7.5

Bild 7.6

Bild 7.7

Bild 7.8
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Elementverifikation mit dem Gurson-Modell unter Zugbeanspruchung, ebenes
4-Knotenelement mit bi-linearen Ansatzfunktionen: a)-c) ebener Verzerrungs-
zustand, d)-f) axialsymmetrische Formulierung

FE-Elementierung und Randbedingung eines ebenen Zugstabes mit verschie-
denen Elementkantenlangen

Kraft-Verschiebungkurven eines ebenen Zugstabes bei Diskretisierungen mit
den Elementkantenlangen 7,=0,25 mm, /,=0,5 mm und /,=0,25 mm (lokales

Gurson-Modell)

Kraft-Verschiebungkurven des ebenen Zugstabes (Elementkantenlangen
/,=1,0 mm)

Kraft-Verschiebungkurven des ebenen Zugstabes (Elementkantenl&ngen
1,=0,5 mm)

Kraft-Verschiebungkurven des ebenen Zugstabes (Elementkantenlangen
[,=0,25 mm)

Kraft-Verschiebung-Kurven des ebenen Zugstabes (Elementkantenlangen
[,=0,25 mm, [,=0,5 mm und /,=1,0) mm flr das nicht-lokale Gurson-Modell
mit ¢= 0,5.

Schematische Vorgehensweise bei der Untersuchung zum Elliptizitatsverlust
Flachendarstellung zum Elliptizitatsverlust

Einfluss der kritischen Lange ¢ und der Wellenzahl & bzgl. des Elliptizitatsver-
lustes beim nicht-lokalen Gurson-Modell

Untersuchung des Elliptizitatsverlustes fir das lokale Gurson-Modell an einfa-
chen Lastféllen

Untersuchung des Elliptizitatsverlustes und der Lokalisierung fUr das lokale
Gurson-Modell an Bruchmechanikproben aus einem realen Werkstoff
(10MnMaoNi5-5)

Untersuchung des Elliptizitatsverlustes einer Strukturrechnung (Zug) fir das
lokale Gurson-Modell an einer 1-Elementrechnungen und verschiedenen
Implementierungen (kl. Deformationen, hypoelastisch und hyperelastisch)

Untersuchung des Elliptizitatsverlustes eine Strukturrechnung (Zug/Schub) flir
das lokale Gurson-Modell an einer 1-Elementrechnungen und verschiedenen
Implementierungen (kl. Deformationen, hyposlastisch und hyperelastischy)

Untersuchung des Elliptizitatsverlustes fUr das nicht-lokale Gurson-Modell bei
kleinen Deformationen: Einfluss der Parameter ¢ und k auf die Auswertung fiir
einen homogenen Belastungsfall (Zug) in einer Struktur
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Kapitel 8
Bild 8.1

Bild 8.2

Bild 8.3

Bild 8.4

Bild 8.5

Bild 8.6

Bild 8.7

Bild 8.8

Bild 8.9

Bild 8.10

Bild 8.11

Bild 8.12

Bild 8.13

Bild 8.14

Bild 8.15

Bild 8.16

Bild 8.17
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Einfache Zugscheibe mit Vorschadigung, 10x15 Elementdiskretisierung und
Netzverfeinerung

Last-Verschiebungskurven flr nicht-lokale Gurson-Rechnung mit ¢=0 und
lokaler Gurson-Modellierung

Last-Verschiebungskurven fur verschiedene kritische Langen mit /,=1,0 mm
Elementkantenlange

Last-Verschiebungskurven fur Elementkantenlangen /,.=0,25mm; 0,5mm und
1,0 mm mit ¢=1,0

Schéadigungsverteilung fir das lokalen Gursonmodell und fir Elementkanten-
langen 1,=0,256mm;0,5mm und 1,0 mm

Finale globale und lokale Schadigungsverteilung fur das nicht-lokale Gurson-
Modell und flir Elementkantenlangen 1,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm und

c=1,0 mm

Lokalisierungskriterium fur die vorgeschadigte Zugscheibe im Punkt der an-
fanglichen Schédigungskonzentration bis zur finalen Schadigungsentwicklung

Einfache Zugscheibe mit Vorschadigung, 10x12 Elementdiskretisierung und
Netzverfeinerung

Last-Verschiebungskurven fur nicht-lokale Gurson- Rechnung mit ¢=0 und
lokaler Gurson-Rechnung

Last-Verschiebungskurven fur Elementkantenldngen /,.=0,25mm;0,5mm und
1,0 mm mit ¢=0,05

Last-Verschiebungskurven flr Elementkantenléangen 7,=0,25mm;0,5mm und
1,0 mm mit ¢=0,05 und f,*=0,9

Schéadigungsverteilung im lokalen und nicht-lokalen Fall, lokal: £; nicht-lokal: /°
und d

Scherbandentwicklung in einer Probe: Qualitativer Vergleich der Schadi-
gungsentwicklung (lokales und nicht-lokales Gurson-Modell mit ¢=0,1,
s.Tabelle 1, Probengeometrie [Sie2001]).

Kraft-Verschiebung-Kurve der Probe aus Bild 8.13 (lokales und nicht-lokales
Gurson-Modell)

Geometrie und Diskretisierung einer gekerbten Rundzugprobe mit Element-
kantenlangen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm im Bereich der Subelementie-
rung

Geometrie und Diskretisierung einer C(T)-Probe mit Elementkantenlangen
1,=0,256mm;0,5mm und 1,0 mm im Bereich der Subelementierung

Modellierung einer axialsymmetrischen Rundzugprobe: Schédigungsvertei-
lung und Kraft-Durchmesserénderungskurve, lokales Gurson-Modell, Werk-
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Bild 8.18

Bild 8.19
Bild 8.20

Bild 8.21

11.2 Tafeln

Kapitel 3
Tafel 3.1
Kapitel 4
Tafel 4.1
Kapitel 5
Tafel 5.1
Kapitel 6
Tafel 6.1
Tafel 6.2
Kapitel 7
Tafel 7.1
Tafel 7.2
Tafel 7.3
Tafel 7.4

stoff 10MnMoNi5-5, Elementkantenl&ngen 1,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm

Modellierung einer axialsymmetrischen Rundzugprobe: Schadigungsvertei-
lung und Kraft-Durchmesseranderungskurve, nicht-lokales Gurson-Modell,
Werkstoff 10MnMoNi5-5, Elementkantenléngen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0

mm, ¢=0,1

Kraft-Verschiebung-Kurve, C(T)-Probe: lokales Gurson-Modell (10MnMoNi5-
5), Elementkantenlangen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm, ¢=0,1

Kraft-Verschiebung-Kurve, C(T)-Probe: nicht-lokales Gurson-Modell
(10MnMoNi5-5), Elementkantenldngen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm, ¢=0,1

Schéadigungsverteilung, C(T)-Probe: nicht-lokales Gurson-Modell
(10MnMoNi5-5), Elementkantenléngen /,=0,25mm;0,5mm und 1,0 mm, ¢=0,0
-0,1

Hyperelastisch-plastisches Modell mit isotroper Verfestigung

Gleichungen des lokalen Gursonmodells

Gleichungen des nicht-lokalen Gursonmodells

Implementierung in FE-Programm

Spannungsintegration

Akustische Tensoren
Konstitutive Gleichungen der Hyperelastoplastizitat
Konstitutive Gleichungen der Hypoelastoplastizitat

Tensoroperatoren

11.3 Tabellen

Kapitel 6

Tabelle 6.1a
Tabelle 6.1b
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Elastische Materialparameter und Verfestigungsparameter fir ideal-
plastisches Verhalten fiir die Beispielrechnungen
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Kapitel 7
Tabelle 7.1a
Tabelle 7.1b

Tabelle 7.1a
Tabelle 7.1b

Tabelle 7.2a
Tabelle 7.3

Kapitel 8
Tabelle 8.1
Tabelle 8.2

11. Verzeichnisse

Materialparameter der duktilen Schadigung fir die Beispielrechnungen

Elastische Materialparameter und Verfestigungsparameter fUr ideal-
plastisches Verhalten flr die Beispielrechnungen

Materialparameter der duktilen Schadigung fur die Beispielrechnungen

Elastische Materialparameter und Verfestigungsparameter fir ideal-
plastisches Verhalten fir die Beispielrechnungen

Verfestigungs- und Schadigungsparameter fir 10MnMoNi5-5

Verfestigungs- und Schadigungsparameter flir 10MnMoNi5-5
Materialparameter flUr isotrope Verfestigung

Verfestigungs- und Schadigungsparameter flr die Beispielstrukturen

Verfestigungs- und Schadigungsparameter fur 10MnMoNi5-5
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