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In der vorliegenden Arbeit werden die Aufgaben der Prozesstomographie betrachtet. In
der Prozesstomographie werden dynamische Objekte bzw. Prozesse untersucht. Solche
Aufgaben sind in den verschiedensten Gebieten der Natur- und Ingenieurwissenschaften
anzutreffen. Unter anderem sind die automatische Uberwachung und zuverlassige Ein-
schatzung bzw. Rekonstuktion des aktuellen Zustandes von Prozessen zu nennen. Zur
Lésung solcher Aufgaben ist die Untersuchung des Prozesses in Echtzeit erforderlich.
Gleichzeitig sollen die Ergebnisse mit ausreichender Qualitat geliefert werden. Das stellt
groRe Forderungen an die Methoden zur Lésung der Rekonstruktionsaufgabe.

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der Entwicklung von Methoden und Algorith-
men zur Rekonstruktion dynamischer Prozesse. Dabei werden neue Anséatze zur Lésung
der Rekonstruktionsaufgabe vorgestellt. Die Grundlage fir die entwickelten Methoden bildet
die statistische Estimationstheorie. Die aus der statistischen Estimationstheorie bekannten
Algorithmen zur Rekonstruktion von dynamischen Prozessen haben im Vergleich zu traditi-
onellen Rekonstruktionsverfahren einige Vorteile, die u.a. die Ldsung der Rekonstruktions-
aufgabe in Echtzeit ermdglichen.

Die in dieser Arbeit entwickelten Algorithmen beschranken sich auf strahlendiagnosti-
sche Verfahren. Die entwickelte Theorie kann allerdings auch auf andere Untersuchungs-
methoden Ubertragen werden.



In the presented work tasks of the Process Tomography are considered. The Process
Tomography deals with the investigation of dynamic processes and objects. Such tasks
appear in different areas of natural and engineering science. Among others it should be
mentioned automatic control and reliable monitoring, i.e. reconstruction of the current state
of processes. For such tasks real-time investigetions are required. At the same time the
results have to be provided with sufficient quality. This the requirements on methods for
solving the reconstruction problem are high.

This work deals with the development of methods for the reconstruction of dynamic
processes. New approaches for the solution of the reconstruction task are presented. the
developed methods are based on the Statistic Estimation Theory. Algorithms for the recon-
struction of dynamic processes, which are known from the Statistical Estimation Theory,
have some advantages compared to traditional reconstruction methods, that allow real-time
solutions of the reconstruction task.

The algorithms developed in this work are restricted to radiation techniques in non-
destructive testing. However, the developed theory can be applied for other diagnostic
methods.
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1. Einfiihrung

1. Einfuhrung

Das in der vorliegenden Arbeit betrachtete Problem ist dem Bereich der Bildrekonstruk-
tion unter Benutzung vorhandener Projektionen zuzuordnen. Entsprechende Aufgaben sind
in den verschiedensten Gebieten der Natur- und Ingenieurwissenschaften anzutreffen. An
erster Stelle sei hier die Rontgentomographie zu nennen. Die Entwicklung dieser Methode
zur Untersuchung des menschlichen Koérpers mit Hilfe von Réntgenstrahlung hat neue
Méoglichkeiten fiir die medizinische Diagnostik erdffnet und zum Erfolg der medizinischen
Computertomographie gefiihrt. Auch fur industrielle Anwendungen werden tomographische
Techniken heute eingesetzt, beispielsweise zur Bestimmung von Dichteunterschieden in
Keramik-Griinkérpern oder zur Prifung der Masshaltigkeit von Leichtmetallgussteilen
u.v.m. Die zuverlassige Einschatzung des aktuellen Zustandes eines Werkstoffsystems,
ohne es dabei zu beschadigen, steht im Mittelpunkt der zerstérungsfreien Priifung. Die
fortschreitende Entwicklung der Computertechnik ermdglicht die Entwicklung neuer, effekti-
verer Methoden, die den wachsenden Anforderungen der industriellen Praxis entsprechen.

Unter anderem sind heutzutage Ansatze zur Untersuchung dynamischer Prozesse und
Systemen von wachsendem Interesse. Die Besonderheit hierbei besteht darin, dass das
untersuchte Objekt bzw. System seinen Zustand mit der Zeit andert. Die Untersuchung der
menschlichen inneren Organe bzw. die Uberwachung chemischer Reaktoren dienen als
anschauliche Beispiele dafiir. Eine besondere Herausforderung stellt die Tatsache dar,
dass haufig die Untersuchung dieser Prozesse in Echtzeit erforderlich ist und dabei gleich-
zeitig die Ergebnisse mit ausreichender Qualitat geliefert werden sollen. Die erste Schwie-
rigkeit besteht darin, dass die zur Verfligung stehenden Anlagen wegen ihres Arbeitsprin-
zips eine wesentlich geringere Anzahl von Projektionen in Echtzeit aufnehmen kdnnen, als
es fir die Computertomographie im klassischen Sinne erforderlich ist. Deswegen muss bei
der Rekonstruktion davon ausgegangen werden, dass in den gemessenen Projektionsda-
ten nur unzureichend Information Uber das betrachtete Objekt zur Verfligung steht. Das
stellt entsprechende Forderungen an die Methoden der Lésung der sich ergebenden Re-
konstruktionsaufgabe.

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der Entwicklung von Methoden und Algorith-
men zur Rekonstruktion dynamischer Prozesse. Bei Beschrankung auf strahlendiagnosti-
sche Verfahren werden neue Ansatze zur Losung der Rekonstruktionsaufgabe vorgestellt.
Die entsprechenden Algorithmen werden abgeleitet und anhand eines Beispiels die An-
wendbarkeit der entwickelten Algorithmen dargestellt.

Die Grundlage fir die in dieser Arbeit entwickelten Methoden bildet die statistische
Estimationstheorie. lhr groRer Vorteil besteht darin, dass die in dieser Theorie verfigbaren
Rekonstruktionsmethoden die Verarbeitung aller Informationen lber das betrachtete Objekt
ermoglichen, die wahrend des Untersuchungsprozesses gewonnen wurden. Das bedeutet,
dass Aussagen Uber den aktuellen Zustand des Objektes nicht nur ausgehend von den zu
diesem Zeitpunkt akquirierten Projektionen gemacht werden, sondern dass alle zur Verfu-
gung stehenden Messdaten beriicksichtigt werden, die wahrend der Untersuchung aufge-
nommen und akkumuliert wurden. In der Praxis hat dies groRe Bedeutung fiir die Rekon-
struktion in Echtzeit, denn — wie oben schon erwahnt — die vorhandenen Anlagen kénnen
wegen ihres Arbeitsprinzips nur eine wesentlich geringere Anzahl von Projektionen auf-
nehmen.
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Einen weiteren Vorteil stellt die Berlicksichtigung vorhandenen a priori Wissens uber
den untersuchten dynamischen Prozess dar. In Verknupfung mit der oben genannten Ak-
kumulation von Informationen ermdglicht dies, eine bessere Qualitat und Anwendbarkeit im
Vergleich zu traditionellen Rekonstruktionsmethoden zu erreichen. Der untersuchte dyna-
mische Prozess und das Beobachtungssystem werden in dieser Arbeit mit Hilfe der Wahr-
scheinlichkeitstheorie und der Statistik beschrieben. Das flihrt zu einer allgemeinen Darstel-
lung des Problems, die von den konkret zugrunde liegenden Prinzipien der Erscheinung
des Prozesses oder des Arbeitsprinzips des Beobachtungssystems unabhéngig ist. Das
eroffnet Moglichkeiten zur Anwendung der entwickelten Methoden fiir verschiedene prakti-
sche Aufgabenstellungen. Es muss allerdings auch darauf hingewiesen werden, dass eine
solche Beschreibung mit bedingter mathematischer Rigorositédt und Formalismus verbun-
den ist. Das fihrt zwangslaufig zu einer gewissen mathematischen Orientierung dieser
Arbeit.

Die vorliegende Arbeit ist insgesamt in 6 Kapitel gegliedert, deren Inhalt im Folgenden
kurz zusammengefasst wird.

Im Mittelpunkt des zweiten Kapitels steht die Entwicklung mathematischer Modelle zur
Beschreibung dynamischer Prozesse sowie deren messtechnische Erfassung mit Hilfe
eines Beobachtungssystems. Die wichtigsten Grundlagen der Wahl eines mathematischen
Modells fur eine konkrete Aufgabe werden diskutiert. Zur Beschreibung eines dynamischen
Prozesses wird ein Zustand-Raum-Modell gewahlt. Die in der statistischen Estimationstheo-
rie Ubliche Darstellung eines dynamischen Prozesses als Markov-Prozess wird diskutiert.
Ein Abschnitt dieses Kapitels fasst daher die wichtigsten Grundlagen der Theorie der Mar-
kov-Prozesse zusammen. Mathematische Modelle lassen sich grundséatzlich in zwei Klas-
sen aufteilen — lineare und nichtlineare Modelle. Dementsprechend unterscheiden sich
auch die damit verknupften Rekonstruktionsaufgaben und -methoden. Im zweiten Kapitel
werden beide Anséatze diskutiert und die sich damit ergebenden mathematischen Modelle
fur den dynamischen Prozess sowie das verwendete Beobachtungssystem abgeleitet und
diskutiert.

Das dritte Kapitel beschaftigt sich mit der Losung der sich ergebenden Rekonstrukti-
onsaufgabe. Es wird eine allgemeine Formulierung des Problems eingefiihrt. Desweiteren
werden die in der statistischen Estimationstheorie vorhandenen Lésungsmethoden disku-
tiert. Ein klassischer Algorithmus zur Lésung der linearen Aufgabe — der so genannte Kal-
man-Filter-Algorithmus — wird herleitet und seine Eigenschaften eingehend untersucht.
Dieses Kapitel beschrankt sich dementsprechend nur auf die Losung linearer Aufgaben.

Im Kapitel 4 werden verschiedene Ursachen betrachtet, die dazu flihren kénnen, dass
der betrachtete dynamische Prozess und/oder dessen Beobachtung ein nichtlineares Ver-
halten aufweisen, was zur Formulierung einer nichtlinearen Aufgabe fiihrt. Die Lésung
nichtlinearer Probleme ist meistens nichttrivial bzw. bekannte Losungsanséatze kénnen in
der Praxis haufig nicht angewendet werden. Ein offensichtlicher und haufig benutzter An-
satz zur L6sung der nichtlinearen Aufgabe besteht in ihrer Linearisierung. In diesem Kapitel
werden verschiedene Linearisierungsmethoden vorgestellt und diskutiert. Es wird gezeigt,
dass fur die Anwendung der Lésungsmethoden, die aus der Estimationstheorie bekannt
sind, die stochastische Linearisierung am besten geeignet ist. Es werden zwei Hauptansat-
ze der stochastischen Linearisierung betrachtet und die sich damit ergebenden Rekonstruk-
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tionsalgorithmen hergeleitet. Grundlage flr diese Algorithmen bildet der im dritten Kapitel
vorgestellte Kalman-Filter, der fir nichtlineare Probleme angepasst wird.

Im flinften Kapitel wird die praktische Anwendbarkeit der in dieser Arbeit entwickelten
Methoden anhand eines Beispiels diskutiert. Dabei sind die Charakteristika mehrphasiger
Strdmungen in Rohren zu bestimmen. Dazu wird ein entsprechendes mathematisches
Modell fir diesen konkreten nichtlinearen Prozess konstruiert, der auf der vorgestellten
Erweiterung des Kalman-Filters basierende Rekonstruktionsalgorithmus entwickelt und die
Ergebnisse der Rekonstruktion dargestellt und diskutiert.

Das Kapitel 6 fasst die Ergebnisse der Arbeit zusammen und zeigt mdgliche Erweite-
rungen auf.
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2. Mathematische Modelle

Als ein Ansatzpunkt zur Losung der Rekonstruktionsaufgabe muss ein entsprechendes
mathematisches Modell des betrachteten Priifobjektes oder -systems sowie des Beobach-
tungssystems entwickelt werden. Ein mathematisches Modell ist eine ndherungsweise
Beschreibung einer realen Erscheinung. Fur die Auswahl eines passenden Modells ist das
Verstandnis des Wesens der modellierten Erscheinung und des Zwecks des Modells nétig.
In diesem Kapitel werden die wichtigsten Grundlagen der Durchstrahlungspriifung und der
Entwicklung mathematischer Modelle diskutiert. Entsprechende Modelle werden vorgestellt
und untersucht.

2.1 Physikalische Grundlagen

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung und praktische Anwendung von Algorithmen zur
Bildrekonstruktion unter Verwendung vorhandener Projektionen. Diese Aufgabenstellung
tragt interdisziplinaren Charakter, schlief3t also verschiedene Gebiete aus Natur- und Inge-
nieurwissenschaften ein. Fir mégliche Anwendungen sei an erster Stelle die Computerto-
mographie in der medizinischen Diagnostik zu nennen. Die entsprechenden Projektionen
werden hier durch Durchstrahlung des menschlichen Kérpers mit Hilfe von Réntgenstrahlen
innerhalb eines Winkelbereiches von 180° bzw. 360° gewonnen. Auch andere physikali-
sche Effekte werden in der medizinischen Diagnostik benutzt, um Aussagen Uber den Pati-
enten im Sinne einer Tomographie zu erhalten, wie beispielsweise bei der Magnet-Spin-
Resonanz-Tomographie (MSR) oder der Positron-Elektron-Annihilations-Tomographie
(PET). Auch im nichtmedizinischen Bereich gibt es eine Vielzahl von Anwendungen fir
Bildrekonstruktionsverfahren, die von der Radioastronomie bis zur elektrischen Mikroskopie
reichen. Die vorliegende Arbeit beschrankt sich auf die Entwicklung von Rekonstruktionsal-
gorithmen fiir ingenieurtechnische Anwendungen, im Speziellen fir die zerstérungsfreie
Materialprifung.

In diesem Sinne soll unter einem Bild im Allgemeinen ein Querschnitt des Priifobjektes
verstanden werden, der als zweidimensionales Grauwertbild dargestellt werden kann. Die-
ses Bild wird im Weiteren in eine Menge diskreter Punkte unterteilt, die als Bildelemente
bzw. Pixel bezeichnet werden. Jedem Pixel wird ein Grauwert zugeordnet, der auf einer
diskreten oder analogen Skala angegeben werden kann. Damit besteht die Rekonstrukti-
onsaufgabe darin, den Grauwert jedes Pixels zu ermitteln. Die physikalische Interpretation
der Bedeutung des Grauwertes ist direkt mit dem benutzten Prifverfahren verknipft, hangt
also von den physikalischen Mechanismen ab, die zur Gewinnung der Projektionsdaten
verwendet werden. Hier werden hauptséchlich Durchstrahlungsverfahren betrachtet, die auf
der Schwéachung von Réntgen- oder Gammastrahlung beim Durchgang durch Materie ba-
sieren. Entsprechend stellt der Grauwert ein Maf} fir die Schwachungseigenschaften des
Materials dar, gegeben durch den Schwachungskoeffizienten oder die Dichte des Materials.

Das Bild wird aus der Information rekonstruiert, die in den vorhandenen Projektionsda-
ten enthalten ist. Wie bei der Facherstrahlgeometrie bei der 2D CT, liegen die Projektions-
daten bei Verwendung einer Detektorzeile in Form eines Vektors vor. Natirlich sind die
entwickelten Algorithmen auch fur den Fall der Verwendung von Flachendetektoren, wie sie
bei der 3D CT verwendet werden, verallgemeinerbar. Unter einer Projektion wird hier eine
Reihe von Messungen eines integralen Parameters des Objektes verstanden. Die Integrati-
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on wird entlang einer geraden Linie — des Strahles von der Quelle zum Detektorelement —
ausgefuhrt und als Strahlensumme bezeichnet. Die Bestimmung der Strahlensumme mit
Hilfe eines mathematischen Modells wird ausfihrlich im nachsten Abschnitt diskutiert.

2.2 Auswahl eines mathematischen Modells

Unter einem mathematischen Modell einer Naturerscheinung wird eine naherungsweise
Beschreibung anhand mathematischer Symbolik verstanden. Die Komplexitadt des Modells
und die Genauigkeit der Beschreibung werden von dem Anwendungszweck bestimmt.
Einer Naturerscheinung kann man eine Menge von Modellen zuordnen. Aus dieser Menge
wird ein Modell ausgewahlt, das fiir die betrachtete Aufgabe am besten geeignet ist.

Nach den allgemeinen Prinzipien der Entwicklung mathematischer Modelle sollen diese
die folgenden Annahmen erfiillen:

- dem Anwendungszweck des modellierten Systems zu entsprechen,

- den Zusammenhang und das Wesen der betrachteten Erscheinungen widerzuspie-
geln,

- die realen Bedingungen, unter denen das System funktioniert, in Betracht zu ziehen,

- auf den schon bekannten experimentellen Daten zu basieren,

- mit anderen Modellen, die das System genauer beschreiben, zu korrelieren,

- moglichst einfach und praktisch anwendbar zu sein.

In der statistischen Estimationstheorie von stochastischen Prozessen, die in dieser Ar-
beit benutzt wird, werden mathematische Modelle dynamischer Prozesse und Systeme
behandelt. Sie werden anhand des Zustandes des Prozesses beschrieben und Zustands-
raummodelle genannt. Im Allgemeinen enthalt der Zustand eines Prozesses die Information
Uber den vorliegenden sowie Uber den vorigen Wert des Prozesses als auch Uber die mit
ihm verbundenen Parameter. Bei Kenntnis der Charakteristika dufRerer Einflisse kann aus
diesen Daten das zukiinftige Verhalten des Prozesses abgeschatzt werden.

Ein dynamisches Bild wird in der vorliegenden Arbeit durch ein scalares Feld darge-
stellt, dessen Werte sich mit der Zeit stochastisch andern. Mathematisch werden solchen
Felder durch die Funktion X(%,r) beschrieben, wobei X den Wert des Feldes im Raum-
punkt mit dem Koordinatenvektor r zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet. Im Allgemeinen hangen
nicht nur die Werte, sondern auch die statistischen Charakteristika des Feldes X von den
Raumkoordinaten r und von der Zeit ¢ ab. Die Felder, die die realen physikalischen Pro-
zesse beschreiben, sind in ihrem Definitionsbereich stetig in Raum und Zeit. Wenn die
raumlichen statistischen Charakteristika des Feldes sich zu einem beliebigen Zeitpunkt
nicht andern, nennt man das Feld homogen. Wenn die statistischen Charakteristika eines
beliebigen Punktes des Feldes sich nicht mit der Zeit &ndern, heil’t das Feld stationar. Die
gemischten Varianten kdnnen auch auftreten.

Zur Entwicklung mathematischer Modelle gibt es physikalische und phdnomenologische
Ansatze. Die physikalischen Modelle beschreiben das Feld aufgrund des Wissens Uber die
physikalischen Mechanismen zur Bildung des Feldes und werden anhand von Gleichungen
der mathematischen Physik dargestellt [2.1]. Fur solche Modelle stehen eine mathemati-
sche Theorie und entwickelte numerische Lésungsmethoden zur Verfligung. Als prinzipiel-
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ler Mangel der entsprechenden Modelle ist ihr beschrankter Anwendungsbereich zu nen-
nen, da jedes Modell nur mit einem bestimmten physikalischen Prozess verbunden ist.

Diesen Mangel weisen die phdnomenologischen Modelle nicht auf. Sie beschreiben die
statistischen Charakteristika eines Feldes, ohne deren Erscheinungsmechanismen direkt in
Betracht zu ziehen. Phianomenologische Modelle spielen eine besonders grof3e Rolle,
wenn die Faktoren, die die Charakteristika des Feldes beeinflussen, so vielfaltig und kom-
pliziert sind, dass es unmdglich ist, jeden von ihnen zu berlcksichtigen. Eine Schwierigkeit
bei der Anwendung der phdnomenologischen Modelle besteht darin, dass statistisches
a priori Wissen Uber das Feld vorausgesetzt wird. In der Praxis wird diese Information aus
experimentellen Daten oder empirisch, ausgehend von der Kenntnis und dem Verstéandnis
des Prozesses, der durch entsprechende Felder beschrieben wird, erhalten.

In der vorliegenden Arbeit wird der phdnomenologische Ansatz benutzt, der es ermdg-
licht, Prozessmodelle zu entwickeln, ohne die einzelnen Bildungsmechanismen zu behan-
deln. Die so konstruierten Modelle sind relativ einfach, allgemein und fir die Anwendung
der statistischen Estimationstheorie geeignet.

Phanomenologische Modelle kénnen auf verschiedene Weise entwickelt werden. Ein
naheliegender Weg besteht darin, das Verteilungsgesetz des Feldes X(t¢,r) direkt an-
zugeben. In der Praxis fuhrt ein solcher Ansatz aber zu komplizierten und umfassenden
Lésungen. Das tritt besonderes im Fall hochdimensionaler Felder auf. In diesem Fall wird
das Verteilungsgesetz durch Wahrscheinlichkeitsmomente, Ublicherweise nicht héher als
von zweiter Ordnung, bestimmt. Es ist bekannt, dass eine solche Beschreibung nur fir
Gaul3-Prozesse vollstandig ist. Felder mit anderen Verteilungsgesetzen werden damit nur
naherungsweise beschrieben.

Die Darstellung des Modells in Form von stochastischen Differenzialgleichungen stellt
einen weiteren, haufig benutzten Zugang zur Entwicklung phanomenologischer Modelle
dar. Diese Methode ist in dem Sinne indirekt, dass die statistischen Charakteristika des
Feldes nicht direkt angegeben werden, sondern sich durch die Struktur der entsprechenden
Gleichungen ausdriicken lassen. Sie ist besonders fir die Beschreibung von dynamischen
Feldern geeignet und ermdglicht die Anwendung der rekurrenten Methoden der statisti-
schen Estimationstheorie, die sehr effektiv fir die Lé6sung der dynamischen Aufgabe sind.
Deshalb wird diese Methode hier ausgewahilt.

2.3 Modell des dynamischen Bildes

In der vorliegenden Arbeit wird ein dynamisches Bild als ein zweidimensionales diskre-
tes stochastisches Feld im zweidimensionalen reellen metrischen euklidischen Raum be-
trachtet. Das Bild wird bei Annahme eines rechtwinkligen Gitters mit aquidistanten horizon-
talen und vertikalen Schritten in einzelne gleichflachige Elemente geteilt. Jedem Element
wird ein Paar von Indizes (i,j), i,j=1,2,..,N zugeordnet, wie in Abb. 2.1a dargestellt.
Die Elemente werden als Bildelemente oder Pixel (von "picture element") bezeichnet. Es
wird angenommen, dass das Feld innerhalb eines Bildelementes denselben Wert hat. Die-
ser wird Grauwert des Bildelementes genannt und mit x; bezeichnet. Entsprechend wird
das Bild als quadratische Matrix x:(x..),i,j:I,N dargestellt, die den aktuellen Pro-

[}

zesszustand angibt. Wenn die Bildelemente, wie in Abb. 2.1b dargestellt, geordnet werden,
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ergibt sich die Darstellung des Bildes als Vektor x = (x,),i=1,S, wobei S=NxN die
Anzahl der Bildelemente angibt. Diese Darstellung erleichtert die Bezeichnung und ermég-
licht die Anwendung der Matrizenalgebra in den Gleichungen des Modells.

11 — 12 — . ——p AN 4§ ——> 2 —p e — N
2/1—>2,2—>~4-T2,N Nt —— N#2 ——> - o —— 2N

NI — N2 — - .. —— NN NN-1+1 —p NN-142 —— -+« ——— NN

a) b)

Abb. 2.1. Die Anordnung der Bildelemente bei Darstellung
eines dynamischen Bildes a) als Matrix und b) als Vektor.

In der statistischen Estimationstheorie wird der Begriff des Prozesszustandes einge-
fuhrt, um mathematische Modelle zu beschreiben[2.2]. Im Allgemeinen wird der Zustand
des Prozesses (im Weiteren mit X bezeichnet) durch eine Gesamtheit der Informationen
Uber den aktuellen und vorhergehenden Zustand des Prozesses, sowie durch die mit ihm
verbundenen Parameter (zum Beispiel, auflere Einwirkungen) bestimmt, die es ermdgli-
chen, das zukunftige Verhalten des Prozesses zu beschreiben. Es wird davon ausgegan-
gen, dass X ein Element des Zustandsraums X ist, der alle moglichen Werte des Pro-
zesszustandes enthalt. Damit ergibt sich die Méglichkeit, die zeitliche Anderungen des
Prozesses als eine Bewegung der Grofke X im Zustandsraum & zu betrachten. Im All-
gemeinen kann diese Bewegung durch folgende Gleichung beschrieben werden [2.2]

%X(t):F[t,X(t),U(t),W(z)], X(t,)=X,, 2.1)

wobei F[-] eine bekannte nichtlineare Funktion, U (¢ ) ein bekannter Fiihrungsvektor und
W (t) einen stochastischen Einfluss bezeichnen.

In der vorliegenden Arbeit wird der Zustand des Prozesses durch den oben eingefiihr-
ten Zustandsvektor X(7) angegeben. In dieser Bezeichnung wird nur die Abhangigkeit
dieses Vektors von der Zeit ¢ direkt angegeben. Es sei hier aber erwahnt, dass der Zu-
stand des Prozesses, wie oben diskutiert, auch von den vorhergehenden Werten des Pro-
zesses und dessen Parametern abhangt.

Wenn W(?) weiles GauB'sches Rauschen darstellt, ist der Prozess, der durch
Gl. (2.1) beschrieben wird, ein Markov-Prozess [2.2]. Das wichtigste Merkmal eines Mar-
kov-Prozesses besteht darin, dass bei bekanntem aktuellem Prozesszustand der zukinftige
Zustand unabhangig von den vorangegangenen ist. Wie im Folgenden gezeigt wird, ist fur
solche Prozesse die Entwicklung von rekurrenten Losungsalgorithmen firr die Rekonstrukti-
onsaufgabe mdglich. Jeder stochastische Prozess kann mit gewiinschter Prazision als Teil
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eines Markov-Prozesses betrachtet werden. Aus diesem Grund ist die Darstellung durch
Gl. (2.1) sehr effektiv. Im Weiteren werden alle betrachteten Prozesse als Markov-Prozesse
behandelt.

Zuséatzlich wird angenommen, dass die Zeitvariable ¢ diskrete Werte annimmt. In die-
sem Fall wird von einer Markov-Folge gesprochen. Die Zeitvariable wird mitk, k=1,2,...,
bezeichnet. Somit kann eine einfacher Form der GI. (2.1) betrachtet werden

X(k+1)=a(x(k),k)+ulk)+w(k). (2.2)

Hier ist a(X(k ) k) eine bekannte, im allgemeinen Fall nichtlineare Funktion, u(k )ein
bekannter Fihrungsvektor und w(k) ein stochastischer Einfluss mit dem Erwartungs-
wert < W(k ) >=0 . Der Vektor w(k) wird in der Form w(k)=B(k)-&(k) verwendet. Der
Vektor &(k) bezeichnet weilles GauR'sches Rauschen mit einem Erwartungswert von 0
und einer Varianz von 1. Unter diesen Bedingungen wird die Kovarianzmatrix des Prozes-
ses durch

<W(kW'(1)> =<B(k)E(k)-& (1)B'(1)>
Z{Q(k)= B(k)-B(k), falls | =k (2.3)

0, sonst

angegeben.

Bei entsprechender Wahl der Komponenten der Gl. (2.2) ergeben sich die gewlinschten
statistischen Charakteristika. Damit kann die Aufgabe der Entwicklung eines mathemati-
schen Modells des dynamischen Prozesses als geldst betrachtet werden. Als statistische
Charakteristika dienen der Erwartungswert, die rAumliche Varianz und die zeitliche Kovari-
anz.

Das stationdre Feld wird als ein Spezialfall dynamischer Felder behandelt und ist durch
die Gleichung

X(k+1)=X(k)

gegeben. Dessen statistische Charakteristika werden durch die Anfangsbedingungen voll-
sténdig bestimmt, denn zu jedem nachfolgenden Zeitpunkt gilt X(k ) = x(0) .

Dementsprechend wird das mathematische Modell des dynamischen Prozesses bzw.
Bildes in Form einer stochastischen Differenzgleichung angegeben. Anhand eines Beispie-
les wird im Weiteren gezeigt, wie ein dynamisches Bild mit den angegebenen Charakteristi-
ka modelliert werden kann. Da fir diese Aufgabe die Theorie der Markov-Prozesse benutzt
wird, werden im nachsten Abschnitt deren Grundlagen diskutiert.

2.4 Markov-Folgen und ihre Eigenschaften

Die Theorie der Markov-Prozesse [2.2,2.3,2.4] stellt ein groRes und wichtigstes Gebiet
der Theorie stochastischer Prozesse dar. In diesem Abschnitt werden die wichtigsten
Grundlagen vorgestellt, die fiir die weiteren Untersuchungen notwendig sind.

Ein Prozess X(t) heilt Markov-Prozess, wenn bei einem gegebenen Wert X(u) die
Werte X(t), t>u, von allen Werten X('s), s <u, unabhangig sind. Das bedeutet, dass
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far jeden Markov-Prozess das Folgende gilt: fur alle beliebigen Zeitpunkte ¢, <f, <...<f,
ist die bedingte Verteilungsfunktion der ZufallsgréRe X(, ), bedingt darauf, dass die Reali-
sierungen, die die ZufallsgroBen X(t, ), X(t, ),...,X(t, ;) angenommen haben, identisch mit
der bedingten Verteilungsfunktion der ZufallsgroBe X(¢, ), bedingt darauf, dass die Reali-
sierung der letzten zuriickliegenden ZufallsgroRe X(t,_,) bekannt ist

F(X, | X, %y, X, )=F(X,|X,_,) (2.4)
wobei F(-|-) eine bedingte Verteilungsfunktion bezeichnet.

Ein Markov-Prozess, dessen Wertevorrat eine kontinuierliche Menge und dessen Defini-
tionsbereich eine diskrete Menge sind, heil3t Markov-Folge.

Fir Markov-Folgen ergibt sich aus der Definition (2.4) die folgende Gleichung fir die » -
dimensionale Verteilungsdichtefunktion, die einen Zufallsprozess vollstandig beschreibt

k
p(x()’XI""’Xk’Xku)=p(xr))‘H7[(Xi+1 I X ). (2.5)

i=0

Hier bezeichnet 7(X,,,|X,) eine bedingte Verteilungsdichtefunktion und wird als Uber-
gangsdichte bezeichnet. Gl. (2.5) zeigt, dass eine Markov-Folge durch eine eindimensiona-
le Verteilungsdichte p('x,) zum Zeitpunkt & =0 und eine Ubergangsdichte 7(X,., | X, )
vollstandig beschrieben wird.

Aus Gl. (2.5) folgen eine Reihe wichtiger Beziehungen, die im Weiteren naher erlautert
werden.

In Analogie zur Gl. (2.5) ergibt sich fir die Zeitpunkte & undk+1:
POX X )= DX ) 7( Xy | X ) -

Durch Integration dieser Beziehung lber die Variable X, in ihnrem gesamten Definitionsbe-
reich entsteht eine rekursive Gleichung fir die eindimensionale Dichtefunktion zum Zeit-
punktk + 1, die durch die eindimensionale Dichtefunktion zum Zeitpunkt & und die Uber-
gangsdichte bestimmt wird

P(X )= _[ T(Xey | X4 ) POX )X, (2.6)

(%)

Damit ergibt sich mit Gl. (2.5) die bedingte Verteilungsdichte zu

Durch Integration dieser Gleichung Uber die Variablen X,,X,,..., X, folgt die rekursive
Chapman-Kolmogorov-Gleichung fiir die Ubergangsdichte zwischen den Zeitpunkten 0
undk +1/:

(X | %)= j T(Xeoy | X ) 7w ( X, | X, )X, (2.7)
(%)

Die Beziehungen (2.6) und (2.7) sind in der Theorie der Markov-Folgen sehr wichtig.
Insbesondere kann ausgehend von ihnen die folgende Gleichung erhalten werden
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P( X, )= j 7T(Xeoy | X0 ) (X, )X, (2.8)
(%)

Diese rekursive Gleichung ermdglicht es, ausgehend von der Anfangsdichtefunktion und
der Ubergangsdichte die Dichtfunktion zum aktuellen Zeitpunkt k +1 zu gewinnen.

Eine Markov-Folge behalt ihre Eigenschaften auch in der umgekehrten Zeitrichtung. Um
das zu zeigen, wird von folgender Beziehung ausgegangen

-1
ﬂ-(xk | Xk+]’xk+2""’xk+n): p(xk’xl(+l""’xk+n )[p(xk+l’xk+2""’xk+n )]
= POX Xy ) (K00 Xygoees X | X Xy )X
-1
X[POKyy ) 7K 30 Kpagoeees X | X
Aufgrund dieser Eigenschaft einer Markov-Folge ergibt sich
”(Xk+2’ Xk+3""’ Xk+n ‘ Xk’ Xk+l) = ﬁ(xk+2’ Xk+3" ot Xk+n | Xk+l) "

Durch Einsetzen dieser Beziehung in die vorhergehende Gleichung folgt

p(xk’ Xk+1)
P(%.,)

Damit ist gezeigt, dass dieselbe Eigenschaft auch in Zeitumkehr gilt.

T(Xe | Ko Xy z0eees Xy ) = =7( X [ X0p )

Im Weiteren wird gezeigt, dass die Folge, die durch die Differenzengleichung (2.2)
X(k+1)=a(x,k)+u(k)+w(k)

gegeben ist, eine Markov-Folge ist. Hier sei daran erinnert, dass der Beitrag
W(k)=B(k)-&(k) ein weilRes GauR'sches Rauschen mit einem Erwartungswert von 0
und einer Kovarianzmatrix Q(k)=B(k)B" (k) dargestellt, gegeben durch Gl. (2.3). Die
Verteilungsdichte des Rauschens w('k) zum Zeitpunkt k& hat die Form

pIW(k)1=p(w, ) =e, -exp(=0.5-w; -Q."-w, ), (2.9)

wobei e, ein Normierungskoeffizient ist und der Index k£ den entsprechenden Zeitpunkt
bezeichnet. Es wird angenommen, dass die Werte X,,X,,..., X, einschlieRlich bis zum
Zeitpunkt & bekannt sind. Aus der Struktur der Gl. (2.2) und den Eigenschaften des weilRen
Rauschens w, folgt, dass die bedingte Verteilungsdichte der Zufallsgréfte X,,, nur durch
die Werte der Zufallsgrofle X, und die Verteilungsdichte (2.9) des Rauschens w, be-
stimmt sind und unabhéangig von den Werten der Folge zu Zeitpunkten bis einschlie3lich
k—1 ist. Das bedeutet, der Zufallsprozess X,,, ist eine Markov-Folge. Um seine Vertei-
lungsdichtefunktion zu bestimmen, wird Gl. (2.2) nach der Rauschkomponente umgestellt:

W, =X,,,—a(X, )—-u,. (2.10)

Durch Anwendung der bekannten Regeln zur Umwandlung von Verteilungsdichtefunktio-
nen, ergibt sich ausgehend von den Gin. (2.9) und (2.10) die Beziehung

7T( Xy | Xk):ck+/exp{_0~5'[xk+/ _a(xk)_uk]TQ;I[Xk+l _a(xk)_uk]} , (2.11)
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wobei ¢, ., ein Normierungskoeffizient ist. Die durch Gl. (2.11) gegebene Funktion stellt die
Dichtefunktion der GauRverteilung dar. Die entsprechende Verteilungsdichte p('x,,,) wird
sich nach Gl. (2.6) von einer Gaul'schen Funktion unterscheiden und von der Struktur der
Funktion a(X,) abhangen. Die mehrdimensionale Verteilungsdichte kann mit Gl. (2.5)
erhalten werden. Durch Anwendung dieser Vorschrift kdnnen alle beliebigen speziellen
Charakteristika der Folge X, , beispielsweise der Erwartungswert und die Kovarianzmatrix,
bestimmt werden.

Fir das weitere Vorgehen ist es wichtig, folgende Eigenschaft zu betonen. Nach einer
nichtlinearen nichtsingularen Transformation einer Markov-Folge

Y(k+1)=f[X(k+1)] (2.12)

werden die Markov-Eigenschaften beibehalten [2.3]. Mit anderen Worten, der sich erge-
bende Prozess y(k+1) ist auch ein Markov-Prozess.

2.5 Lineares Modell dynamisches Bildes

Vom physikalischen Standpunkt aus betrachtet, knnen die Grauwerte eines Bildes kei-
ne negativen Werte annehmen. Deshalb besteht die Besonderheit der hier betrachteten
Aufgaben der Bildrekonstruktion darin, dass die Werte des Prozesses, die geschatzt wer-
den sollen, immer positiv sind. Bei der Auswahl eines zufélligen Feldes als mathematisches
Modell des Bildes muss sichergestellt werden, dass das ausgewahlte Feld nur positive
Werte annimmt und dem entsprechenden Verteilungsgesetz gehorcht. Das fiihrt zu Schwie-
rigkeiten, weil in diesem Fall nichtlineare Rekonstruktionsalgorithmen zu verwenden sind.
Andererseits wird in der Estimationstheorie gezeigt, dass fiir lineare GauRverteilte Prozesse
lineare optimale Estimationsalgorithmen zur Verfiigung stehen [2.2]. Diese Algorithmen
fihren zu Lésungen mit hinreichender Genauigkeit und sind praktisch anwendbar. In der
Estimationstheorie ist es meistens vorzuziehen, anstatt ein nichtlineares Problem zu l6sen,
ein lineares Modell zu benutzen, das das nichtlineare Problem hinreichend annahert. Des-
wegen ist es von besonderem Interesse, die Bildrekonstruktionsaufgaben in linearer Nahe-
rung als ersten Ansatz zu betrachten. Die lineare Naherung bildet auch eine gute Grundla-
ge fir die Entwicklung von quasioptimalen nichtlinearen Algorithmen. In diesem Sinne ha-
ben die linearen Modelle dynamischer Bilder gro3e Bedeutung.

Wie schon oben dargestellt, wird ein dynamisches Bild in der vorliegenden Arbeit durch
Gl. (2.2) angegeben. Die lineare Gleichung

X(k+1)=ACk)X(k)+u(k)+w(k),
W(k)=B(k)5(k), (2.13)
X(0)=X,

stellt einen Spezialfall der Gl. (2.2) dar. Ein Prozess, der durch diese Gleichung bestimmt
ist, wird im Weiteren linearer Prozess bzw. lineares Bild genannt. Es wird angenommen,
dass der Anfangsprozess X, dem Gauly'schen Verteilungsgesetz gehorcht.

Die Verteilungsdichte der Folge (2.13) kann aus Gl. (2.11) abgeleitet werden und hat die
Form
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T
T( Xy | X )=y -expl:—O,.f(X,H, -AX, _uk) QkI(Xk-H -AX, —U, ):I

Sie stellt eine Gaulfunktion sowohl fiir die Variable X,,, wie auch fir X, dar. Die Vertei-
lungsfunktion zum Zeitpunkt &+ 1 ist durch GI. (2.8) bestimmt. Es kann gezeigt werden,
dass auch die Zustande flr alle nachfolgenden Zeiten &k >0 Gaulverteilt sind, wenn
p(X,) eine GauR'sche Verteilungsdichte ist.

Dementsprechend gibt die lineare Differenzengleichung (2.13) mit Gaul'scher Anfangs-
bedingung ein lineares Modell eines GaulRverteilten dynamischen Bildes an.

Die Anfangsverteilungsdichte p,(X,) wird durch die Gleichung
Po( X)) =c,-exp| =0,5(x,~m, )" P, (x,—m, )],
¢,=[(2n) detP,]"”
dargestellt, wobei m, = X0> den Erwartungswert der Anfangsbedingung angibt, und

P, =<(X0 -m,)(x,—m,) 2} die Kovarianzmatrix der Anfangsbedingung ist. Die GauR'-
sche Verteilungsdichte des Prozesses zum Zeitpunkt & + / wird dann durch die Gleichung

T 5-1
p()(xer) = Cras 'exp|:_0)5(xk+l - m0k+1) P0k+1 (Xk+l ~ Moy ):|

05
Crar = |:(277)S det P0k+1:|

(2.14)

beschrieben. In GI. (2.14) sind die folgende Bezeichnungen verwendet worden:
My =My(k+1)=(X,,) — Erwartungswert des Bildes zum Zeitpunkt (k+1),
Poes :Po(k+1):< x,H,—m0k+,)(xk+,—m0,(+,) > — Kovarianzmatrix des Bildes zum
Zeitpunkt (k+1) .

Durch Angabe des Erwartungswertvektors m,(k+/) und der Kovarianzmatrix
P,(k+1) werden alle statistischen Charakteristika des linearen Modells eines GauR'schen
Bildes vollstandig festgelegt. Diese Charakteristika kdnnen mit Hilfe der Gl. (2.8) erhalten
werden. Allerdings erscheint es verninftiger, sie direkt aus der Gleichung des Mo-
dells (2.13) zu gewinnen.

Durch Anwendung der bekannten Regeln fir die Berechnung des Erwartungswertes er-
gibt sich aus Gl. (2.13)

(X(k+1))=ACk){X(k))+u(k)+{w(k)).

Wird bertcksichtigt, dass der Erwartungswert des verwendeten weilRen Rauschens gleich 0
ist, d.h. <W(k)> =0, ergibt sich folgende Beziehung

m,(k+1)=Ak)m,(k)+u(k), (2.15)
wobei m, (k) den Erwartungswert <X(k)> bezeichnet.

Die Kovarianzmatrix P,(k+1) bestimmt den statistischen Charakter des Prozesses
zum Zeitpunkt k + 1 . Sie zeigt, wie die moglichen Werte des Prozesses X(k) um den Er-
wartungswert herum verteilt sein kdnnen. Von Interesse ist weiterhin die Frage, wie sich der
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Charakter des Prozesses mit der Zeit andert. Um diese Frage zu diskutieren, wird wie folgt
vorgegangen. Durch Subtrahieren der Gl. (2.15) von Gl. (2.13) ergibt sich

X(k+1)=Ak)X(k)+w(k). (2.16)

In diesem Ausdruck taucht die neue Variable X(k)= X(k)—m,(k) auf, die den zentrier-
ten Zustandsvektor angibt. Um die zeitlichen statistischen Charakteristika zu untersuchen,
werden die nacheinander folgende Zeitpunkte (k+1+1), [=0,1,2,..., in Betracht gezo-
gen. Ausgehend von Gl. (2.16), gilt fUr diese Zeiten

X(k+1+1)=Ak+1)X(k+1)+W(k+1). 2.17)

Durch sukzessives Einsetzen der Werte X(k+1), X(k+1-1),..., X(k+1) in die rechte
Seite von Gl. (2.17) und nachfolgender Zusammenfassung der Summanden, transformiert
Gl. (2.17) in die Form

X(k+l+])={ﬁA(k+i)}X(k)+

i=0

. (2.18)
+Zl:{ﬁA(k+l—j)}w(k+l—i)+w(k+l) ,
i=1 j=0
Wird die so genannte Autokorrelationsmatrix durch

Po(k+1+lk+1)=<X(k+1+l)-XT(k+1)> (2.19)

dargestellt, so folgt durch Einsetzen der vorher erhaltenen Beziehung

Po(k+1+l|k+1):{ﬁA(k+i)}P0(k)AT(k)+

= (2.20)

+{ﬁA(k+l—i)}Q(k) ,

wobei P,(k)=P,(k|k) die Kovarianzmatrix des Bildes ist. Fiir / =0 ergibt sich fur die
Matrix P,(k+1)

P(k+1)=Ak)P,(k)A"(k)+Q(k). (2.21)
Die GiIn. (2.15) und (2.21) legen die Charakteristika des Modells eines Gaul¥'schen Bildes
fest, das durch Gl. (2.13) definiert ist.

Die Matrix P,(k+1+1|k+1) ist in dem Sinne allgemeiner als P,(k+1), dass sie
nicht nur die raumliche sondern auch die zeitliche Kovarianz des dynamischen Bildes zwi-
schen den Zeitpunkten k+/ und ! beschreibt.

Im Fall, wenn die Matrizen A(k)=A, Q(k)=BB’ =Q, und der Vektor u(k)=u
konstant sind, sowie das Modell des Prozesses stabil ist, konvergiert das entsprechende
dynamische Bild zu einem Bild, das stationar in statistischem Sinne ist. D.h. der Erwar-
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tungswert m,(k)=m, und die Kovarianzmatrix P,(k)= P, werden unabhangig von Zeit.

Aus Gl. (2.15) ergibt sich dann folgende Beziehung fir den Erwartungswert
m,=(1-A)"u, (2.22)

wobei mit | die Einheitsmatrix bezeichnet wird. Weiterhin gibt Gl. (2.21) die Beziehung fir
die Kovarianzmatrix an

P,=APA" +Q. (2.23)

Die GIn. (2.22) und (2.23) bestimmen die Parameter der Verteilungsdichtefunktion (2.14)
des stationaren Bildes vollstandig.

Im Fall eines stationdren Prozesses st es sinnvoll, die Funktion
F,,(l):llim P,(k+1+1|k+1) zu betrachtet, um die rdumlich-zeitlichen Charakteristika
des stationaren Bildes zu beschreiben. Aus Gl. (2.20) ergibt sich

F,(1)=A""P A" + AQ.
Durch Einsetzen von Q = P, — AP,A” aus Gl. (2.23) folgt
F,(1)=AP,. (2.24)
Die Diagonalelemente dieser Matrix
G, (1) =diagF,(1) (2.25)

beschreiben die zeitliche Kovarianzfunktion jedes Bildelementes, die Autokorrelation ge-
nannt wird.

Die GIn. (2.22)—(2.25) kénnen fiir die Berechnung der Parameter eines stationares Bil-
des bei gegebenen m,, P, und F,(/) benutzt werden. Die entsprechenden Gleichungen
haben die Form

[

A=F,(1)P,’
Q=P,-APA" (2.26)
u=(l-Am,

Hier ist zu betonen, dass das Modell (2.13) des Bildes stabil sein muss. Das stellt Be-
schrankungen fir die Auswahl der Matrix A dar. Es ist bekannt [2.5], dass das lineare
Modell (2.13) mit konstanter Matrix A(k)= A in dem Fall stabil ist, wenn alle Eigenwer-
teA(A),i=12,..,5 der Matrix A die Bedingung

|L(A) <1
erfillen.

In diesem Abschnitt wurde ein lineares Modell des dynamischen Prozesses vorgestellt.
Es wurde gezeigt, wie ein stationdres dynamisches Bild mit gegebenen Charakteristika
erhalten werden kann. Ein linearer stationarer Prozess kann in vielen Fallen als adaquates
mathematisches Modell realer physikalischer Prozesse dienen. Die entsprechenden linea-
ren Algorithmen liefern hinreichend stabile Lésungen der Rekonstruktionsaufgabe [2.2]. Die
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statistischen Charakteristika, die die Rolle von a priori Wissen spielen, bestimmen haupt-
sachlich die Qualitat der Darstellung eines realen Prozesses. In der Praxis werden diese
Charakteristika aus der Kenntnis Uber den physikalischen Prozess und aus verfiigbaren
experimentellen Daten erhalten. Im Weiteren wird das vorgestellte Modell die Grundlage fur
die Entwicklung weiterer Modelle bilden. Um die praktische Anwendung des Modells zu
veranschaulichen, wird im folgenden Abschnitt ein entsprechendes Beispiel vorgestellt und
diskutiert.

2.6 Beispiel der Modellierung eines dynamischen Bildes mit linearem
Modell

Die Komplexitat des linearen Modells wird von der Struktur der Matrix A(k) bestimmt.
Deswegen sind Félle von besonderem Interesse, wenn die Matrix A(k) (und damit auch
das Modell) eine vergleichbar einfache Form annimmt. Im Weiteren wird der Fall unter-
sucht, wenn die Matrix A(k) von Diagonalgestalt ist. Soweit eine Diagonalmatrix keine
Zusammenhange zwischen den Bildelementen angibt, werden die Kovarianzcharakteristika
des Modells (2.13) allein durch die Gestalt der Matrix Q(k) festgelegt. Das eroffnet die
Maoglichkeit wesentlich einfachere Ausdriicke fur die statistischen Charakteristika des Mo-
dells herzuleiten. Weiterhin werden die wichtigsten Eigenschaften fir dieses mathemati-
sche Modell dargestellt.

Die Matrix A(k) sei von der Gestalt
A(k)=diag[al*’,a}",...,a" ] = diag[a], (2.27)

wobei mit a der Vektor der Hauptdiagonalelemente 4, =a,,i=1,2,...§ bezeichnet wird,
dh. a=[a",al",...,a’™] . Es wird weiterhin angenommen, dass die Matrizen
A(k)=diag[a’"’,a}",...,a’™] und Q konstant sind, d.h. das dynamische Bild ist in sta-
tistischem Sinne stationar.

Zuerst wird die Stabilitdt des Modells untersucht. Das Stabilitatskriterium jedes Bildele-
mentes wird durch die Stabilitdtsbedingungen

x(k+1)=ax/(k),
xi(O) =X
bestimmt. Sie ist immer dann stabil, wenn
O<a <1, i=12..8 (2.28)

gilt. Dementsprechend bestimmen die Ungleichungen (2.28) die Stabilitat des verwendeten
Modells.

Ausgehend von den im vorhergehenden Abschnitt hergeleiteten Beziehungen werden
im Folgenden die Parameter und Charakteristika des betrachteten Modells bestimmt.

Die Ausdrlicke fiir die Kovarianzmatrix P, und den Erwartungswert m, des Bildes wer-
den aus Gl. (2.26) gewonnen. Die Matrix Q nimmt folgende Form an

Q=P,-APA". (2.29)
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Fur ihre Elemente gilt

q; =(1-aa;)p,,, (2.30)
wobei p,, das entsprechende Element der Matrix P, angibt. Der Vektor u ist durch
u=(l-A)m, (2.31)

gegeben. Die Elemente u, (i=1,2,...5) des Vektors U werden aus
u,=(l-a,)m, (2.32)

bestimmt, wobei m,, das entsprechende Element des Erwartungswertvektors m, ist. We-
gen Gl. (2.24) folgt die zeitliche Kovarianzmatrix zu

F,(1) = diagla;,a),...a;]P,
und die zeitlichen Kovarianzfunktionen (2.25) von jedem Bildelement werden mit
G (1) =a/p,. i.j=12..8 (2.33)
berechnet, wobei ¢,,(1) ein Element der zeitlichen Kovarianzmatrix Q, (/) ist.

Fir das hier betrachtete mathematische Modell sind weiterhin folgende Charakteristika
von Interesse.

Wird der Korrelationsradius 7,, betrachtet, der durch folgenden Ausdruck gegeben ist
Zpo[j =Pty +1),
=1
dann folgt direkt
Ve = p(;iIizp(Jij -1 (2.34)
j=1

Dieser Wert beschreibt den maximalen Abstand zwischen einem gegebenen Bildelement
und einem anderen beliebigen Element, mit dem das betrachtete Element noch korreliert.
Alle Elemente mit einem gréReren Abstand sind von diesem Element unabhangig.

Wenn die Matrix P, von Diagonalgestalt ist, ist der Korrelationsradius null. Fir den
Speziellfall, dass die Elemente der Kovarianzmatrix die Form p,. = P’ 0<a, <1
haben, kann der Korrelationsradius durch

ro=——t (2.35)

berechnet werden.

Weiterhin ist die Korrelationszeit von Interesse. Sie wird mit /,, bezeichnet und durch

Zx:a5=lki+1,

1=0
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2. Mathematische Modelle

indirekt definiert. Daraus folgt

I, =——. (2.36)

Diese Grofe beschreibt das Zeitintervall, nach dem der dynamische Prozess seinen statio-
naren Zustand erreicht hat.

Damit ist das mathematische Modell des betrachteten dynamischen Prozesses voll-
standig bestimmt. Trotzt der Einfachheit dieser Beschreibung, erméglicht sie die Modellie-
rung eines stochastischen Bildes mit gegebenem Erwartungswert und Kovarianzmatrix.

Als ein Beispiel sind in Abb. 2.3 die Realisierungen eines stationaren dynamischen Bil-
des dargestellt. In der linken Spalte ist das zweidimensionale Grauwertbild gezeigt und in
der rechten Spalte ist ein 3D-Graph des entsprechenden Feldes dargestellt. Dieses Bild hat
die Dimension S = NxN =64x64 . Die Koeffizienten a, sind gleich gewéhlt:a, =0.95.
Wegen GlI. (2.36) ist die Korrelationszeit jedes Bildelementes/, = 20.

Abb.2.2. Struktur der Rauschmatrix des Bildmodells

Die Matrix B, die die rdumliche Kovarianzeigenschaften des Bildes bestimmt, wird wie
folgt konstruiert. Es wird das i-te Element w, des Rauschvektors w=B-¢ betrachtet,
das dem (t,s)-ten Element x, des Bildes entspricht. Weiterhin wird angenommen, dass
das Element w, nur mit den Elementen w, korreliert, die den Elementen x,, des Bildes
entsprechen, fiir die die Bedingung d(x,,x, )= max(|t’—t|,|s’—s|) <r gilt. Diese Elemen-

te sind von x, nicht weiter als » entfernt. Die Korrelationsléange ist dann durch die lineare
Beziehung

b
b, = (r:])(r+1—d(xm,xt,s, )

gegeben, wobei b, ein Malstabskoeffizient ist.
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Eine auf diese Weise konstruierte Matrix B ergibt fir das Modell den Kovarianzradius
r an. Die entsprechende Matrix hat eine Streifenstruktur, wie in Abb. 2.2 dargestellt. Im
vorgestellten Beispiel ist als Kovarianzradius » =16 gewahlt. Der Erwartungswert des
Bildes ist gleich 0.

Dieses Beispiel wird im Weiteren als Grundlage fur andere, insbesondere nichtlineare
Modelle benutzt.

k=85

k=90

k=95

Abb. 2.3. Die Realisierungen des stationdren Feldes fiir das lineare Modell des dynamischen
Bildes.

24 BAM-Dissertationsreihe



2. Mathematische Modelle

2.7 Nichtlineares Modell eines dynamischen Bildes

In dem Fall, in dem als a priori Wissen fir das mathematische Modell allein der Erwar-
tungswertvektor und die Kovarianzmatrix dienen, ist ein lineares Modell adaquat und wird
damit am haufigsten verwendet. Im allgemeinen Fall kann auch das Verteilungsgesetz des
Bildgrauwertes bekannt sein. Das gilt insbesondere, wenn beriicksichtigt werden muss,
dass der modellierte Prozess ausschlieRlich positive Werte annimmt. Wird fiir diesen Fall
das Verteilungsgesetz beriicksichtigt, so ergibt sich ein nichtlineares Modell. Bei einem
nichtlinearen Ansatz werden die Losungsmethoden fir die entsprechende inverse Aufgabe
komplizierter und die Estimationsaufgabe kann praktisch nur naherungsweise geldst wer-
den.

Der allgemeine Ansatz zur Entwicklung eines nichtlinearen Modells besteht darin, direkt
von Gl. (2.2) auszugehen, wobei die Funktion a nichtlinear ist. Obwohl in der Estimati-
onstheorie flir Markov-Prozesse eine entsprechende Methode entwickelt worden
ist [2.3,2.4], ist sie in der Praxis wegen ihre Komplexitat haufig nicht anwendbar. Als a priori
Wissen dienen am haufigsten eindimensionale Verteilungsgesetze, d.h. die Verteilungsge-
setze p(x,(k)) jedes i-ten Bildelementes, die Kenntnis des mehrdimensionalen Vertei-
lungsgesetzes p(x,,x,,..., x, ) steht meist nicht zur Verfiigung. Eine derartige Beschran-
kung des a priori Wissens kann in dem mathematischen Modell beriicksichtigt werden und
ermoglicht damit eine Vereinfachung der Losungsmethode.

Eine Mdoglichkeit zur nichtlinearen Modellierung eines dynamischen Bildes besteht dar-
in, das nichtlineare Bild durch die Transformation eines linearen Bildes zu erhalten. Demzu-
folge gliedert sich das nichtlineare Modell in zwei Blocke, wie in Abb. 2.4 dargestellt. Der
erste Block formt den linearen Prozess X('k ), gegebenen durch

X(k+1)=ACk)X(k)+u(k)+w(k).

Im zweiten Block wird der Prozess X(k) durch Anwendung einer nichtlinearen Trans-
formation f[...]

y(k+1)=f[x(k)]

in einen nichtlinearen Prozess Yy(k) umgewandelt.

Lineares Modell Nichflineare
— x(k) .’ Transformation — y(k) .>
x(k+1)=A(k)x(k)+u(k)+w(k) Yk+1)=fx(k)]

Abb.2.4. Zweistufiges Modell der Erzeugung eines
dynamisches nichtlineares Prozesses

Entsprechend wird hier das betrachtete nichtlineare Modell durch ein Gleichungssystem

X(k+1)=ACk)X(k)+u(k)+w(k), (2.37)
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y(k+1)=f[x(k)], (2.38)

beschrieben, was einen Speziellfall des Modells (2.2) darstellt. Die Dimension dieses Sys-
tems ist doppelt so gro3, wie die Dimension des modellierten Bildes y(k ). Durch Wahl der
nichtlinearen Funktion f('X) kann das gewiinschte Verteilungsgesetz des Bildgrauwertes
sichergestellt werden. Hier sei daran erinnert, dass nach einer nichtlinearen Transformation
die Markov-Eigenschaften des Prozesses erhalten bleiben, d.h. dass Yy(k) eine Markov-
Folge ist, wenn der lineare Prozess X(k) eine Markov-Folge ist. In Analogie wird der Ge-
samtprozess [X(k),y(k)] die Markov-Eigenschaften behalten. Somit kann im Weiteren
der nichtlineare Prozess als Markov-Folge behandelt werden.

In Analogie zu den im vorangegangenen Abschnitt erhaltenen Ausdriicken, kénnen fol-
gende Beziehungen fir den Erwartungswertvektor m, und die Kovarianzmatrix P, abge-
leitet werden

m (k+1)=Ack)m, (k)+u(k), (2.39)
P (k+1)=Ak)P,(k)N (k)+B(k)BT (k). (2.40)

Unter Zugrundelegung eines Gauf¥'schen Verteilungsgesetzes fiir den Prozess X(k ) folgt
mit GiIn. (2.39) und (2.40)
-0.5
pu(Xk)=((27)° -detP (k)) %
; (2.41)
xexp{—0,5[x—mx (k)] P (k)] x-m, (k)]} ,

Fir den nichtlinearen Prozess Yy(k) ergeben sich der Erwartungswert und die Kovari-
anzmatrix durch folgende Formeln

my(k+1):T f(X)p, (X, k)dx, (2.42)
P(k+1)= J'[f(x)—my(k)][f(x)—my(k)]rpx(x,k)dx. (2.43)

Wegen ihrer Komplexitat erlaubt diese Beschreibung im allgemeinen Fall keine praktisch
anwendbaren Ansatze zur Festlegung der gewiinschten statistischen Charakteristika des
Prozesses. Es existieren keine so einfachen Beziehungen mehr, wie sie flr lineare statio-
nare Prozesse erhalten wurde, die die gewlinschten statistischen Charakteristika mit den
Parametern des Modells verbinden. Deswegen muss in der Praxis eine Naherung fiir das
Verteilungsgesetz eingefiihrt werden. Im Weiteren wird diese Methode diskutiert.

Wenn die Parameter des linearen Modells (2.37) gegeben sind, dann stellt die Bestim-
mung der nichtlinearen Funktion f(X) im Prinzip die Suche nach der Transformationsvor-
schrift dar, die die Gaul¥'sche Verteilungsdichte fir den linearen Prozess X in die ge-
winschte Verteilungsdichte des nichtlinearen Prozesses Uberfiihrt. Diese Aufgabe ist nicht
trivial, weil es im Allgemeinen flur Funktionen mit mehreren Variablen keine eindeutige Um-
kehrfunktion gibt.
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Das Problem wird fiir den beschriebenen Speziellfall wesentlich vereinfacht, wenn jede
Koordinate y, nur von der entsprechenden Koordinate x, abhéngig ist. Dementsprechend
nimmt die nichtlineare Funktion f(x) die Gestalt f(X)=[f,(x,),f,(X,)...., fs(xs )] an.
Weiterhin wird angenommen, dass die Funktionen f(x,) stetig und differenzierbar sind
und ihre Definitionsbereiche in / Unterbereiche unterteilt werden kénnen, in denen fir jede
f:(x;) die Umkehrfunktion existiert. Dann kann die neue Verteilungsdichte durch

(17 v)] (2.44)

p(v)= ipx,. L4 (5)]

erhalten werden, wobei f,fl(y,.) die Umkehrfunktionen von f(x,) sind und
[f[l(yl.)J =df”(y,)/dy, gilt. Im Weiteren werden zwei praktische Félle betrachtet:
(i) wenn die Funktionen £ (x, ) positiv und monoton wachsend sind und (ii) wenn die Funk-
tionen f;(x,) positiv und gerade sind, d.h. f;(x;, )= f,(—x, ) . Diese Funktionen ermégli-
chen es, eine groRe Menge von Verteilungsdichtefunktionen p (y,) zu erhalten. Im Fall
monoton wachsender Funktionen nimmt Gl. (2.44) eine einfache Form an

Py (v)=p, [ S (3]

(17 v )] ‘ :
Fir gerade Funktionen folgt
(v =P, [£7 v )]+ [~ (3] )‘ [ v)] ‘ -

In der Tabelle 2.1 sind drei grundlegende Transformationen schematisch dargestellt.

Fir den hier betrachteten Fall werden die Beziehungen fiir die statistischen Charakteris-
tika, bzw. den Erwartungswert und die Kovarianzmatrix wesentlich vereinfacht.

Der nichtlineare Prozess ygk) wird durch Anwendung der Transformation
f(x)=[f,(x,). fo(x,)..... f5(x5)] aus dem GauBverteilten Prozess X(k) erhalten. Der
Erwartungswert kann dementsprechend durch

m,,(k+1)=(f,[x(k)])

® — 2 2.45
= [ 1 )-Crpa0) ™ exp[—o.5m}dxi 249

Pi(k)

berechnet werden, wobei m (k) das i-en Element des Vektors (2.39) ist und p, (k) ein
Diagonalelement der Kovarianzmatrix (2.40) angibt. Im allgemeinen Fall kann Gl. (2.45)
numerisch gelést werden. In einige Falle steht eine Darstellung durch elementare Funktio-
nen zu Verfligung. In der Tabelle 2.2 sind die entsprechenden Ausdrucke fiir die nichtlinea-
ren Funktionen aus der Tabelle 2.1 angegeben.
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Tabelle 2.1. Beispiele der Uberfiihren der GauB3'schen Verteilungsdichte durch Anwendung von
nichtlinearen Transformationen.

z

pu(x)=(2207) " -exp(~(x—m, ) /257), ®(z)=(22)" [exp(-0.5¢%)ar

0

y=f(x) p,(y)

c~y-exp[—(2a§a2 )7] x
o®(x-a) B

1 x(lny+a(a—mx)) I
— c= a(27r0'j )70’5 .

20°

x

c_ex,{_w}

C =

(0.5+®(m, /0,))

2
2rno;

Die Kovarianzmatrix kann direkt aus ihrer Definition erhalten werden

Py(k+1)=<)7(k+]) yT(k+1)>
(2.46)

=(F/XCk)] E7[X(k)])=m, (k+1)m] (k+1).

Der erste Summand auf der rechten Seite ist eine Matrix mit den Elemen-
ten<fl.(xi)fj(xj)>,i,j:1,2 ..... S . Sie werden durch

() f,06)0) = [ [ £1x)1,0x,)0p. (%%, Jaxdx, (2.47)
berechnet, wobei p (x;,x;) die zweidimensionale Gaul¥’sche Verteilungsdichte

p(X,x;)=(2rndet P, )" exp [(x,. -m )T P’ (x,. -m, )} (2.48)

xij

ist. Hier bezeichnet P, die zweidimensionale Kovarianzmatrix. Soweit die Funktion (2.48)
bekannt ist, konnen alle Elemente der Matrix (2.46) berechnet werden. In Tabelle 2.2 sind
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die Formeln flr die Berechnung der Dispersion aj bzw. der Diagonalelemente der Matrix
P,(k+1) fur die nichtlinearen Funktionen aus Tabelle 2.1 angegeben.

Insofern kdnnen die statistischen Charakteristika, bzw. der Erwartungswert und die Ko-
varianzmatrix des nichtlinearen Prozesses aus den Charakteristika des linearen Prozesses
berechnet werden. Die Aufgabe der Modellierung des realen physikalischen Prozesses
besteht dann darin, eine passende nichtlineare Transformationsvorschrift zu finden und die
statistischen Charakteristika des linearen Modells zu wahlen.

Tabelle 2.2 Berechnung von Erwartungswert und Dispersion der Zufallsgréssen fiir einige nichtline-
are Transformationen.

p.(x)= (27[05 )70’5 ~exp(—(x—mx)2 /20'5) R o jexp —0. 5t
0
2

y=f(x) m, o,
exp[a (m, —a)+0.5a'o;]x

x(exp[a(mx —a)]—])

2
2 0.5 mx
(20} /71') exp{—zo_z}+ o +m’ —

X

1 () exp[a —a)+05azon

2 |x| m 05 m’ m ’
- — (207 /%) ep| —— |+2m, - D(—
o [( /7)) ep prel LR
3 X’ ol +m’ 20! +40im’

Als Beispiel fur die Anwendung des hier vorgestellten mathematischen Modells werden
zwei nichtlineare Prozesse modelliert. Als zugrunde liegender linearer Prozess wird das im
vorhergehenden Abschnitt vorgestellte Beispiel gewahlt. Im ersten Fall wird das Gauf3'sche
dynamische Bild mittels der Funktion

y(k+1)=exp[x(k)] (2.49)

transformiert. Bei dieser Wahl der Transformation wird ein Bild y(k) ohne negative Grau-
werte erzeugt. Die entsprechenden Realisierungen des Bildes sind in Abb. 2.4.a dargestellt.

Im zweiten Fall wird die nichtlineare Transformation

y(k+1)= x(k)-(1+(x(k))2 )_0'5 (2.50)

angewendet. Diese Transformation ermdglicht es, einen begrenzten Bereich der Bildgrau-
werte zu berucksichtigen. Realisierungen des erhaltenen Bildes sind in Abb. 2.4.b darge-
stellt.

Hier sei nochmals erwahnt, dass in beiden Fallen das nichtlineare Bild y(k+1) aus
X(k ) erzeugt wird, das dem vorherigen Zeitpunkt entspricht.
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Original Transformation

a)

b)

Abb. 2.5. Realisierungen des GauBverteilten Bildes und der entsprechenden
nichtlinearen Bilder

2.8 Beobachtungsmodell

Nachdem das mathematische Modell des Prozesses ausgewahlt ist, muss ebenfalls ein
Modell fir den Beobachtungsprozess entwickelt werden. In diesem Abschnitt werden ma-
thematische Modelle fiir die Beobachtung und den Beobachtungsprozess diskutiert.

Die Information ber den betrachteten Prozess X(¢) wird durch einen Beobachtungs-
prozess als eine Folge von Signale erhalten. Sie werden im Weiteren Projektionen genannt.
Obwohl die Projektionen mittels verschiedener Verfahren erhalten werden kénnen, die auf
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verschiedenen physikalischen Prinzipien basieren, liegt ihnen ein allgemeines Schema zu
Grunde.

Wie oben erwahnt stellt eine Projektion eine Reihe von Messungen eines integralen Pa-
rameters des Objektes dar. Die Integration wird entlang einer geraden Linie ausgefihrt.
Mathematisch gesehen wird sie durch ein Linienintegral dargestellt. Weiterhin wird ange-
nommen, dass der Grauwert des Bildes durch eine Funktion f(x,y) gegeben wird. Ein
Linienintegral entlang der Linie L wird durch

P, = [ f(x,y)ds @51)
L

angegeben. Die Linie L stellt einen Strahl dar, der in der Strahlungsquelle erzeugt wird
und durch das Prifobjekt durchdringt. Die Gesamtheit solcher Integrale, die entlang einer
Reihe von Linien berechnet werden, stellt eine Projektion dar.

In der Praxis kdnnen reale Daten auf unterschiedliche Weise erhalten werden. Bei der
Roéntgentomographie wird das Prufobjekt mit Rontgenstrahlung durchleuchtet. Die durch
das Objekt durchgehende Strahlung wird geschwacht und in einem Detektor registriert. Das
Maly der Schwachung wird durch den so genannten linearen Schwachungskoeffizienten
bestimmt. Hier wird angenommen, dass die realen Messungen den Linienintegralen der
Form (2.51) entsprechen. In der Praxis sind sie nur Approximationen, denn die realen phy-
sikalischen Prozesse kdnnen nicht als Linienintegrale behandelt werden. Fir verschiedene
Aufgaben ist diese Approximation dennoch ausreichend.

In Analogie zu dem Zustandsraummodell des dynamischen Bildes werden die Projekti-
onen als ein mx [ -dimensionaler Vektor z(¢) = [z, (t),z,(t),....z, (t)]T im Beobachtungs-
raum dargestellt. Die Anzahl m der Komponenten hangt von der Geometrie des Beobach-
tungssystems ab. In der Praxis werden Ublicherweise die Falle m =S oder m <.S behan-
delt, wobei S die GroRe des zu beobachtenden Prozesses X(t) darstellt. Im ersten Fall
nennt man die Beobachtungen vollstdndig. Im zweiten Fall werden sie unvollstandig ge-
nannt. Seim =1, so heilBen die Beobachtungen skalar, und fiir m > I werden sie als vek-
toriell bezeichnet. Vom Verhaltnis zwischen der Anzahl von Projektionen m und der Anzahl
von Bildelementen S hangt die Qualitat der Rekonstruktion direkt ab. Je mehr Projektions-
daten zur Verfligung stehen, desto bessere Rekonstruktionsergebnisse kénnen erreichen
werden. Bei vollstandiger Beobachtung kann der Prozess, im Idealfall, exakt rekonstruiert
werden. Unvollstdndige Beobachtungen und Ursachen, die zu unvollstdndigen Beobach-
tungen fuhren, werden detailliert im nachsten Kapitel diskutiert.

Im allgemeinen Fall kann ein Beobachtungsmodell durch die Gleichung
2(t)=h[t,x(1),v(1)] (2.52)

angegeben werden. Hier bezeichnet h[-] eine bekannte, im Allgemeinen nichtlineare Funk-
tion und v(t) stellt den Einfluss von Rauschen und Verzerrungen dar. In einigen Spezial-
fallen kann die nichtlineare Funktion h[-] als eine aus einer nichtlinearen und einer linearen
Transformation zusammengesetzte Funktion dargestellt werden. Das erleichtert die Be-
zeichnungen und Berechnungen. Damit ergeben sich zwei grundséachliche Varianten. Wenn

31



2. Mathematische Modelle

nicht der Prozess X(¢ ), sondern seine nichtlineare Transformation beobachtet wird, nimmt
die Gl. (2.52) die Form

2(t)=H(t)h[x(t).v(1)] (2.53)
an, wobei H(?) eine mx S -Matrix bezeichnet, die Beobachtungsmatrix genannt wird.

Die Gleichung
2(t)=h[H(t)x(t).v(1)] (2.54)

stellt den Fall dar, wenn die lineare Transformation zuerst angewandt wird. Welches Modell
fir einen bestimmten Fall auszuwahlen ist, wird von der Funktionsweise des verwendeten
Messungsgerates bestimmt.

Das einfachste Beobachtungsmodell ist das lineare Modell. Ohne Beriicksichtigung von
Rauschen und Verzerrungen, die spater diskutiert werden, wird es durch

Z(t)=H(t)x(t) (2.55)
dargestellt.

In der Praxis tauchen im Messprozess unvermeidlich Verzerrungen und Rauschen auf.
Die Verzerrungen kdnnen von verschiedenen Faktoren verursacht werden, beispielsweise
durch Konstruktion, Funktionsprinzip und Messfehler des Beobachtungssystems. Diese
Ursachen sind in den meisten Féllen bekannt und kénnen in der Gleichung des Modells
erfasst werden.

Ein mathematisches Modell der Verzerrungen kann in allgemeiner Form durch
(1) =g[x(1)] (2.56)

angegeben werden, wobei g[-] eine bekannte nichtlineare Vektorfunktion ist

alx()]=[ & (x,(1)), g (x2(1)),nn s (x5(1)) ] -

In Analogie zu GI. (2.53) und Gl. (2.54) kann diese Beziehung unter gewissen Bedingungen
vereinfacht werden. Entsprechend folgt:

7(1)=D(1)g(x(1)) (2.57)
bzw.
(1) =9(D(1)x(1)). (2.58)

Hier bezeichnet D(¢) eine Sx .S - Verzerrungsmatrix. Mit Hilfe dieser Matrix kénnten zum
Beispiel die Unscharfen und/oder Verzerrungen, die bei der Bewegung des Prifobjektes
oder des Messgerates entstehen, behandelt werden. Der Vektor 7(¢) stellt dann ein ver-
zerrtes Bild dar. Offensichtlich hat dieser Vektor dieselbe Struktur und denselben physikali-
schen Sinn wie das Originalbild und kann in alle Gleichungen statt des Vektors X(7) ein-
gesetzt werden.
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Die Ubertragung von Signalen wird immer von verschiedenen Stérungen begleitet, die
als Rauschen bezeichnet werden. Obwohl es vielfaltige Ursachen fur das Auftauchen von
Rauschen gibt, sind einige typische Modelle fir dessen Berlcksichtigung entwickelt wor-
den. Hier werden zwei dieser Anséatze kurz diskutiert. Das erste Modell wird als Modell mit
additivem Rauschen bezeichnet und kann wie folgt dargestellt werden:

2(t)=h[t, x(t)]+v(t), (2.59)

wobei V(t) ein Zufallsprozess ist, der den Beitrag des Rauschens mit gewissen statisti-
schen Charakteristika erfasst.

Das zweite hier zu erwahnte Modell hei3t Modell mit multiplikativem Rauschen und wird
durch

2(t) =V (1)h[t,x(1)] (2.60)

beschrieben, wobei V (¢) eine mxm Diagonalmatrix ist. Die Hauptdiagonalelemente ent-
sprechen dem Vektor des Rauschens v(t)=[vl(t),vz(t),...,vm(t)]r, d.h.
V(t)=diagv(t).

Im Weiteren wird ein Beispiel vorgestellt, um zu erldutern, wie ein Beobachtungsmodell
abgeleitet werden kann. Dabei wird von einem linearen Modell ausgegangen, das durch die
Differenzengleichung

2(k)=H(k)x(k)+v(k) (2.61)
gegeben ist.

Hier wird ein Beobachtungssystem mit einer Geometrie angenommen, wie sie in
Abb. 2.5 dargestellt ist. Dazu wird das Bild in ein rechtwinkliges Gitter mit dquidistanten
horizontalen und vertikalen Schritten in S = Nx N gleichgroRe Bildelemente geteilt. Die
Strahlenquelle wird als Punktquelle angenommen. Sie kann sich auf Positionen befinden,
die auf einem Kreis liegen. Diese Quellpositionen missen nicht notwendigerweise in aqui-
distanten Winkelschritten voneinander entfernt sein. Die Projektionsdaten werden mittels
eines Detektorsystems gewonnen, das aus M Einzeldetektoren bzw. einer Detektorzeile
besteht und sich gegeniiber der Strahlenquelle befindet. Die Projektionsmatrix H (k) wird
wie folgt angesetzt: s, sei der Flacheninhalt eines Bildelementes, s, sei der Flacheninhalt
der Schnittflache des i-ten Strahlungssektors mit dem j-ten Element des Bildes. Das
entsprechende Element /, der Matrix H, wird dann durch das Verhaltnis £, = s, /so
definiert. Die Systemantwort z, (k) am i-ten Detektorelement wird Strahlensumme ge-
nannt und ist durch die folgende Gleichung gegeben

zi(k)zihij(k)-xj—i-vi(k). (2.62)

Dieses Ergebnis entspricht genau Gl. (2.61). Somit enthalt der Projektionsvektor z(k) M
Strahlensummen. Physikalisch gesehen, akkumuliert jede Projektion Informationen tber die
Schwachungskoeffizienten, die hier als Grauwert x; bezeichnet werden.

In allen Gleichungen dieses Beispieles bezeichnet k eine diskrete Zeitvariable. Wir ha-
ben den Fall diskutiert, wenn zum einem Zeitpunkt, bzw. bei einer Projektionsaufnahme,
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nur eine Punktstrahlenquelle betrachtet wird. Fir die praktische Anwendung, wenn das

Beobachtungssystem eine kompliziertere Geometrie hat, kann dieses Modell sinngemaf
erweitert werden.

Ein auf diese Weise erzeugtes Beobachtungsmodel wird im Weiteren fiir die Lésung der
Rekonstruktionsaufgabe benutzt.
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Abb. 2.6. Aufnahmegeometrie
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3. Rekonstruktion

Dieser Teil der vorliegenden Arbeit beschaftigt sich mit der Beschreibung eines Ansat-
zes zur L6sung der Rekonstruktionsaufgabe. In dem vorhergehenden Kapitel wurden die
mathematischen Modelle des dynamischen Bildes und des Beobachtungsprozesses entwi-
ckelt, die alle von statistischer Natur sind und anhand stochastischer Gleichungen be-
schrieben werden. Die entsprechenden Rekonstruktionsverfahren werden im Rahmen der
statistischen Estimationstheorie entwickelt und untersucht. Im vorliegenden Kapitel werden
die wichtigsten Grundladen dieser Theorie und die vorhandenen Methoden zur Lésung der
Rekonstruktionsaufgabe vorgestellt. Es wird ein klassischer Algorithmus diskutiert, der die
Grundlage fir die im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Methode fiir die Losung der nichtli-
nearen Aufgabe bildet.

3.1 Rekonstruktion: Problemstellung

Im vorhergehenden Kapitel wurde ein Ansatz zur mathematischen Beschreibung eines
Bildes vorgestellt und die entsprechenden mathematischen Modelle entwickelt. Diesem
Ansatz liegt die Beschreibung des in dem hier betrachteten Fall zweidimensionalen Bildes
anhand der Funktion f(x,y) zugrunde, die jedem Bildpunkt mit den Koordinaten (x,y)
einen skalaren Wert (Grauwert) zuordnet. Wie schon erwahnt, hangt die physikalische
Interpretation der Bedeutung dieses Wertes von dem betrachteten Problem ab und wird
beispielsweise in dem hier untersuchten Fall als ein Ma} der Schwachung von Rdntgen-
oder Gammastrahlung beim Durchgang durch Materie angesehen. Das Prinzip der im Wei-
teren diskutierten Rekonstruktionsmethoden ist allerdings von der physikalischen Interpre-
tation unabhangig. Unter der Rekonstruktionsaufgabe wird die Bestimmung des Grauwer-
tes fir jedes Bildelement verstanden. Das heiRt, dass die Funktion f(x,y) zu ermitteln ist.
Im Weiteren wird dieses Problem eingehend diskutiert.

Hier wird die radiographische Durchleuchtung als Verfahren zur Messwertgewinnung
betrachtet. Die Messwerte werden in Form von Projektionen erhalten. Wie im vorhergehen-
den Kapitel diskutiert wurde, stellt eine Projektion eine Reihe von Messungen eines integra-
len Parameters des untersuchten Objektes dar. Mathematisch wird sie als Linienintegral

P, =] f(xy)ds (3.1)

beschrieben, wobei die Linie L den Strahl darstellt, der in der Strahlungsquelle erzeugt
wird und das Prufobjekt durchdringt. Gl. (3.1) wird als Radon-Transformation bezeichnet. In
allgemeiner Form kann Gl. (3.1) als Operatorgleichung angegeben werden

P=IIf, (3.2)

wobei IT den durch GI. (3.1) definierten Integraloperator bezeichnet. Diese Operatorglei-
chung stellt das so genannte direkte Problem dar, das in der Bestimmung der Systemant-
wort P bei bekannter Funktion f besteht. Die Losung dieses direkten Problems wurde in
Kapitel 2 behandelt. Die dort entwickelten verschiedenen Modelle fir dynamische Prozesse
beschreiben die Funktion f und die Modelle fir das Beobachtungssystem stellen den
Operator Il dar. Dieses Kapitel beschaftigt sich hingegen mit der Rekonstruktion der
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Funktion f bei bekannter Systemantwort P . Diese Aufgabe wird als inverses Problem
bezeichnet und mathematisch in einer allgemeinen Form durch die Gleichung

f=I"P (3.3)

beschrieben. Die Losung des inversen Problems und - im Besonderen - die Entwicklung
von praktisch anwendbaren Rekonstruktionsverfahren ist im Allgemeinen nicht trivial. In der
Praxis tritt dieses Problem in verschiedenen Varianten auf. In jedem Fall sind gewisse
Schwierigkeiten zu erwarten, wenn der zur Verfiigung stehende Datensatz unvollstandig ist.
Dieses Problem wird im Weiteren eingehend diskutiert.

Im Prinzip existiert eine analytische Lésung des inversen Problems (3.3). Sie ist durch
die bekannte inverse Radon-Transformation gegeben [3.1]. Praktisch realisiert wird die
Inversion in diskreter Form, wobei sich ein vollstandig bestimmtes lineares Gleichungssys-
tem ergibt [3.2,3.3]. Diese Transformation bildet die Grundlage fir die klassischen Rekon-
struktionsalgorithmen in der Computertomographie, wie die Verfahren der Riickprojektion
einschliel3lich gefilterter Rickprojektion. Diese Verfahren l16sen das Rekonstruktionsprob-
lem im Prinzip exakt, wenn ein entsprechender vollstandiger Datensatz zu Verfligung steht,
das heil}t, hinreichende Informationen fiir die Rekonstruktion enthalt. Bei praktischen Auf-
gaben ist aber haufig von unvollstandigen bzw. unzureichenden Datensatzen auszugehen
(fr eine strenge Definition des vollstdndigen bzw. unvollstandigen Datensatzes siehe Kapi-
tel 2). Dies wird beispielsweise durch beschrankte Zuganglichkeit verursacht, so dass die
Datenaufnahme nur innerhalb eines beschrankten Winkelbereiches méglich ist, oder durch
fur die Datenaufnahme begrenzt zur Verfiigung stehende Zeit. Auch das Vorhandensein
von Rauschen, sowie von Verzerrungen als Folge des Messvorgangs oder eventuelle Be-
wegungen des betrachteten Objektes, begrenzen die Anwendbarkeit von auf der inversen
Radon-Transformation basierten Rekonstruktionsverfahren.

Mathematisch kann das Problem wie folgt beschrieben werden. Wenn von einem un-
vollstandigen Datensatz ausgegangen wird, wird von einer schlecht gestellten Aufgabe
nach Hadamard gesprochen. Ein Problem heif3t gut gestellt [3.4], wenn (i) mindestens eine
Lésung existiert, (ii) diese Losung eindeutig ist und (iii) stetig von den Eingangsdaten ab-
hangt. Ein schlecht gestelltes Problem ist dasjenige, das mindestens eine der genannten
Bedingungen nicht erfiillt.

Die Aufgabe der Rekonstruktion stellt im obigen Sinne eine schlecht gestellte Aufgabe
dar. Fir die Losung solcher Aufgaben gibt es verschiedene Ansatze. Die Hauptidee, die
allen Verfahren zugrunde liegt, besteht darin, a priori Wissen zu benutzen, d.h. Information
Uber das betrachtete Objekt, die schon vor Beginn der Rekonstruktion zur Verfugung steht.
Damit wird ein gewisser Teil der durch die vorhandenen Daten nicht verfigbaren Informati-
on ausgeglichen. Das a priori Wissen kann in verschiedener Form zur Verfigung stehen,
dementsprechend unterscheiden sich auch die Lésungsmethoden. In der vorliegenden
Arbeit wird von statistischem a priori Wissens ausgegangen und Methoden der statistischen
Estimationstheorie benutzt, wie im Weiteren diskutiert wird.

3.2 Grundlagen der statistischen Estimationstheorie

Viele praktischen Probleme lassen sich im Allgemeinen auf folgende Weise formulieren:
Durch einen Beobachtungsprozess werden Informationen Uber das zu untersuchende Sys-
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tem (Objekt, Prozess usw.) gewonnen. Diese Informationen werden verarbeitet, um be-
stimmte Aussagen Uber das System und/oder seine Eigenschaften zu gewinnen. Ausge-
hend von diesen Aussagen wird eine bestimmte Entscheidung getroffen. Die Art der Aus-
sagen und der Entscheidung hangt von dem betrachteten Problem ab. Die in der vorliegen-
den Arbeit betrachtete Aufgabe der Rekonstruktion eines dynamischen Bildes gehért zum
Problemkreis der Messwertgewinnung und -verarbeitung und ist damit auch den oben be-
schriebenen Problemen zuzuordnen. Die Besonderheit dieser Aufgaben besteht darin, dass
jede Beobachtung oder Messung mit einer gewissen Ungenauigkeit behaftet ist. Diese
Problematik tritt bei jedem Mess- oder Beobachtungsprozess auf und muss daher bei der
Lésung der Aufgaben berlicksichtigt werden.

Bei der oben beschriebenen Aufgabenstellung handelt es sich um ein Entscheidungs-
problem, wobei im Allgemeinen deterministische und stochastische Entscheidungsproble-
me unterschieden werden [3.5]. Im hier betrachteten Fall handelt es sich um ein stochasti-
sches Entscheidungsproblem, fiir das eine entsprechende Theorie existiert. Diese Theorie
ist nicht auf konkrete Probleme beschrankt und stellt einen allgemeinen Zugang fir die
Entwicklung konkreter Lésungsmethoden in jedem spezifischen Problembereich dar. Im
Rahmen dieser Theorie werden die entsprechenden mathematischen Modelle entwickelt
und die allgemeinen Ansatze zur L6sung behandelt [3.6]. Folgende Prinzipien liegen diesen
Ansatzen zugrunde:

1. Um eine Entscheidung Uber das untersuchte System, das durch die Variable X be-
schrieben wird, zu treffen, mussen folgende Daten vorhanden sein: 1) die Messun-
genz, die durch ein Messverfahren gewonnen werden und 2) a priori Wissen uber
das Objekt und iber den Messprozess.

2. Das Ziel, das zu erreichen ist, muss so formuliert werden, dass es eine quantitative
Bewertung des Ergebnisses zulasst.

3. Aus der Menge aller méglichen Lésungen wird diejenige ausgewahlt, die die beste
Qualitat aufweist, d.h. am Besten geeignet ist, das formulierte Ziel zu erreichen. Eine
solche Ldsung wird optimale Lésung genannt.

Um verschiedene Varianten von Losungen vergleichen zu kénnen und aus der Menge
der méglichen Entscheidungen diejenige auszuwahlen, die in gewissem Sinne optimal ist,
muss ein MaR fur die Qualitdt der Entscheidung eingefihrt werden. Grundsatzlich ist die
Wahl dieses MalRes durch den physikalischen oder technischen Inhalt der konkreten Auf-
gabe bestimmt. Mathematisch wird dieses Mal Ublicherweise durch eine skalare Funktion
l(x,d(z)) beschrieben, wobei die Funktion d(z) eine Entscheidung aufgrund der Mess-
werte z liefert. Es wird weiterhin angenommen, dass d(z) eine eindeutige Funktion ist,
d.h. sie ordnet jedem Messwert z nur eine Entscheidung zu. Die (moglichen) Falle, in
denen d(z) keine eindeutige Entscheidung, sondern die Wahrscheinlichkeit fir eine Ent-
scheidung liefert, werden in der vorliegenden Arbeit nicht betrachtet. Die Art der Entschei-
dung hangt - wie schon erwdhnt - von dem konkret betrachteten Problem ab. Beispielswei-
se kann die Frage von Interesse sein, ob der betrachtete Prozess ein nutzliches Signal
enthalt oder nur aus Rauschen besteht. In anderen Fallen sind bestimmte Parameter des
Prozesses von Interesse. Bei in der vorliegenden Arbeit betrachteten Problemen sind die
Werte des Prozesses selbst zu bestimmen, was im Weiteren eingehend diskutiert wird. Die
Funktion d(z) wird Entscheidungsregel und die Funktion /(x,d(z)) Funktion des Verlus-
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tes bzw. Verlustfunktion genannt. Hier wird eine skalare Funktion wegen der Einfachheit der
Beschreibung gewahlt. Natirlich gibt es auch Aufgaben, bei denen eine Matrix-Funktion
erforderlich ist. In der Regel sind die vorhandenen Informationen Uber das beobachtete
System (a priori Wissen, Messungen u.a.) von statistischer Natur. Deswegen werden sie
meistens als Zufallsvariablen eingefiihrt, so dass die Verlustfunktion l( X,d(z)) selbst eine
Zufallsvariable ist und beim Vergleich von verschiedenen Lésungsvarianten von ihren sta-
tistischen Charakteristika ausgegangen wird. In der statistischen Entscheidungstheorie ist
es zweckmaRig, die Erwartungswerte der Verlustfunktion an dieser Stelle zu verwenden.
Sie werden als Funktion des Risikos bzw. Risikofunktion bezeichnet. Die Risikofunktion, wie
auch die Verlustfunktion, kann auf unterschiedliche Weisen gewahlt werden. Unter der
optimalen Lésung wird dann diejenige LOsung verstandet, die die Risikofunktion in Bezug
auf die gewahlte Verlustfunktion minimiert.

Einen wichtigen Teil der statistischen Entscheidungstheorie bildet die statistische Esti-
mationstheorie. Sie beschrankt sich auf bestimmte Arten von Entscheidungen. Im Rahmen
dieser Theorie werden die optimalen Schatzungen X des untersuchten Systems X be-
trachtet. Da in der vorliegenden Arbeit dynamische Prozesse untersucht werden, wird im
Weiteren X als Prozess behandelt. Eine Schatzung hat dieselbe Struktur und dieselbe
Bedeutung wie der untersuchte Prozess. In Bezug auf die Aufgabe der Bildrekonstruktion
bedeutet das, dass die Schatzung X des Bildes X auch selbst ein Bild darstellt.

In der Estimationstheorie wird Ublicherweise der Schéatzfehler (Estimationsfehler)
e=Xx—Xeingefihrt und die Funktion /(x,d(z))=I/(x,%X) wird in der Form
I(X,X)=1(x—X%X)=I(e) geschrieben. Bei vielen praktischen Aufgaben soll diese Funktion
Ublicherweise folgende Voraussetzungen erfillen [3.2]:

1. Im Fall der exakten Schéatzung, d.h. wenn der Estimationsfehler gleich Null ist,
e =0, muss die Verlustfunktion auch gleich Null sein, d.h. [(0)=0.

2. Bei Anwachsen des Estimationsfehlers diirfen die Verluste nicht sinken, d.h.
l(el)zl(ez),wenn||e,||2||e2||. |||| bezeichnet hier die Norm des Vektors.

3. Die Verlustfunktion muss eine gerade Funktion sein, d.h./(e)=1I(-¢€) .
Als Verlustfunktionen werden haufig folgende Funktionen verwendet.

Die so genannte Einheitsverlustfunktion (Abb. 3.7.a)

/e, le|> /2
’“)‘{0, Jel<e/2 4

mit nichtnegativem Koeffizienten & . Ublicherweise wird der Fall £ — 0 betrachtet, wobei
die Funktion (3.4) in eine Delta-Funktion Ubergeht. Die Verwendung der Einheitsverlust-
funktion ist dann zweckmagig, wenn alle Fehler in gleicher Weise unerwiinscht sind, oder
wenn es keine Grinde gibt, die Verluste zu unterscheiden, die mit verschiedenen Werten
der Verlustfunktion verbunden sind. In der Praxis sind aber Situationen typisch, bie denen
die Qualitat der Entscheidung vom MaR des Estimationsfehlers abhangt. Typischen Verlust-
funktionen, die in solchen Fallen verwendet werden, sind:
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Modul-Verlustfunktion (Abb. 3.1.b):
Ite)=|e|. (3.5)
Quadratische Verlustfunktion (Abb. 3.1.c):

Ire)=e| . (3.6)

Bei der Wahl der Verlustfunktion fur eine konkrete Aufgabe ist es wichtig, die vorhande-
nen a priori Informationen zu berlcksichtigen. Wenn zum Beispiel ein Prozess mit einem
diskreten Wertebereich betrachtet wird, dann ist es zweckmaRig, die Einheitsverlustfunktion
oder eine Stufenfunktion zu benutzen, denn die Werte, die die quadratische oder Modul-
funktion liefert, kénnen eventuell nicht im Bereich der mdglichen Werten des Prozesses
liegen.

>

I(e I(e I(e

1/e 1/e

4
A

a) b) 0
Abb. 3.1. Drei Typen der Verlustfunktionen:
a) Einheitsfunktion b) Modul-Funktion c) Quadratische Funktion

Wie oben erwahnt, stellt die Rekonstruktion eine schlecht gestellte Aufgabe dar, so
dass a priori Wissen fur ihre Losung erforderlich ist. In der statistischen Estimationstheorie
wird statistisches a priori Wissen vorausgesetzt. Unter statistischem Wissen wird Kenntnis
Uber den Prozess in statistischem Sinne verstanden. Dabei werden zwei Falle unterschie-
den.

Im ersten Fall wird vollstandiges a priori Wissen vorausgesetzt. Im statistischen Sinne
heil3t das, dass das Verteilungsgesetz des Prozesses a priori bekannt ist. Normalerweise
wird dabei von der Verteilungsdichtefunktion p(X) ausgegangen. In diesem Fall wird ein
Bayes'scher Ansatz zur Lésung der Rekonstruktionsaufgabe verwendet und die entspre-
chenden Lésungen werden als Bayes'sche Lésungen bezeichnet. Im zweiten Fall wird das
a priori Verteilungsgesetz als unbekannt vorausgesetzt. Dieser Ansatz wird dementspre-
chend nicht-Bayes’scher Ansatz genannt. In vielen Fallen wird das a priori Wissen Uber den
Prozess unvollstandig sein, so dass nur bestimmte statistische Charakteristika des Vertei-
lungsgesetzes bekannt sind, wie beispielsweise der Erwartungswert und die Kovarianzei-
genschaften. Um einen Bayes’schen Ansatz zur verwenden, wird dann empirisches a priori
Wissen im Betracht gezogen. Ein solcher Ansatz wird pseudo-bayes'scher Ansatz genannt
[3.6].

Bei dem Bayes'schen Ansatz wird als Risikofunktion das so genannte mittlere Risiko
gewahlt, das durch folgende Gleichung angegeben ist

r = Uz(x,d(z ) p(X,2)dxdz . (3.7)
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Pp(X,Z)bezeichnet dabei die Verteilungsdichtefunktion des beobachteten Prozesses X
und der Messungen z . Hier und im Weiteren wird die Integration tuber den ganzen Definiti-
onsbereich der Variablen verstanden. Zur Bestimmung der optimalen Schatzung wird das
mittlere Risiko (3.7) in Bezug auf alle moglichen Entscheidungsregeln d(z) minimiert. Auf
die Abhangigkeit der Risikofunktion von der Entscheidungsregel d(z) weist ein unten
stehender Index hin.

Von besonderem Interesse ist fir die Estimationsaufgaben eine weitere statistische
Charakteristik, das so genannte a posteriori Risiko. Das a posteriori Risiko ist ein bedingter
Erwartungswert, gegeben durch

r(2) = [1(x.d(2)) p(X|2)dx. (38)

Dabei bezeichnet p(x|z) die bedingte Verteilungsdichtefunktion des Prozesses X , unter
der Bedingung, dass die Messungen z bekannt sind. Wie aus Gl. (3.8) zu sehen ist, kann
aus einem a posteriori Risiko zum mittleren Risiko durch Integration Gber z Ubergegangen
werden. Das Kriterium des minimalen mittleren Risikos ist im Bayes’schen Fall aquivalent
zum Kriterium des Minimums des a posteriori Risikos. Es muss allerdings auf den Unter-
schied zwischen den beiden Kriterien hingewiesen werden. Im ersten Fall wird als optimale
Entscheidungsregel diejenige ausgewahlt, die den Zahlenwert, den GlI. (3.7) liefert, mini-
miert. Im zweiten Fall werden die Entscheidungsregeln folgendermaf3en miteinander vergli-
chen: Entscheidungsregel d,(z) ist besser als Entscheidungsregeld,(z), wenn fiir alle z
aus dem Definitionsbereich gilt 7, (z)<7, (z) und mindestens ein Zz, existiert, so
dassr, (z,)<r7 (Z,). Die Verwendung des a posteriori Risikos als Risikofunktion erleich-
tert normalerweise die Losung der Aufgabe. In manchen Fallen kann fir die Minimierung
von r(Z) auch eine analytische Lésung gefunden werden. Deswegen spielt die bedingte
Verteilungsdichtefunktion p(X|z) eine besonders groBe Rolle in der statistischen Ent-
scheidungstheorie. Im Weiteren wird diese Funktion eingehend diskutiert. In Ubereinstim-
mung mit der Bayes-Formel [3.7], gilt fiir die Verteilungsdichte p(X,z)

p(X.2)=p(X|2)p(z)=p(z|X)p(X).

Damit I&sst sich die folgende Beziehung herleiten

p(Z]X)p(X) _
p(z)

Hier bezeichnet p(X) die apriori Verteilungsdichtefunktion des Prozesses X und
p(z|x) die bedingte Verteilungsdichtefunktion der Messungen z , unter die Bedingung,
dass die Realisierung X bekannt ist. Die Funktion p(z|x) wird als Likelihoodfunktion
bezeichnet und ist durch die Struktur und die Eigenschaften des Beobachtungssystems
bestimmt. Aus der Struktur der Gl. (3.9) ist ein Vorteil fir die Verwendung der bedingte
Verteilungsdichtefunktion p(X|z) zu erkennen: Diese Funktion wird grundsatzlich durch
p(z]|x) und p(x) bestimmt. Die Verteilungsdichte p(x ), die das vorhandene a priori
Wissen berlcksichtigt, und die Likelihoodfunktion p(x|z), die die Information Uber den
Messprozess enthalt, werden als bekannt vorausgesetzt. Damit sind alle Komponente der
Gl. (3.8) vollstandig bestimmt. Die Verteilungsdichte p(z) der Messungen hangt nicht von
X ab und spielt deswegen fir das Problem der Minimierung des mittleren Risikos (3.8)

p(X|z)= (3.9)
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keine Rolle. Sie kann in einem von X unabhangigen Koeffizienten berticksichtigt werden
und spielt damit nur die Rolle einer Normierungskonstante.

Wie aus oben gefiuhrter Diskussion folgt, hangt die Wahl der optimalen Schatzung von
der Wahl der Verlustfunktion ab. Es ist aber bekannt [3.6], dass fir die meisten Aufgaben
eine optimale Schatzung bezogen auf eine bestimmte Verlustfunktion nicht nur fir diese
Funktion optimal ist, sondern fir eine Klasse von Verlustfunktionen eine optimale Schat-
zung bleibt. Dementsprechend existiert in jedem konkreten Fall eine gewisse Willkir bei der
Auswahl der Verlustfunktion. In der vorliegenden Arbeit wird die quadratische Funktion (3.6)
verwendet, da sie zu vergleichsweise einfachen Algorithmen fir die Lésung der Estimati-
onsaufgabe fiihrt. Ublicherweise wird eine gewichtete quadratische Form verwendet

l(e)=e"We=(x-X)"W(x-X), (3.10)

wobei W eine quadratische, positiv definite Wichtungsmatrix darstellt. Durch die Wahl der
Matrix W kann jedem Element des Vektors e sein eigenes Qualitatskriterium zugeordnet
werden.

Durch Einsetzen von Gl. (3.10) in GlI. (3.8) ergibt sich
r(z)=j(x—>”<)’W(x—>”<)p(x|z)dx. (3.11)

Fur diejenige Schatzung X , die das a posteriori Risiko minimiert, muss folgende Bedingung
erfillt sein [3.8]

ar—(f)=2Wj(x—>”<)p(x|z)dx:(). (3.12)
0 X

Die Losung dieser Gleichung kann wie folgt angegeben werden [3.6,3.8,3.9]
>"<=jXp(x|z)dx. (3.13)

Das bedeutet aber, dass die optimale Losung dem Mittelwert der a posteriori Verteilungs-
dichte entspricht. Die optimale Schatzung (3.13) wird a posteriori Erwartungswert genannt.
Sie hangt von der Wichtungsmatrix W nicht ab, d.h. sie minimiert nicht nur den Fehler der
Schatzung des gesamten Vektors X, sondern auch jeden seiner Komponenten. Darin be-
steht einer der Vorteile der Wahl einer quadratischen Verlustfunktion.

Um auf einen weiteren Vorteil hinzuweisen, wird der Mittelwert des Estimationsfehlers
untersucht. Unter Bericksichtigung des oben erhaltenen Ausdrucks (3.13) fir die optimale
Schatzung, ergibt sich

e=x—2:x—IXp(x|z)dx. (3.14)
Nach der Definition des Mittelwertes folgt

(e>:j(x—>”<)p(x|z)dx=

(3.15)
:J'Xp(x|z)dx—>”(:0 :
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Somit stimmt der Erwartungswert von X mit dem Erwartungswert von X (berein. Das
bedeutet, dass die Schatzung keine regelmaRigen Abweichungen von dem untersuchten
Prozess aufweist. Solche Schatzungen werden erwartungstreue Schatzungen (unbiased
estimate) genannt [3.7, 3.9].

In Ubereinstimmung mit GI. (3.8) kénnen die mittleren Verluste mit
r(z)=j(x—>“<)f(x—>”<)p(x|z)dx (3.16)

bestimmt werden. Da die optimale Schatzung X der Erwartungswert der Funktion p(x|z)
ist, stellen die mittleren Verluste (3.16) die Dispersion der a posteriori Verteilungsdichte dar.
Sie werden als a posteriori Dispersion oder die Dispersion des Estimationsfehlers bezeich-
net.

Fir die zwei anderen oben erwahnten Verlustfunktionen, die Einheitsfunktion und die
Modulfunktion, kébnnen mit GI. (3.8) die Bayes’schen Lésungen analog hergeleitet werden.

Die dargestellten Grundlagen kdnnen auch auf den Fall verallgemeinert werden, wenn
die Variable X von der Zeit abhangt, wie er in der vorliegenden Arbeit behandelt wird. Die
Estimationsaufgabe lasst sich dann wie folgt formulieren: Es werden die diskreten Zeitpunk-
te k=0,1,2... und die entsprechende Folge von Vektoren X(0),X(1),X(2),...,X(k)
betrachtet, die den Zustand des Prozesses (siehe Kapitel 2) zum jeweiligen Zeitpunkt ¢
angeben. Durch eine Beob?chtung des Prozesses wird ein Satz von Messungen
zf =[ZT(]),ZT(2),...,ZT(k)] , im Weiteren als Projektionen bezeichnet, gewonnen. Ziel
ist es, den Vektor X zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢t =1,2,... zu schatzen. Es sei hier
betont, dass der Zeitpunkt ¢ im allgemeinen Fall mit dem Zeitpunkt & nicht Gbereinstimmt.
Dementsprechend werden drei prinzipielle Falle unterschieden: 1) t =k, die Estimation-
saufgabe wird in diesem Fall optimale Filterung genannt; 2) ¢ > &, in diesem Fall wird von
einer optimalen Extrapolation gesprochen; 3)¢ < k , die Estimationsaufgabe wird optimale
Interpolation genannt.

Um die Estimationsaufgabe zu I6sen, wird, in Analogie zur oben beschriebenen Herlei-
tung, von der a posteriori Verteilungsdichte p(X, | z* ) ausgegangen und das Kriterium des
minimalen a posteriori Risikos (3.8) benutzt. Die optimale Lésung ist in diesem Fall durch

X, :argmig_[l(xt,f(t)p(xt |2 )dx, (3.17)
gegeben. Fir die Aufgabe der optimalen Filterung ergibt sich dann
%, =argmi;xajz(xk,>”<k)p(xk\z")dxk. (3.18)

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, wie die oben eingefiihrte Technik auf die in der
vorliegenden Arbeit betrachtete Aufgabe der Rekonstruktion dynamischer Prozesse ange-
passt werden kann.

3.3 Rekonstruktion als Aufgabe der optimalen Filterung

In Ubereinstimmung mit den im zweiten Kapitel entwickelten mathematischen Modellen
fur den dynamischen Prozess und das Beobachtungsmodell kann die Rekonstruktionsauf-

43



3. Rekonstruktion

gabe wie folgt interpretiert werden. Es se; eine Reihe von Projektionsdaten vorhanden, die
als Vektor z* = [ZT(]),ZT(Z) ..... ZT(k)] dargestellt werden. Hier bezeichnet k =1,2,...
den Zeitpunkt, zu dem die Projektionen z('k) aufgenommen wurden. Die Aufgabe besteht
nun darin, zu jedem Zeitpunkt & méglichst eine optimale Schatzung X(k) des untersuch-
ten Prozesses X(k) zu finden. Entsprechend der im vorhergehenden Abschnitt eingefiihr-
ten Klassifikation gehort diese Rekonstruktionsaufgabe zu den Aufgaben der optimalen
Filterung. Im zweiten Kapitel wurden lineare und nichtlineare Modelle fir dynamische Pro-
zesse und das Beobachtungsmodell vorgestellt. Dementsprechend ergeben sich, wie im
Weiteren gezeigt wird, drei Varianten der Formulierung des Rekonstruktionsproblems.

Ein rein lineares Modell besteht aus folgenden Gleichungen
X(k+1)=ACk)X(k)+u(k)+w(k) (3.19)
2(k+1)=H(k+1)[D(k+1)X(k+1)+n(k+1)]+Vv(k+1). (3.20)

Die erste Gleichung stellt das Modell des dynamischen Prozesses dar, mit einer Matrix
A(k ), die den Zusammenhang zwischen den Elementen des Vektors X(k) bestimmt,
dem Vektor u('k ), der einen bekannten Fiihrungseinfluss bezeichnet, und mit dem Vektor
W(k), der einen stochastischen Einfluss mit dem Erwartungswert <w(k)>=0 be-
schreibt. Die zweite Gleichung stellt in einer allgemeinen Form das Modell des Beobach-
tungsprozesses dar. Hier beschreibt die Matrix H(k+17) die Aufnahmegeometrie. Die
Matrix D(k +1) und die Vektoren n(k+1) und v(k+ 1) beriicksichtigen den Einfluss von
Rauschen und Verzerrungen. Die Struktur dieser Modelle wurde im zweiten Kapitel einge-
hend diskutiert.

Die zweite Variante kombiniert ein lineares Prozessmodell mit einem nichtlinearen Beo-
bachtungsmodell.

X(k+1)=ACk)X(k)+u(k)+w(k) (3.21)
2(k+1)=h[xX(k+1)v(k+1)k+1]. (3.22)
Hier bezeichnet h[-] eine bekannte, nichtlineare Funktion.

In der dritten Variante wird von einem nichtlinearen Prozessmodell und einem nichtline-
aren Beobachtungsmodell ausgegangen. In Ubereinstimmung mit der im zweiten Kapitel
gefiihrten Diskussion, wird in der vorliegenden Arbeit ein zweistufiges nichtlineares Pro-
zessmodell verwendet, wobei ein linearer Prozess X(k) anhand einer bekannten nichtli-
nearen Transformation f[x(k)] in einen nichtlinearen Prozess Y(k) uberfihrt wird.
Damit ergeben sich in diesem Fall drei Gleichungen

X(k+1)=ACk)X(k)+u(k)+w(k) (3.23)
y(k+1)=f[x(k+1)] (3.24)
2(k+1)=h[x(k+1)v(k+1)k+1]. (3.25)

Die optimale Loésung fir die Aufgaben (3.19),(3.20) und (3.21), (3.22) ist durch
Gl. (3.18) gegeben. In der Aufgabe (3.23) — (3.25) muss die Schatzung fir den Prozess
y(k) bestimmt werden. Somit nimmt Gl. (3.18) die Form
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9k :arg’;’zev[l(yk’yk)p(yk ‘ Zk)dyk (3.26)

an, wobei p(y, |z") die a posteriori Verteilungsdichte des Vektors y(k) bezeichnet (um
die Bezeichnungen zu vereinfachen, wird in Gl. (3.26) die Zeitvariable k als unterer Index
eingefiihrt). Die Abhangigkeit des Vektors Yy(k) vom Vektor X(k) ist durch eine bekannte
Funktion gegeben. Den Regeln der Wahrscheinlichkeitstheorie zufolge kann die Schatzung
(3.26) auch in der Form

Vi =arg£n€il)zjl(f(xk), Y ) (X | Zk)ka (3.27)

angegeben werden, wobei die a posteriori Verteilungsdichte p('X, | 7" ) des Vektors X(k)
wieder auftritt. Somit kann die Aufgabe (3.23) — (3.25) wieder in die Aufgabe (3.21), (3.22)
Uberfiihrt werden.

Abschlieend kann hier folgende Aussage getroffen werden: Die Aufgabe der Rekon-
struktion dynamischer Prozesse kann als Aufgabe der optimalen Filterung firr ein lineares
Modell (3.19), (3.20) oder fiir ein nichtlineares Modell (3.21), (3.22) betrachtet werden. Fir
die Lésung dieser Aufgabe kdnnen Methode der statistischen Estimationstheorie bzw. der
optimalen Filterung verwendet werden. Im Weiteren werden diese Methoden und die ent-
sprechenden Algorithmen fir die Losung des linearen und nichtlinearen Problems vorge-
stellt. Dazu wird mit einer Diskussion Uber die a posteriori Verteilungsdichte begonnen.

3.4 Herleitung der Gleichung fur die a posteriori Verteilungsdichte-
funktion

In den vorhergehenden Abschnitten wurde auf die wichtige Rolle der a posteriori Vertei-
lungsdichte fur die Lésung der Rekonstruktionsaufgabe im Rahmen der Estimationstheorie
hingewiesen. In diesem Abschnitt werden die Gleichungen fiir Bestimmung und Berech-
nung dieser Funktion fir die Aufgabe der Rekonstruktion dynamischer Prozesse hergelei-
tet. Die im zweiten Kapitel diskutierte Theorie der Markov-Prozesse wird dabei benutzt.

X(k)=x,undz(k)=12,, k=0,1,2,... seien zwei Folgen von Vektoren, die miteinan-
der verknipft sind und zusammen einen zweikomponentigen Markov-Prozess bilden. Die
Ubergangsdichte dieses Prozesses wird als 7(X,,,,Z,.,|X,,Z, ) bezeichnet. Dabei stellt der
Vektor z, die beobachteten Komponenten (die Messdaten) und der Vektor X, die nicht-
beobachteten Komponenten (der untersuchte Prozess) dar. Betrachtet wird die Aufgabe
der optimalen Filterung des Prozesses X, ausgehend von vorhandenen Messdaten (Beo-
bachtungen) z,,z,,..., Z, . Da im Weiteren meistens die Abhangigkeit von den zu den Zeit-
punkten k£ =0,1,2,... aufgenommenen Projektionsdaten im Betracht gezogen wird, werden
sie in einem vergréRerten Vektor z* =[z"(1),2"(2),....,2"(k)]" zusammengefasst. Zu
bestimmen ist die a posteriori Verteilungsdichtefunktion p(X,|z") des Vektors X, im
Bezug auf die Beobachtungen z* . Der Prozess X, stellt, wie im zweiten Kapitel diskutiert
wurde, eine Markov-Folge dar.

Es wird angenommen, dass zum Zeitpunkt k& die a posteriori Verteilungsdichte
(X, |Zk) vollstandig bekannt ist. Zu bestimmen ist also die a posteriori Verteilungsdichte
p(xk+1|z"”) zum Zeitpunkt k+1 unter Berlicksichtigung der ebenfalls zum Zeitpunkt
k+1 erhaltenen Beobachtungen z, .
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Nach den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung ergibt sich:

Zk”):IP(Xk+1,Xk|Zk+[)ka ] (328)

P(X

Die unter dem Integralzeichen stehende Verteilungsdichte kann in Ubereinstimmung mit der
Bayes-Formel [3.5] in die Form

z¥)

(Xk+] i Xk 4 Zk+1

p(z,., Zk)

Lop
P( X %y |Z" )= (3.29)

Uberflhrt werden. Die im Zahler der rechten Seite stehende Funktion wird in Form eines
Produktes dargestellt:

DXy Xy 2y Zk) = P( Xy Ziy z*, X ) P(X, |Zk)- (3.30)

Da, den oben eingefiihrten Annamen gemaf, der zweikomponentige Prozess [ X,,z, ] ein
Markov-Prozess ist, stellt nun der erste Faktor auf der rechten Seite der Beziehung (3.30)
eine Ubergangsdichtefunktion

k
25X, ) =7( X ph 2y

P( X2y X,.Z, ) (3.31)

dar. Nach Einsetzen von (3.31), (3.30) und (3.29) in Gl. (3.28), ergibt sich

X,,Z, ) P( X, |z"”)dxk
P(Z, z")

_[ T(Xeopr Ly

Zk+1) —

P( X, : (3.32)

Die im Nenner stehende Funktion héngt nicht von X,,, ab und kann deswegen in Uber-
einstimung mit der Normierungsbedingung

[P(% 2 Jax,, =1 (3.33)

in einem Normierungskoeffizienten berticksichtigt werden. AbschlieRend ergibt sich dann
die Beziehung

DX,

) = o [ 7 (X 2 [ %02 )- pOX |2 )X, (3:34)
wobei
Coor = 70X 200X 2 pOX 25 )X dx, T (3.35)

ein Normierungskoeffizient ist.

Gl. (3.34) stellt in den Aufgaben der optimalen Filterung eine rekurrente Gleichung fur
die a posteriori Verteilungsdichtefunktion dar. Diese Gleichung ermdglicht es, die Ldsungen
zu den Zeitpunkten k =0,1,2,... nacheinander zu berechnen. Im ersten Schritt bzw. zum
Zeitpunkt k& =0 wird als Anfangswert die a priori Verteilungsdichte p('X,) benutzt.

Der rekurrente Charakter der hergeleiteten Gleichung hat einen wichtigen Vorteil: Es
ergibt sich die Moglichkeit die optimalen Lésungen zum jedem Zeitpunkt & zu berechnen,
was in der Praxis zu der Méglichkeit der Rekonstruktion im Echtzeit fuhrt. Es sei hier auch
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darauf hingewiesen, dass damit nicht nur die laufenden, d.h. zum Zeitpunkt &+ aufge-
nommenen, sondern auch die vorigen, d.h. zu den Zeitpunkten 0,1,...,k erhaltenen Mess-
daten, berticksichtigt werden. Alle diese Informationen sind in der zum Zeitpunkt % schon
berechneten Verteilungsdichtefunktion p('X, |z") enthalten.

Es sei auch betont, dass die Annahme eines zweikomponentigen Markov-
Prozesses [X,,z,] zum rekurrenten Charakter der Gleichung fiihrt. Dabei darf allerdings
jeder Komponente fir sich alleine genommen keine Markov-Eigenschaften zugewiesen
werden. In der Praxis wird der Zustand eines Prozesses zu einem bestimmten Zeitpunkt
Ublicherweise durch eine Reihe von Parametern mit gewisser Genauigkeit vollstandig be-
stimmt. Ist auRerdem die Regel fiir die Anderung des Prozesszustandes bekannt, héngt sie
meistens nur vom derzeitigen Zustand ab und nicht vom vorigen. Ist diese Regel nicht be-
kannt, kann von einer Abhangigkeit des aktuellen oder zukinftigen Zustandes von der
Vergangenheit nicht gesprochen werden. Das heil3t, dass dieser Prozess als Markov-
Prozess betrachtet werden kann und die Markov-Theorie angewendet werden kann. Das
Gleiche gilt auch fir den Beobachtungsprozess: die nacheinander erhaltenen Projektionen
werden ublicherweise als von einander unabhéangige Messungen betrachtet. Deswegen ist
bei den in der vorliegenden Arbeit betrachteten Rekonstruktionsaufgaben der Markov-
Charakter des oben erwdhnten zweikomponentigen Prozesses [X,,z,] gegeben.

Insofern die a posteriori Verteilungsdichte p('X, ., |z"”) bestimmt ist, kann, wie in dem

vorhergehenden Abschnitt gezeigt wurde, die optimale Lésung durch

2 )dx, ., (3.36)

Xk+1 = arg ’Zlel)}(/l.l'l( Xk+1 4 Xk+1 )p(XkH

berechnet werden. Hier bezeichnet I/(X,,,,X,,,) die Verlustfunktion und X ist der Definiti-
onsbereich der Variablen X .

Im Weiteren wird Gl. (3.34) in Bezug auf das im zweiten Kapitel eingefiihrte Modell
X(k+1)=ACk)X(k)+u(k)+v(k), (3.37)
Z(k+1)=hX(k+1)v(k+1)k+1] (3.38)

konkretisiert. Es sei daran erinnert, dass es sich in diesem Fall um ein lineares Modell des
dynamischen Prozesses und um ein allgemeines nichtlineares Modell des Beobachtungs-

systems handelt. Weiterhin wird die Zeitvariable k als ein unterer Index eingefiihrt, um die
Bezeichnungsweise zu vereinfachen.

Zunachst wird die Verteilungsdichtefunktion z(X,,,,Z,.,
gendes Produkt dargestellt:

X,,Z,) aus Gl. (3.34) als fol-

(Xt Lo | X0 L ) = P( Ty |Xk+1’ X L )7 ( Xy |Xk ) (3.39)

Soweit die Gleichung flr das Prozessmodell (3.37) von den Beobachtungen z, nicht ab-
hangt, stimmt offensichtlich die Funktion

(X | X 2 ) =7 Xy | %) (3.40)
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genau mit der Verteilungsdichte des Prozesses X Uberein, der durch Gl. (3.37) beschrie-
ben ist. Weiterhin, hangt die Variable z,,, in Gl. (3.38) von X, und z, nicht direkt ab.
Deswegen gilt:

k+1

DTy | X X, 2 ) = P(2,, |Xk+1) , (3.41)

das heil}t, dass aus Gl. (3.38) die oben schon erwahnte Likelihoodfunktion bestimmt wer-
den kann.

Nach Einsetzen der Beziehungen (3.41), (3.40) und (3.39) in Gl. (3.34) ergibt sich fol-
gende Gleichung fiir die a posteriori Verteilungsdichtefunktion:

Zk+1) —
Xeot )| (X0 % IPOX |24 e, = (3.42)
"),

P( Xt

=¢, (7,

= P(Zi | X ) PO Xy

wobei der Normierungskoeffizient ¢, ,, mit

Crv1 = _U p(z,.,

berechnet werden kann.

Xt JE( Xt | X IPOX, |Zk)dxkdxk+1 (3.43)

Gl. (3.42) ermdglicht nacheinander die Berechnungen der a posteriori Verteilungsdichte-
funktion zu den Zeitpunktenk=0,1,2,..., von der apriori Verteilungsdichte
p(X,)=p,(X) ausgehend. Sie bildet die Grundlage fiir die L6sung der Rekonstruktions-
aufgabe fir den Fall, dass das mathematische Modell des Prozesses und des Beobach-
tungssystem durch die GIn. (3.37) und (3.38) gegeben sind und die Berechnung der opti-
malen Lésung durch Gl. (3.36) bestimmt ist. Der Sinn dieser Gleichung lasst sich folgen-
dermaRen erklaren: Die im k-ten Schritt berechnete a posteriori Verteilungsdichte
(X, |Zk) wird auf den néchsten Schritt &+ / durch Multiplikation mit der Ubergangsdichte
7(X,,;|X,) des Prozesses extrapoliert. Es ergibt sich die extrapolierte a posteriori Vertei-
lungsdichte p(xk+1|zk). Um eine neu erhaltene Beobachtung z,,, zu beriicksichtigen,
wird das Ergebnis mit der Likelihoodfunktion p(z,,,|X,.,) multipliziert. Nach der Normie-
rung wird die a posteriori Verteilungsdichte fiir den Zeitpunkt &+ / erhalten.

Aus den oben hergeleiteten Gleichungen ist zu erkennen, dass der konkrete Typ des
Prozessmodells in der Ubergangsdichtefunktion beriicksichtigt wird und die Likelihoodfunk-
tion die Information Uber das Modell des Beobachtungsprozesses sowie auch uber den
Einfluss von Rauschen enthalt. Im nachsten Abschnitt wird ein wichtiger Speziellfall be-
trachtet.

3.5 Herleitung der Gleichung fiir die a posteriori Verteilungsdichte-
funktion fiir das GauR'sche Prozessmodell

Im zweiten Kapitel wurde der Fall eingehend diskutiert, wenn das Beobachtungsmodell
durch eine lineare Gleichung gegeben ist. In diesem Abschnitt werden die im vorhergehen-
den Abschnitt hergeleiteten Gleichungen fur diesen Fall konkretisiert. Das System (3.37),
(3.38) nimmt dementsprechend die Form
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X(k+1)=ACk)X(k)+u(k)+w(k) (3.44)
2(k+1)=H(k+1)x(k+1)+h(k+1)+Vv(k+1) (3.45)

an. Es sei daran erinnert, dass die erste Gleichung ein mathematisches Modell des linearen
Gaulverteilten dynamischen Prozesses darstellt und die zweite Gleichung ein lineares
Beobachtungsmodell beschreibt. Ebenso wie in den vorhergehenden Abschnitten wird
weiterhin die Abhangigkeit vom Zeitpunkt & anhand des unteren Index eingefiihrt, um die
Bezeichnungsweise zu vereinfachen.

Zunachst wird gezeigt, dass unter der Bedingung, dass die Anfangsverteilungsdichte
p,(X) durch eine Gaufi’'sche Verteilung gegeben ist, die a posteriori Verteilungsdichte-
funktion p(X, |z*) zum jeden beliebigen Zeitpunkt k ebenfalls eine GauR'sche Vertei-
lungsdichte bleibt. Hier sei daran erinnert, dass die Einfliisse des Rauschens w(k) und
v(k) statistisch unabhangig sind und als Gaul}’sches weiles Rauschen angenommen
werden. Der Erwartungswert der beiden Prozesse ist gleich 0 und die Matrizen Q(k) und
R(k) bezeichnen die entsprechenden Kovarianzmatrizen. Da die Verteilungsdichte des
Prozesses W('k ) eine  GauR’sche Verteilungsdichte ist und die Form
P(W, )=c| exp(—-0.5W,Q,'w, ) hat, wird die Verteilungsdichtefunktion des Prozesses X,
unter Berlcksichtigung von Gl. (3.44) durch

(X | %) = C}f exp[—0.5( %, — A X, —u, ) lel(xku —AX, —u )] (3.46)

angegeben. Hier und im Weiteren werden mit c,{ , j=111,1,1V,... die Normierungskoeffi-
zienten bezeichnet.

Die Verteilungsdichte des Prozesses v(k) hat die Form
i

p(v,)=c" exp(—0.5v] R;'v, ). Unter Beriicksichtigung von Gl. (3.45) wird die Likelihood-
funktion in der Form

Pz | Xz ) =cl expl=0.5(z,, —H, %, - hk+1)T Rk_[ X

(3.47)
X(Zk+1 - Hk+lxk+1 - hk+1)]

erhalten.

Nun wird angenommen, dass die a posteriori Verteilungsdichte p(X, |z*) zum Zeit-
punkt k£ schon bekannt ist und durch eine Gaul} ‘sche Verteilung gegeben ist:

p(X, |2°)=c, exp[-0.5(x, —m, ) P/ (x, —m,_)]. (3.48)

Hier stellt die Funktion m(k )=m, den a posteriori Erwartungswert des Prozesses X, dar
und P(k)=P, bezeichnet seine a posteriori Kovarianzmatrix.

In Ubereinstimmung mit der im vorhergehenden Abschnitt eingefiihrten Interpretation
der Gleichung fiir die Berechnung der a posteriori Verteilungsdichte wird nun die auf den
Schritt k + 1 extrapolierte a posteriori Verteilungsdichte p(X, ., |z*) berechnet. Dazu wird
von folgender Beziehung ausgegangen:

PO% 1 25) = [ (%, 1 X Ip(% |24 )elx, . (3.49)
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In dem unter dem Intergral stehenden Ausdruck kénnen die Funktionen (3.46) und (3.47)
eingesetzt werden. Da die beiden Funktionen Exponentialfunktionen zur gleichen Basis
sind, wird im Weiteren nur mit dem im Exponenten stehenden Ausdruck gearbeitet. Die
Summanden werden so zerlegt, dass sich ein vollstandiges Quadrat bezlglich der Variable
X, ergibt. Damit folgt:

T N -! 1 T T -1
(Xk_nk) Nk (Xk_nk)+mkpk m; +(Xk+l_uk) Qk (Xk+l_uk)_

P M+ ALQ (X, — U T INL IR M, + ATQ (X, —u, )] oo
wobei N," =P+ A'Q,'A, undn,=N,[P,'m_+A'Q, (x,,,—u, )] sind.
Der Matrix-Ausdruck
A’=B’+C'D’C (3.51)
kann wie folgt umgewandelt werden:
A=B-BC’(CBC"+D)’'CB. (3.52)
Durch Anwendung dieser Regel wird die Beziehung
N,=P, -PA (APA +Q,)'AP, (3.53)

hergeleitet.

Nach der Integration der Exponentialfunktion mit dem Exponenten (3.50), werden die
ersten beiden Summanden zwei konstante Produkte liefern, die durch den Normierungsko-
effizienten berlcksichtigt werden kénnen. Nach der Zerrlegung der Summanden in ein
vollstandiges Quadrat beziliglich der Variable X,,, ergibt sich fir die auf den né&chsten
Schritt k£ + I extrapolierte a posteriori Verteilungsdichte

POX 1 2°) = ey expl=0.5(Xy =My, ) Pl (X =M )1 (3.54)
wobei der extrapolierte Erwartungswert m(k+1,k)=m,,  durch die Beziehung
M, =AM +U, (3.95)
berechnet werden kann, und die extrapolierte Kovarianzmatrix P(k+1|k)=P,, , wie folgt
P =APA +Q, (3.56)
bestimmt werden kann.

Im nachsten Schritt wird in Ubereinstimmung mit Gl. (3.42) die extrapolierte Vertei-
lungsdichtefunktion mit der Likelihoodfunktion (3.47) multipliziert. Danach werden wiederum
die Summanden so zerlegt, dass sich ein vollstandiges Quadrat beziiglich der Variab-
le X,,, ergibt. Somit wird folgender Ausdruck fir die a posteriori Verteilungsdichtefunktion
zum Zeitpunkt k£ + 1 erhalten:

P(% | Zk”) =, exp[=0.5(%,, — mk+1)T Pk1]1(xk+1 -m,, )] (3.57)

Dabei wird der a posteriori Erwartungswert m(k+17)=m,_, mit
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m mk+1,k + pk+1,k HkT+1(Hk+1Pk+1,k HkT+1 + Rk+])_l(zk+1 - hk+1 - Hk+1mk+1,k) (3.58)

k+l =
berechnet. Fir die a posteriori Kovarianzmatrix gilt:

Pk+1 = Pk+1,k - Pk+1,k H/cT+1( Hk+1 Pk+1,k Hy,, + Rku)il Hk+1 Pk+1,k : (3.59)

k+1

Die Funktion (3.57) ist eine Gaul}'sche Verteilungsdichte. Somit wurde gezeigt, dass die
a posteriori Verteilungsdichtefunktion zum Zeitpunkt &+ / der Gaufy'schen Verteilung ge-
horcht, wenn die a posteriori Verteilungsdichte zum vorhergehenden Zeitpunkt £ ebenfalls
der Gauld'schen Verteilung gehorchte. Nach dem Prinzip der vollstdndigen mathematischen
Induktion folgt, dass fiir eine Gauf'sche Anfangsverteilungsdichte p,(X) die a posteriori
Verteilungsdichte p(X, |z*) zum jeden Zeitpunkt k=1,2,... ebenfalls eine GauR’sche
Verteilung ist.

Eine Gaul'sche Verteilungsdichte ist durch ihren Erwartungswert m, und die Kovari-
anzmatrix P, vollstdndig bestimmt. Somit kann mit den Gin. (3.58) und (3.59) die Funktion
(X, |z ) berechnet werden. Beide Gleichungen sind rekurrent, was aus dem Markov-
Charakter des betrachteten Prozesses folgt. Es sei hier auch darauf hingewiesen, dass
Gl. (3.58) fur den Erwartungswert linear ist und vom Vektor der Messdaten z,,, abhéangt.
Gl. (3.59) fur die Kovarianzmatrix stellt eine so genannte nichtlineare Rikkati-Gleichung dar.
Sie hangt weder vom Vektor der Messdaten z,,, noch vom Erwartungswert m ., ab. Wie
in den folgenden Abschnitten gezeigt wird, ergibt sich daraus ein wichtiger Vorteil, denn die
Werte der Kovarianzmatrix kénnen im Voraus berechnet werden.

3.6 Gleichung der optimalen linearen Filterung. Kalman Filter

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus fiir die Lésung der Rekonstruktionsaufgabe
vorgestellt. Der Algorithmus wird hier zunachst fir den linearen Fall hergeleitet. Dieser
Algorithmus bildet die Grundlage fiir die Entwicklung eines Ansatzes, der die nichtlineare
Rekonstruktionsaufgabe [0st.

Es wird von einem linearen dynamischen Systemmodell (3.44), (3.45) ausgegangen.
Als Verlustfunktion wird die quadratische Funktion (3.10) gewahlt. Wie im Abschnitt 3.2
gezeigt wurde, stimmt in diesem Fall die optimale Schatzung X,,, mit dem Erwartungswert
der a posteriori Verteilungsdichtefunktion tberein, d.h. X,,, =m,,,. Dementsprechend
bilden die GIn. (3.58) und (3.59) den Ausgangspunkt zur Losung der Rekonstruktionsauf-
gabe.

Gl. (3.58) fur die optimale Schatzung kann in der Form
X(k+1)=X(k+1|k)+K(k+1)[z(k+1)-h(k+1)-H(k+1)X(k+1]|k)](3.60)

geschrieben werden. Als Anfangswert X(0) fir diese rekurrente Gleichung dient der
a priori Erwartungswertm, = I Xp,( X )dx . Dabei hat der Vektor
X(k+1|k)=A(k)X(k)+u(k) (3.61)

die Bedeutung der auf den nachsten Schritt £+ / extrapolierten optimalen Schéatzung.
Gl. (3.61) stimmt mit GI. (3.55) Uberein. Die Matrix K(k+1) wird als Kalman-Gain-
Koeffizient bezeichnet und ist durch

51



3. Rekonstruktion

K(k+1)=P(k+11k)H" (k+1)x

(3.62)
x[H(k+1)P(k+11k)HT(k+1)+R(k+1)]"

gegeben. Hier bezeichnet P(k+1|k) eine auf den nachsten Schritt k£ +/ prognostizierte
Kovarianzmatrix. In Ubereinstimmung mit GI. (3.56) wird sie durch

P(k+]\k):A(k)P(k)AT(k)+Q(k) (3.63)
berechnet.

Die Rikkati-Gleichung fur die Kovarianzmatrix nimmt unter Berlcksichtigung der Glei-
chung fiir den Gainkoeffizienten die Form

P(k+1)=P(k+11k)-K(k+)H(k+1)P(k+1|k) (3.64)

an. Als Anfangswert P(() fur diese rekurrente Gleichung wird die a priori Kovarianzmatrix
benutzt, die sich aus P, = J.(x -m, )" (X—m,)p,(X)dx ergibt.

Dementsprechend besteht der lineare Algorithmus der optimalen Losung der Filterungs-
bzw. Rekonstruktionsaufgabe aus den GIn. (3.60) - (3.64). Dieser Algorithmus wird Kalman-
Filter genannt. Im Weiteren werden einige seiner Eigenschaften diskutiert.

Der Filter- bzw. Rekonstruktionsfehler ist durch
e(k+1)=x(k+1)-X(k+1) (3.65)

gegeben. Nach Einsetzen der Modellgleichung (3.44) und der Gleichung fur die optimale
Schatzung (3.60) unter Berlicksichtigung von der Beobachtungssystemgleichung (3.45)
und der GlI. (3.61) flr die extrapolierte Schatzung ergibt sich fir den Rekonstruktionsfehler
nach entsprechender Zerlegung der Summanden:

e(k+1)=AckJe(k)+w(k)-

~K(k+ DIH(k+ 1Ak Je(k)+ H(k+ W(k)+v(k+1)]. (3:69)

Da der Erwartungswert der Rauschprozesse W('k) und V(k +1)gleich 0 ist, ist der Erwar-
tungswert des Fehlers durch

m,(k+1)=<e(k+1)>=[ACk)-K(k+1)H(k+1)A(k)Im, (k) (3.67)
gegeben. Als Anfangsbedingung fur diese rekurrente Gleichung dient
m,(0)=<e(0)>=<x(0)>-X(0)=m, —X(0). (3.68)

Hier bezeichnet m, den a priori Erwartungswert des Prozesses X und X(0) ist der An-
fangswert fiir die Filtergleichung (3.60). Fir den Fall, wenn X(0)=m,, verschwindet der
Erwartungswert des Schatzungsfehlers, d.h. m,(0)=0. Aus Gl. (3.67) folgt, dass er zu
allen weiteren Zeitpunkten ebenfalls gleich 0 ist. Daraus folgt weiterhin, dass die Auswahl
des Anfangswertes flr die Filtergleichung (3.60) gleich dem a priori Erwartungswert ist, was
eine erwartungstreue Schatzung X(k+1) sicherstellt. Das bedeutet, dass bei Bestimmung
der optimalen Schatzung im Mittel keinen Fehler gemacht wird. Die Erwartungstreue des
Schatzwertes allein reicht allerdings nicht zur Beschreibung der Estimationsgite aus. Eine
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weitere Charakteristik gibt die Kovarianzmatrix P(k+17) an. Der Definition zufolge ist die
Kovarianz das zweite zentrierte Moment der a posteriori Verteilungsdichte:

Pk+[ = J[Xk+1 - )A(k+1]T [Xk+1 - )zk+[]p(xk+[ ‘ Zk+l)dxk+l . (3'69)

Diese Gleichung stimmt genau mit der Gl. (3.16) Uberein, die die mittleren Verluste bei
Verwendung der quadratischen Verlustfunktion bestimmt. Um eine vergleichbar einfache
Charakteristik fur die Einschatzung der Estimationsgute zu erhalten, ist es sinnvoll, die Spur
der Kovarianzmatrix zu benutzen:

N =SP P (3.70)

Sie fasst die Dispersionen aller Komponenten des Vektors e(k + 1) in einem Zahlenwert
zusammen.

Weiterhin ist der in der Filtergleichung auftretende Ausdruck
o(k+1)=2(k+1)-h(k+1)-H(k+1)X(k+1]k)=

=H(k+1)ACk)e(k)+H(k+1)W(k)+v(k+1) (3.71)

von Interesse. Er charakterisiert die Differenz zwischen dem tatsachlichen Wert des Pro-
zesses X(k+1) und seine auf den Schritt k+/ vorausgesagte optimale Schéatzung
X(k+1|k). ¢(k+1) wird als Residuum bezeichnet. Wie aus der Filtergleichung (3.60) zu
erkennet ist, spielt ¢(k+1) zusammen mit dem Gainkoeffizienten K(k+1) die Rolle
eines Korrekturwertes, der die vorausgesagte Schatzung aufgrund der zum Zeitpunkt & + 1
neu erhaltenen Messdaten z('k+ 1) korrigiert. Es kann gezeigt werden, dass im Kalman-
Filter Algorithmus das Residuum ¢(k+1) ein GauBverteilter weier Rauschprozess mit
unterschiedlichem Erwartungswert mit durch

D(k+1)=<p(k+1)p" (k+1)>=

gegebener Kovarianzmatrix ist.

Ein Vergleich von GIn. (3.72) und (3.62) unter Berlicksichtigung von Gl. (3.63) ergibt,
dass die Kovarianzmatrix @(k+1) des Residuums in der Gleichung fir die Berechnung
des Gainkoeffizienten auftaucht. Das eroffnet gewisse Mdéglichleiten flr die Optimierung der
praktischen Berechnung des Gainkoeffizienten. In einigen Fallen kann damit auf die nume-
risch aufwendige Losung der Rikkati-Gleichung (3.64) verzichtet werden.

Fir den Fall, dass das verwendete Prozessmodell und/oder Beobachtungsmodell mit
dem im Kalman-Filter-Algorithmus vorausgesetzten Prozessmodell nicht Ubereinstimmt,
verliert der Prozess ¢(k+1) seine Eigenschaften als ein weilRer Rauschprozess, so dass
aus ihm ein korrelierter Prozess wird. Dies kann fur die Priifung des Prozess- und/oder
Beobachtungsmodells, sowie fiir das Anlegen der entsprechenden Korrekturen verwendet
werden.

Da das Verstandnis des Arbeitsprinzips des Kalman-Filter-Algoritmus fir die in der vor-
liegenden Arbeit weiter fiihrenden Diskussion erforderlich ist, wird im Folgenden eine an-
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schauliche Interpretation angefiihrt und alle Gleichungen des Algorithmus noch einmal
zusammengefasst.

Der Kalman-Filter-Algorithmus gehért zu den so genannten Pradiktor-Korrektor-
Algorithmen. Diesen Algorithmen liegt das folgende Prinzip zugrunde: Ein neuer Schatzwert
wird aus dem korrigierten vorangegangenen Schatzwert berechnet. Dementsprechend sind
fur solche Algorithmen auch bestimmte Anfangsbedingungen nétig. Der Kalman-Filter-
Algorithmus benétigt die folgenden Anfangswerte: i) Anfangswert X(0) der Schatzung des
Prozesses. Wie oben gezeigt wurde, ist es sinnvoll als Anfangswert den a priori Erwar-
tungswert des untersuchten Prozesses zu benutzen. ii) A priori Kovarianzmatrix P(0) des
untersuchten Prozesses. Sie dienen als Anfangswerte fir zwei Pradiktionsgleichungen:

R(k+11k)=Ak)R(k)+u(k), (3.73)
P(k+1]k)=ACk)P(k)AT (k)+Q(k). (3.74)

Gl. (3.73) liefert einen Erwartungswert und Gl. (3.74) eine Kovarianzmatrix. Durch diese
zwei Werte wird eine GauR'sche Pradiktionsdichte p(X,,, |z, ) bestimmt. In dieser Funkti-
on sind alle zum Zeitpunkt & vorhandenen Informationen liber den betrachteten Prozess X
zusammengefasst. Der Erwartungswert dieser Verteilungsdichte stellt eine prognostizierte
optimale Schatzung aufgrund der derzeitigen Messdaten dar. Er wird Maximum-
a posteriori-Schatzwert genannt. Danach wird der Kalman-Gainkoeffizient bestimmt:

K(k+1)=P(k+1k)H" (k+1)x

(3.75)
x[H(k+1)P(k+1|k)H (k+1)+R(k+1)]"

Mit Hilfe dieses Koeffizienten werden die Schatzungen fiir den Erwartungswert und flr die
Kovarianzmatrix fUr den nachsten Schritt k+ / berechnet:

X(k+1)=%(k+1]k)+

. (3.76)
+K(k+D[z(k+1)-Nk+1)-H(k+1)R(k+1]k)],

P(k+1)=P(k+1k)-K(k+)H(k+1)P(k+1|k). (3.77)

K(k+1) spielt die Rolle eines Wichtungskoeffizienten zwischen der prognostizierte
Schatzung X(k+1|k) und dem oben eingefihrten Residuum ¢(k +1). Entsprechend
den Vorlberlegungen zur Ableitung des Kalman-Filters wird X(k+1) als optimale Schat-
zung zum Zeitpunkt & angenommen. Die Kovarianzmatrix P(k+1) dient als Messwert
des Schatzfehlers. X(k+1)und P(k+1) werden weiter als neue Startwerte fir die
GIn. (3.73) und (3.74) eingesetzt. Eine schematische Darstellung des Arbeitsprinzips des
Algorithmus ist Abb. 3.2 zu entnehmen. Im Folgenden werden die wichtigsten allgemeinen
Eigenschaften des Kalman-Filter-Algorithmus zusammengefasst.
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Anfangswerte
x(0), P(0)
v

Pradiktionsgleichungen

v
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x(k+1), P(k+1)
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Abb. 3.2. Arbeitsprinzip des Kalman-Filter-Algorithmus

Die Filtergleichung hat einen rekurrenten Charakter. Dass bedeutet, dass in jedem
Schritt eine optimale Schatzung aufgrund der zu diesem Zeitpunkt vorhandenen Messdaten
geliefert wird. Wie im zweiten Kapitel erwahnt wurde, stellt ein statisches Bild einen Spezial-
fall des dynamischen Bildes dar. Wenn der Kalman-Filter-Algorithmus zur Rekonstruktion
des statischen Bildes benutzt wird, liefert er mit jedem Schritt eine Rekonstruktion dieses
Bildes von jeweils besserer Qualitdt. Somit besteht die Mdglichkeit, den Rekonstruktions-
prozess dann abzubrechen, wenn eine hinreichende Qualitat der Rekonstruktion erreicht
wird. In manchen Féllen ermdglicht dies, die numerischen Berechnungen zu minimieren.

Die zweite wichtige Eigenschaft des Kalman-Filters besteht darin, dass die Rikkati- bzw.
Kovariazionsgleichung (3.64) nicht von den Messdaten z(k) und den Schatzungen X(k)
abhangt. Da diese Gleichung die Rekonstruktionsqualitat bestimmt, ergibt sich die Méglich-
keit, die Rekonstruktionsqualitat fir verschiedene Prozess- und Beobachtungsmodelle im
Voraus abzuschéatzen.

Gl. (3.62) fur die Berechnung des Gainkoeffizienten hangt ebenfalls nicht von den
Messdaten und den Schatzungen ab. Die Berechnung dieser Koeffizienten kann numerisch
sehr aufwendig sein. Der grote numerische Aufwand entsteht in der Berechnung der Ko-
varianzmatrix, d.h. bei der Losung der Rikkati-Gleichung. Deswegen ist es sinnvoll diese
Berechnungen im Voraus durchzufiihren. Es sei hier auch darauf hingewiesen, dass die
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schon berechneten Gainkoeffizienten fir die Rekonstruktion jedes Bildes geeignet sind, das
dieselben statistischen Charakteristika aufweist.

Das grundsatzliche Problem des Kalman-Filter-Algorithmus besteht darin, dass bei der
Rekonstruktion hochdimensionaler Bilder die Dimensionen der Matrizen, besonders derje-
nigen in der Rikkati-Gleichung, schnell anwachsen. Der Grund dafur sei die Notwendigkeit
genannt, dass vollstandige statistische Information Uber das Bild zur Verfigung stehen
muss. Ein Ansatz, diese aufwendigen Berechnungen zu vermeiden fihrt zum Verzicht auf
vollstédndige statistische Information. In diesem Fall werden nichtbayes'schen Methoden
angewendet. Dabei wachst allerdings der Estimationsfehler sowie die Empfindlichkeit der
Schatzungen gegenuber Ungenauigkeiten bei der Angabe der a priori Information.

3.7 Zusammenfassung des Verfahrens zur L6sung der Rekonstrukti-
onsaufgabe

In den vorangegangenen Abschnitten wurde die Aufgabe der Bildrekonstruktion in all-
gemeiner Form als Aufgabe der statistischen Estimationstheorie aufgefasst. Es wurde ge-
zeigt, wie diese Aufgabe gelost werden kann sowie ein konkreter Algorithmus fiir deren
Lésung hergeleitet. Zum besseren Verstandnis des Rekonstruktionsverfahrens sowie fiir
die weitere Diskussion werden hier die wesentlichen Schritte noch einmal zusammenge-
fasst.

1. Die Aufgabe der Bildrekonstruktion kann in einer allgemeinen Form als ein so ge-
nanntes inverses Problem formuliert werden. Sie besteht in dem in der vorliegenden Arbeit
betrachteten zweidimensionalen Fall in der Bestimmung der Bildfunktion f(x,y) aus vor-
handenen Messdaten.

2. In der Estimationstheorie wird ein dynamisches Bild als ein stochastischer Prozess
X betrachtet. Die Berechnung einer Schatzung X dieses Prozesses wird als Ergebnis der
Rekonstruktion aufgefasst. Dieses Ergebnis wird durch die Entscheidungsregel d(z) gelie-
fert, wobei z einen Satz von Messdaten bezeichnet. Somit besteht die zu I16sende Aufgabe
darin, eine Entscheidungsregel zu finden, die eine in einem bestimmten Sinne optimale
Schatzung liefert.

3. Ist das a priori Verteilungsgesetz des Prozesses X bekannt, wird ein Bayes’scher
Ansatz gewabhlt. Die oben erwahnte Entscheidungsregel lautet in diesem Fall wie folgt: Die
gesuchte optimale Schatzung ist diejenige, die durch

>”<=.[Xp(x|z)dx
gegeben wird. Hier bezeichnet p(Xx|z) die a posteriori Verteilungsdichtefunktion, die zu
bestimmen ist.

4. Mit der Annahme, dass der zweikomponentige Prozess [ X,,z, /] als Markov-Prozess
betrachtet werden kann, kann die a posteriori Verteilungsdichtefunktion durch folgende
rekurrente Gleichung bestimmt werden:

k+1

z

DX, )= ck+[jﬂ(xk+l’ 2o, 1% 2 ) PUOXy |Zk Jdx, .
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Dabei bezeichnet 7(X,.,,z,,,|X,,z,) die Ubergangsdichte des Prozesses [X,,z,/ und
c,,, ist ein Normierungskoeffizient. Diese Gleichung wird unter Verwendung der Anfangs-
bedingung p(X,)= p,(X) geldst, wobei p,(X) die bekannte a priori Verteilungsdichte-
funktion des Prozesses X bezeichnet.

5. Fur den Fall, wenn i) das Prozessmodell und das Beobachtungsmodell linear sind
und ii) der Prozess X sowie auch die vorhandenen Rauschprozesse als GauBverteilte
Prozesse angenommen werden koénnen, wird von einer linearen Gaull’'schen Aufgabe
gesprochen. In diesem Fall bleiben alle Verteilungsgesetze im Verlauf der Zeit GauBverteilt
und kénnen damit durch den Erwartungswert und die Kovarianz vollstdndig bestimmt wer-
den. Zur Bestimmung des Erwartungswertes m,,, und der Kovarianzmatrix P,,, des Pro-
zesses X ergibt sich dann ein optimaler linearer rekurrenter Algorithmus, der Kalman-
Filter-Algorithmus genannt wird. Der Kalman-Filter gehdrt zu den so genannten Pradiktor-
Korrektor-Algorithmen, bei denen ein neuer Schatzwert aus dem korrigierten vorangegan-
genen Schatzwert berechnet wird. Zu jedem Zeitpunkt liefert der Kalman-Filter-Algorithmus
eine optimale Lésung des Estimationsproblems.

Damit ist die Losung der linearen Bildrekonstruktionsaufgabe vollstdndig unter den hier
gemachten Annahmen gegeben. Im nachsten Kapitel werden nichtlineare Probleme be-
trachtet. Der in diesem Kapitel vorgestellte und eingehend diskutierte lineare Algorithmus
wird als Grundlage fur die Losung der nichtlinearen Probleme verwendet.
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4. Quasioptimale Rekonstruktionsalgorithmen

Im vorhergehenden Kapitel wurde ein optimaler Algorithmus fir die Lésung der linearen
Aufgaben vorgestellt. Es wurde davon ausgegangen, dass der untersuchte Prozess als ein
Gaulverteilter Prozess betrachtet und durch ein lineares mathematisches Modell beschrie-
ben werden kann. Das Beobachtungssystem wurde ebenfalls durch eine lineare Gleichung
angegeben. In vielen Fallen fiihrt dieser Algorithmus zu Lésungen mit hinreichender Ge-
nauigkeit. In der Praxis treten allerdings auch Aufgaben auf, fir die die Genauigkeit der
linearen Beschreibung nicht ausreicht. In solchen Fallen sind nichtlineare mathematische
Modelle zu benutzen. Wie im zweiten Kapitel erwahnt wurde, flihrt beispielsweise die Be-
riicksichtigung der Tatsache, dass der Prozess keine negativen Werte annehmen kann, zu
einem nichtlinearen Prozessmodell. AuRerdem kann die Verteilungsdichtefunktion des
Prozesses wahrend der Signaliibertragung und durch den Beobachtungsprozess wesent-
lich verzerrt werden. Im zweiten Kapitel wurden allgemeine nichtlineare mathematische
Prozess- und Beobachtungsmodelle vorgestellt. Dieser Teil der vorliegenden Arbeit be-
schaftigt sich mit der Beschreibung eines Ansatzes zur Losung der nichtlinearen Rekon-
struktionsaufgaben.

4.1 Problemstellung

Im Folgenden wird der Fall betrachtet, bei dem das nichtlineare Prozessmodell als eine
Markov-Folge angegeben werden kann, die durch

Xpo =8 (X )+U, +W, 4.1)

beschrieben wird. Hier bezeichnet a,(x, )=/a,,(X, ),a,, (X, )....,aq(X,)]" eine bekann-
te Vektorfunktion. U, ist ein bekannter Flihrungsprozess. Der Rauschprozess w, wird hier
wiederum als ein diskretes Gaulverteiltes weiles Rauschen angenommen. Sein Erwar-
tungswert ist gleich 0 und seine Kovarianzmatrix wird mit Q, bezeichnet. Das nichtlineare
Beobachtungsmodell wird durch

Zk+1 = hk+](xk+1)+vk+1 (42)

beschrieben, wobei h, (X, )= /[h, (X, )b, (X, ).....h, (X, )] eine bekannte Vektorfunk-
tion bezeichnet, die die Informationen Uber die Geometrie des Beobachtungsprozesses
enthalt. Der Rauschprozess Vv, ,, ist ebenfalls ein GauRverteiltes weiles Rauschen. Sein
Erwartungswert ist gleich 0 und seine Kovarianzmatrix wird mit R,_, bezeichnet. Weiterhin
wird angenommen, dass die beiden Rauschprozesse W, und V,,, voneinander unabhan-
gig sind.

k+1

k+1

Wie im vorhergehenden Kapitel, wird der zweikomponentige Prozess [xk,zk]T als
Markov-Prozess angenommen. Demzufolge erfillt die a posteriori Verteilungsdichtefunkti-
on p(X,|z") des Prozesses x, die Gleichung

P(% | Zk”) =¢ P2 Xk+/)_[”(xk+1 | X, )p( %, | Zk)dxk . (4.3)

Wie schon erwahnt, stellt die Bestimmung dieser Funktion beim Bayes’schen Ansatz zur
Lésung der Rekonstruktionsaufgabe das Hauptproblem dar.
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Die Ubergangsdichte des Markov-Prozesses X, wird durch
T(Xy | X ) =

s . 4.4
= ((27) der Q)" exp| 0.5 (X (%)= ) Q' (X =8 (% )-,) | @4

angegeben.

Aus Gl. (4.2) kann die Likelihoodfunktion bestimmt werden:

P2 | %)=

_ 4.5
= ((2”)"1 det Rk) " exp [_0'5(21”1 - hk+1(xk+1))T Rk_iI (Zk+1 - hk+1(xk+1)):|' @9
Aus den Gin. (4.4) und (4.5) ist zu erkennen, dass eine nichtlineare Abhangigkeit von den
Variablen X, und X,,, existiert. Daraus folgt, dass selbst bei der Wahl Gaull'scher An-
fangswerte die beiden Verteilungsgesetze nicht durch die GauRverteilung beschrieben
werden kdnnen. Fir diesen Fall existiert im Allgemeinen keine einfache analytische Ldsung
des Problems zur genauen Bestimmung der a posteriori Verteilungsdichte (4.3). Deswegen
wird nach ndherungsweisen Losungen gesucht. Dies flhrt zu den so genannten quasiopti-
malen Algorithmen, die in diesem Kapitel diskutiert werden.

Ein in der Estimationstheorie haufig verwendeter Ansatz zur Bestimmung dieser nahe-
rungsweisen LOsung der Rekonstruktionsaufgabe besteht in der Linearisierung der
Gin. (4.1) und (4.2), d.h. der Prozess- und Beobachtungsmodelle. Die Linearisierung dieser
Gleichungen ermdglicht somit die Verwendung linearer optimaler Rekonstruktionsalgorith-
men. Wie im Weiteren gezeigt wird, fiihrt dies zur Bestimmung der a posteriori Verteilungs-
dichte in einer Gaull’'schen Naherung. Im folgenden Abschnitt wird ein entsprechender
Algorithmus in allgemeiner Form vorgestellt.

4.2 Linearisierte Rekonstruktionsaufgabe

Unter Linearisierung wird eine Naherung der nichtlinearen Funktionen a,(X, ) und
h.(X, ) durch lineare Funktionen

(X )= a (X )+ A(X )X, —X; ) (4.6)
he(X ) =% )+ H (X )(%, =X ) 4.7)

verstanden. Hier bezeichnet XZ einen so genannten Stltzprozess, in Bezug auf den die
Linearisierung durchgefiihrt wird. Die Koeffizientena,, A;, h; und H, werden Linearisie-
rungskoeffizienten genannt. In der vorliegenden Arbeit werden in Ubereinstimmung mit der
Struktur der GIn. (4.6) und (4.7)a,, h, als Linearisierungsvektoren und A, , H, als Line-
arisierungsmatrizen bezeichnet. Es existieren verschiedene Ansatze zur Wahl des Stitz-
prozesses und/oder der Bestimmung der Linearisierungskoeffizienten beziiglich der benutz-
ten Linearisierungsmethode. Einige der Ansatze, die fir die Lésung der Bildrekonstrukti-
onsaufgaben geeignet sind, werden in diesem Kapitel diskutiert.

Unter Berucksichtigung der Gin. (4.6) und (4.7) nehmen die Gleichungen des Prozess-
modells (4.1) und des Beobachtungsmodells (4.2) die Form
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X,., = A X +U +W, (4.8)
Ly = H;+1Xk+1 +t;+1 +Vias (4.9)
an, wobei
U, =a, —A X, +U, (4.10)
te =hey = He X (4.11)

Zur Vereinfachung der Darstellung wird hier und im Weiteren auf die Bezeichnung der Ab-
hangigkeit der Linearisierungskoeffizienten vom Stitzprozess X,t verzichtet.

Im Ergebnis ergeben sich dementsprechend ein lineares Modell des Prozesses und ein
lineares Modell des Beobachtungssystems. Der im zweiten Kapitel hergeleitete Kalman-
Filter-Algorithmus kann jetzt zur Lésung dieser Rekonstruktionsaufgabe angewendet wer-
den. Die Gleichungen des Algorithmus nehmen folgende Form an:

)A(k+1 = )A(ku,k +K I:Zk+1 _t;u - H;+1)2k+1,k:| (4.12)

Xpsrs = AZ)A(/{ + U,: (4.13)
* T * * T ~1

Kk+l = Pk+l,k(Hk+1) |:Hk+lpk+l,k(Hk+l) + Rk+l:| (414)

Peoe = APCA) +Q, (4.15)

Pt = Pers — Kk+1Hlt+1Pk+1,k : (4.16)

Es werden hier dieselben Bezeichnungen verwendet, wie fur den optimalen Kalman-Filter
(siehe Kapitel 2). Es sei allerdings betont, dass die GIn. (4.12)-(4.16) in diesem Fall einen
quasioptimalen Algorithmus darstellen. Dementsprechend bezeichnet jetzt die Variable
X,,, nicht eine optimale, sondern eine in Bezug auf die gewahlte Linearisierungsmethode
quasioptimale Schatzung. Dasselbe gilt auch fiir die Matrix P,,,, die in diesem Fall eine
naherungsweise Schatzung fir die Kovarianzmatrix des Rekonstruktionsfehlers angibt. Da
durch X,,, und P,,, ein GauR’sches Verteilungsgesetz eindeutig bestimmt werden kann,
wird in diesem Fall von der Losung der Rekonstruktionsaufgabe in Gauly’scher Naherung
gesprochen.

Daraus folgt, dass bei der Entwicklung von Rekonstruktionsalgorithmen die Linearisie-
rungsmethode die Hauptrolle spielt. Es wurden verschiedene Ansatze zur Bestimmung der
Linearisierungskoeffizienten entwickelt. Die unterschiedlichen Prinzipien der Linearisierung,
die ihnen zugrunde liegen, fihren zu Rekonstruktionsalgorithmen mit deutlich verschiede-
nen Charakteristika und Eigenschaften. Die Wahl einer Methode héngt im Allgemeinen von
der konkreten Aufgabe ab. In den folgenden Abschnitten werden einige haufig benutzte
Methoden diskutiert. Begonnen wird mit dem Linearisierungsansatz, der historisch zuerst
entwickelt wurde und zum so genannten Erweiterten Kalman-Filter-Algorithmus (Extended
Kalman-Filter) fiihrt.
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4.3 Erweiterter Kalman-Filter

Ein Ansatz zur Linearisierung der nichtlinearen Funktionen a,(X, ) und h,(X,) be-
steht darin, diese Funktionen in eine Reihe bezliglich bestimmter orthogonaler Basisfunkti-
onen zu zerlegen. Dann werden die linearen Glieder dieser Reihe als Approximation der
urspriinglichen Funktionen benutzt. Eine eingehende Beschreibung dieser linearen Appro-
ximation ist u.a. in [4.1] zu finden. Fir die Entwicklung des Erweiterten Kalman-Filter-
Algorithmus wird wie folgt vorgegangen: Da die beste Approximation in der Regel nur in
einer bestimmten Umgebung des Stltzpunktes X: erfolgt, wird als Stlitzprozess der Schat-
zungsprozess X, benutzt, d.h. X, = X, . Die nichtlinearen Funktionen a, (X, ) und h (X, )
werden in eine Taylor-Reihe bezlglich der Schatzung X, zerlegt. Nur die ersten zwei Glie-
der dieser Reihe werden fir die lineare Naherung verwendet. Damit ergibt sich fur die
Funktiona, (X, ):

a (X )=a (X )+A (X)X —%, ). (4.17)
Der Linearisierungsvektor a, ist durch
a (X, )=a,(%X,) (4.18)
gegeben, und die Linearisierungsmatrix A,t stimmt mit der Jakobi-Matrix Gberein:
A=Ak ) =B @.19)
XX, =X,.

Unter der Jakobi-Matrix eines m -komponentigen Vektors g('X,) beziiglich eines s-
komponentigen Vektor wird die Ableitungsmatrix

on'(x, ) oh' (X, ) ]
GxA{ X =X ox; |x, =X
ﬁh(Xk) _ 5 k k : k k .20
axk Xk = )zk m
oh™(X,) Oh™(X,)
ax’: X, = )A(k Oy X, = )A(k_
verstanden. Fir die Funktion h, (X, ) ergibt sich in Analogie:
he(x)=h(%.), (4.21)
. .. oh, (x
Hk(Xk)sz(Xk)ZM Nt (4.22)
X, X, =X,

Durch Einsetzen von Gin. (4.18), (4.19), (4.21) und (4.22) in die GIn. (4.12) — (4.16) folgt
der Erweiterte Kalman-Filter-Algorithmus. Im Weiteren werden seine Charakteristika in
Bezug auf die Bildrekonstruktionsaufgabe diskutiert.

Die Abhangigkeit der Linearisierungskoeffizienten (4.18), (4.19), (4.21) und (4.22) von
der derzeitigen Schatzung X, ist in der Regel nichtlinear. Das flhrt dazu, dass auch die
GIn. (4.12) und (4.13) nichtlinear sind. Aus demselben Grund hangen die Gl. (4.14) fur den
Gainkoeffizient K, sowie auch die GIn. (4.15) und (4.16) fur die Kovarianzmatrix P, eben-
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falls nichtlinear von der Schatzung X, ab. Im Ergebnis sind alle Gleichungen des Algorith-
mus nichtlinear und miteinander verknlpft. Dementsprechend muissen alle Gleichungen
des Erweiterten Kalman-Filters zu jedem Zeitpunk k£ =1,2,... gleichzeitig geldst werden.
Das bedeutet, dass die Gainkoeffizienten und die Kovarianzmatrizen nicht mehr im Voraus
bestimmt werden kdnnen, was die Anwendungsmdglichkeiten dieses Algorithmus flr die
Lésung der Bildrekonstruktionsaufgaben in Echtzeit wesentlich begrenzt.

Eine zweite Einschrankung wird durch das Linearisierungsprinzip selbst verursacht. Die
Approximation einer Funktion durch die beiden ersten Glieder einer Taylor-Reihe setzt
vergleichbar geringe Abweichungen der tatsachlichen Werte des untersuchten Prozesses
von dem gewahlten Stitzpunkt voraus. Das beschrankt den Wert des Estimationsfehlers
X, — X, = X, — X, , der in Kauf genommen werden kann. Der Filter-Algorithmus erweist sich
in diesem Fall als extrem empfindlich gegeniber einer falschen Wahl der Startwerte. Grof3e
Abweichungen werden von dem linearisierten Modell nicht richtig wiedergegeben und fiih-
ren demzufolge leicht zum divergenten Verhalten des Algorithmus [4.1,4.2]. Die Aufgaben
der Bildrekonstruktion gehdren, wie im zweiten Kapitel gezeigt wurde, zu den schlechtge-
stellten Aufgaben. Die Abweichungen des Startwertes von den tatséachlichen Werten des
untersuchten Prozesses kénnen deshalb erheblich sein, was die Anwendung des Erweiter-
ten Kalman-Filter-Algorithmus zur Lésung der Bildrekonstruktionsaufgabe praktisch unmég-
lich macht.

Eine weitere Beschrankung besteht darin, dass eine nichtlineare Funktion in der Umge-
bung des Stitzpunktes differenzierbar sein muss, um in eine Taylor-Reihe zerlegt werden
zu kénnen. Bei der Verwendung des im zweiten Kapitel entwickelten zweistufigen Modells
treten allerdings auch nichtkontinuierliche nichtlineare Funktionen auf, die nicht im gesam-
ten Definitionsbereich differenzierbar sind.

Die genannten Einschrdnkungen der Anwendtbarkeit des Erweiterten Kalman-Filter-
Algorithmus machen es notwendig weitere Linearisierungsmethoden zu betrachten. Von
besonderem Interesse sind solche Ansatze, die zu Algorithmen flihren, die gegenilber
groRen Abweichungen bei der Angabe der Startwerte stabil sind. Im nachsten Abschnitt
wird das Prinzip der stochastischen Linearisierung vorgestellt, das die Approximation der
nichtlinearen Funktionen nicht nur in einer bestimmten Umgebung des Stitzpunktes, son-
dern im ganzen Definitionsbereicht ermdglicht. Eine Linearisierung nichtkontinuierlicher
nichtlinearer Funktionen ist bei diesem Ansatz ebenfalls mdglich.

4.4 Stochastische Linearisierung nichtlinearer Funktionen

Das Linearisierungsprinzip, das dem im vorhergehenden Abschnitt dargestellten Erwei-
terten Kalman-Filter-Algorithmus zugrunde liegt, berlicksichtigt die stochastische Natur der
betrachteten Aufgaben nicht. Die Zerlegung einer nichtlinearen Funktion in eine Taylor-
Reihe liefert eine hinreichende Approximation nur fiir die Funktion selbst. Die Anderung des
Verteilungsgesetzes der entsprechenden stochastischen Variablen wird dabei nicht in Be-
tracht gezogen. Die Methode der stochastischen Linearisierung beschéaftigt sich, wie es sich
auch in ihrem Namen widerspiegelt, mit solchen linearen Approximationen, bei denen die
statistischen Charakteristika des linearisierten Prozesses von den entsprechenden Charak-
teristika des urspriinglichen Prozesses nicht oder kaum abweichen. Dieser Ansatz ist auch
deshalb sinnvoll, da der Kalman-Filter-Algorithmus die beiden ersten statistischen Momente
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des Prozesses berticksichtigt. Zum ersten Mal wurde die Methode der stochastischen Line-
arisierung in [4.3] und [4.4] vorgestellt. Beiden Varianten liegt dieselbe Grundidee zugrun-
de, obwohl sich die Ansatze zur Bestimmung der Linearisierungskoeffizienten unterschei-
den. Im Weiteren wird das Prinzip der stochastischen Linearisierung im Allgemeinen darge-
stellt.

Es wird ein S x [ -Zufallsvektor X betrachtet. Seine Verteilungsdichtefunktion wird mit
p(X) bezeichnet. Der Erwartungswert ergibt sich dann aus m, =IX-p(X)a’X und die
Kovarianzmatrix ist durch P, = f(x— m, )(x—m_)" p(x)dx bestimmt. Die nichtlineare
Transformation des Vektors X in einen Sx/-Vektor y wird durch eine Vektorfunktion
y = f(X) angegeben. Die Aufgabe besteht nun darin, diese Funktion durch eine Approxi-
mation der Form

yrm, +F(x-m,) (4.23)

zu beschrieben. Hier bezeichnet m, den Vektor der stochastischen Linearisierung und F
die Matrix der stochastischen Linearisierung. Der erste Summand in GlI. (4.23) wird durch

my:<y>=jf(x)-p(x)dx=<f(x)> (4.24)

bestimmt. Der Erwartungswert des zweiten Summanden in Gl. (4.23) ist offensichtlich
gleich 0. Demzufolge stimmt der Erwartungswert des linearisierten Vektors mit dem Erwar-
tungswert m, des urspriinglichen Vektors tiberein. In Bezug auf den Erwartungswert ist die
lineare Approximation somit exakt.

Um die Linearisierungsmatrix zu bestimmen, wurde in [4.4] ein Ansatz vorgestellt, bei
dem von der Minimierung des Linearisierungsfehlers

o=y-m —F(x-m,) (4.25)
ausgegangen wurde. Fir die Bestimmung der Matrix ergibt sich in diesem Fall
F=<f(x)(x-m,)" >P' =

:If(x)(X—mX)Tp(x)dx.pX*” (4.26)

wobei m, und P, den Erwartungswert und die Kovarianzmatrix des Prozesses X be-
zeichnen.

Fur die Verwendung des Kalman-Filter-Algorithmus zur Lésung der Rekonstruktions-
aufgabe ist jedoch der in [4.3] vorgeschlagene Ansatz von gréRerem Interesse. Laut dieser
Methode wird die Linearisierungsmatrix so gewahlt, dass die Kovarianzmatrix des lineari-
sierten Prozesses mit der Kovarianzmatrix des urspringlichen nichtlinearen Prozesses
Ubereinstimmt. Die Kovarianzmatrix des linearisierten Prozesses lasst sich unmittelbar aus
Gl. (4.23) herleiten:

P, :<(my+F(x—mx)—my)(my+F(x—mx)—my)T>:

(4.27)
~((Fox=m))(F(x-m,)) ) =FR,F".
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1 1 1
Im Weiteren wird durch P2 die Wurzel der Matrix P bezeichnet, d.h. P2 -(P2 )" = P . Die
Bedingung, dass die Kovarianzmatrizen bereinstimmen sollen, kann dann in der Form

oy oy
Pj(Py?) :F~PX2-(PX-’] FT (4.28)

angegeben werden. Daraus folgt

X0~

P2=F.P (4.29)

<o)~

Durch Lésung dieser Gleichung beziiglich F ergibt sich

oy!
F:Py{Pj] =

. (4.30)
=U(f(x)—my)(f(X)—my)Tp(X)dX}z(Pf} :

wobei m, durch Gl. (4.24) bestimmt ist.

Wie aus Gl. (4.30) folgt, ist die Kenntnis der Verteilungsdichtefunktion p('x) erforder-
lich, um die Linearisierungsmatrix F zu bestimmen. Wie oben erwahnt wurde, liefert der
Kalman-Filter-Algorithmus eine Gaufl’sche Naherung der Verteilungsdichte. Somit wird flr
p(X) eine GauR’sche Verteilungsdichtefunktion angenommen, die durch den Erwar-
tungswert m, und die Kovarianzmatrix P, vollstandig bestimmt ist. Im Ergebnis kénnen
der Linearisierungsvektor m  und die Linearisierungsmatrix F als Funktionen von m,
und P, betrachtet werden, d.h.

m, =m, (m,,P,)

F=F(m,P,).

X’ X

4.31)

In den meisten Fallen wird die Losung dieser Gleichungen durch die numerische Integ-
ration der GIn. (4.24) und (4.30) bestimmt. In einigen Spezialféllen kénnen diese Gleichun-
gen auch analytisch gelést werden. Ob die Integrale direkt ausgefiihrt werden konnen,
hangt in der Regel von der Form der nichtlinearen Funktion f(x) ab.

Fur die Wahl der Verteilungsdichtefunktion p(X) stehen zwei Varianten zur Verfigung:
es kann entweder die a priori oder die a posteriori Verteilungsdichte benutzt werden. Dem-
entsprechend unterscheiden sich zwei Ansatze: die a priori und die a posteriori stochasti-
sche Linearisierungsmethode. In den nachsten Abschnitten werden diese diskutiert.

4.5 Quasioptimaler Rekonstruktionsalgorithmus auf Grundlage der
a posteriori stochastischen Linearisierung

Unabhéangig von der Methode, nach der die Linearisierung der nichtlinearen Funktionen
durchgeflhrt wird, wird die a posteriori Verteilungsdichtefunktion in einer Gaul®'schen Na&-
herung bestimmt:
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p(x 12)=((27)° detP,) " exp[-0.5(x=% P (x=%,)], (432

wobei X, den a posteriori Erwartungswert bzw. die optimale Schatzung bezeichnet und P,
die a posteriori Kovarianzmatrix ist, die den Estimationsfehler beschreibt. Die Wahl der
a posteriori Verteilungsdichte (4.32) als Verteilungsdichte in Gl. (4.30) zur Bestimmung der
Linearisierungmatrix F fiihrt zu einem Rekonstruktionsalgorithmus auf der Grundlage der
a posteriori stochastischen Linearisierung. Wie im Erweiterten Kalman-Filter-Algorithmus
wird hier die Schatzung X, als Stiitzprozess X, verwendet. Die Linearisierungskoeffizien-
ten werden durch die GIn. (4.24) und (4.30) unter Berucksichtigung von Gl. (4.32) bestimmt.
Damit werden die Beziehungen zur Bestimmung der Linearisierungsvektoren und —matrizen
als Funktionen von X, und P,

a(x)=a,(%.P ). A(x)=A(%.P) (4.33)
hi(x )=h(%.P, ), H(x)=HI(%X.P) (4.34)
erhalten.

Wie auch beim Erweiterten Kalman-Filter, werden in diesem Fall alle Gleichungen des
Algorithmus (4.12) — (4.16) nichtlinear und sind miteinander verkoppelt. Dementsprechend
sind alle Berechnungen gleichzeitig durchzufiihren werden. Die Anwendbarkeit und die
Genauigkeit dieses Algorithmus sind allerdings besser als die beim Erweiterten Kalman-
Filter, denn die Linearisierungskoeffizienten werden zu jedem Zeitpunkt in Ubereinstim-
mung mit der zu diesem Zeitpunkt schon vorhandenen optimalen Schatzung und dem ent-
sprechenden Estimationsfehler bestimmt. Die Berechnung der Koeffizienten (4.33) und
(4.34) ist allerdings numerisch aufwendig. Deswegen ist die Anwendbarkeit dieses Algo-
rithmus fiir die Rekonstruktion dynamischer Bilder in Echtzeit meistens beschrankt. Diesen
Nachteil weist der im nachsten Abschnitt vorgestellte Algorithmus nicht auf.

4.6 Quasioptimaler Rekonstruktionsalgorithmus auf Grundlage der
a priori stochastischen Linearisierung

In den vorhergehenden Abschnitten wurden die allgemeinen Prinzipien der Losung der
Rekonstruktionsaufgabe sowie auch konkrete Rekonstruktionsalgorithmen vorgestellt. Die
Eigenschaften, sowie die Vor- und Nachteile jedes Algorithmus wurden diskutiert. Die oben
gefuhrten Diskussionen ermdglichen es an dieser Stelle, die Anforderungen an einen Re-
konstruktionsalgorithmus zu formulieren, der fiir die Rekonstruktion der dynamischen Bilder
verwendet werden kann.

1. Der numerische Aufwand der oben vorgestellten Algorithmen fiir die Rekonstruktion
hochdimensionaler Bilder ist tblicherweise sehr gro. Dieses Problem betrifft insbe-
sondere Echtzeit-Rekonstruktionsverfahren. Deswegen ist es zweckmaRig, einen Al-
gorithmus zu entwickeln, bei dem die aufwendigsten Gleichungen - fir den Gainkoef-
fizienten und flr die Kovarianzmatrix - nicht von den Messdaten abhangen und damit
im Voraus berechenbar sind.

2. Die Linearisierungskoeffizienten fiir die quasioptimalen linearisierten Algorithmen
sollten aus demselben Grund ebenfalls im Voraus berechenbar sein.
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3. Der Rekonstruktionsalgorithmus soll gegeniber groRen Abweichungen bei der An-
gabe der Startwerte, wie bei den Bildrekonstruktionsaufgaben Ublich, stabil sein.

Als Grundlage fir die Entwicklung quasioptimaler Rekonstruktionsalgorithmen wird in
der vorliegenden Arbeit der im dritten Kapitel vorgestellte lineare Kalman-Filter-Algorithmus
verwendet. Er erfiillt bereits die erste und die dritte der oben angefiihrten Forderungen.
Eine Entwicklung von quasioptimalen linearen Algorithmen, die auch die zweite Forderung
erfillen, fuhrt zu der a priori stochastischen Linearisierungsmethode, die in diesem Ab-
schnitt vorgestellt wird. Das im Abschnitt 4.4 in allgemeiner Form dargestellte Linearisie-
rungsverfahren wird hier flir diesen Spezialfall konkretisiert.

Es wird angenommen, dass das mathematische Modell des untersuchten dynamischen
Bildes und das mathematische Modell des Beobachtungssystems durch

X, =8, (X, )+U, +Ww, (4.35)
und

Z,,,=h_ (X, )+V., (4.36)
gegeben sind.

Die betrachtete Methode der a priori stochastischen Linearisierung setzt die Linearisie-
rung der nichtlinearen Gleichung des Modells als ersten Schritt voraus. Es wird nach einer
linearisierten Modellgleichung gesucht, deren Erwartungswert und deren Kovarianzmatrix
mit denjenigen von Gl. (4.35) Ubereinstimmen. Die allgemeine Gl. (4.6) nimmt im hier be-
trachteten Fall die Form

X =8+ AL(X, =X )+ U, +W, (4.37)

an. Hier und im Weiteren wird fiir den linearisierten Prozess dieselbe Bezeichnung X, .,
wie fur den urspriinglichen nichtlinearen Prozess benutzt, da es kein Missverstandnis her-
vorruft. Wie im dritten Kapitel gezeigt wurde, bleibt unter Gaul3’'schen Anfangswerten die

Verteilungsdichte des Prozesses X, , ebenfalls GauRverteilt und wird hier durch

pu(%)=((27)° detP, )" exp[ -0.5(x—m,, J' P (x—m,, )] (4.38)

angegeben. Dabei bezeichnet m,, den Erwartungswert, P, die Kovarianzmatrix und §
die Dimension bzw. Anzahl der Elemente des Bildes. Die Erwartungswerte der nichtlinea-
ren (4.35) und linearen (4.37) Prozesse lassen sich entsprechend durch

My = (8, (X, )+ U, (4.39)
und
Myrs = aZ +U, (4.40)

bestimmen. Der Vergleich beider Gleichungen zeigt, dass zur Ubereinstimmung der Erwar-
tungswerte, die Bedingung

a; =<ak(xk)>=Iak(xk)px(xk)dxk (4.41)

67



4. Quasioptimale Rekonstruktionsalgorithmen

erfillt sein muss. Da hier von einer GaulR'schen Verteilungsdichte ausgegangen wird, kann
der Linearisierungsvektor als Funktion von Erwartungswert und Kovarianzmatrix des Bildes
dargestellt werden, d.h. a, =a,(m_,P,, ).

Zur Bestimmung der Linearisierungsmatrix wird wie folgt vorgegangen: Von Gl. (4.35)
wird Gl. (4.39) subtrahiert. Damit ergibt sich die Gleichung fir den zentrierten Prozess

Kier = X =My

Kot =a,(X, )= (8, (X, )+ W, =a,(X, )—a, +W,. (4.42)

In Analogie dazu wird durch Subtrahieren der GlI. (4.40) von Gl. (4.37) die Beziehung

Xier = A K+ W, (4.43)
erhalten. Die Kovarianzmatrix kann aus P, =< X; )°(: > bestimmt werden. Nach Einsetzen
der GIn. (4.42) und (4.43) ergibt sich dann

* T
P =<(ak(xk)_ak)(ak(xk)_ak) >+Qk (4.44)

und

*

Per = AP, (A) +Q,. (4.45)

Xk+1 k" xk

Aus diesen Gleichungen folgt, dass die Linearisierungsmatrix A,f entsprechend der Bezie-
hung

* *

AP, (A) = <<ak(xk)—a,f)(ak(xk )-a; )T> =P, (4.46)

zu wahlen ist. P, bezeichnet hier die Kovarianzmatrix der nichtlinearen Zufallsfunktion
a,(X,). Aus Gl. (4.46) lasst sich die Gleichung fir die Bestimmung der Linearisierungs-
matrix herleiten:

A =P (PL) =AM Py ), (4.47)
wobei
* w«\I
P = [(ac(x)—a7 ) (A% )=a;) po(x Jax, (4.48)

Es ist leicht zu erkennen, dass die GIn. (4.41) und (4.47) fiir die Bestimmung der Linearisie-
rungskoeffizienten mit den entsprechenden im Abschnitt 4.4 hergeleiteten Gin. (4.24) und
(4.30) Ubereinstimmen.

Im Ergebnis kann die nichtlineare Modellgleichung (4.35) durch die linearisierte Glei-
chung

Xew1 = A;Xk + UZ +W, (4.49)

ersetzt werden, wobei
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*

u k

=a,—Am,. (4.50)

Diese Ersetzung erfolgt unter der Bedingung der Ubereinstimmung der statistischen Cha-
rakteristika des ursprunglichen und des linearisierten Ersatzprozesses. Es wurde ange-
nommen, dass die Verteilungsdichte des urspriinglichen Prozesses durch eine Gaufy'sche
Verteilungsdichte (4.38) angenahrt wird, die durch den Erwartungswert m,, und die Kova-
rianz P,, beschrieben wird. Der Linearisierungsvektor wird durch GI. (4.41) und die Line-
arisierungsmatrix durch die GIn. (4.47) und (4.48) bestimmt. Der Erwartungswert m,, lasst
sich aus Gl. (4.40) und die Kovarianzmatrix P,, aus Gl. (4.45) berechnen. Alle Gleichungen
(4.38), (4.40), (4.41), (4.45), (4.47), (4.48), (4.49) und (4.50) bilden ein Gleichungssystem
und werden gleichzeitig gelést. Von Interesse sind die Variablena,, A undu,, die die
linearisierten Modellgleichungen (4.49) und (4.50) bestimmen und im Kalman-Filter-
Algorithmus benutzt werden. Es sei hier betont, dass alle diese Berechnungen im Voraus
durchgeflihrt werden kénnen, da keine Abhangigkeit von den Daten besteht.

Gleichzeitig wird die in Gl. (4.36) auftretende nichtlineare Funktion h, (X, ) linearisiert.
Im Ergebnis wird die nichtlineare Gl. (4.36) durch

*

Zk+1 = Hk+1 Xk+] +tk+] +Vk+] (451)
ersetzt, mit
t., = h;:u - HZ+1mxk+l : (4.52)

Die Bestimmung des Linearisierungsvektors h,(m_,P, ) und der Linearisierungsmat-
rix H;(mxk, P,. ) erfolgt in Analogie zu den oben angefiihrten Herleitungen. Alle Berech-
nungen kdnnen ebenfalls im Voraus durchgefiihrt werden.

Somit sind die Linearisierungskoeffizienten fir die linearisierten Gleichungen im Voraus
berechenbar und die zweite der am Anfang dieses Abschnittes formulierten Forderungen ist
damit erfullt.

Im Ergebnis der oben gefuhrten Diskussionen kann folgende qualitative Zusammenfas-
sung gegeben werden: Es wurden drei Varianten von linearisierten Rekonstruktionsalgo-
rithmen betrachtet. Der Erweiterte Kalman-Filter ist in der Praxis nur unter der Vorausset-
zung kleiner Abweichungen des angegebenen Anfangswertes von den realen Werten des
untersuchten Prozesses anwendbar. Der Algorithmus auf Grundlage der a posteriori sto-
chastischen Linearisierungsmethode Uberwindet diese Beschrankung und liefert Rekon-
struktionsergebnisse besserer Qualitat. Fur praktische Probleme, wie die Rekonstruktion
dynamischer Prozesse in Echtzeit, kann dieser allerdings wegen seines numerischen Auf-
wandes ebenso wenig benutzt werden. Die a priori stochastische Linearisierung ermdglicht
die Entwicklung von Algorithmen, die gegeniiber grolen Abweichungen des Anfangswertes
von den realen Werten des untersuchten Prozesses stabil sind. Die Qualitat der bei diesen
Algorithmen gelieferten Rekonstruktionsergebnisse ist nicht so gut wie die, die bei den zwei
oben genannten Algorithmen erreicht werden kann. Fur die Lésung der Rekonstruktions-
aufgaben in Echtzeit ist er allerdings wesentlich besser geeignet und besitzt dementspre-
chend vielfaltige praktische Anwendungsmoglichkeiten. In mehreren Féllen kann der nicht-
lineare dynamische Prozess anhand des im zweiten Kapitel der vorliegenden Arbeit entwi-
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ckelten zweistufigen nichtlinearen Modells beschrieben werden. Im nachsten Abschnitt wird
eine Linearisierungsmethode fiir diesen Fall diskutiert.

4.7 Stochastische Linearisierung fiir das zweistufige Modell eines
dynamischen Bildes

Ein zweistufiges mathematisches Modell zur Beschreibung eines nichtlinearen dynami-
schen Bildes wurde im zweiten Kapitel vorgestellt. Es wird durch die zwei Gleichungen

Xpor = AX, U+ W, (4.53)

Yier = SX%] (4.54)
angegeben, wobei f[-] eine bekannte nichtlineare Transformation bezeichnet.
Weiterhin wird das nichtlineare Beobachtungsmodell
Zeer =My (Vi )+ Vi (4.55)
betrachtet.

Die nichtlinearen Gleichungen (4.54) und (4.55) kénnen nach der im vorhergehenden
Abschnitt vorgestellten Methode linearisiert werden. Damit ergeben sich die linearisierten
Modelle des Prozesses und des Beobachtungssystems zu

Xeo; = AX, +U +W, (4.56)
Y1 = fk*(mxk’ ka)+ Fk*(mxk’ ka)'(xk _mxk) ’ (4-57)
Zk+1 = h;+1(mxk’ ka)+ Hk*+1(mxk’ ka)'(xk - mxk)+vk+1 " (458)

Eine Besonderheit und ein Vorteil des zweistufigen Modells besteht darin, dass die Lineari-

sierungsvektoren f,,h; , und die Linearisierungsmatrizen F,,H, , durch das bekannte
Gauly'schen Verteilungsgesetz des Vektors X, bestimmen sind. Damit verschwindet der
Fehler der Estimation der Verteilungsdichte. Die Verteilungsdichtefunktion des Prozesses
(4.56) ist durch

pu(x,)=((27)° -detP, )" x

. (4.59)
xexp[—OJ[xk—mxk] Px’k’[xk—mxk }

gegeben. Der Erwartungswertsvektor m,, und die Kovarianzmatrix P,, werden aus

m,., =Am,+u, (4.60)

Xk+1

ka+1 = Ak kaAkT +Qk (4.61)
bestimmt.

Die Gleichungen zur Bestimmung der Linearisierungsvektoren nehmen die Form

fo = [ 1% )p.( %, Jdx, (4.62)
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by = [ B [FO% )] Pe( % Jax, (4.63)

an. Da die Verteilungsdichte p, (X, ) bekannt ist, kdnnen die Integrale in den GIn. (4.62)
und (4.63) mit der erforderlichen Genauigkeit numerisch berechnet werden. Die Kovari-
anzmatrizen werden entsprechend der benutzten Linearisierungsmethode aus Gl. (4.47)
bestimmt. Fur den hier betrachteten Fall nehmen diese Gleichungen die Form

Fo=| [(roxo= ) x0=1) ptx, )dxk]m (P) ey

*

Hk = |:J.(hk+1 (f(xk))_ hk*+1)(hk+1 (f(xk ))_ h1:+1 )T px(xk )dx:|1/2 ( P;k/z)il (4.65)

an.

Sind die Linearisierungskoeffizienten bestimmt, wird der Rekonstruktionsalgorithmus auf
der Grundlage der Kalman-Filter-Gleichungen (4.12) — (4.16) entwickelt.

Die Anzahl der Bildelemente wird durch S bezeichnet. Dementsprechend ist X, ein
S x I -dimensionaler Zufallsvektor. Der durch die Transformation f[-] erhaltene Prozess
Yy, ist ebenfalls als ein §x [ -dimensionaler Zufallsvektor gegeben. Zur Vereinfachung der
weiteren Diskussion ist es sinnvoll, statt einer separaten Betrachtung der Vektoren X, und
y, einen erweiterten 2§ x/-dimensionalen Vektor X, =[Xk,yk]T zu verwenden, der
durch

X, =AX +U0 +W, (4.66)

angegeben wird. Hier werden die Bezeichnungen

T
A=A @67)
a; =[uk,uZ]T U =f -F'm, (4.68)
w, =[w,,0]' (4.69)

benutzt. Gl. (4.66) fasst somit die beiden linearen Gin. (4.56) und (4.57) zusammen.

Der Erwartungsvektor des erweiTterten Bildes wird ebenfalls aus zwei Vektoren zusam-

mengesetzt, M =[m m ] , wobei m_,_ aus Gl. (4.60)und m,, , aus

Xk+1 Xk+1° " yk+1 Xk+1

M., = [ F(X )P (% Jdx, = F; (4.70)

yk+1

bestimmt werden.

Die Kovarianzmatrix des erweiterten Vektors (4.66) besteht in diesem Fall aus vier BI6-
cken:

P P
P _|:ka+1 xyk+1} =) =P’ 4.71)

Xk+1 P > U yxk+1 xXyk+1 *

yxk+1 yk+1
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Die Matrix P, ., ist durch Gl. (4.61) gegeben. Die drei anderen Matrizen lassen sich wie
folgt bestimmen. Fur die Matrix P, , gilt

Poor = [ (S (X )= (X )= £ )T (%, )i, (4.72)

Unter Berlcksichtigung von Gl. (4.64) fur die Linearisierungsmatrix kann diese Gleichung
als

P =F P (F) (4.73)

yk+1

umgeschrieben werden.

Die Kovarianzmatrix P,

wi+s 1Stin allgemeiner Form durch

Pacer = [ (X =M JFOX )= 1) polx)m, (X, | %, )dxdx,,,  (474)

gegeben, wobei 7, (XM | Xk) die Ubergangsverteilungsdichte des Prozesses (4.53) dar-
stellt und die Form

(X | X0 )= ¢y exp[—0.5~[xk+1 —a(x, )— uk]TQ;I[XkH —a(x, )— uk]:| (4.75)
annimmt.

Um mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen (bereinzustimmen, wird das Beobach-
tungsmodell in der Form
=H; X, +t

k+1 +V

(4.76)

k+l k+1

mit
Hy., =[0.H;,,] (4.77)

angegeben.

Im Ergebnis werden das linearisierte Modell des Prozesses (4.66) und das linearisierte
Beobachtungsmodell (4.76) erhalten. Zur Lésung der Rekonstruktionsaufgabe kann der
linearisierte Kalman-Filter-Algorithmus (4.12) — (4.16) benutzt werden. Da die Gleichungen
in diesem Fall eine spezielle Block-Struktur aufweisen, kann die Berechnung des Gainkoef-
fizienten vereinfacht werden. Die vorhergesagte Kovarianzmatrix P, aus Gl. (4.15) kann
in Analogie zur Gl. (4.71) ebenfalls in vier Blocke zerlegt werden:

_ Px,k+1,k ny,k+1,k P PT
- > Vyxk+1k T

Xy, k+1,k *
Pyx,k+1,k P

P

k+1.k

(4.78)

Y. k+1,k

Unter Verwendung von GIn. (4.14) und (4.77) kann gezeigt werden, dass die Matrix K, ,,
aus folgenden zwei Blocken besteht:

* * * -1
ka+] ny,k+l,k(Hk+1 )T |:Hk+[ Py,k+1,k(Hk+I )T + Rk+l:|
Keor = = (4.79)

K * * * -1
Py,k+l,k(Hk+I )T I:Hk+l Py,k+[,k ( Hk+l )T + Rk+[:|

yk+1
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Eine Berucksichtigung dieser Struktur ermoglicht es, die numerischen Berechnungen zu
reduzieren.

Es muss hier erwahnt werden, dass die vorgestellte Methode auch fiir die a posteriori
stochastische Linearisierung verwendet werden kann. Alle Gleichungen lassen sich durch
Ersetzen des a priori Erwartungswert m , und der a priori Kovarianzmatrix P,, durch die
entsprechenden a posteriori Charakteristika herleiten.

Damit kann die in diesem Kapitel diskutierte Lésung der nichtlinearen Bildrekonstrukti-
onsaufgaben als eine Verallgemeinerung der Lésung linearer Aufgaben aufgefasst werden.
Das nachste Kapitel stellt beispielhaft die Anwendung der hier entwickelten Methoden dar.
Dazu wird als Beispiel die Aufgabe der Rekonstruktion von mehrphasigen Strémungen
betrachtet. Die entsprechenden nichtlinearen mathematischen Modelle werden konstruiert
und praktisch anwendbare Algorithmen werden entwickelt.
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5. Einsatz der entwickelten Methode fiir die Bestimmung von
Charakteristika einer mehrphasigen Stromung

5.1 Problemstellung

Die Bestimmung von Charakteristika einer mehrphasigen Strémung, die durch ein Rohr
flieR3t, ist von groler praktischer Bedeutung. Von besonderem Interesse ist dies in der Erd-
6l- und chemischen Industrie. Deshalb wird dieses Problem seit den 80’er Jahren unter-
sucht. Zurzeit gibt es eine Reihe von Geraten und Systemen, die fir diesen Anwendungs-
fall entwickelt und praktisch angewendet wurden. Die Charakteristika und eine Verglei-
chungsanalyse flr diese Untersuchung sind in [5.1] dargestellt.

Im Rahmen des beschriebenen Problems kdnnen unter anderem folgende Aufgaben
unterschieden werden: (i) Bestimmung der Form der Stromung, (ii) Bestimmung des pro-
zentualen Anteils der einzelnen in der Strdomung vorhandenen Phasen, (iii) Messung der
Geschwindigkeit jeder Phase. Die entwickelten und zur Verfiigung stehenden Systeme sind
noch nicht in der Lage, die Strémungsform zu unterscheiden und die Geschwindigkeit se-
parat zu messen. AuRerdem gibt es noch Schwierigkeiten bei der Bestimmung des prozen-
tualen Anteils einzelner Phasen in Echtzeit. In der Mitte der 90’er Jahre wurde vorgeschla-
gen, spezielle tomographische Techniken zur Lésung der oben genannten Probleme zu
benutzen. Grundlage dieser Techniken bildet die Rekonstruktion des Strémungsquerschnit-
tes. Die vorgeschlagenen Systeme basieren auf elektrischen Verfahren und benutzen Ver-
fahren der Prozesstomographie [5.2]. Dabei wurden Standardrekonstruktionsverfahren
verwendet, wie beispielsweise die gefilterte Riickprojektion. Die Anwendung dieser Technik
ist mit der Forderung verknipft, praktisch unmittelbar alle Projektionen desselben Stro-
mungsquerschnittes zu messen und eine schnelle Bildrekonstruktion mit traditionellen Me-
thoden anzuwenden [5.3, 5.4].

Fir die oben erwahnten Zwecke werden selten radiographische Systeme benutzt, da
sie vergleichsweise langsam bei der Datenaufnahme sind und groRe geometrische Abmes-
sungen haben [5.5, 5.6].

Die Forderung einer gleichzeitigen Messung von mehreren Projektionen fuhrt zur An-
wendung von Mehrkanalssystemen, d.h. mehrere Messkanale sind in einer Ebene positio-
niert. Wegen konstruktiver Schwierigkeiten ist die Anzahl der Kanale, die fir die Datenge-
winnung eingesetzt werden kdnnen, wesentlich begrenzt. Fur elektrische Tomographie-
Systeme werden Ublicherweise nicht mehr als 16 Kanale benutzt; fir die Rontgen-
Tomographie stehen hdchsten 5 Kanale zur Verfligung [5.1]. Das beschrankt die Qualitat
der erhaltenen Rekonstruktionsbilder. Jedoch haben Rdéntgen-Tomographie-Systeme eine
groRere Zuverlassigkeit als vergleichbare elektrische Systeme und werden daher haufig
vorzuziehen sein.

Die Anwendung der klassischen Rekonstruktionsverfahren ist einer der wichtigsten Fak-
toren, die die Mdoglichkeit der Rekonstruktion fiir Echtzeit-Systeme beschrankt [5.2, 5.7].
Diese Verfahren basieren auf der gleichzeitigen Behandlung aller Projektionen, ohne deren
Abhangigkeit zu berilcksichtigen. Diese Technik fligt sukzessive die in den Projektionen
enthaltene Information dem Rekonstruktionsresultat hinzu, wobei jeder Rekonstruktions-
schritt als unabhéngig von dem vorangegangenen betrachtet wird.
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In der vorliegenden Arbeit wird ein neuer Zugang zur Rekonstruktion vorgestellt, der auf
den in den vorhergehenden Abschnitten entwickelten Methoden basiert. Sie ermdglicht die
Rekonstruktion in Echtzeit und beriicksichtigt die Abhangigkeit zwischen den nacheinander
aufgenommenen Messungen.

Die Geometrie des betrachteten Beobachtungssystems ist Abb. 5.7 zu entnehmen. Sie
entspricht der Geometrie des Beobachtungssystems, das im ersten Kapitel eingefiihrt wur-
de. Ein entsprechendes mathematisches Modell wurde dort entwickelt. Wie schon erwahnt,
entspricht diese Aufnahmegeometrie derjenigen, die bei medizinischen CT Anwendungen
benutzt wird. Hier wird eine mehrphasige Stromung betrachtet, die durch ein Rohr flief3t.
Die mittlere Geschwindigkeit des Flusses wird als konstant angenommen. Im Weiteren
beschrankt sich die Analyse auf eine der oben genannten Aufgaben, die Bestimmung des
prozentualen Anteils jeder Phase. Der entsprechende Algorithmus, der es ermdglicht, den
prozentualen Anteil jeder Phase in Echtzeit zu verfolgen und in der Praxis anwendbar ist,
wird hier abgeleitet und diskutiert.

laterale Rotation des
Quelle/Detektor-Systems

Flussrichtung Detektorzeile

Abb. 5.1. Schema des Beobachtungssystems.

5.2 Mathematisches Modell einer mehrphasigen Stromung

Das Ziel dieses Abschnittes besteht darin, ein mathematisches Modell einer mehrphasi-
gen Stromung abzuleiten, das es ermdglicht, die oben entwickelte Methode zur Lésung der
in dem vorhergehenden Abschnitt erwahnten Aufgaben anzuwenden.

Mehrphasige Objekte werden seit einiger Zeit intensiv untersucht. Eine Klassifikation
derartiger Systeme ist [5.9] zu entnehmen. Drei verschiedene Typen mehrphasiger Stro-
mungen werden in der vorliegenden Arbeit betrachtet. Im ersten Fall wird angenommen,
dass der Fluss von der Gestalt eines homogenen Gemisches ist. In diesem Fall sind alle in
der Stromung enthaltenen Phasen statistisch homogen gemischt, wie in Abb. 5.2.a darge-
stellt. Wenn die Phasekomponenten homogene Schichten formen, heil3t der Fluss ge-
schichtete Stromung. Ein schematisches Beispiel ist in Abb. 5.2.b dargestellt. In Abb. 5.2.c
ist der letzte betrachtete Typ dargestellt, wobei jede Phasekomponente die Form eines
Kreises annimmt. In dem ersten Fall hat das Bild des Querschnittes eine statistisch homo-
gene raumliche Struktur. In den beiden letzteren Fallen sind die Bilder statistisch nicht ho-
mogen.
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Der Fluss wird als ein dynamischer Prozess betrachtet. Damit ergibt sich die Moglichkeit
ein Modell in Form stochastischer Differenzengleichungen darzustellen, in dem die raumli-
chen und zeitlichen statistischen Charakteristika der Strémung berticksichtigt werden. Dies
ermdglicht die Anwendung der entwickelten Rekonstruktionsverfahren, wie sie oben disku-
tiert wurden.

Weiterhin wird angenommen, dass die Struktur des Flusses sich mit der Zeit der Unter-
suchung nicht &ndert, obwohl in dem Fluss jederzeit stochastische Anderungen erfolgen. In
diesem Fall kann das a priori Wissen uber die Struktur des Flusses im Modell ber(cksichtigt
werden, um die Rekonstruktionsergebnisse zu verbessern.

-

a) b) c)

Abb. 5.2. Das Bild des Querschnittes mehrphasiger Strémung fiir verschiedene Formen: a — homo-

gen gemischte, b — geschichtete, ¢ — ringartige

Der mehrphasige Fluss wird als Gesamtheit von kleinen Volumenelementen (Voxeln)

angesehen. Es wird davon ausgegangen, dass sich zu jedem Zeitpunkt in einem Volumen-
element des Flusses, das einem Element des diskreten Bildes entspricht, nur eine der
moglichen Phasekomponenten der Strdmung befinden kann. Das heil3t, dass der Grauwert
des Bildes nur eine bestimmte Anzahl von Werten annehmen kann, da der betrachtete
mehrphasige Fluss nur eine bestimmte Anzahl von Komponenten besitzt, und jeder Kom-
ponente genau ein Grauwert zugeordnet wird. Das bedeutet, dass die Prozesse nicht nur in
der Zeit, sondern auch im Wertebereich diskret sind. Solche Prozesse werden Markov-
Ketten genannt.

Ein mathematischer Ansatz zur Beschreibung von Markov-Ketten kann [5.10] entnom-
men werden. Dieser Ansatz erfordert die Anwendung spezieller mathematischer Techniken,
die in der vorliegenden Arbeit nicht im Detail diskutiert werden sollen. Der zweite Ansatz
beschreibt den Prozess als Markov-Folge, die anhand spezieller nichtlinearer Transformati-
onen in einen diskreten Prozess Uberfihrt wird. Bei diesem Ansatz kann das zweistufige
Modell, das in dem Kapitel 2 entwickelt wurde, zur Lésung der Aufgabe verwendet werden.
Somit kann der im vorhergehenden Abschnitt beschriebene Rekonstruktionsalgorithmus fiir
die Losung der formulierten Aufgabe verwendet werden.

Ausgehend von der obigen Diskussion nimmt das Modell folgende Form an: In einem
ersten Schritt wird ein Gauli'scher Prozess X, erzeugt (vgl. Kapitel 2). Seine statistischen
Charakteristika werden ahnlich dem dort betrachteten Beispiel angenommen. Im zweiten
Schritt wird X, durch eine spezielle nichtlineare Transformation in einen nichtlinearen Pro-
zess Y, mit diskreten Grauwerten und bestimmten statistischen Charakteristika Uberfihrt.
Das entspricht genau dem oben diskutierten zweistufigen Modell zur Erzeugung nichtlinea-
rer dynamischer Bilder.
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Die Gleichung fir den GauB'schen Prozess wird wieder in Form einer linearen sto-
chastischen Differenzengleichung angegeben

X, = AX, +U, +Ww, (5.1)

mit Eigenschaften, die im ersten Kapitel eingefiihrt wurden. Das nichtlineare Bild wird dann
durch die Transformation

Yieer = f(Xk) (5-2)

erzeugt, wobei f(X, ) eine nichtlineare Funktion darstellt, die den Prozess mit kontinuierli-
chem Wertvorrat in einen Prozess mit diskretem Wertvorrat Uberfiihrt.

An dieser Stelle wird ein einfaches lineares Beobachtungsmodell verwendet, das durch
folgende Gleichung gegeben ist (sieh Kapitel 2)

Z, =H Y Ve (5-3)

Im Weiteren wird die Gestalt der nichtlinearen Funktion f(X, ) diskutiert. Fir die Be-
stimmung der entsprechenden Transformationsvorschrift wird der Fall einer dreiphasigen
Stromung betrachtet, d.h. der Grauwert kann drei mogliche Werte annehmen. Es wird vor-
ausgesetzt, dass alle drei Werte a priori bekannt sind (in der Praxis, zum Beispiel, durch
eine experimentelle Kalibrierung bestimmt wurden). Sie werden mit y/"/ bezeichnet, wobei
! =1,2,3.Um ein 3-phasiges Bild zu gewinnen, wird der lineare Prozess X durch folgende
Transformation umgewandelt:

(1) (1)

Yoo Xy <Xy
_ o 2
Ya = VT Xy Sxy <X (54)
(3) (2)
VUL Xy 2

Hier bezeichnet der untere Indexi, i=1,2,...,S, die Nummer des Bildelementes und &
gibt den diskreten Zeitpunkt an. Die Transformation (5.4) Uberfihrt die Markov-Folge X in
eine Markov-Kette y . Abb. 5.3 gibt eine anschauliche Darstellung der eingefiihrten Trans-
formation. Wie aus Gl. (5.4) zu entnehmen ist, hdngen die Werte x{”’ und x{”’ im Alige-
meinen von beiden Parametern, also dem Index i und der Zeit £ ab. Deren Auswahl wird
(indirekt) durch die a priori Information bestimmt, wie im Weiteren gezeigt wird. Die nichtli-
neare Funktion (5.4) wandelt die Gaul¥'sche Verteilungsdichte des Grauwerts jedes Bild-

elementes

p(x, )=(2rxp, )’0'5 exp[—0.5pi;1(xik —m, )2] (5.5)

in eine nichtgauR'sche Verteilungsdichte p(y, ) um. Hier bezeichnet m, den Erwar-
tungswert und p, die Dispersion des Grauwertes des i -ten Bildelementes x,, . Die Vertei-
lungsdichte des Bildelementes y, nimmt nach der Transformation die Form

p(yi)=ay (v, =y )+ay8(y, =y )+ a’S(v, =) (5.6)

mit der Normierungsbedingung o/’ +a!’ +al”’ =1 an. Die Verteilungsdichte des 3-

phasigen Prozesses Yy gehort zur a priori Information Uber diesen Prozess. Die bekann-

ten/geschatzten Werte der Koeffizienten a,.(k”, [=1,2,3, sind dementsprechend in das
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Modell einzufiigen. Das erfolgt durch die Wahl der Schwellwerte x/’ und x/’, sowie durch
die Charakteristika des Gaul'schen Bildes X, m, und p, . Die Transformation des Vertei-
lungsgesetzes ist in dem in Abb. 5.4 dargestellten Schema erklart. Ausgehend von der

Gl. (5.4) folgt die Beziehung fiir die Berechnung der Werte !’

ik

(0

" (1)
X, —m,
oy = I p(xy )dx, = 0.5+ CD(%))
- ik
x”kZI (2) (I)
X M, X, —m,
a’s‘Z) - J. p(xy )dx, = @( = L)—d(—= “), (5.7)
x,(k“ pik pik
t (2)
X, B —m,
0(,;3) = j p(x, )dx, :05_@(%)’
xf/cj) i

wobei mit ®(z) das Wahrscheinlichkeitsintegral<D(z):(27r)’{”.|.exp(—0.5t2 )dt  mit
®(—z)=-D(z) bezeichnet ist. Die Funktionen a;“ geben die Wahrscheinlichkeit an,
dass das i -te Bildelement y, zum Zeitpunkt k£ im / -ten Phasenzustand ist, d.h. den Wert

y”’ annimmt. Gl. (5.7) zeigt den Zusammenhang zwischen ihnen und den Parametern des
mathematischen Modells.

Af(x,) Yl
3) 3)
y y
2) (2)
(1) 1)
A - A -
) @ ‘ 1 2 3 -
a
Xik Xik Xik k
(1) (2)
Xik Xik x‘k
1
*
*
-
2 ‘e
D" 1) < 1)
3 “" Yo Xy S Xy
— (2) (1) 2)
o Sx) =1y x) <x, <xy
*
3) (2)
o YU Xy 2 X
*
”.
‘0
*
Q..
b..-
vk

Abb. 5.3. Prozess der Erzeugung eines dreiphasigen Bildes.
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Abb. 5.4. Zusammenhang zwischen den Verteilungsdichtefunktionen von urspriinglichen und er-
zeugten Bildern.

5.3 Algorithmus fur die Bestimmung der Konzentration von Phasen in
mehrphasigen Stromungen

Wie schon erwéahnt, bildet die Rekonstruktion des Strémungsquerschnittes die Grundla-
ge fur die Lésung der in diesem Kapitel betrachteten Aufgabe der Bestimmung des prozen-
tualen Anteils von den in der Strémung vorhandenen Phasen. Um den Querschnitt zu re-
konstruieren wird das im vorhergehenden Abschnitt betrachtete Rekonstruktionsverfahren
benutzt.

Da das Prozessmodell, das im vorhergehenden Abschnitt vorgestellt wurde, nichtlinear
und zweistufig ist, wird im Weiteren die Rekonstruktionsmethode verwendet, die auf der
a priori statistischen Linearisierung basiert, wie sie im Kapitel 4 diskutiert wurde. Der erste
Schritt dieser Methode besteht in der Berechnung der Matrix und des Vektors der statisti-
schen Linearisierung fir die nichtlineare Funktion (5.4). Der Vektor der stochastischen
Linearisierung wird nach Gl. (4.24) ermittelt. Fur die hier betrachtete Aufgabe gilt fir seine
Elemente

b = (i) = [ £ 05 )p(x, e, (5.8)

wobei p(x, ) die GauB'sche Verteilungsdichte (5.5) ist. Nach Einsetzen in GI. (5.8) und
Integration ergibt sich

3
t =208y, (5.9)
=1

wobei die Funktionen ¢!/

.~ im vorhergehenden Abschnitt diskutiert wurden.

Da die nichtlineare Funktion des Bildmodells eindimensional ist, ist die Matrix F, der
Koeffizienten der statistischen Linearisierung eine Diagonalmatrix, d.h. F, = diag [flk . Die
Matrix der Koeffizienten der statistischen Linearisierung ist Gl. (4.30) zu entnehmen. Fir die
hier betrachtete Aufgabe ergibt sich

fo =[x~ ¥ ] mi,
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wobei p, die Diagonalelementen der Kovarianzmatrix P, des Bildes bezeichnen. Nach
Einsetzen der Funktionen (5.4) sowie (5.5) und Integration, ergibt sich

0.5
fi= {ial&“ () (5 )2} e (5.10)
=1

Somit wird das Modell des dynamischen Bildes, das anhand der Gleichungen (5.1)
und (5.2) gegeben ist, durch ein linearisiertes Modell ersetzt

X = AX, +U +W,

Yeor =L+ FoX,

)

#

wobei der Vektor t, =[t,,t,,,....t;]" die Elemente (5.8) enthélt und die diagonale Matrix
F, aus Gl. (5.10) folgt.

Nach Einsetzen der ersten Gleichung in die letztere und unter Berucksichtigung des
Beobachtungsmodells, ergibt sich folgendes linearisiertes Gleichungssystem

* * *

. -1
Yier = Fer A (Fk+l) Vi + P+, +F

k+1

*

w,, (5.11)

Ly = Hk+lyk+l Vi (5.12)

An dieser Stelle kann die Rekonstruktionsaufgabe wie folgt formuliert werden: Das line-
arisierte Modell des Bildes (5.11) und das Beobachtungsmodell (5.12) sind gegeben. Zur
Rekonstruktion wird ein optimaler (quasioptimaler) Algorithmus benutzt, der die Minimie-
rung der Funktion des a posteriori Risikos mit der Verlustfunktion

¢k:(yk_9k)T(yk_yk) (5.13)
garantiert.

Die Gleichung der optimalen Rekonstruktion nimmt die Form
~ . A \T A A
Yie = argmme‘(yk =¥) (Ve =) POy, )y,

an, wobei p(y, ) die a posteriori Verteilungsdichte bezeichnet. Es ist bekannt, dass diese
Gleichung folgende Lésung hat (siehe Kapitel 3)

Ve = [ VeB(Y )y, (5.14)

Bei der statistischen Linearisierung wird die a posteriori Verteilungsdichtefunktion
p(Y,) durch eine GauB'sche Funktion approximiert. Sie ist durch den Vektor des
a posteriori Erwartungswertes und die a posteriori Kovarianzmatrix vollstdndig bestimmt.
Daraus folgt, dass fur die Berechnung der optimalen Schéatzung, die durch Gl. (5.14) gege-
ben ist, der Kalman-Filter zu verwenden ist, da durch Anwendung dieses Filters die Gaul3-
sche a posteriori Verteilungsdichte gewonnen werden kann. Somit fiihrt die vorgeschlagene
Technik zur Anwendung des Kalman-Filters als Basis fir den Rekonstruktionsalgorithmus.
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Der Kalman-Filter (4.9)-(4.13) nimmt jetzt folgende Form an

Voo = Viors + Kior [ 2eer =D = Hee Vi | (5.15)
Voo =FroA (FLL) 90+ Fou +t, (5.16)
Ky =Pesi(Hi ) [He Poi(Hu R, T (5.17)
Pt _(Fk+,A (F.) )P (FMA (Fo.) )+Qk, (5.18)
P, =P — K Ho P, (5.19)

Die Losung dieses Gleichungssystems liefert den a posteriori Erwartungswert und die
a posteriori Kovarianzmatrix. Aus diesen Daten kann schliellich die a posteriori Vertei-
lungsdichte in GauR'scher Naherung bestimmt werden

Py )= [(277)5' det Pk:|70.5 -exp [_0'5( Ye — yk )T Pk_l ( Yo — 9k )] . (5.20)

Die Schatzung von Y, liefert nur den Mittelwert des Grauwertes. Nach dem eingefiihr-
ten Modell kann der Grauwert aber nur drei bestimmte Werte annehmen. Darum besteht
der nachste Schritt in der optimalen Wahl eines von drei moglichen Werten aufgrund der
a posteriori Verteilungsdichte (5.20). Um diese Aufgabe zu l6sen wird folgendes Kriterium
eingefihrt

Y, =arg min

y Ey(“

I(yk_Yk)T(yk_yk)ﬁ(yk)dyk . (5-21)

Dieses Kriterium fiihrt zur Auswahl desjenigen Wertes, fur den die a posteriori Dispersion
des Fehlers minimal ist. Nach der Rekonstruktion des diskreten Bildes Yy, kann die
a posteriori Konzentration der Phasen a(“ aus der Anzahl der Bildelemente bestimmt
werden, die jeweils einer Phase zugeordnet sind, bezogen auf die Gesamtzahl der Bildele-
mente S .

Auf diese Weise kann das gestellte Problem der Bestimmung der Konzentration von
Phasen in einer mehrphasigen Stromung unter Anwendung des Kalman-Filters (5.15)-
(5.19), der Gl. (5.20) fur die a posteriori Verteilungsdichte und der GlI. (5.21) fir die Estima-
tion von diskreten Werten, gel6st werden.

5.4 Rekonstruktion des Bildes und Bestimmung der Phasenkonzent-
ration in Stromungen verschiedener Typen.

In diesem Abschnitt wird die Anwendbarkeit des oben beschriebenen Algorithmus fir
die Rekonstruktion von dreiphasigen Strdmungen gezeigt. Daflr werden Beispiele fur die
Rekonstruktion des Querschnittes und fir die Bestimmung der Konzentration jeder Stro-
mungsphase vorgestellt. Die Aufgabe wird fir alle drei oben betrachteten Strémungstypen
(siehe Abschnitt 5.2) geldst: homogen gemischter, geschichteter und ringartiger Typ. Diese
drei Typen sind in Abb. 5.2 dargestellt.
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Fir die Erzeugung des dreiphasigen Bildes wird das in Abschnitt 2.7 (siehe Abb. 2.4)
diskutierte zweistufige Modell verwendet. Als erste Stufe dient ein Gauli'sches Bild, das
durch Gl. (5.1) gegeben ist. Der Erwartungswert des Bildes wird zu Null, die Korrelationszeit
zu 40 und der Kovarianzradius zu 8 gewahlt. Die Erzeugung dieses Bildes wurde im zwei-
ten Kapitel dieser Arbeit grundsatzlich diskutiert.

In der zweiten Stufe ist das urspriingliche lineare Bild einer nichtlinearen Transformation
der Form (5.4) zu unterziehen, um ein nichtlineares dreiphasiges Bild zu erhalten. Zur Ver-
anschaulichung des Algorithmus, wird er in der Praxis in zwei Schritte unterteilt.

Zunachst erfolgt im ersten Schritt die Transformation

X, =X, +m (5.22)

yk

wobei m,, der Erwartungsvektor des zu erzeugenden nichtlinearen Bildes ist. Durch die
Wahl des Vektors m,, kann die gewiinschte Stromungsform in das Modell eingefiihrt wer-
den. Tatsachlich bedeutet das, wenn der Fluss eine bestimme Struktur hat, dass fiir einen
beliebigen Pixel einer der méglichen Grauwerte eine wesentlich gréRere Wahrscheinlichkeit
hat im Vergleich zu den Anderen. Der Definition des Erwartungswertes zufolge wird sich
der mittlere Grauwert dieses Pixels von dem Grauwert mit der gré3ten Wahrscheinlichkeit
kaum unterscheiden. Diese Aussage ermdglicht es, die Struktur der Strémung im Erwar-
tungswert m,,widerzuspiegeln. In Abb. 5.5 ist die Struktur dieses Vektors fir jede der
betrachteten Stromungsformen dargestellt. Da der homogen gemischte Fluss keine be-
stimmte Struktur aufweist, haben die Pixels des in Abb. 5.5 a dargestellten Bildes alle den
gleichen Grauwert. Bei den beiden anderen Bildern ist die Struktur deutlich zu sehen. Es
sei an dieser Stelle nochmals erwahnt, dass die Erwartungswerte a priori bekannt sind oder
geschatzt wurden. Abb. 5.6 zeigt die durch die Transformation (5.22) erhaltenen vorlaufigen
Bilder X, .

SchlieBlich wird auf das Bild X, folgende Transformation angewendet

1 =~ 1
x5, <xi

)y s (2)
Y =3V, xSk, <x. (5.23)

(3) = (2)
YL X, 2x,

Es sei hier darauf hingewiesen, dass in dieser Transformation die Schwellwerte x{"’ und
x{* nicht mehr von der Nummer des Bildelementes abhéngen. Deren Werte, wie im Ab-
schnitt 5.2 diskutiert, werden derart gewahlt, um ein bestimmtes Verteilungsgesetz fiir das

erzeugte nichtlineare Bild sicherzustellen.

Die in Abb. 5.2 dargestellten dreiphasigen Bilder geben Beispiele fur die Anwendung
der beschriebenen Methode an.
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a) b) c)
Abb. 5.5. Erzeugung des nichtlinearen Bildes.

Die Struktur des Erwartungsvektors fiir verschiedene Strémungsformen:
a — homogen gemischte, b — geschichtete, ¢ — ringartige

Yy W

a) b) c)
Abb. 5.6. Erzeugung des nichtlinearen Bildes.
Vorldufige Bilder fiir verschiedene Strémungsformen:
a — homogen gemischte, b — geschichtete, ¢ — ringartige

Als Beobachtungsmodell wird das durch GI. (5.3) gegebene lineare Modell verwendet.
Die Geometrie des Beobachtungsmodells entspricht dem im Abschnitt 5.1 diskutierten
Aufnahmesystem. Die Berechnungen werden fiir verschiedene Anzahlen von in einem
Schritt aufgenommenen Projektionen durchgefiihrt und die Ergebnisse werden miteinander
vergleichen.

Fir die Rekonstruktion wird die Methode der a priori statistischen Linearisierung (siehe
Kapitel 4) angewendet. Der Algorithmus zur Bestimmung des Vektors und der Matrix der
statistischen Linearisierung wurde in Abschnitt 5.3 diskutiert.

Die Lésung der gestellten Rekonstruktionsaufgabe erfolgt in drei Etappen. Zunachst
wird mit Hilfe des modifizierten Kalman-Filter-Algorithmus (5.15)—(5.19) die a posteriori
Verteilungsdichte in GauR'scher Naherung berechnet. Daran schlieRt sich, in Ubereinstim-
mung mit Gl. (5.21), die Rekonstruktion des dreiphasigen Bildes an. Aus dem erhaltenen
Rekonstruktionsergebnis wird schlieRlich die Konzentration jeder Phase gewonnen.

Abb. 5.7 zeigt Beispiele fur die Rekonstruktion eines dreiphasigen Bildes und Abb. 5.8
stellt die Konzentration jeder Phase im Ausgangsbild den durch die Rekonstruktion erhalte-
nen Werten gegeniber.
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a) b) c)
Abb. 5.7. Die Rekonstruktion des dreiphasiges Bildes fiir verschiedene Strémungsformen:
a — homogen gemischte, b — geschichtete, ¢ — ringartige

Alle hier vorgestellten Ergebnisse sind fiir den Fall erhalten, dass in jedem Rekonstruk-
tionsschritt flnf Projektionen verwendet werden. Um zu zeigen, wie die Qualitat der Rekon-
struktion von der Anzahl der in einem Schritt benutzten Projektionen abhangt, werden in
Abb. 5.9 die Fehlerkurven fur die Falle verglichen, wenn eine, finf und fuinfzig Projektionen
pro Schritt verwendet werden. Dieser Graph zeigt, dass mit dem Anwachsen der Anzahl
benutzter Projektionen pro Rekonstruktionsschritt die Qualitédt der Rekonstruktion wesent-
lich verbessert wird. Diesem Bild ist auch zu entnehmen, dass sich der Fehler der Rekon-
struktion nach einer bestimmten Zeit stabilisiert, also der Rekonstruktionsprozess einen
stationaren Zustand erreicht. Dieses Phdnomen wurde bereits in Abschnitt 4 diskutiert.
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Abb. 5.8. Die Rekonstruktion des prozentualen Anteils der in dreiphasigen Strémung

erhaltenen Phasen: a) — Phase 1, b) — Phase 2, ¢) — Phase 3.
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87



5. Bestimmung von Charakteristika einer mehrphasigen Strémung

Literatur zum Kapitel 5

88

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10.

Thorn R. Johansen G.A. and Hammer E.A. Recent developments in three-phase
flow measurement. 1997, Meas. Sci. and Technol., 8, 7, 691 — 701.

Williams R.A., Beck M.S. Process Tomography — Principles, Techniques and Ap-
plications, 1995, Butterworth Heinemann.

Williams R.A., Xie C.-G. Tomographic Technique for Characterization Particular
Processes. 1993, Par. Sgst. Charact. 10, 252-261.

Dyakowski T., Edwards R.B., Xie C.-G., Williams R.A. Application of Capacitance
Tomography to Gas — solids Flows. 1997, Chem. Eng. Sci., 52(13), 2099-2110

Thorn R., Johansen G.A. and Hammer E.A. Three Phase Flow Measurement in
the Offskore Oil Industry. Proc. of the 1-st Congress on Industrial Tomography,
Buxton, UK, April 1999.

Toge D., Marchot P., Crine M., Pelseer A.-M., L'Homme G. Local Measurement
of Void Fraction and Liquid Holdup in Packet Columns Using X-ray Computed
Tomography. 1998, Chem. Eng. Process, 37(6), 511-520.

Peng L., Xao D., Zhang B. Registration Based Image Reconstruction for Electri-
cal Capacitance Tomography. Proc. 2-nd World Conf. On Industrial Process To-
mography, Hannover, Germany, August 2001.

Barsett H., Swindell W. Radiological Imaging. The theory of Image Formation,
Detection and Processing. 1981, NY, Academic Press.

Hesteroni G. Handbook of Multiphase Systems. 1982, Washington — London:
Hemisphere.

Jarlikov M.S., Mironov M.A. Markov Theorie der Estimation von stochastischen
Prozessen (in Russisch). Radio i Svjaz, Moskau, 1993.

BAM-Dissertationsreihe



6. Zusammenfassung

6. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden neue Ansatze fiir die Anwendung tomographischer
Verfahren entwickelt, die in der Lage sind, Charakteristika dynamischer Prozesse orts- und
zeitaufgelOdst zu erfassen. Dabei wurden fir das Prozess- sowie das Abbildungsmodell
allgemeine nichtlineare Zusammenhange zugelassen, so dass die bei der klassischen
Computertomographie verwendete Annahme der Linearitdt des Projektionsmodells, (bli-
cherweise ausgedriickt durch die Radon-Transformation, sowie des Abbildungssystems,
was zwangslaufig zu einer Einschrankung der Anwendbarkeit klassischer Rekonstruktions-
verfahren fiihrt, in dieser Arbeit Glberwunden wurde. Das klassische lineare Rekonstrukti-
onsproblem wurde in ein nichtlineares Problem Uberfiihrt und Methoden zur Losung dieser
nichtlinearen Aufgabe speziell angepasst an die Rekonstruktion dynamischer Prozesse
entwickelt. Bei Beschrankung auf strahlendiagnostische Verfahren wurden entsprechende
Ansatze zur Losung der Rekonstruktionsaufgabe abgeleitet und getestet, was die Allge-
meinheit der verwendeten nichtlinearen Methoden nicht einschrankt. Die Zielsetzung der
Arbeit bestand darin, ein Verfahren zu entwickeln, das zur Rekonstruktion dynamischer
Charakteristika in Echtzeit benutzt werden kann.

Fir die Beschreibung eines dynamischen Prozesses wurde ein Zustandsraummodell
gewahlt, wobei die in der Estimationstheorie Ubliche Darstellung eines dynamischen Pro-
zesses als Markov-Prozess verwendet wurde. Das Prozessmodell sowie das Beobach-
tungsmodell, das die messtechnische Erfassung des dynamischen Prozesses mit Hilfe
eines Beobachtungssystems beschreibt, lassen Nichtlinearitaten zu. Im speziellen wurde
ein zweistufiges nichtlineares mathematisches Modell entwickelt, welches es beispielsweise
ermaoglicht, eine mehrphasige Stromung zu beschreiben. Das Modell tréagt phanomenologi-
schen Charakter und beriicksichtigt die dem Prozess zugrunde liegenden statistischen
Charakteristika. Somit ist das Modell vom physikalischen Prinzip der Entstehung des unter-
suchten Prozesses unabhangig und kann deswegen zur Losung verschiedener Aufgaben
angepasst werden.

Die Grundlage fiir die hier entwickelten Rekonstruktionsalgorithmen bildet die statisti-
sche Estimationstheorie. Desweiteren wurde davon ausgegangen, dass die in der Praxis
auftretenden Probleme in guter Naherung Markov-Eigenschaften besitzen, was die Darstel-
lung des entsprechenden dynamischen Prozesses als eine Markov-Folge bei Annahme
einer diskreten Zeitachse ermdglicht. Die aus der statistischen Estimationstheorie bekann-
ten Algorithmen zur Rekonstruktion von Markov-Prozessen haben im Vergleich zu traditio-
nellen Rekonstruktionsverfahren einige Vorteile. Hier sei auf die beiden im Rahmen dieser
Arbeit wichtigsten hingewiesen: (i) Alle wahrend der Datenaufnahme aufgenommene Infor-
mationen werden bei der Rekonstruktion akkumuliert und (ii) vorhandenes statistisches
a priori Wissen kann bei der Rekonstruktion berlicksichtigt werden. Der erstgenannte Vor-
teil bedeutet, dass Aussagen Uber den aktuellen Zustand des Objektes unter Berlcksichti-
gung aller vorhandenen Messdaten getroffen werden, d.h. es werden nicht nur die zum
gegenwartigen Zeitpunkt erhaltenen Projektionen zur Beschreibung des aktuellen Zustan-
des bericksichtigt sondern alle wahrend der gesamten Untersuchungsdauer erhalten bzw.
akkumulierten Projektionen beeinflussen die Qualitdt der Rekonstruktion. Entsprechend
sind die entwickelten Algorithmen rekursiv. Dies ermdglicht die Rekonstruktion der Objekt-
bzw. Systemeigenschaften aus unzureichenden Messdaten in Echtzeit. In der Praxis hat
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dies grolte Bedeutung, denn die zur Verfiigung stehenden Anlagen sind wegen ihres Ar-
beitsprinzips nicht in der Lage, einen den aktuellen Zustand vollstandig beschreibenden
Satz von Projektionen aufnehmen. Als Resultat folgt, dass eine Verknipfung der Akkumula-
tion von Information Gber das zu untersuchende Objekt bzw. System, die in den Messdaten
enthalten ist, mit vorhandenem a priori Wissen die Mdglichkeit erdffnet, eine bessere Quali-
tat und Anwendbarkeit im Vergleich zu traditionellen linearen Rekonstruktionsalgorithmen
zu erreichen, die auf dem Vorhandensein eines den Objektzustand vollstédndig beschrei-
benden Datensatzes basieren.

Ausgangspunkt fur die in dieser Arbeit entwickelten Rekonstruktionsalgorithmen bildete
der klassische Kalman-Filter. Dieser Filter stellt den optimalen Filter fir den linearen Fall
dar. Einer der entscheidenden Vorteile des Kalman-Filters besteht darin, dass sowohl die
Riccati-Gleichung als auch die Gleichung fiur die Kovarianzmatrix, deren Losung erhebli-
chen numerischen Aufwand erfordert, von den Messdaten unabhangig sind und dement-
sprechend unabhangig von der rekursiven Filter-Gleichung gelést werden kdnnen. Wah-
rend der Rekonstruktion ist lediglich die Filter-Gleichung unter Verwendung der vorab be-
stimmten Gain-Koeffizienten und Kovarianzmatrix zu berechnen, was eine Echtzeitanwen-
dung dieser Filtertechnik erlaubt. Zur Behandlung nichtlinearer Probleme wurde der klassi-
sche Kalman-Filter modifiziert und erweitert, wobei zur L6sung nichtlinearer Aufgaben die
zugrunde liegenden Gleichungen haufig linearisiert werden. Dazu wurden in der Arbeit
verschiedene Linearisierungsmethoden vorgestellt und verglichen. Besondere Aufmerk-
samkeit galt dabei den stochastischen Linearisierungsmethoden, die dem Charakter des
betrachteten Problems an ehesten entsprechen. Es hat sich gezeigt, dass die Modifikation
und Erweiterung des Kalman-Filters unter Verwendung der a priori stochastischen Lineari-
sierung fur die Lésung der nichtlinearen Rekonstruktionsaufgabe in Echtzeit am besten
geeignet ist. Dabei bleibt der o.g. Vorteil des linearen Kalman-Filters erhalten, dass die
Gleichungen fiir die Gain-Koeffizienten und fiir die Kovarianzmatrix unabhangig von den
Messungen sind und vorab gelést werden kdnnen.

Die Anwendbarkeit der entwickelten Rekonstruktionsmethoden wurde anhand der Re-
konstruktion einer mehrphasigen Stromung, die durch ein Rohr flieRt, untersucht. Von be-
sonderem Interesse ist dieses Problem beispielsweise in der Erddl- und chemischen Indust-
rie. Im Einzelnen wurde gezeigt, wie fiir diesen konkreten nichtlinearen Prozess ein ma-
thematisches Modell konstruiert werden kann, welches die statistischen Charakteristika des
Flusses berlcksichtigt. Es basiert auf dem eingefiihrten zweistufigen nichtlinearen Pro-
zessmodell, das aus einem linearen Gaufy’'schen Modell und einer nichtlinearen Transfor-
mation in Form einer Stufenfunktion zusammengesetzt ist. Ausgehend von diesem nichtli-
nearen Prozessmodell wurde auf der Basis der entwickelten Theorie ein Rekonstruktionsal-
gorithmus abgeleitet, der die a priori stochastischen Linearisierung verwendet.

Die vorgestellten Untersuchungen haben gezeigt, dass die Ergebnisse der Rekonstruk-
tion hinreichend mit den Modelldaten Ubereinstimmen. Dabei hat sich ergeben, dass nach
einer gewissen Ubergangszeit, die durch die Korrelationszeit des betrachteten Prozesses
gegeben ist, der Rekonstruktionsfehler einen konstanten Wert annimmt und im Weiteren
nur geringen Schwankungen unterliegt. Insbesondere wurde untersucht, welchen Einfluss
die Anzahl der zum aktuellen Zeitpunkt aufgenommenen Projektionen auf die Qualitat der
Rekonstruktion hat. Als Schlussfolgerung ergab sich, dass selbst fir den Fall, dass die
vorhandene Messtechnik in der Lage ist, nur eine Projektion pro Zeitpunkt zu liefern, der
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prozentuale Anteil der einzelnen in der Strémung vorhandenen Phasen mit fur die Praxis
hinreichender Genauigkeit, d.h. mit einem Fehler von 20 %, bestimmt werden kann. In dem
Fall, wenn pro Zeitpunkt funf Projektionen geliefert werden kénnen, liegt der Fehler unter
einem Prozent. Hierzu wurde als Beispiel eine dreiphasige Strémung gewahlt. Durch Modi-
fikation der nichtlinearen Transformationsvorschrift kann die Anwendbarkeit der abgeleite-
ten Algorithmen erweitert werden. Das verwendete Beispiel hat gezeigt, dass die entwickel-
ten Algorithmen fur Echtzeitanwendungen in der industriellen Praxis geeignet ist, wenn
entsprechenden MelRsysteme zur Verfiigung stehen.

Aufgrund der gewahlten Beschreibung des direkten Problems in Form allgemeiner
nichtlinearer Ausdricke fiir das Prozessmodell und fiir das Beobachtungsmodell kénnen
die hier entwickelten Techniken auf andere als radiographische Projektionsverfahren tber-
tragen werden. Im Allgemeinen kénnen mit der vorgestellten Formulierung Nichtlinearitaten
sowohl im zu untersuchenden (dynamischen) Prozess als auch im gewahlten Abbildungs-
verfahren berlcksichtigt werden. In diesem Sinne kdnnen die hier entwickelten Methoden
fur verschiedenste Anwendungen in Natur- und Ingenieurwissenschaften adaptiert werden.
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