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1 Einleitung

Diskrepanzsätze für die Nullstellenverteilung eines Polynoms gibt es seit Mitte des 20. Jahr-

hunderts. Die Aussagen dieser Sätze lassen sich etwas vereinfacht wie folgt zusammenfassen:

Ist ein Polynom gegeben, von dem wir die Supremumsnorm auf einer beschränkten Jordan-

kurve, den höchsten Koe�zienten und im Falle einer geschlossenen Jordankurve auch den

Funktionswert an einer festen Stelle im Innern dieser Kurve kennen, so können wir anhand

dieser Werte und gewisser Eigenschaften der Kurve die maximale Abweichung des normali-

sierten Nullstellenzählmaÿes des Polynoms von der Gleichgewichtsverteilung der Jordankurve

abschätzen.

Diese Diskrepanzaussagen sind eng verknüpft mit Sätzen, die sich damit beschäftigen, unter

welchen Voraussetzungen die Nullstellenverteilung einer Folge von Polynomen schwach-stern

gegen die Gleichgewichtsverteilung einer Jordankurve konvergiert.

Seit einigen Jahren gibt es nun auch Aussagen zur Schwach-Stern-Konvergenz der Nullstel-

lenverteilungen einer rationalen Funktion gegen ein Maÿ, das von der Lage und der Ordnung

ihrer Polstellen bestimmt wird.

Deshalb drängte sich geradezu die Frage auf, ob sich auch für rationale Funktionen sinnvolle

Diskrepanzsätze beweisen lassen. Die erzielten Resultate bilden den Kern dieser Arbeit.

In Kapitel 2 sind Grundlagen und Hilfsmittel für die Beweise zusammengestellt. Anschlieÿend

blicken wir in den Kapiteln 3 und 4 auf die Anfänge der Untersuchung der Nullstellenverteilung

von Polynomen und rationalen Funktionen zurück und geben eine kurzen Überblick über die

Entwicklung dieser Theorie.

Die Diskrepanzsätze für die Nullstellenverteilung einer rationalen Funktion R behandeln wir

in Kapitel 5. Die Hauptergebnisse sind zwei Diskrepanzsätze für geschlossene Jordankurven

und zwei Diskrepanzsätze für Jordanbögen jeweils der Klasse C2+. Die Jordankurve bzw. der

Jordanbogen Γ ist eine Zusammenhangskomponente des Randes ∂D eines Gebietes D, wobei

∂D regulär und beschränkt ist. Dabei müssen wir die Polstellen ξ1, . . . , ξk von R in D inklusive

der jeweiligen Ordnung kennen. In einer Umgebung von Γ wird dann das absolute Nullstellen-

zählmaÿ von R mit der nach der Ordnung gewichteten Summe aus den harmonischen Maÿen

zu ξ1, . . . , ξk bezüglich D verglichen.

Für die Abschätzungen in den Diskrepanzsätzen für geschlossene Jordankurven benötigen wir

nun zum einen die Supremumsnorm auf dem Rand von D und zum anderen die Norm auf

einem Streifen Ar0 ⊆ C \ D, der auf der einen Seite von Γ berandet wird. Des Weiteren

geht anstelle des Funktionswertes an einer festen Stelle, wie er in den Diskrepanzsätzen für

Polynome verwendet wird, das Verhalten von R auf dem anderen Rand von Ar0 ein. In den bis-

herigen Punkten sind die Abschätzungen der beiden Sätze identisch. Der letzte Ein�ussfaktor



2 1 Einleitung

der Abschätzung unterscheidet die beiden Sätze. Wir wählen zu Beginn endlich viele Punkte

η1, . . . , ηM in D. Im ersten Satz �ieÿt nun der Funktionswert von R in diesen Punkten ein und

im zweiten das Verhalten von R auf einer beliebigen Niveaulinie einer Konvexkombination aus

den Greenschen Funktionen zu D mit Polstelle bei ηj , j = 1, . . . ,M .

In den beiden Sätzen für Jordanbögen entfallen alle Ein�ussfaktoren, die mit Ar0 zu tun

haben. Es geht nur noch die Norm von R auf dem Rand von D und der letzte, die beiden

Sätze unterscheidende, Kennwert ein.

Zur Verdeutlichung der Aussagen schlieÿen an die Sätze zwei Beispiele an. Danach beweisen

wir die Diskrepanzsätze.

Der letzte Teil des Kapitels beinhaltet Folgerungen aus den Diskrepanzsätzen. Es zeigt sich,

dass die neuen Diskrepanzsätze sinnvolle Abschätzungen sind, denn wir beweisen damit Ver-

allgemeinerungen von in Kapitel 4 zitierten Aussagen zur Schwach-Stern-Konvergenz des

Nullstellenzählmaÿes rationaler Funktionen. Der Abschnitt über die Häufungspunkte von w-

Stellen schlieÿt den Kreis zu den Anfängen der Untersuchung der Nullstellen von Polynom-

folgen.

In Kapitel 6 blicken wir abschlieÿend auf Diskrepanzaussagen für Polynome, die mögliche

Richtungen der Weiterentwicklung der Diskrepanzsätze für rationale Funktionen aufzeigen.
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2 Grundlagen

In diesem Kapitel sind De�nitionen und Sätze aus der Funktionen- und der Potentialtheorie

aufgeführt. Entsprechende Beweise sind in vielen Standardwerken zu �nden (etwa in [13], [15],

[16], [23], [24], [26] und [30]).

2.1 Notationen

Wir bezeichnen mit C die komplexe Ebene, mit R die reellen Zahlen und die beiden Erwei-

terungen mit C := C ∪ {∞} und R := R ∪ {−∞,∞}. Des Weiteren sei N die Menge der

natürlichen Zahlen, N0 := N ∪ {0} und Z die Menge der ganzen Zahlen.

Für M ⊆ C sei ∂M der Rand von M bezüglich C, M der Abschluss von M in C und Mo das

Innere von M . Wird eine Menge als kompakt bezeichnet, so bedeute dies stets kompakt in C.
Den Abstand eines Punktes z0 ∈ C zu einer Menge {∞} 6= M ⊆ C bezeichnen wir mit

d(z0,M) := inf{|z − z0| : z ∈M}

und den Abstand einer Menge M1 ⊆ C zu einer Menge {∞} 6= M2 ⊆ C mit

d(M1,M2) := inf{|z1 − z2| : z1 ∈M1, z2 ∈M2} .

Wir de�nieren für r > 0 und z0 ∈ C

Kr(z0) := {z ∈ C : |z − z0| < r} .

Speziell sei D := K1(0) und T := ∂D. Indem wir

z −∞ := z−1

setzen, erhalten wir eine analoge De�nition von Kreisscheiben um den Punkt unendlich

Kr(∞) :=

{
z ∈ C : |z| > 1

r

}
, r > 0 .

Eine Kurve γ ⊆ C ist in der Klasse C2+, falls die zweite Ableitung ihrer Parametrisierung

nach der Bogenlänge eine Hölderbedingung mit positivem Exponenten erfüllt. Die Länge einer

stückweise rekti�zierbaren Kurve γ bezeichnen wir mit L(γ).

Sei C(M), M ⊆ C, die Menge aller auf M stetigen Funktionen und für f : M → C sei

‖f‖M = sup
z∈M
|f(z)| .

Mit supp(·) bezeichnen wir den Träger, das bedeutet angewendet auf Funktionen f : M → R,

supp(f) = {z ∈M : f(z) 6= 0},
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und auf Borel-Maÿe τ auf C,
supp(τ) = C \ U,

wobei U die gröÿte o�ene Teilmenge von C mit τ(U) = 0 sei.

D bezeichne in diesem Kapitel stets ein Gebiet in C.

2.2 Harmonische und subharmonische Funktionen

Sei U ⊆ C eine o�ene Menge, dann ist für h ∈ C2(U), der Klasse der in U zweimal stetig

di�erenzierbaren reellwertigen Funktionen,

∆h(ξ) :=
∂2

∂x2
h(ξ) +

∂2

∂y2
h(ξ), ξ = x+ iy .

∆ ist der so genannte Laplace-Operator. Gilt für jedes ξ ∈ U

∆h(ξ) = 0,

so heiÿt h harmonisch in U .

Falls D ⊆ C ein einfach zusammmenhängendes Gebiet ist, so ist h genau dann harmonisch,

wenn eine in D holomorphe Funktion f existiert mit h = Re(f), der Realteil von f . In diesem

Fall heiÿt der Imaginärteil von f , Im(f), die harmonisch Konjugierte zu h. Diese ist bis auf

eine additive Konstante eindeutig. Falls D nicht einfach zusammenhängend ist, so existiert

zumindest lokal eine harmonisch Konjugierte zu h.

Sei nun f : D → f(D) eine holomorphe Funktion und h harmonisch in f(D), dann ist h ◦ f
harmonisch in D.

Die Theorie der harmonischen Funktionen steht also in enger Verbindung zur Theorie der

holomorphen Funktionen. Wir betrachten noch drei weitere Aussagen zu holomorphen Funk-

tionen, die in dieser Arbeit Anwendung �nden:

Sind f, g : D → C holomorphe Funktionen, so gilt nach dem Identitätssatz genau dann f ≡ g,
wenn die Menge {z ∈ D : f(z) = g(z)} einen Häufungspunkt in D hat.

Der folgende Satz ist der so genannte Satz von Hurwitz.

Satz 2.1

Sei (fn)n∈N eine Folge holomorpher Funktionen, die in D lokal gleichmäÿig gegen eine ho-

lomorphe Funktion f 6≡ 0 konvergiert und K ⊆ D kompakt, wobei f auf dem Rand von K

keine Nullstelle habe. Dann hat fn im Innern von K für genügend groÿes n genau so viele

Nullstellen (inklusive Vielfachheiten) wie f . 2

Ist D einfach zusammenhängend und f : D → C holomorph und nullstellenfrei in D, dann

existiert eine in D holomorphe Funktion l, sodass f = exp(l). l wird holomorpher Logarithmus

zu f genannt.
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Nun wenden wir uns den sub- und den superharmonischen Funktionen zu:

De�nition 2.2

Sei U ⊆ C eine o�ene Menge. Eine Funktion h : U → R ist subharmonisch, wenn gilt

(i) −∞ ≤ h(z) <∞ für jedes z ∈ U und h 6≡ −∞ ,

(ii) h ist nach oben halbstetig in U , das heiÿt, für jedes z0 ∈ U gilt

h(z0) ≥ lim sup
z→z0

h(z),

(iii) zu jedem z0 ∈ U existiert ein r0 > 0, sodass für jedes 0 ≤ r < r0

h(z0) ≤ 1

2π

∫ 2π

0
h(z0 + re it) dt .

h heiÿt superharmonisch, falls −h subharmonisch ist. 2

Aus der De�nition ist ersichtlich, dass die Sub- und die Superharmonizität lokale Eigenschaften

sind. Das bedeutet, ist (Ui)i∈I , wobei I eine beliebige Indexmenge sei, eine o�ene Überdeckung

von U , dann ist die Funktion h genau dann sub- (bzw. super-) harmonisch in U , wenn sie auf

jeder Menge Ui, i ∈ I, sub- (bzw. super-) harmonisch ist.

Ebenso o�ensichtlich ist die Summe sub- (bzw. super-) harmonischer Funktionen wieder sub-

(bzw. super-) harmonisch.

Eine Funktion ist genau dann harmonisch, wenn sie zugleich sub- und superharmonisch ist.

Satz 2.3

Sei h (sub)harmonisch in D und nach oben beschränkt.

(a) Maximumprinzip: Gilt für jedes ξ ∈ ∂D

lim sup
z→ξ
z∈D

h(z) ≤ c,

dann ist entweder h(z) < c für jedes z ∈ D oder h ist konstant.

(b) Majorisierungsprinzip: Ist u (super)harmonisch in D und stetig in D und gilt für jedes

ξ ∈ ∂D
lim sup
z→ξ
z∈D

h(z) ≤ u(ξ),

dann ist entweder h(z) < u(z) für jedes z ∈ D oder h(z) = u(z) für jedes z ∈ D. 2

Folgender Satz ist eine Variante des Satzes von Harnack, die beispielsweise in [23] zu �nden

ist.
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Satz 2.4

Sei (hn)n∈N eine Folge von in D positiven, harmonischen Funktionen, dann konvergiert ent-

weder die gesamte Folge (hn)n∈N lokal gleichmäÿig gegen unendlich oder es konvergiert eine

Teilfolge (hn)n∈Λ, Λ ⊆ N, lokal gleichmäÿig gegen eine in D harmonische Funktion h. 2

Der nächste Satz, die so genannte Greensche Formel, ist besonders nützlich, wird er auf

harmonische Funktionen angewendet.

Satz 2.5

Sei D ⊆ C ein beschränktes Gebiet mit stückweise glattem Rand, seien g und h in einer

Umgebung von D zweimal stetig di�erenzierbare Funktionen, dann gilt∫∫
D

(h∆g − g∆h) dx dy =

∫
∂D

(
h
∂g

∂n
− g ∂h

∂n

)
ds,

wobei n der äuÿere Normaleneinheitsvektor an ∂D sei und ds die Integration nach der Bo-

genlänge von ∂D bedeute. 2

2.3 Logarithmisches Potential und logarithmische Kapazität

In diesem Abschnitt seiK ⊆ C kompakt. Sei τ ein positives Borel-Maÿ auf Cmit supp(τ) ⊆ K,

dann heiÿt die Funktion U τ : C→ R,

U τ (z) :=

∫
log

1

|z − ξ|
dτ(ξ),

logarithmisches Potential von τ . U τ ist harmonisch in C\supp(τ) und superharmonisch in C.

Unter anderem werden wir mit dem logarithmischen Potential des Nullstellenzählmaÿes ar-

beiten. Für eine Funktion f ist das absolute Nullstellenzählmaÿ ν(f, ·) de�niert durch

ν(f,M) := Anzahl der Nullstellen von f in M ⊆ C inklusive Vielfachheiten.

Falls ν(f,C) endlich ist, nennen wir
ν(f, ·)
ν(f,C)

das normalisierte Nullstellenzählmaÿ von f .

Betrachten wir nun p ∈ Πn, wobei Πn die Menge der algebraischen Polynome vom Grad

höchstens n ist, mit

p(z) = an

n∏
j=1

(z − zj), an 6= 0,

dann ist das normalisierte Nullstellenzählmaÿ von p gegeben durch

νp :=
ν(p, ·)
ν(p,C)

=
1

n

n∑
j=1

δzj .
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Dabei ist δz0 das Diracmaÿ zu z0, das heiÿt, für M ⊆ C ist

δz0(M) =

{
1 , falls z0 ∈M,

0 , sonst.

Somit gilt

Uνp(z) =

∫
log

1

|z − ξ|
dνp(ξ) =

n∑
j=1

1

n
log

1

|z − zj |
= − 1

n
log

 n∏
j=1

|z − zj |


= − 1

n
log
|p(z)|
|an|

.

Zusätzlich sei nun ein Polynom q ∈ Πm \ Πm−1 gegeben, wobei p und q teilerfremd seien.

De�nieren wir r :=
p

q
, dann ist im Falle m ≤ n das (normalisierte) Nullstellenzählmaÿ von

r gleich dem von p. Ist m = n + k für ein k ∈ N, so hat r im Punkt unendlich eine k-fache

Nullstelle. In diesem Fall ist

νr :=
ν(r, ·)
ν(r,C)

=
1

m

n∑
j=1

δzj +
k

m
δ∞ .

Nun ist supp(δ∞) = {∞} 6⊆ C. Indem wir z − ∞ := z−1 setzen, können wir dennoch das

logarithmisches Potential zu δ∞ analog de�nieren

U δ∞(z) :=

∫
− log |z − ξ| dδ∞ = − log |z −∞| = log |z| .

Daraus folgt

Uνr(z) = − 1

m
log
|pn(z)|
|an|

+
k

m
log |z| .

Über das logarithmische Potential wollen wir nun die so genannte logarithmische Kapazität

von K de�nieren. Da dies der einzige Kapazitätsbegri� ist, den wir verwenden, werden wir

diese kurz Kapazität nennen. Sei M(K) die Menge aller positiven Borel-Maÿe auf C mit

supp(τ) ⊆ K und τ(K) = 1 und für τ ∈M(K) bezeichne

I(τ) :=

∫∫
− log |z − ξ| dτ(ξ) dτ(z) =

∫
U τ (z) dτ(z)

die logarithmische Energie von τ und

VK := inf
τ∈M(K)

I(τ)

die so genannte Robinsche Konstante von K. Ist VK < ∞, so exisitiert ein eindeutiges Maÿ

µK ∈M(K), sodass I(µK) = VK . In diesem Fall nennen wir µK die Gleichgewichtsverteilung,

UµK das Gleichgewichtspotential und cap(K) := e−VK die (logarithmische) Kapazität von K.

Es gilt stets supp(µK) ⊆ ∂K und cap(K) = cap(∂K).



8 2 Grundlagen

Zum Beispiel gilt mit

S := {r eit : α ≤ t ≤ β, r ≥ 0}, 0 ≤ α < β ≤ 2π,

und µr := µ∂Kr(0), r > 0,

µr(S) =
β − α

2π
, cap (∂Kr(0)) = r und Uµr(z) =

{
− log |z| , falls |z| ≥ r,
− log r , falls |z| < r .

Wir sagen eine Eigenschaft gilt für quasi-jedes z, wenn die Ausnahmemenge Kapazität null

hat. Beispielsweise kann in Satz 2.3 die Voraussetzung von �für jedes ξ ∈ ∂D� jeweils zu �für

quasi-jedes ξ ∈ ∂D� abgeschwächt werden.

2.4 Greensche Funktionen

Die folgenden Funktionen sind in unseren Diskrepanzsätzen für Nullstellenverteilungen von

zentraler Bedeutung.

De�nition 2.6

Es gelte cap(∂D) > 0 und sei z0 ∈ D, dann heiÿt eine Funktion G : D → R∪ {∞} Greensche
Funktion zu D mit Pol bei z0, wenn gilt

(i) G ist nicht-negativ und harmonisch in D \ {z0} und für jedes r > 0 beschränkt in

D \Kr(z0),

(ii) für quasi-jedes ξ ∈ ∂D gilt

lim
z→ξ
z∈D

G(z) = 0,

(iii) die Funktion g, de�niert duch

g(z) :=

{
G(z) + log |z − z0| , falls z0 6=∞,
G(z)− log |z| , falls z0 =∞,

ist harmonisch in einer Umgebung von z0. 2

Für jedes Gebiet D mit cap(∂D) > 0 existiert zu jedem z0 ∈ D eine Greensche Funktion mit

Pol bei z0 und diese ist eindeutig. Wir werden diese Funktion im Folgenden stets mit GD(·, z0)

und die zugehörige Funktion g aus De�nition 2.6 mit gD(·, z0) bezeichnen.

Da log |z − z0|, z0 ∈ C, harmonisch in C \ {z0}, folgt aus (iii) und (i) in De�nition 2.6, dass

gD(·, z0) für z0 =∞ in D \ {0} und für z0 6=∞ in D \ {∞} harmonisch ist. In jedem Fall sind

sowohl GD(·, z0) als auch gD(·, z0) superharmonisch in D.
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Sei beispielsweise D = {z ∈ C : |z| > r}, r > 0, dann gilt

GD(z,∞) = log |z| − log r .

Die Greensche Funktion ist symmetrisch, das heiÿt, für z1, z2 ∈ D gilt

GD(z1, z2) = GD(z2, z1),

und sie ist invariant unter konformen Abbildungen. Das bedeutet, dass für jede konforme

Abbildung ϕ : D → C und für jedes z0 ∈ D

Gϕ(D)(ϕ(z), ϕ(z0)) = GD(z, z0) .

Der innere konforme Radius Rz0,D eines Gebietes D ⊆ C mit cap(∂D) > 0 bezüglich des

Punktes z0 ∈ D ist de�niert durch

Rz0,D := lim
z→z0

(exp (gD(z, z0))) .

Ist D zudem unbeschränkt, so gilt

logR∞,D = lim
z→∞

(GD(z,∞)− log |z|) = − log cap(∂D) .

Das heiÿt, (cap(∂D))−1 ist der innere konforme Radius von D bezüglich des Punktes unend-

lich.

De�nition 2.7

Sei D ein Gebiet in C mit cap(∂D) > 0, dann nennen wir einen Punkt ξ ∈ ∂D regulär, falls

für jedes z0 ∈ D
lim
z→ξ
z∈D

GD(z, z0) = 0

gilt. Ist jeder Punkt ξ ∈ ∂D regulär, so heiÿt ∂D regulär. 2

Ist ∂D regulär, so besteht die Menge {z ∈ D : GD(z, z0) = log σ}, σ > 1, aus einer endlichen

Vereinigung analytischer Jordankurven. Es gibt höchstens endlich viele Punkte in D, die so

genannten kritischen Punkte, an denen sich zwei dieser Kurven schneiden. Dies sind genau

jene Punkte, in denen der Gradient von GD(·, z0) verschwindet.

Zudem existiert für Gebiete mit regulärem Rand stets eine Lösung des so genannten Dirichlet-

Problems:

Satz 2.8

Zu einem Gebiet D ⊆ C mit regulärem Rand ∂D und einer Funktion g ∈ C(∂D) existiert eine

in D harmonische Funktion h ∈ C
(
D
)
, sodass h|∂D = g gilt. 2
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Ein weiterer nützlicher Satz, der in enger Verbindung zu Greenschen Funktionen steht, ist der

so genannte Riemannsche Abbildungssatz:

Satz 2.9

Sei ∅ 6= D ( C ein einfach zusammenhängendes Gebiet mit cap(∂D) > 0 und z0 ∈ D, dann

existiert genau eine biholomorphe Abbildung φ : D → D mit φ(z0) = 0 und φ′(z0) > 0. 2

Es gilt

φ(z) = exp(−GD(z, z0)− i h(z)),

wobei h eine harmonisch Konjugierte zu GD(·, z0) ist. In diesem Fall bildet die Funktion Φ

mit

Φ(z) = exp(GD(z, z0) + i h(z))

D konform auf C \ D ab. Ist D ⊆ C nicht einfach sondern mehrfach zusammenhängend, ∂D

regulär und z0 ∈ D, dann existiert zumindest lokal eine harmonisch Konjugierte h zu GD(·, z0)

und Φ = exp(GD(·, z0) + i h) ist in diesem Fall mit Hilfe des Kreiskettenverfahrens auf jedes

einfach zusammenhängende Teilgebiet von D holomorph fortsetzbar.

2.5 Harmonisches Maÿ und Schwach-Stern-Konvergenz

Ist ∂D beschränkt, cap(∂D) > 0 und z0 ∈ D, dann nennen wir das Balayage-Maÿ des Di-

racmaÿes δz0 auf den Rand von D das harmonische Maÿ zum Punkt z0 bezüglich D und

bezeichnen es mit ωz0,D. Es gilt also

supp(ωz0,D) ⊆ ∂D

und für jede in D harmonische Funktion h ∈ C
(
D
)
ist∫

h dωz0,D =

∫
h dδz0 .

Falls D beschränkt ist, gilt

Uωz0,D(z) = −gD(z, z0), z ∈ D .

Ist D unbeschränkt, so gilt

Uωz0,D(z) =

{
−gD(z, z0) +GD(z0,∞) , falls z0 6=∞,
−GD(z,∞)− log cap(∂D) , falls z0 =∞,

und

ω∞,D = µ∂D .
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Das harmonische Maÿ ist invariant unter konformen Abbildungen. Ist also ϕ eine konforme

Abbildung auf D, dann gilt für z0 ∈ D und M ⊆ C

ωz0,D(M) = ωϕ(z0),ϕ(D)(ϕ(M)) .

In Zusammenhang mit diesen Maÿen verwenden wir den folgenden Konvergenzbegri�:

Sei K ⊆ C kompakt. Wir sagen, eine Folge von Borel-Maÿen (τn)n∈N mit supp(τn) ⊆ K,

n ∈ N, konvergiert schwach-stern gegen ein Borel-Maÿ τ , in Zeichen τn
∗−→ τ , falls

lim
n→∞

∫
g dτn =

∫
g dτ für jedes g ∈ C(K) .

Für den Beweis der Schwach-Stern-Konvergenz ist der so genannte Auswahlsatz von Helly

sehr hilfreich:

Satz 2.10

Ist (τn)n∈N eine Folge positiver Borel-Maÿe, wobei supp(τn) ⊆ K für jedes n ∈ N und K ⊆ C
kompakt sei, dann existiert eine Teilfolge (τn)n∈Λ, Λ ⊆ N, die schwach-stern gegen ein Borel-

Maÿ τ̃ konvergiert. 2

2.6 Exakte harmonische Majoranten

Schlieÿlich führen wir noch den Begri� der exakten harmonischen Majorante ein. Walsh de�-

nierte diesen in [31] wie folgt:

Sei (fn)n∈N eine Folge von in D nicht unbedingt eindeutigen, aber bis auf Verzweigungspunkte

lokal holomorphen Funktionen, deren Betrag |fn| in D eindeutig ist. Ist h eine in D harmoni-

sche Funktion mit der Eigenschaft, dass für jedes Kontinuum S ⊆ D, also für jede kompakte

zusammenhängende Teilmenge von C, die aus mehr als einem Punkt besteht, gilt

lim sup
n→∞

‖fn‖S ≤ max
z∈S

exp (h(z)) , (2.1)

dann ist h eine harmonische Majorante für die Folge (fn)n∈N in D. Falls in (2.1) für jedes

Kontinuum S die Gleichheit gilt, so heiÿt h exakte harmonsiche Majorante für die Folge

(fn)n∈N in D.

Der folgende Satz erleichtert den Nachweis, dass h eine exakte harmonische Majorante ist.

Satz 2.11

Ist h eine harmonische Majorante für die Folge (fn)n∈N in D und existiert ein Kontinuum

S0 ⊆ D, für das in (2.1) Gleichheit gilt, so ist h eine exakte harmonische Majorante für die

Folge (fn)n∈N in D. 2
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3 Die Nullstellenverteilung von Polynomen

Bevor wir uns den rationalen Funktionen zuwenden, beschäftigen wir uns zunächst mit der

Nullstellenverteilung von Polynomen. Einige ausgewählte Ergebnisse sollen einen Überblick

über die Entwicklung dieser Theorie geben.

3.1 Die Nullstellenverteilung von Polynomfolgen

Der Grundstein für das Themengebiet der Nullstellenverteilung von Polynomfolgen wurde

1916 von R. Jentzsch in [17] gelegt.

Satz 3.1 (Jentzsch)

Sei
∞∑
j=0

ajz
j

eine Potenzreihe mit

lim sup
n→∞

|an|1/n = 1

und für n ∈ N sei sn ihre n-te Partialsumme, dann ist jeder Randpunkt von D Häufungspunkt

der Menge

{z ∈ C : sn(z) = 0 für ein n ∈ N} . 2

Diese damals neue Idee wurde bald in verschiedene Richtungen weiterentwickelt. In der fol-

genden Zeit hat sich beispielsweise A. Ostrowski mit der Thematik beschäftigt und Satz 3.1

in [19] verallgemeinert.

G. Szeg® hat 1922 in [28] den Satz von Jentzsch auf Polynomfolgen übertragen, die in ei-

nem einfach zusammenhängenden Gebiet gleichmäÿig konvergieren. Im gleichen Jahr hat er

Satz 3.1 in [29] verschärft, indem er gezeigt hat, dass sich die Nullstellen von Polynomen einer

in D konvergenten Folge gleichmäÿig um den Rand von D verteilen, falls sich der höchste

Koe�zient wie folgt verhält:

Satz 3.2 (Szeg®)

Sei (pn)n∈Λ, Λ ⊆ N, eine Folge von Polynomen, wobei

pn(z) =
n∑
j=0

a
(n)
j zj mit a(n)

n 6= 0, n ∈ Λ, (3.1)

die auf D lokal gleichmäÿig gegen eine holomorphe Funktion f 6≡ 0 konvergiert, und es gelte

lim
n→∞
n∈Λ

∣∣∣a(n)
n

∣∣∣1/n = 1 .
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(a) Für α < β ≤ α+ 2π und S(α, β) := {z ∈ C : α ≤ arg(z) + 2π k ≤ β, k ∈ Z} gilt dann

lim
n→∞
n∈Λ

ν(pn, S(α, β))

n
=
β − α

2π
.

(b) Für jedes δ > 0 gilt dann

ν(pn, {z ∈ C : |z| > 1 + δ}) = o(n) für n→∞, n ∈ Λ .
2

o(·) steht für die Landausche klein-o-Notation. Also bedeutet Teil (b) des Satzes, dass

lim
n→∞
n∈Λ

ν(pn, {z ∈ C : |z| > 1 + δ})
n

= 0, δ > 0 .

Da die Folge (pn)n∈Λ auf D lokal gleichmäÿig gegen eine holomorphe Funktion f 6≡ 0 konver-

giert, liegen in jedem Kompaktum K ⊆ D für n→∞ nur o(n) Nullstellen von pn. Zusammen

mit (b) folgt, dass sich bis auf o(n) alle Nullstellen in einer kleinen Umgebung des Randes

be�nden. Da δ > 0 beliebig klein gewählt werden kann, folgt daraus mit (a) Satz 3.1.

Der Satz von Szeg® lässt erahnen, dass das normalisierte Nullstellenzählmaÿ von pn in irgend-

einer Weise gegen die Gleichgewichtsverteilung des Einheitskreises konvergiert, denn

β − α
2π

= µT(S(α, β)) .

In der Tat kann aus Satz 3.2 gefolgert werden, dass

ν(pn, ·)
n

∗−→ µT für n→∞, n ∈ Λ .

(Vergleiche hierzu das Vorgehen in Beweis von Lemma 5.21 und Satz 5.19).

Nach dem Satz von Szeg® folgten weitere Untersuchungen der Nullstellenverteilung von Poly-

nomfolgen, beispielsweise von Walsh in [31] und [32], Rosenbloom in [25], Fekete und Walsh

in [11] und vielen anderen.

H.-P. Blatt und E. B. Sa� verallgemeinerten 1986 in [5] den Satz von Szeg®. Sie betrachteten

dabei anstelle des Einheitskreises eine kompakte Menge E ⊆ C mit einfach zusammenhängen-

dem regulären Komplement und stellten an die Polynomfolge (pn)n∈Λ, wobei pn wie in (3.1)

gegeben sei, die beiden Voraussetzungen

lim
n→∞
n∈Λ

‖pn‖1/nE = 1 (3.2)

und

lim
n→∞
n∈Λ

∣∣∣a(n)
n

∣∣∣1/n =
1

cap(E)
. (3.3)
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(3.2) ist erfüllt, falls (pn)n∈Λ im Innern von E lokal gleichmäÿig gegen eine holomorphe Funkti-

on f konvergiert, die auf keiner Zusammenhangskomponente von Eo verschwindet. Ist (pn)n∈Λ

zudem eine Folge bester Approximationen zu f und f auf den Rand von E stetig aber nicht

analytisch fortsetzbar, so ist (3.3) für eine Teilfolge erfüllt.

1988 zeigten H.-P. Blatt, E. B. Sa� und M. Simkani in [6] unter etwas allgemeineren Voraus-

setzungen, dass das Nullstellenzählmaÿ von (pn)n∈Λ schwach-stern gegen µE , die Gleichge-

wichtsverteilung von E, konvergiert:

Satz 3.3 (Blatt, Sa�, Simkani)

Sei E ⊆ C kompakt mit cap(E) > 0. (pn)n∈Λ, Λ ⊆ N, sei eine Folge von Polynomen, wobei

pn ∈ Πn \Πn−1 und der höchste Koe�zient von pn gleich eins sei für jedes n ∈ Λ. Ist

lim sup
n→∞
n∈Λ

‖pn‖1/nsupp(µE) ≤ cap(E) (3.4)

und gilt für jede abgeschlossene Menge M , die in der Vereinigung der beschränkten Kompo-

nenten von C \ supp(µE) enthalten ist,

ν(pn,M) = o(n) für n→∞, n ∈ Λ, (3.5)

dann gilt
ν(pn, ·)
n

∗−→ µE für n→∞, n ∈ Λ . 2

Hierbei ist zu beachten, dass die Bedingung (3.5) entfällt, falls das Komplement von supp(µE)

zusammenhängend ist. Auÿerdem folgt die Bedingung (3.4) aus (3.2) und (3.3), da die Poly-

nome in Satz 3.3 bezüglich des höchsten Koe�zienten normiert sind.

Das richtige Verhalten des höchsten Koe�zienten spielt also indirekt auch in diesem Satz eine

groÿe Rolle. Dass diese Bedingung aber kein notwendiges Kriterium für die Schwach-Stern-

Konvergenz des Nullstellenzählmaÿes ist, hat kurz darauf R. Grothmann in [14] bewiesen:

Satz 3.4 (Grothmann)

Sei E ⊆ C kompakt, wobei C\E zusammenhängend und regulär sei. Sei (pn)n∈Λ, Λ ⊆ N, eine
Folge von Polynomen, wobei pn ∈ Πn \Πn−1 für jedes n ∈ Λ. Gilt

lim sup
n→∞
n∈Λ

‖pn‖1/nE ≤ 1, (3.6)

ist für jede kompakte Menge M ⊆ Eo

ν(pn,M) = o(n) für n→∞, n ∈ Λ, (3.7)
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und existiert eine kompakte Menge K ⊆ C \ E mit

lim inf
n→∞
n∈Λ

(
sup
z∈K

(
1

n
log |pn(z)| −GC\E(z,∞)

))
≥ 0, (3.8)

dann gilt
ν(pn, ·)
n

∗−→ µE für n→∞, n ∈ Λ. 2

Konvergiert die Polynomfolge im Innern von E gegen eine holomorphe Funktion, die auf kei-

ner Zusammenhangskomponente von Eo identisch null ist, so ist neben (3.6) auch (3.7) erfüllt.

Entscheidend ist die Bedingung (3.8). Diese ist eine Verallgemeinerung der Koe�zientenbe-

dingung, denn setzen wir K = {∞} und bezeichnen mit a(n)
n den höchsten Koe�zienten von

pn, n ∈ Λ, so gilt

sup
z∈K

(
1

n
log |pn(z)| −GC\E(z,∞)

)
= lim

z→∞

(
1

n
log
∣∣∣a(n)
n

∣∣∣+ log |z| −GC\E(z,∞)

)
= log

∣∣∣a(n)
n

∣∣∣1/n + log cap(E) .

Des Weiteren folgt aus (3.8) mit (3.6), dass GC\E(·,∞) in C\E eine exakte harmonische Ma-

jorante der Folge
(
p

1/n
n

)
n∈Λ

ist. Dies wird in Abschnitt 5.4.1, Bemerkung 5.32 verallgemeinert

bewiesen.

3.2 Diskrepanzsätze für die Nullstellenverteilung von Polynomen

Unter anderem durch den Satz von Szeg® motiviert, untersuchten P. Erd®s und P. Turán 1950

in [10] die Anzahl der Nullstellen eines festen Polynoms in einem beliebigen Sektor

S(α, β) = {z ∈ C : α ≤ arg(z) + 2π k ≤ β, k ∈ Z}, α < β ≤ α+ 2π .

Sei im Folgenden pn ∈ Πn \Πn−1,

pn(z) =

n∑
j=0

ajz
j ,

und νn =
ν(pn, ·)
n

, also das normalisierte Nullstellenzählmaÿ von pn.

Satz 3.5 (Erd®s, Turán)

Ist a0 6= 0, dann gilt ∣∣∣∣νn(S(α, β))− β − α
2π

∣∣∣∣ < 16

√
1

n
log

‖pn‖T√
|a0an|

.

2
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Aus Satz 3.5 folgt der Teil (a) des Satzes 3.2, wenn

f(0) = lim
n→∞
n∈Λ

pn(0) = lim
n→∞
n∈Λ

a
(n)
0 6= 0 .

Denn in diesem Fall gilt

lim
n→∞
n∈Λ

‖pn‖1/nT = lim
n→∞
n∈Λ

∣∣∣a(n)
n

∣∣∣1/n = lim
n→∞
n∈Λ

∣∣∣a(n)
0

∣∣∣1/n = 1,

also nach Satz 3.5

lim
n→∞
n∈Λ

∣∣∣∣νn(S(α, β))− β − α
2π

∣∣∣∣ ≤ lim
n→∞
n∈Λ

16

√
log ‖pn‖1/nT − 1

2
log
∣∣∣a(n)

0 a
(n)
n

∣∣∣1/n = 0

und somit

lim
n→∞
n∈Λ

νn(S(α, β)) =
β − α

2π
.

T. Ganelius hat 1953 in [12] die Konstante 16 im Satz von Erd®s und Turán auf ungefähr 2,6

verbessert.

1991 haben H.-P. Blatt und R. Grothmann in [4] Satz 3.5 verallgemeinert. Hierzu benötigen

wir noch folgende Notationen:

Sei E ⊆ C kompakt, D := C\E zusammenhängend und regulär und Γ ⊆ ∂E eine Jordankurve

oder ein Jordanbogen der Klasse C2+. Wir de�nieren

ε := sup
z∈C

UµE−νn(z) =
1

n
log

∥∥∥∥pnan
∥∥∥∥
E

− log cap(E)

und für γ ⊆ Γ und σ > 1

Sσ(γ,D,∞) := {z ∈ D : GD(z,∞) ≤ log σ und π(z) ∈ γ},

wobei π die zu den Niveaulinien von GD(·,∞) orthogonale Projektion auf ∂D sei.

Satz 3.6 (Blatt, Grothmann)

Sei Ω ⊆ Eo, Γ := ∂Ω eine geschlossene Jordankurve der Klasse C2+ und d
(
Ω, E \ Ω

)
> 0.

Seien η0 ∈ Ω und c0 > 0 fest gewählt, dann existiert eine Konstante C = C(E, η0, c0) > 0,

sodass

|(µE − νn) (Sσ(J,D,∞) ∪ Sσ(J,Ω, η0))| ≤ C
√
Uνn−µE (η0) + 2ε

für jeden Teilbogen J von Γ und für alle σ ≥ 1 + c0

√
Uνn−µE (η0) + 2ε , wobei für γ ⊆ Γ und

σ > 1

Sσ(γ,Ω, η0) := {z ∈ Ω : GΩ(z, η0) ≤ log σ und π0(z) ∈ γ},

und π0 die zu den Niveaulinien von GΩ(·, η0) orthogonale Projektion auf Γ sei. 2
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Für Ω = D und η0 = 0 gilt

Uνn−µE (η0) + 2ε = − 1

n
log

∣∣∣∣pn(0)

an

∣∣∣∣+ log cap(T) + 2

(
1

n
log

∥∥∥∥pnan
∥∥∥∥
T
− log cap(T)

)
= 2

(
1

n
log

‖pn‖T√
|a0an|

)
.

Also folgt Satz 3.5 bis auf einen multiplikativen Faktor aus Satz 3.6. Zudem impliziert Satz 3.6

nicht nur den Teil (a) sondern auch den Teil (b) des Satzes 3.2:

Sei (pn)n∈Λ eine Folge, die die Voraussetzungen von Satz 3.2 erfüllt. Seien c0, δ > 0 beliebig.

Da Uνn−µE (η0) + 2ε für n→∞, n ∈ Λ, gegen null konvergiert, existiert ein N ∈ Λ, sodass

c0

√
Uνn−µE (η0) + 2ε ≤ c0

√
UνN−µE (η0) + 2ε ≤ δ für jedes n ≥ N, n ∈ Λ.

Also gilt mit σ := 1 + c0

√
UνN−µE (η0) + 2ε

νn({z ∈ C : |z| > 1 + δ}) ≤ 1− νn(Sσ(T,C \ D,∞) ∪ Sσ(T,D, 0))

und somit

lim
n→∞
n∈Λ

νn({z ∈ C : |z| > 1 + δ}) = 1− µE(T) = 0 .

Blatt und Grothmann haben in [4] die Nullstellenverteilung von Polynomen darüber hinaus

in der Umgebung von Jordanbögen anstelle von geschlossenen Jordankurven untersucht.

Satz 3.7 (Blatt, Grothmann)

Sei Γ ⊆ E ein Jordanbogen der Klasse C2+ mit d(Γ, E \Γ) > 0. Sei c0 > 0 fest gewählt, dann

existiert eine Konstante C = C(E, c0) > 0, sodass

|(µE − νn)(Sσ(J,D,∞))| ≤ C
√
ε

für jeden Teilbogen J von Γ und für alle σ ≥ 1 + c0
√
ε . 2

Für den Beweis dieser beiden Sätze werden in [4] jeweils zwei Glockenkurven über dem Teil-

bogen J konstruiert und anschlieÿend über diese bezüglich des Maÿes µE − νn integriert.

Da wir in Kapitel 5 ebenfalls nach dieser Beweisidee vorgehen werden, betrachten wir diese

Glockenkurven nun etwas genauer.

Lemma 3.8 (Blatt, Grothmann)

Sei S ⊆ E ein Kontinuum mit d(S,E \ S) > 0,

Eσ := {z ∈ D : GD(z,∞) ≤ log r} ∪ E

und Mσ diejenige Zusammenhangskomponente von Eσ, für die S ⊆ Mσ gilt, dann existiert

ein σ0 > 1, sodass

E ∩Mσ = S für 1 < σ < σ0 . 2
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Aus diesem Lemma folgt, dass für 1 < σ < σ0 in D ∩ Mσ keine kritischen Punkte von

GD(·,∞) liegen.

Wir betrachten zunächst die Situation in Satz 3.6, also Γ = ∂Ω, Ω ⊆ Eo.
Sei J nun ein beliebiger Teilbogen von Γ mit Endpunkten z1 und z2. Falls J 6= Γ, wählen wir

z0 ∈ Γ \ J so, dass µE(Γ1) = µE(Γ2), wobei Γj , j = 1, 2, der Teilbogen von Γ \ J sei, der z0

mit zj verbindet. Ist J = Γ, so können wir z0 ∈ Γ beliebig wählen.

Nun existiert eine zu GD(·,∞) harmonisch konjugierte Funktion ϕ, sodass die Funktion Φ

mit

Φ(z) := exp(GD(z,∞) + iϕ(z))

die einfach zusammenhängende Menge

Sσ0(Γ, D,∞) \ {z ∈ D : π(z) = z0}

auf die Menge

{z = reit ∈ C : 1 ≤ r ≤ σ0, t1 < t < t2}, 0 ≤ t1 < t2 ≤ 2π,

abbildet.

Zudem existiert zu η0 ∈ Ω nach dem Riemannschen Abbildungssatz (Satz 2.9) eine eindeutige

biholomorphe Funktion

φ : Ω→ D mit φ(η0) = 0 und φ′(η0) > 0 .

φ lässt sich stetig auf den Rand fortsetzen.

Lemma 3.9 (Blatt, Grothmann)

Sei Ω ⊆ Eo, Γ := ∂Ω eine geschlossene Jordankurve der Klasse C2+, d
(
Ω, E \ Ω

)
> 0 und

η0 ∈ Ω fest. Dann existiert für J ⊆ Γ und 0 < d < 1
2(σ0−1) eine zweimal stetig di�erenzierbare

Funktion g : C→ [0, 1] mit

g(z) =

{
1 , falls z ∈ S1+d(J,D,∞) ∪ S1+d(J,Ω, η0),

0 , falls z 6∈ S1+2d(J
+, D,∞) ∪ S1+2d(J

+,Ω, η0),

∂g

∂n

∣∣∣∣
Γ

≡ 0 und

|∆g(z)| ≤



c

d2
|Φ(z)|2

(
∂GD(z,∞)

∂n

)2

, falls z ∈ S1+2d(Γ, D,∞), π(z) 6= z0,

c

d2
|φ(z)|−2

(
∂GΩ(z, η0)

∂n

)2

, falls z ∈ S1+2d(Γ,Ω, η0), π0(z) 6= z0,

0 , sonst,



3.2 Diskrepanzsätze für die Nullstellenverteilung von Polynomen 19

wobei c = c(E, c0, η0) > 0, n Normaleneinheitsvektor an die Niveaulinien von Φ bzw. von φ,

J+ ⊇ J ein Teilbogen von Γ mit µE(J+ \ J) ≤ d sei, und es existiert eine zweimal stetig

di�erenzierbare Funktion ĝ : C→ [0, 1] mit

ĝ(z) =

{
1 , falls z ∈ J−,
0 , falls z 6∈ S1+d(J,D,∞) ∪ S1+d(J,Ω, η0),

∂ĝ

∂n

∣∣∣∣
Γ

≡ 0 und

|∆ĝ(z)| ≤



c

d2
|Φ(z)|2

(
∂GD(z,∞)

∂n

)2

, falls z ∈ S1+d(Γ, D,∞), π(z) 6= z0,

c

d2
|φ(z)|−2

(
∂GΩ(z, η0)

∂n

)2

, falls z ∈ S1+d(Γ,Ω, η0), π0(z) 6= z0,

0 , sonst,

wobei c = c(E, c0, η0) > 0 und J− ⊆ J ein Bogen mit µE(J \ J−) ≤ d sei. 2

Sei nun Γ ⊆ E ein Jordanbogen wie in Satz 3.7 mit den zwei Endpunkten a und b, J ein belie-

biger Teilbogen von Γ. Falls J 6= Γ, dann sei ohne Einschränkung b ∈ Γ\J . Wir setzen z0 = b

und wählen wieder eine zuGD(·,∞) harmonisch Konjugierte ϕ, sodass Φ = exp(GD(·,∞)+iϕ)

die Menge

Sσ0(Γ, D,∞) \
(
{z ∈ D : π(z) = z0} ∪ Γ

)
auf

{z = reit ∈ C : 1 < r ≤ σ0, t1 < t < t2}, 0 ≤ t1 < t2 ≤ 2π,

abbildet. Φ können wir von beiden Seiten stetig auf Γ fortsetzen. Diese beiden Fortsetzungen

stimmen aber nicht überein.

Lemma 3.10 (Blatt, Grothmann)

Sei Γ ⊆ E ein Jordanbogen der Klasse C2+ mit d(Γ, E \ Γ) > 0. Dann existiert für J ⊆ Γ

und 0 < d < 1
2(σ0 − 1) eine zweimal stetig di�erenzierbare Funktion g : C→ [0, 1] mit

g(z) =

{
1 , falls z ∈ S1+d(J,D,∞),

0 , falls z 6∈ S1+2d(J
+, D,∞),

∂g

∂n

∣∣∣∣
Γ

≡ 0

und |∆g(z)| ≤


c

d2
|Φ(z)|2

(
∂GD(z,∞)

∂n

)2

, falls z ∈ S1+2d(Γ, D,∞), π(z) 6= z0,

0 , sonst,

wobei c = c(E, c0) > 0, n Normaleneinheitsvektor an die Niveaulinien von Φ und J+ ⊇ J ein

Teilbogen von Γ mit µE(J+ \ J) ≤ d sei, und es existiert eine zweimal stetig di�erenzierbare
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Funktion ĝ : C→ [0, 1] mit

ĝ(z) =

{
1 , falls z ∈ J−,
0 , falls z 6∈ S1+d(J,D,∞),

∂ĝ

∂n

∣∣∣∣
Γ

≡ 0

und |∆ĝ(z)| ≤


c

d2
|Φ(z)|2

(
∂GD(z,∞)

∂n

)2

, falls z ∈ S1+d(Γ, D,∞), π(z) 6= z0,

0 , sonst,

wobei c = c(E, c0) > 0 und J− ⊆ J ein Bogen mit µE(J \ J−) ≤ d sei. 2
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4 Die Nullstellenverteilung von Folgen rationaler Funktionen

Die Nullstellen konvergenter Folgen rationaler Funktionen mit beschränktem Nennergrad ver-

halten sich wie die einer konvergenten Folge von Polynomen. Dies wurde beispielsweise 1988

in [6] für Teilfolgen bester rationaler Approximationen mit beschränktem Nennergrad gezeigt

oder auch bereits 1978 von A. Edrei in [7] für die folgenden Funktionen:

Sei f eine im Nullpunkt analytische Funktion, dann heiÿt eine rationale Funktion

Rn,m =
pn
qm
, wobei qm 6≡ 0, pn ∈ Πn, qm ∈ Πm,

Padé-Approximation der Ordnung (n,m) zu f , falls sie f im Nullpunkt bis zur (n + m) -

ten Ableitung interpoliert. Zu jedem Tupel (n,m) ∈ N × N existiert eine eindeutige Padé-

Approximation der Ordnung (n,m) zu f . (Zur Theorie über Padé-Approximationen siehe

beispielsweise [3].)

Satz 4.1 (Edrei)

Sei f analytisch im Nullpunkt, f(0) 6= 0 und 0 < r < ∞ der gröÿtmögliche Radius mit der

Eigenschaft, dass f in Kr(0) meromorph mit maximal m Polstellen ist (inklusive Vielfach-

heiten). Für n ∈ N sei Rn,m die Padé-Approximation der Ordnung (n,m) zu f . Dann gibt es

eine Teilfolge Λ ⊆ N, sodass

(a) für α < β ≤ α+ 2π

lim
n→∞
n∈Λ

ν(Rn,m, S(α, β))

n
=
β − α

2π
,

(b) für jedes δ > 0

ν
(
Rn,m,C \ {z ∈ C : (1− δ)r ≤ |z| ≤ (1 + δ)r}

)
= o(n) für n→∞, n ∈ Λ .

2

Ist der Nennergrad einer Folge rationaler Funktionen nicht beschränkt, so ergibt sich im

Allgemeinen ein anderes Nullstellenverhalten.

E. B. Sa� und R. S. Varga analysierten 1975 (überarbeitet verö�entlicht in [27]) das Verhalten

der Nullstellen von Folgen von Padé-Approximationen
(
Rn(i),m(i)

)
i∈N zur Exponentialfunkti-

on, wobei n(i)
i→∞−→ ∞ und

lim
i→∞

m(i)

n(i)
= σ

für ein festes σ mit 0 ≤ σ <∞ gelte.

Ein weiteres Resultat in diese Richtung stammt wiederum von A. Edrei aus dem Jahre 1982

in [8].
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Satz 4.2 (Edrei)

Gegeben sei eine Laurentreihe
∞∑

k=−∞
akz

k

mit (maximalem) Konvergenzring {z ∈ C : r < |z| < R}, 0 < r < 1 < R <∞. Seien (mi)
∞
i=1

und (ni)
∞
i=1 zwei Teilfolgen von N mit

lim
i→∞
|a−mi |1/mi = r und lim

i→∞
|ani |1/ni =

1

R
,

sei

Ri(z) :=

ni∑
−mi

akz
k .

(a) Für α < β ≤ α+ 2π gilt dann

lim
i→∞

ν(Ri, S(α, β) ∩ D)

mi
=
β − α

2π
= lim

i→∞

ν
(
Ri, S(α, β) ∩

(
C \ D

))
ni

.

(b) Sei δ > 0, dann gilt für i→∞

ν
(
Ri,D \

{
z ∈ D : re−δ ≤ |z| ≤ reδ

})
= o(mi)

und
ν
(
Ri, (C \ D) \

{
z ∈ C : Re−δ ≤ |z| ≤ Reδ

})
= o(ni) .

2

Satz 4.1 und Satz 4.2 sind Verallgemeinerungen von Satz 3.2, dem Satz von Szeg®. Aus Satz 4.1

folgt, dass jeder Punkt von ∂Kr(0) Häufungspunkt von Nullstellen der Padé-Approximationen

(Rn,m)n∈Λ ist und dass das normalisierte Nullstellenzählmaÿ von Rn,m für n gegen unendlich

schwach-stern gegen die Gleichgewichtsverteilung des Kreises mit Radius r konvergiert. Eben-

so folgt aus Satz 4.2, dass jeder Punkt von ∂Kr(0) ∪ ∂KR(0) Häufungspunkt von Nullstellen

der rationalen Funktionen (Ri)i∈N ist und, falls

lim
i→∞

mi

mi + ni
= α, 0 ≤ α ≤ 1,

dass
ν(Ri, ·)
mi + ni

∗−→ αµ∂Kr(0) + (1− α)µ∂KR(0) für i→∞ .

Die Idee von Satz 4.2 hat I. E. Pritsker in [21] weiterentwickelt und dieses Ergebnis später

zusammen mit N. Papamichael und E. B. Sa� in [20] verö�entlicht:

Sei A ein mehrfach zusammenhängendes beschränktes Gebiet, dessen Rand aus einer endli-

chen Anzahl an disjunkten geschlossenen Jordankurven besteht, D∞ die unbeschränkte und
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D1, . . . , Dn die beschränkten Zusammenhangskomponenten von C \A. Für l = 1, . . . , n wäh-

len wir Punkte ξl ∈ Dl beliebig und setzen ξ∞ :=∞. De�niere für i ∈ N rationale Funktionen

Ri,

Ri(z) :=

m∞(i)∑
j=0

a
(i)
∞,jz

j +

n∑
l=1

ml(i)∑
j=1

a
(i)
l,j (z − ξl)

−j . (4.1)

Für jedes l ∈ {1, . . . , n} ∪ {∞} gelte ml(i)
i→∞−→ ∞ und existiere der Grenzwert

lim
i→∞

ml(i)

m∞(i) +
∑n

l=1ml(i)
=: αl ≥ 0 . (4.2)

Sei νi das normalisierte Nullstellenzählmaÿ von Ri, also

νi :=
ν(Ri, ·)

m∞(i) +
∑n

l=1ml(i)
.

Satz 4.3 (Papamichael, Pritsker, Sa�)

Seien Ri, i ∈ N, de�niert wie in (4.1) mit

a
(i)
l,ml(i)

6= 0 für alle l ∈ {1, . . . , n} ∪ {∞} und i ∈ N .

Konvergiert die Folge (Ri)i∈N in A lokal gleichmäÿig gegen eine holomorphe Funktion f 6≡ 0,

ist (4.2) erfüllt und gilt

lim
i→∞

∣∣∣a(i)
l,ml(i)

∣∣∣1/ml(i) = Rξl,Dl für alle l ∈ {1, . . . , n} ∪ {∞}, (4.3)

dann gilt

νi
∗−→ α∞µ∂A +

n∑
l=1

αl ωξl,Dl für i→∞ . (4.4)

Falls αl > 0 für jedes l ∈ {1, . . . , n}∪{∞} und um jedes ξl eine Umgebung existiert, die keine

Nullstellen von (Ri)i∈N enthält, so folgt umgekehrt (4.3) aus (4.4). 2

Es gilt hierbei

R∞,D∞ =
1

cap (∂A)
und ω∞,D∞ = µ∂A .

Die Aussage von Satz 4.3 kann auch eingeschränkt auf eine Zusammenhangskomponente Dl,

l ∈ {1, . . . , n} ∪ {∞}, bewiesen werden: Existiert für ein l ∈ {1, . . . , n} ∪ {∞} eine Teilfolge
Λl ⊆ N und ein Maÿ ν̃l, sodass

lim
i→∞
i∈Λl

∣∣∣a(i)
l,ml(i)

∣∣∣1/ml(i) = Rξl,Dl

und

νi
∗−→ ν̃l für i→∞, i ∈ Λl,
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dann gilt

ν̃l|A∪Dl = αl ωξl,Dl .

Pritsker hat in [22] die Bedingung (4.3) durch eine zu (3.8) in Satz 3.4 analoge Bedingung

ersetzt.

Satz 4.4 (Pritsker)

Die in (4.1) de�nierte Folge (Ri)i∈N konvergiere auf A lokal gleichmäÿig gegen eine holo-

morphe Funktion f 6≡ 0 und es sei (4.2) erfüllt. Existiert für ein l ∈ {1, . . . , n} ∪ {∞} eine
kompakte Menge Kl ⊆ Dl und eine Teilfolge Λl ⊆ N, sodass

lim inf
i→∞
i∈Λl

(
sup
z∈Kl

(
1

ml(i)
log |Ri(z)| −GDl(z, ξl)

))
≥ 0, (4.5)

und konvergiert (νi)i∈Λl schwach-stern gegen ein Maÿ ν̃l, dann gilt

ν̃l|A∪Dl = αl ωξl,Dl . 2

Sind für ein l ∈ {1, . . . , n} ∪ {∞} die Voraussetzungen von Satz 4.4 erfüllt, so ist GDl(·, ξl) in
Dl \ {ξl} eine exakte harmonische Majorante für die Folge

(
R

1/ml(i)
i

)
i∈Λl

. (Vergleiche hierzu

Bemerkung 5.32 in Abschnitt 5.4.1.)



25

5 Diskrepanzsätze für die Nullstellenverteilung von rationalen

Funktionen

Sei im Folgenden D ⊆ C ein Gebiet, wobei ∂D regulär und beschränkt sei. D selbst kann

dabei beschränkt, aber auch unbeschränkt sein. Sei Γ ⊆ ∂D eine Jordankurve der Klasse C2+,

wobei d(Γ, ∂D \ Γ) > 0 gelte.

Falls Γ eine geschlossene Kurve ist, sei Ω die Zusammenhangskomponente von C \ D, die

von Γ berandet wird, also ∂Ω = Γ. In Abbildung 1 ist diese Situation skizziert für den Fall,

dass D beschränkt und Ω ebenfalls beschränkt ist, und in Abbildung 2 für den Fall, dass D

unbeschränkt ist.

Abbildung 1

Abbildung 2

Da ∂D regulär ist, lassen sich Greensche Funktionen zu D bzw. Ω auf den Rand und nach Ω

bzw. D mit 0 stetig fortsetzen. Dies sei im Folgenden stets angenommen.
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Wir wählen beliebig paarweise verschiedene Punkte η1, . . . , ηM ∈ D, M ∈ N, und dazu Ge-

wichte 0 < β1, . . . , βM ≤ 1 mit
M∑
j=1

βj = 1 .

Sei nun

G(z) :=
M∑
j=1

βjGD(z, ηj),

und für r ≥ 1

Dr := {z ∈ D : G(z) > log r} und Lr := {z ∈ D : G(z) = log r} .

Abbildung 3 zeigt eine Skizze der Niveaulinien von G mit zwei Polstellen η1 und η2, die

ungefähr gleich gewichtet sind, wobei D unbeschränkt und Γ eine geschlossene Kurve ist.

Abbildung 3

Für σ > 1 sei Mσ diejenige Zusammenhangskomponente von C \Dσ, in der Γ liegt. Analog

zu Lemma 3.8 existiert ein σ0 > 1, sodass

Mσ ∩ ∂D = Γ für 1 < σ < σ0 .

Folglich liegen in D ∩Mσ, 1 < σ < σ0, keine kritischen Punkte von G, das heiÿt,

∂

∂n
G(z) 6= 0 für z ∈ Lσ, 1 ≤ σ < σ0,

wobei n Normaleneinheitsvektor an Lσ sei.

Für γ ⊆ ∂D und σ > 1 de�nieren wir

S+
σ (γ) :=

{
z ∈ D : G(z) ≤ log σ und π(z) ∈ γ

}
,
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wobei π die zu den Niveaulinien Lr orthogonale Projektion auf ∂D sei.

Falls Γ eine geschlossene Kurve ist, wählen wir ein η0 ∈ Ω beliebig. Da Ω einfach zusammen-

hängend ist, existiert nach dem Riemannschen Abbildungssatz eine eindeutige biholomorphe

Funktion

φ : Ω→ D mit φ(η0) = 0 und φ′(η0) > 0 .

Mit G0 := GΩ(·, η0) gilt nun für jedes z ∈ Ω

− log |φ(z)| = G0(z) .

Wir de�nieren zudem für r ≥ 1

Γr := {z ∈ Ω : G0(z) = log r}

und

Ar := {z ∈ Ω : z ∈ Γρ, 1 ≤ ρ ≤ r} .

Die Niveaulinien Γr sehen etwa wie die in Abbildung 4 grün eingezeichneten Kurven aus.

Abbildung 4

Für 1 ≤ σ <∞ gilt
∂

∂n
G0(z) 6= 0 für z ∈ Γσ,

wobei n Normaleneinheitsvektor an Γσ sei.

Schlieÿlich de�nieren wir für γ ⊆ Γ und σ > 1

S−σ (γ) :=
{
z ∈ Ω : G0(z) ≤ log σ und π0(z) ∈ γ

}
,

wobei π0 die zu den Niveaulinien Γr orthogonale Projektion auf Γ sei, und

Sσ(γ) := S−σ (γ) ∪ S+
σ (γ) .
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5.1 Hauptergebnisse

Die folgenden Diskrepanzsätze für die Nullstellenverteilung einer rationalen Funktion sind die

Hauptergebnisse dieser Arbeit. Wir unterscheiden dabei, ob Γ eine geschlossene Jordankurve

oder ein Jordanbogen ist.

Sei R 6≡ 0 eine rationale Funktion, die in D genau k paarweise verschiedene Polstellen ξl der

Ordnung ml, l = 1, . . . , k, habe, und sei H : C→ R de�niert durch

H(z) := log |R(z)| −
k∑
l=1

mlGD(z, ξl) . (5.1)

Weiter sei ν das absolute Nullstellenzählmaÿ von R, also ν = ν(R, ·), µl das harmonische Maÿ

zum Punkt ξl bezüglich D, also µl = ωξl,D, l = 1, . . . , k, und

c1 := sup
γ⊆Γ

( ∑k
l=1mlµl(γ)∑M

j=1 βj ωηj ,D(γ)

)
.

Da Γ eine Kurve der Klasse C2+ ist, ist c1 <∞. Zudem de�nieren wir

εinf := log ‖R‖∂D −
M∑
j=1

βjH(ηj),

εr,D := log ‖R‖∂D − inf
z∈Lr

H(z), r > 1,

(5.2)

und, falls Γ eine geschlossene Kurve ist,

εr,Ω := log ‖R‖Ar − inf
z∈Γr

log |R(z)|+ L(Γr) log r

2π

∥∥∥∥R′R
∥∥∥∥

Γr

, r > 1 . (5.3)

Diese drei Kennzahlen sind nie negativ, denn zum einen gilt für jedes r > 1

‖R‖Ar ≥ min
z∈Γr
|R(z)| und

L(Γr) log r

2π

∥∥∥∥R′R
∥∥∥∥

Γr

≥ 0 .

Daraus folgt

εr,Ω =

(
log ‖R‖Ar − log min

z∈Γr
|R(z)|

)
+
L(Γr) log r

2π

∥∥∥∥R′R
∥∥∥∥

Γr

≥ 0 .

Zudem werden wir in Lemma 5.7 zeigen, dass H in D subharmonisch ist. Deshalb gilt

−∞ ≤
M∑
j=1

βjH(ηj) ≤ ‖H‖D = ‖H‖∂D = log ‖R‖∂D

und ebenso für jedes r > 1

−∞ ≤ inf
z∈Lr

H(z) ≤ log ‖R‖∂D .
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Daraus erhalten wir

0 ≤ εinf, εr,D ≤ ∞ .

Das �inf� im Index von εinf steht für �in�nity�. Dies hat den folgenden Hintergrund:

Für M = 1, also {η1, . . . , ηM} = {η1} und β1 = 1, gilt

lim
r→∞

εr,D = log ‖R‖∂D − lim
z→η1

H(z) = log ‖R‖∂D −H(η1) = εinf .

Das bedeutet, in diesem speziellen Fall ist ε∞,D = εinf.

5.1.1 Diskrepanz in der Umgebung einer geschlossenen Jordankurve

Sei zunächst Γ eine geschlossene Jordankurve.

Die Idee zu den folgenden beiden Sätzen entstand aufgrund von Satz 4.3 und Satz 4.4 über

die Nullstellenverteilung konvergenter Folgen rationaler Funktionen.

Satz 5.1

Sei r0 > 1 beliebig und c0 eine positive Konstante, die im Falle εr0,Ω + εinf < ∞ so klein

gewählt sei, dass d := c0

√
εr0,Ω + εinf < 1 und (1 + 2d) < min {r0, σ0} gilt sowie S1+2d(Γ)

beschränkt ist. Dann existiert ein c = c(D, η0, G) > 0, sodass∣∣∣∣∣
(
ν −

k∑
l=1

mlµl

)(
S−1+d(J) ∪ S+

σ (J)
)∣∣∣∣∣ ≤

(
c

c0
+ c1c0

)√
εr0,Ω + εinf

für jeden Teilbogen J ⊆ Γ und für jedes σ ≥ 1 + d. 2

Der nächste Satz unterscheidet sich von Satz 5.1 lediglich darin, dass εinf durch εr1,D, r1 > 1,

ersetzt wird.

Satz 5.2

Seien r0, r1 > 1 beliebig und c0 eine positive Konstante, die im Falle εr0,Ω + εr1,D < ∞ so

klein gewählt sei, dass d := c0

√
εr0,Ω + εr1,D < 1 und (1 + 2d) < min {r0, r1, σ0} gilt sowie

S1+2d(Γ) beschränkt ist. Dann existiert ein c = c(D, η0, G) > 0, sodass∣∣∣∣∣
(
ν −

k∑
l=1

mlµl

)(
S−1+d(J) ∪ S+

σ (J)
)∣∣∣∣∣ ≤

(
c

c0
+ c1c0

)√
εr0,Ω + εr1,D

für jeden Teilbogen J ⊆ Γ und für jedes σ ≥ 1 + d. 2

Der Beweis ist für beide Sätze gleich aufgebaut. Ab einem gewissen Punkt teilt er sich in zwei

Beweisstränge auf. Zum einen sind Integrale über die Funktion H entlang Niveaulinien Γr

abzuschätzen. Dazu wird beide Male die Kennzahl

εr0,Ω = log ‖R‖Ar0 − log min
z∈Γr0

|R(z)|+ L(Γr0) log r0

2π

∥∥∥∥R′R
∥∥∥∥

Γr0

,
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welche das Verhalten von R in Ar0 und auf Γr0 beschreibt, verwendet. Groÿen Ein�uss auf

die Abschätzungen hat also die Wahl der Niveaulinie Γr0 . In Abbildung 5 sind Γr0 und Ar0
skizziert.

Abbildung 5

Des Weiteren sind Integrale über die Funktion H entlang von Niveaulinien Lr abzuschätzen.

Dies wird in Satz 5.1 durch εinf und in Satz 5.2 durch εr1,D geleistet.

In Satz 5.1 werden die Integrale durch die Auswertung von H an den Punkten η1, . . . , ηM

abgeschätzt, was dazu führt, dass εinf wesentlich von der Wahl dieser Punkte abhängt. Wir

wollen dies nun in speziellen Fällen etwas genauer betrachten.

Wir nehmen an, dass R in Ar0 keine Polstelle hat, dann existieren al,j ∈ C für j = 1, . . . ,ml,

l = 1, . . . , k, und eine in D ∪ Ar0 polstellenfreie rationale Funktion r, sodass

R(z) = r(z) +

k∑
l=1

ml∑
j=1

al,j(z − ξl)−j ,

wobei al,ml 6= 0 sei für l = 1, . . . , k. Falls ξL =∞, L ∈ {1, . . . , k}, ist hierbei (z− ξL)−j := zj ,

j = 1, . . . ,mL.

Ist M = 1 und {η1, . . . , ηM} = {ξ1}, so gilt

−
M∑
j=1

βjH(ηj) =
M∑
j=1

βj lim
z→ηj

(
k∑
l=1

mlGD(z, ξl)− log |R(z)|

)

= lim
z→ξ1

(
k∑
l=1

mlGD(z, ξl) +m1 log |z − ξ1| − log |R(z) (z − ξ1)m1 |

)

=
k∑
l=2

mlGD(ξ1, ξl) + lim
z→ξ1

m1gD(z, ξ1)− log |a1,m1 |

=
k∑
l=2

mlGD(ξ1, ξl) +m1 logRξ1,D − log |a1,m1 | .
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Also hängt dieser Teil der Abschätzung nur von dem einen Koe�zienten a1,m1 ab.

Wir betrachten als weiteren Spezialfall {η1, . . . , ηM} = {ξ1, . . . , ξk}. Hier gilt

−
M∑
j=1

βjH(ηj) =

M∑
j=1

βj lim
z→ηj

(
k∑
l=1

mlGD(z, ξl)− log |R(z)|

)

=
k∑
j=1

βj

∑
l 6=j

mlGD(ξj , ξl) +mj logRξj ,D − log |aj,mj |

 .

Bei dieser Wahl der Punkte werden also alle Koe�zienten al,ml , l = 1, . . . , k, in die Abschät-

zung mit einbezogen. Ist zudem k = 1, wie es in Satz 4.3 der Fall ist, so folgt

−
M∑
j=1

βjH(ηj) = m1 logRξ1,D − log |a1,m1 | .

In Satz 5.2 werden diese Integrale durch das In�mum von H auf einer festen Niveaulinie Lr1
abgeschätzt. Lr1 kann eine einzelne analytische Jordankurve sein, aber auch die Vereinigung

mehrerer analytischer Jordankurven, wie dies in Abbildung 6 skizziert ist. Da r1 > 1 frei

Abbildung 6

wählbar ist, ist εr1,D nicht bereits durch die Wahl der Punkte η1, . . . , ηM festgelegt, also

etwas variabler als εinf.

Bemerkung 5.3

(a) In Satz 5.1 und Satz 5.2 wird in Ω die Diskrepanz auf dem festen Bereich S−1+d(J) ab-

geschätzt, wohingegen in D der Bereich S+
σ (J) für jedes σ ≥ 1 + d betrachtet werden

kann. Dies liegt daran, dass wir die Nullstellen von R in D1+d mit Lemma 5.17 bzw.

Teil (a) von Lemma 5.18 entsprechend abschätzen werden. In Ω können wir dies nicht
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vollkommen analog durchführen, da wir dort die Polstellen von R nicht kennen. Ist be-

kannt, dass R in Ω keine Polstellen hat, also beispielsweise im Polynomfall, dann existiert

ein c = c(D, η0) > 0, sodass

ν(Ω \A1+d) ≤
c

d
εr0,Ω,

und somit können wir in beiden Sätzen S−1+d(J) auch durch S−σ̃ (J), σ̃ ≥ 1 + d, ersetzen.

Dies kann analog zu Teil (a) von Lemma 5.18 bewiesen werden. Andernfalls existiert nach

Teil (b) von Lemma 5.18 ein c̃ = c̃(D, η0) > 0, sodass∣∣∣∣∣
(
ν −

k∑
l=1

mlµl

)(
S−σ1

(J) ∪ S+
σ2

(J)
)∣∣∣∣∣ ≤

(
c+ c̃ r0

c0
+ c1c0

)√
εr0,Ω + εinf

bzw. ∣∣∣∣∣
(
ν −

k∑
l=1

mlµl

)(
S−σ1

(J) ∪ S+
σ2

(J)
)∣∣∣∣∣ ≤

(
c+ c̃ r0

c0
+ c1c0

)√
εr0,Ω + εr1,D

für 1 +d ≤ σ1 ≤ r0−d und für jedes σ2 ≥ 1 +d. Diese Abschätzungen gelten also fast bis

zu der Niveaulinie Γr0 hin, werden allerdings mit wachsendem r0 zunehmend schlechter.

(b) G0 ist die Greensche Funktion zu Ω mit Pol in einem frei wählbaren Punkt η0 ∈ Ω. Es ist

aber genauso möglich G0 analog zu G als Konvexkombination aus Greenschen Funktionen

zu einer endlichen Anzahl an in Ω frei wählbaren Punkten zu de�nieren. Es ergäben sich

zusätzlich zu der Wahl von r0 weitere Freiheiten für die Kennzahl εr0,Ω.

Dabei ist zu beachten, dass die Konstante c in Satz 5.1 und Satz 5.2 von der Wahl und der

Gewichtung dieser Punkte abhängen würde, wohingegen sie weder durch r0 noch durch r1

beein�usst wird. Das bedeutet, wir können durch Variation von r0 und in Satz 5.2 auch

von r1, versuchen die Abschätzung zu verbessern, ohne dass sich dabei die Konstante c

ändert. 2

5.1.2 Diskrepanz in der Umgebung eines Jordanbogens

Sei nun Γ ein Jordanbogen.

Satz 5.1 und Satz 5.2 lassen sich analog zu Satz 3.7 auf diese Situation übertragen.

Satz 5.4

Sei c0 eine positive Konstante, die im Falle εinf <∞ so klein gewählt sei, dass d := c0
√
εinf < 1

und (1 + 2d) < σ0 gilt sowie S+
1+2d(Γ) beschränkt ist. Dann existiert ein c = c(D,G) > 0,

sodass ∣∣∣∣∣
(
ν −

k∑
l=1

mlµl

)(
S+
σ (J)

)∣∣∣∣∣ ≤
(
c

c0
+ c1c0

)
√
εinf

für jeden Teilbogen J ⊆ Γ und für jedes σ ≥ 1 + d. 2
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Satz 5.5

Sei r1 > 1 beliebig und c0 eine positive Konstante, die im Falle εr1,D < ∞ so klein gewählt

sei, dass d := c0
√
εr1,D < 1 und (1 + 2d) < min{r1, σ0} gilt sowie S+

1+2d(Γ) beschränkt ist.

Dann existiert ein c = c(D,G) > 0, sodass∣∣∣∣∣
(
ν −

k∑
l=1

mlµl

)(
S+
σ (J)

)∣∣∣∣∣ ≤
(
c

c0
+ c1c0

)
√
εr1,D

für jeden Teilbogen J ⊆ Γ und für jedes σ ≥ 1 + d. 2

Satz 5.4 und Satz 5.5 können analog zu den Sätzen 5.1 und 5.2 bewiesen werden. Es sind

lediglich die Glockenkurven g und ĝ, die für die geschlossenen Jordankurven analog zu Lem-

ma 3.9 konstruiert werden, durch zwei Glockenkurven analog zu Lemma 3.10 zu ersetzen. Da

Γ ein Jordanbogen ist, also kein Jordangebiet Ω ⊆ C \ D berandet, sind jetzt nur Integrale

über H entlang von Niveaulinien Lr ⊆ D abzuschätzen. Somit fällt in beiden Abschätzungen

jeweils εr0,Ω weg. Der Rest der Beweise ist identisch zu denen von Satz 5.1 und Satz 5.2.

5.2 Beispiele

In diesem Abschnitt sollen die Aussagen der Diskrepanzsätze mit Hilfe von zwei Beispielen

verdeutlicht werden. Im ersten Beispiel zeigen wir, dass Satz 3.6 aus Satz 5.1 folgt und im

zweiten führen wir die Abschätzungen der Sätze 5.1 und 5.2 an Partialsummen einer konkreten

Laurentreihe durch.

5.2.1 Polynome

Sei D ⊆ C unbeschränkt, Γ eine geschlossene Kurve und R = p ein Polynom vom Grad n

mit höchstem Koe�zienten an. Die einzige Polstelle von R ist also ξ1 =∞ ∈ D der Ordnung

m1 = n. Dann ist µ1 = ω∞,D die Gleichgewichtsverteilung von ∂D.

Wir setzen M := 1, η1 :=∞ und wählen η0 ∈ Ω mit p(η0) 6= 0, dann gilt

c1 = sup
γ⊆Γ

(
nµ1(γ)

ωη1,D(γ)

)
= n,

εinf = log ‖R‖∂D − lim
z→∞

(nGD(z,∞)− log |R(z)|)

= log ‖p‖∂D − n log cap(∂D)− log |an|

und εr,Ω = log ‖R‖Ar +
L(Γr) log r

2π

∥∥∥∥R′R
∥∥∥∥

Γr

− log min
z∈Γr
|R(z)|

= log ‖p‖Γ +
L(Γr) log r

2π

∥∥∥∥p′p
∥∥∥∥

Γr

− log min
z∈Γr
|p(z)|, r > 1,
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denn p nimmt sein Maximum am Rand von Ω an. Weiter gilt

lim
r→∞

min
z∈Γr
|p(z)| = |p(η0)| > 0 .

Da Ω beschränkt ist, existiert ein c > 0 mit der Eigenschaft, dass L(Γr) ≤
c

r
2π für jedes

r > 1. Daraus folgt

lim
r→∞

L(Γr) log r

2π

∥∥∥∥p′p
∥∥∥∥

Γr

≤
∣∣∣∣p′(η0)

p(η0)

∣∣∣∣ lim
r→∞

c log r

r
= 0 .

Mit

ε = sup
z∈C

(
Uµ1(z)− 1

n
Uν(z)

)
=

1

n
log ‖p‖∂D −

1

n
log |an| − log cap(∂D) =

εinf
n

und
1

n
Uν(η0)− Uµ1(η0) = − 1

n
log |p(η0)|+ 1

n
log |an|+ log cap(∂D)

= lim
r→∞

εr,Ω
n
− 1

n
log ‖p‖Γ −

εinf
n

+
1

n
log ‖p‖∂D

≥ lim
r→∞

εr,Ω
n
− εinf

n

folgt

lim
r→∞

(
εr,Ω + εinf

n

)
≤ 1

n
Uν(η0)− Uµ1(η0) + 2ε .

Sei r0 > 1 beliebig und c0 :=
λr0√
n
, wobei λr0 > 0 so klein sei, dass

d := c0

√
εr0,Ω + εinf < min

{
1,
σ0 − 1

2
,
r0 − 1

2

}
,

dann existiert nach Satz 5.1 eine Konstante c = c(D, η0), sodass∣∣(ν − nµ) (S−1+d(J) ∪ S+
σ (J))

∣∣ ≤ (c√n
λr0

+ λr0
√
n

)√
εr0,Ω + εinf .

für jeden Teilbogen J ⊆ Γ und für jedes σ ≥ 1+d. Da p in Ω keine Polstellen hat, können wir,

wie in Bemerkung 5.3 bereits erwähnt, S−1+d(J) durch S−σ (J), σ ≥ 1 + d, ersetzen. Dividieren

wir zudem diese Ungleichung durch n, so erhalten wir, da r0 > 1 beliebig groÿ gewählt werden

kann, ∣∣∣∣( 1

n
ν − µ

)(
S−σ (J) ∪ S+

σ (J)
)∣∣∣∣ ≤ lim

r→∞

((
c

λr
+ λr

) √
εr,Ω + εinf

n

)

≤
(

c

λ∞
+ λ∞

) √
1

n
Uν(η0)− Uµ1(η0) + 2ε .

Da 0 < λ∞ <∞ eine von c0 abhängige Konstante ist, entspricht dies der Aussage von Satz 3.6.

Der Vorteil von Satz 5.1 gegenüber Satz 3.6 ist, dass wir durch Verschieben der Kurve Γr0 bei

festgehaltenem η0 versuchen können die Abschätzung zu verbessern, ohne dass sich dabei die

Konstante c = c(D, η0) ändert.
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5.2.2 Partialsummen einer Laurentreihe

Wir betrachten die rationalen Funktionen Rm,

Rm(z) = −
2m∑
k=0

zk

3k+1
−

m∑
k=1

1

zk
, m ∈ N .

Die Folge (Rm)m∈N konvergiert auf dem Kreisring {z ∈ C : 1 < |z| < 3} gegen die Funktion

f mit

f(z) :=
1

z − 3
− 1

z − 1
=

2

z2 − 4z + 3
.

Da sich laut Satz 4.2 für m → ∞ die Nullstellen am Rand dieses Kreisrings häufen, wenden

wir die Sätze 5.1 und 5.2 zum einen für D1 := {z ∈ C : |z| > 3} und zum anderen für

D2 := {z ∈ C : |z| < 1} = D an.

In Abbildung 7 sind die Nullstellen von Rm für m = 5, m = 10, m = 20, m = 30, m = 50 und

m = 80 abgebildet. Ungefähr ein Drittel der Nullstellen verteilt sich jeweils in einer Umgebung

des Kreises mit Radius eins und zwei Drittel der Nullstellen in einer Umgebung des Kreises

mit Radius drei. Die Verteilung wirkt auÿer in einer Umgebung der positiven reellen Achse

zunehmend gleichmäÿig und auch die dort auftretende Lücke wird mit wachsendem m kleiner.

Abbildung 7
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Rm hat zwei Polstellen, ξ1 = ∞ ∈ D1 mit Ordnung 2m und ξ2 = 0 ∈ D2 mit Ordnung m.

Wir de�nieren

µ1 := ω∞,D1 und µ2 := ω0,D2 .

Sei zunächst D := D1, Γ := {z ∈ C : |z| = 3} und Ω := {z ∈ C : |z| < 3}. Mit M := 1 und

η1 := ξ1 =∞ gilt

c1 = sup
γ⊆Γ

(
2mµ1(γ)

ωη1,D(γ)

)
= 2m und G(z) = GD(z, ξ1) = log

|z|
3
,

und mit η0 := 0 ist

G0(z) = GΩ(z, η0) = log
3

|z|
.

Sei r0 := 3
2 und r1 := 2, dann sind

Γr0 = {z ∈ C : |z| = 2}, L(Γr0) log r0

2π
= 2 log

3

2
und Lr1 = {z ∈ C : |z| = 6} .

Es gilt für m ≥ 9

εinf = log ‖Rm‖∂D + lim
z→∞

(2mGD(z,∞)− log |Rm(z)|) < logm+ log 3,

und εr0,Ω = log ‖Rm‖Ar0 − log min
z∈Γr0

|Rm(z)|+ L(Γr0) log r0

2π

∥∥∥∥R′mRm
∥∥∥∥

Γr0

< logm− log
1,9

15
+ 18 log

3

2
.

Sei c0 :=
λ√
2m

, wobei λ > 0 so klein sei, dass

d = c0

√
εr0,Ω + εinf < min

{
1,
r0 − 1

2

}
=

1

4
.

(Dies ist für m ≥ 9 für jedes λ ≤ 1
4 erfüllt.)

Dann existiert nach Satz 5.1 eine Konstante c > 0 mit der Eigenschaft, dass∣∣(ν − 2mµ1) (S−1+d(J) ∪ S+
σ (J))

∣∣ ≤ ( c

c0
+ c1c0

)√
εr0,Ω + εinf

<

(
2cm

λ
+ 2λm

)√
logm

m
+

1

2m
18 log

3

2
− 1

2m
log

1,9

15
+

1

2m
log 3

für m ≥ 9 für jeden Teilbogen J ⊆ Γ und für jedes σ ≥ 1+d. Dividieren wir diese Ungleichung

durch 2m, so erhalten wir∣∣∣∣( 1

2m
ν − µ1

)(
S−1+d(J) ∪ S+

σ (J)
)∣∣∣∣ ≤ ( cλ + λ

)√ logm

m
+

9

m
log

3

2
− 1

2m
log

1,9

45
. (5.4)

Mit λ = 1
4 gilt also für alle m ≥ 9∣∣∣∣( 1

2m
ν − µ1

)(
S−1+d(J) ∪ S+

σ (J)
)∣∣∣∣ ≤ (8c+

1

2

)√
logm

m
.
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Weiter gilt

εr1,D = log ‖Rm‖∂D + max
z∈Lr1

(2mG(z)− log |Rm(z)|) < logm+ 2 .

Sei wiederum c0 :=
λ√
2m

, wobei nun λ > 0 so klein gewählt wird, dass

d = c0

√
εr0,Ω + εr1,D < min

{
1,
r0 − 1

2
,
r1 − 1

2

}
=

1

4
,

dann existiert nach Satz 5.2 eine Konstante c > 0, sodass für m ≥ 9 und für jedes σ ≥ 1 + d

gilt ∣∣(ν − 2mµ1)
(
S−1+d(J) ∪ S+

σ (J)
)∣∣ ≤ (c√2m

λ
+ λ
√

2m

)√
εr0,Ω + εr1,D

und somit∣∣∣∣( 1

2m
ν − µ1

)(
S−1+d(J) ∪ S+

σ (J)
)∣∣∣∣ ≤ ( cλ + λ

) √ logm

m
+

9

m
log

3

2
− 1

2m
log

1,9

15
+

1

m
(5.5)

für jeden Teilbogen J ⊆ Γ.

Sei nun D := D2, Γ := {z ∈ C : |z| = 1} und Ω := {z ∈ C : |z| > 1}. Wir de�nieren η1 := 0,

also

G(z) = GD(z, ξ2) = − log |z| ,

und η0 :=∞, also

G0(z) = GΩ(z, η0) = log |z| .

Setzen wir r0 := 2 und r1 := 2, dann gilt

Γr0 = {z ∈ C : |z| = 2}, L(Γr0) log r0

2π
= 2 log 2 und Lr1 =

{
z ∈ C : |z| = 1

2

}
.

Sei λ > 0 genügend klein, dann existiert nach Satz 5.1 eine Konstante c > 0, sodass für jedes

m ≥ 9 für jeden Teilbogen J ⊆ Γ und für jedes σ ≥ 1 + d gilt∣∣∣∣( 1

m
ν − µ2

)(
S−1+d(J) ∪ S+

σ (J)
)∣∣∣∣ ≤ ( cλ + λ

)√2 log (m+ 1)

m
+

18 log 2

m
− 1

m
log

1,9

15
. (5.6)

Rm hat insgesamt 2m+m = 3m Polstellen in C und somit auch 3m Nullstellen in C.
Multiplizieren wir also (5.4) und (5.5) mit 2

3 bzw. (5.6) mit 1
3 , so erhalten wir einen Vergleich

von 2
3µ1 mit dem normalisierten Nullstellenzählmaÿ von Rm in einer Umgebung des äuÿeren

Randes des Kreisrings bzw. von 1
3µ2 mit dem normalisierten Nullstellenzählmaÿ von Rm in

einer Umgebung des inneren Randes des Kreisrings.
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5.3 Beweis der Aussagen

5.3.1 Lemmata

Wir werden in diesem Abschnitt zunächst einige allgemeingültige, zum Teil wohlbekannte Aus-

sagen nachweisen. Danach wenden wir uns der Situation von Abschnitt 5.1.1 zu. Lemma 5.14,

Lemma 5.15 und Lemma 5.16 sind die Schlüsselaussagen für die Beweise von Satz 5.1 und

Satz 5.2. In Lemma 5.17 und Lemma 5.18 werden schlieÿlich die so genannten Restabschätzun-

gen für beide Sätze durchgeführt, das heiÿt, die Nullstellen auÿerhalb einer festen Niveaulinie

werden einmal mit Hilfe von εinf und einmal durch εr,D abgeschätzt.

Lemma 5.6

Ist f holomorph in dem Gebiet W ⊆ C, f 6≡ 0, so ist log |f | subharmonisch in W . Ist f in

ganz W nullstellenfrei, so ist log |f | sogar harmonisch. 2

Beweis :

Sei z0 ∈W beliebig.

Ist f(z0) 6= 0, dann exisitiert auf einer Umgebung U(z0) ein holomorpher Logarithmus l zu

f . Da l holomorph ist, ist log |f | = Re(l) harmonisch in U(z0).

Ist f(z0) = 0, dann existiert aufgrund des Identitätssatzes ein R > 0, sodass f(z) 6= 0 für alle

z ∈ KR(z0) \ {z0}. Somit ist

log |f | : KR(z0)→ R ∪ {−∞}

eine nach oben halbstetige Funktion mit log |f | 6≡ −∞ und

log |f(z0)| = −∞ <
1

2π

∫ 2π

0
log |f(z0 + re it)| dt für 0 < r < R .

Also ist log |f | in KR(z0) subharmonisch und somit insgesamt in W subharmonisch. �

Lemma 5.7

Sei W ⊆ C ein Gebiet mit cap(∂W ) > 0 und r eine rationale Funktion, die in W genau k

paarweise verschiedene Polstellen ξl der Ordnung ml, l = 1, . . . , k, habe, dann ist die Funktion

h : W → R ∪ {−∞},

h(z) := log |r(z)| −
k∑
l=1

mlGW (z, ξl),

subharmonisch und es existiert für jedes z0 ∈ W mit r(z0) 6= 0 eine Umgebung U(z0), in der

h harmonisch ist. 2
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Beweis :

Es gilt

h(z) = log

∣∣∣∣∣r(z)
k∏
l=1

(z − ξl)ml
∣∣∣∣∣−

k∑
l=1

mlgW (z, ξl) .

Dabei ist im Falle ξL =∞, L ∈ {1, . . . , k}, (z − ξL) := z−1.

Da r(z)
k∏
l=1

(z − ξl)ml in W holomorph ist, ist die Funktion

log

∣∣∣∣∣r(z)
k∏
l=1

(z − ξl)ml
∣∣∣∣∣

nach Lemma 5.6 in W subharmonisch. Zudem ist gW (·, ξl), l = 1, . . . , k, superharmonisch in

W , somit ist die Funktion

−
k∑
l=1

mlgW (·, ξl)

subharmonisch in W . Also ist h als Summe zweier subharmonischer Funktionen ebenfalls

subharmonisch.

Sei nun ein z0 ∈W gegeben mit r(z0) 6= 0, dann existiert eine Umgebung U1(z0) ⊆W , sodass

r(z) 6= 0 für jedes z ∈ U1(z0).

Ist z0 6∈ {ξ1, . . . , ξk}, dann existiert eine Umgebung U2(z0) ⊆ U1(z0) mit

U2(z0) ∩ {ξ1, . . . , ξk} = ∅ .

Das heiÿt, r ist holomorph in U2(z0) und somit ist log |r| nach Lemma 5.6 harmonisch in

U2(z0). Da zudem GW (·, ξl) in U2(z0) ⊆ D \ {ξl}, l = 1, . . . , k, harmonisch ist, ist h in U2(z0)

harmonisch.

Sei nun z0 eine Polstelle von r und ohne Einschränkung z0 = ξ1, dann existiert eine Umgebung

U2(z0) ⊆ U1(z0), sodass

U2(z0) ∩ {ξ2, . . . , ξk} = ∅,

also r(z)(z−ξ1)m1 in U2(z0) nullstellenfrei und holomorph und somit log |r(z)(z−ξ1)m1 | nach
Lemma 5.6 harmonisch ist. Auÿerdem ist für l = 2, . . . , k die Funktion GW (·, ξl) in U2(z0)

harmonisch und es existiert eine Umgebung U3(z0) ⊆ U2(z0), in der gW (·, ξ1) harmonisch ist.

Da

h(z) = log |r(z)(z − ξ1)m1 | −
k∑
l=2

mlGW (z, ξl)−m1gW (z, ξ1),

ist h folglich in U3(z0) harmonisch. �
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Lemma 5.8

Sei g ∈ C2
(
R2
)
und supp(g) ⊆ C kompakt, dann gilt

(a)
1

2π

∫∫
log |z − ξ|∆g(ξ) dx dy = g(z) für jedes z ∈ C,

(b)
∫∫

∆g(ξ) dx dy = 0,

wobei ξ = x+ iy. 2

Beweis :

(a) Sei z0 ∈ C fest, ρ > 0 und B(ρ) := C\Kρ(z0), dann ist die Funktion log |z0−z| harmonisch

in B(ρ), also gilt

∆ log |z0 − ξ| = 0 für jedes ξ ∈ B(ρ) .

Da supp(g) beschränkt ist, existiert ein beschränktes Gebiet W mit stückweise glattem

Rand mit

supp(g) ∪Kρ(z0) ⊆W .

Dann gilt ∫∫
W∩B(ρ)

g(ξ) ∆ log |z0 − ξ| dx dy = 0

und, da
∂

∂n
g(z), g(z) = 0 für jedes z ∈ ∂W , wobei n Normaleneinheitsvektor an ∂W sei,∫

∂W
log |z0 − z|

∂

∂n
g(z) ds = 0 und

∫
∂W

g(z)
∂

∂n
log |z0 − z| ds = 0 .

Wenden wir also die Greensche Formel auf log |z0−z| und g(z) inW ∩B(ρ) an, so erhalten

wir ∫∫
W∩B(ρ)

log |z0 − ξ| ∆g(ξ) dx dy =

∫
∂Kρ(z0)

log |z0 − z|
∂

∂n
g(z) ds

−
∫
∂Kρ(z0)

g(z)
∂

∂n
log |z0 − z| ds ,

wobei n Normaleneinheitsvektor an ∂Kρ(z0) ins Innere von Kρ(z0) sei. Die beiden Inte-

grale auf der rechten Seite betrachten wir nun getrennt.

(i) Da g ∈ C2
(
R2
)
und supp(g) ⊆ C kompakt ist, existiert eine Konstante c ≥ 0, sodass∣∣∣∣ ∂∂ng(z)

∣∣∣∣ ≤ c für jedes z ∈ ∂Kρ(z0), ρ > 0 beliebig.

Daraus folgt∣∣∣∣∣
∫
∂Kρ(z0)

log |z0 − z|
∂

∂n
g(z) ds

∣∣∣∣∣ ≤ c
∫
∂Kρ(z0)

| log ρ| ds = c 2πρ | log ρ| .
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(ii) Es gilt für jedes z ∈ ∂Kρ(z0)

∂

∂n
log |z0 − z| = −

1

ρ
.

Da g stetig ist, folgt

−
∫
∂Kρ(z0)

g(z)
∂

∂n
log |z0 − z| ds =

∫
∂Kρ(z0)

1

ρ
g(z) ds

ρ→ 0−→ 2π g(z0) .

Setzen wir die beiden Teile nun wieder zusammen, so erhalten wir∫∫
W

log |z0 − ξ|∆g(ξ) dx dy = lim
ρ→0

∫∫
W∩B(ρ)

log |z0 − ξ|∆g(ξ) dx dy

= c 2π lim
ρ→0

(ρ | log ρ|) + 2π g(z0)

= 2π g(z0) .

Da zudem ∆g(z) = 0 für alle z ∈ C \W , folgt

1

2π

∫∫
log |z0 − ξ| ∆g(ξ) dx dy =

1

2π

∫∫
W

log |z0 − ξ| ∆g(ξ) dx dy = g(z0) .

(b) Sei u ≡ 1, dann gilt

∆u(ξ) = 0 für jedes ξ ∈ C .

Indem wir die Greensche Formel auf die Funktionen g und u auf einem beschränkten

Gebiet W ⊇ supp(g) mit stückweise glattem Rand anwenden, erhalten wir∫∫
∆g(ξ) dx dy =

∫∫
W
u(ξ) ∆g(ξ) dx dy

=

∫∫
W
g(ξ) ∆u(ξ) dx dy +

∫
∂W

(
u(z)

∂

∂n
g(z)− g(z)

∂

∂n
u(z)

)
ds

=

∫
∂W

∂

∂n
g(z) ds = 0,

wobei n der äuÿere Normaleneinheitsvektor an ∂W ist. �

Lemma 5.9

Sei r eine rationale Funktion, z0 ∈ C Nullstelle der Ordnung m0 von r, dann gilt

(a) lim
ρ→0

∫
∂Kρ(z0)

log
1

|r(z)|
ds = 0,

(b) lim
ρ→0

∫
∂Kρ(z0)

∂

∂n
log

1

|r(z)|
ds = 2πm0 .

Dabei bezeichnen wir mit n den inneren Normaleneinheitsvektor an ∂Kρ(z0). 2
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Beweis :

(a) Es gilt für jedes ρ > 0∣∣∣∣∣
∫
∂Kρ(z0)

log
1

|r(z)|
ds

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
∂Kρ(z0)

(
log
|z − z0|m0

|r(z)|
−m0 log |z − z0|

)
ds

∣∣∣∣∣
≤
∫
∂Kρ(z0)

(∣∣∣∣log
|z − z0|m0

|r(z)|

∣∣∣∣+m0 |log ρ|
)
ds .

Da z0 eine Nullstelle der Vielfachheit m0 ist, gibt es eine Umgebung U von z0, in der

r(z)(z − z0)−m0 beschränkt ist und keine Nullstelle hat. Somit existiert eine Konstante

c ≥ 0, sodass in U gilt ∣∣∣∣log
|z − z0|m0

|r(z)|

∣∣∣∣ ≤ c .
Daraus folgt

lim
ρ→0

∣∣∣∣∣
∫
∂Kρ(z0)

log
1

|r(z)|
ds

∣∣∣∣∣ ≤ lim
ρ→0

2πρ (c+m0 | log ρ| ) = 0 .

(b) Da die Funktion

log
|z − z0|m0

|r(z)|
in einer Umgebung von z0 beschränkt ist, existiert auch eine Konstante c̃ ≥ 0 mit

lim
ρ→0

∣∣∣∣∣
∫
∂Kρ(z0)

∂

∂n
log
|z − z0|m0

|r(z)|
ds

∣∣∣∣∣ ≤ lim
ρ→0

2πρc̃ = 0 .

Somit gilt

lim
ρ→0

∫
∂Kρ(z0)

∂

∂n
log

1

|r(z)|
ds = lim

ρ→0

∫
∂Kρ(z0)

m0
∂

∂n
log

1

|z − z0|
ds

= m0 lim
ρ→0

(
2πρ

1

ρ

)
= m0 2π .

�

Lemma 5.10

Sei γ ⊆ C eine geschlossene, stückweise stetig di�erenzierbare Jordankurve, ϕ eine in einer

Umgebung von γ biholomorphe Funktion, f und g reellwertige Funktionen, wobei in einer

Umgebung von γ f stetig und g stetig di�erenzierbar sei. Dann gilt∫
γ
f(z)

∂g(z)

∂n
ds =

∫
ϕ(γ)

f
(
ϕ−1(w)

) ∂g (ϕ−1(w)
)

∂ñ
ds̃ .

Dabei sei n Normaleneinheitsvektor an γ, ds bedeute die Integration nach der Bogenlänge

von γ, ñ sei der Normaleneinheitsvektor an ϕ(γ), der in die Zusammenhangskomponente von

C \ϕ(γ) zeigt, in der ϕ(z+λn), z ∈ γ, λ > 0 genügend klein, liegt, und ds̃ sei die Integration

nach der Bogenlänge von ϕ(γ). 2



5.3 Beweis der Aussagen 43

Beweis :

Da γ stückweise stetig di�erenzierbar ist, existieren endlich viele Punkte z1, . . . , zm ∈ γ, sodass
die Teilbögen von γ mit den Endpunkten zj und zj+1, j ∈ {1, . . . ,m}, glatt sind. Dabei ist
zm+1 := z1 zu setzen.

Für jedes z ∈ γ \ {z1, . . . , zm} gilt nun, da ϕ in einer Umgebung von γ holomorph ist,

ds̃ = |ϕ′(z)| ds = |det(Jϕ(z))| ds,

wobei wir mit Jϕ die Jacobi-Matrix von ϕ, aufgefasst als Abbildung von R2 nach R2, bezeich-

nen. Da ϕ biholomorph, also auch winkelerhaltend ist, gilt zudem

ñ =
1

|ϕ′(z)|
ϕ′(z)n ∈ C .

Fassen wir wiederum n und ñ als Vektoren in R2 auf, so ist

ñ =
1

|ϕ′(z)|
Jϕ(z)n ∈ R2.

Also gilt für w = ϕ(z)

∂g
(
ϕ−1(w)

)
∂ñ

= Jg◦ϕ−1(w) ñ = Jg
(
ϕ−1(w)

)
Jϕ−1(w) ñ

= Jg(z) Jϕ−1(ϕ(z))
1

|ϕ′(z)|
Jϕ(z)n =

1

|ϕ′(z)|
Jg(z)n =

1

|ϕ′(z)|
∂g(z)

∂n
.

Somit erhalten wir∫
ϕ(γ)

f
(
ϕ−1(w)

) ∂g (ϕ−1(w)
)

∂ñ
ds̃ =

∫
ϕ(γ\{z1,...,zm})

f
(
ϕ−1(w)

) ∂g (ϕ−1(w)
)

∂ñ
ds̃

=

∫
γ\{z1,...,zm}

f
(
ϕ−1(ϕ(z))

) 1

|ϕ′(z)|
∂g(z)

∂n
|ϕ′(z)| ds

=

∫
γ\{z1,...,zm}

f(z)
∂g(z)

∂n
ds

=

∫
γ
f(z)

∂g(z)

∂n
ds .

�

Lemma 5.11

Sei W ⊆ C ein Gebiet, wobei C \W 6= ∅ und γ := ∂W disjunkte Vereinigung geschlossener,

stückweise stetig di�erenzierbarer Jordankurven sei. Ist h eine in einer Umgebung von W

harmonische Funktion, dann gilt ∫
γ

∂

∂n
h(z) ds = 0 ,

wobei n entweder der Normaleneinheitsvektor an γ sei, der ins Innere von W zeigt, oder der,

der ins Äuÿere von W zeigt. 2
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Beweis :

Ist W beschränkt, so folgt die Behauptung sofort aus der Greenschen Formel, setzen wir als

zweite Funktion u ≡ 1 ein.

Sei nun W unbeschränkt und U eine Umgebung von W mit C \ U 6= ∅. Wir wählen ein

a ∈ C \ U , dann ist die Funktion

ϕ : U → ϕ(U), ϕ(z) :=
1

z − a
,

biholomorph. Da h in einer Umgebung von W harmonisch ist, also insbesondere stetig di�e-

renzierbar in einer Umgebung von γ, gilt nach Lemma 5.10 mit f ≡ 1∫
γ

∂h(z)

∂n
ds =

∫
ϕ(γ)

∂h
(
ϕ−1(w)

)
∂ñ

ds̃ = 0,

wobei ñ Normaleneinheitsvektor an ϕ(γ) und ds̃ die Integration nach der Bogenlänge von ϕ(γ)

sei, denn h◦ϕ−1 ist in einer Umgebung von ϕ(W ) harmonisch und ϕ(W ) ist ein beschränktes

Gebiet. �

Lemma 5.12

Sei W1 ⊆ C ein Gebiet mit cap(∂W1) > 0 und W2 ⊆ W1 ein Gebiet, wobei γ := ∂W2 ⊆ W1

gelte und γ disjunkte Vereinigung geschlossener, stückweise stetig di�erenzierbarer Jordankur-

ven sei. Dann gilt für jedes ξ ∈W2∫
γ

∂

∂n
GW1(z, ξ) ds = 2π ,

wobei n der Normaleneinheitsvektor an γ sei, der ins Innere von W2 zeigt. 2

Beweis :

Sei zunächstW2 beschränkt, dann ist gW1(·, ξ) in einer Umgebung vonW2 harmonisch. Somit

gilt nach Lemma 5.11∫
γ

∂

∂n
(GW1(z, ξ) + log |z − ξ|) ds =

∫
γ

∂

∂n
gW1(z, ξ) ds = 0 .

Weiter gilt, da log |z − ξ| in W2 \ {ξ} harmonisch ist, für 0 < ρ < d(ξ, γ) ebenfalls nach

Lemma 5.11 ∫
γ ∪ ∂Kρ(ξ)

∂

∂n
log |z − ξ| ds = 0,

wobei n auf γ weiterhin ins Innere von W2 zeigt und an ∂Kρ(ξ) äuÿerer Normaleneinheits-

vektor ist. Zudem gilt nach Lemma 5.9∫
∂Kρ(ξ)

∂

∂n
log |z − ξ| ds =

∫
∂Kρ(ξ)

∂

∂(−n)
log

1

|z − ξ|
ds = 2π .
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Insgesamt gilt also∫
γ

∂

∂n
GW1(z, ξ) ds = −

∫
γ

∂

∂n
log |z − ξ| ds =

∫
∂Kρ(ξ)

∂

∂n
log |z − ξ| ds = 2π .

Ist W2 unbeschränkt, dann folgt nach Lemma 5.10 mit der Substitution ϕ aus dem Beweis

von Lemma 5.11, wobei a ∈ ∂W1 gewählt werden kann, und unter Ausnutzung der Invarianz

Greenscher Funktionen unter konformen Abbildungen∫
γ

∂

∂n
GW1(z, ξ) ds =

∫
ϕ(γ)

∂GW1

(
ϕ−1(w), ξ

)
∂ñ

ds̃ =

∫
ϕ(γ)

∂Gϕ(W1)(w,ϕ(ξ))

∂ñ
ds̃ = 2π . �

Lemma 5.13

Sei W ein einfach zusammenhängendes Gebiet, γ := ∂W eine stückweise glatte, beschränkte,

geschlossene Jordankurve, sei g ∈ C2
(
R2
)
mit

∂g

∂n

∣∣∣∣
γ

≡ 0,

wobei n Normaleneinheitsvektor an γ sei, und supp(g) ⊆ C sei kompakt, dann gilt∫∫
W

∆g(ξ) dx dy = 0, ξ = x+ iy . 2

Beweis :

Sei u ≡ 1 und W̃ ein beschränktes Gebiet mit stückweise glattem Rand und

W ∩ supp(g) ⊆ W̃ ⊆W,

dann ist ∂W̃ ∩ supp(g) = γ ∩ supp(g). Unter Verwendung der Greenschen Formel erhalten

wir ∫∫
W

∆g(ξ) dx dy =

∫∫
W̃
u(ξ) ∆g(ξ) dx dy =

∫
∂W̃

u(z)
∂g(z)

∂n
ds =

∫
γ

∂g(z)

∂n
ds = 0 . �

Lemma 5.14

Sei Γ eine geschlossene Jordankurve und R 6≡ 0 eine rationale Funktion. Sind 1 < r < r̃ so

gegeben, dass Γr und Γr̃ beschränkt sind, R auf Γr ∪Γr̃ weder Null- noch Polstellen hat sowie

zwischen Γr und Γr̃ polstellenfrei ist, dann gilt∫
Γr

log
1

|R(z)|
∂G0(z)

∂na
ds ≤

∫
Γr̃

log
1

|R(z)|
∂G0(z)

∂na
ds+ log

r

r̃

∫
Γr̃

∂

∂na
log

1

|R(z)|
ds,

wobei na Normaleneinheitsvektor an Γr bzw. Γr̃ sei, sodass
∂G0(z)

∂na
> 0 ist. 2
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Beweis :

Seien z1, . . . , zs die Nullstellen von R (mit Vielfachheiten aufgezählt) in dem Gebiet

A(r, r̃) := {z ∈ Ω : log r < G0(z) < log r̃} .

Sei zunächst A(r, r̃) beschränkt. Für 0 < ρ < min{d(zj ,Γr̂) : j = 1, . . . , s und r̂ = r, r̃ }
de�nieren wir

B(ρ) := A(r, r̃) \
s⋃
j=1

Kρ(zj) .

In Abbildung 8 ist B(ρ) als grün markierter Bereich skizziert.

Die Funktion log
1

|R|
ist nach Lemma 5.6 in einer Umgebung von B(ρ) harmonisch, weil R

dort weder eine Null- noch eine Polstelle hat. Da zudem G0 in Ω \ {η0} harmonisch ist, gilt

nach der Greenschen Formel∫
∂B(ρ)

(
log

1

|R(z)|
∂G0(z)

∂n
−G0(z)

∂

∂n
log

1

|R(z)|

)
ds = 0,

wobei n der äuÿere Normaleneinheitsvektor an ∂B(ρ) ist. Die in Abbildung 8 eingezeichneten

Pfeile deuten die Richtung von n an.

Abbildung 8

Es folgt∫
Γr

log
1

|R(z)|
∂G0(z)

∂na
ds = −

∫
Γr

log
1

|R(z)|
∂G0(z)

∂n
ds

=

s∑
j=1

zj 6∈{z1,...,zj−1}

∫
∂Kρ(zj)

(
log

1

|R(z)|
∂G0(z)

∂n
−G0(z)

∂

∂n
log

1

|R(z)|

)
ds

+

∫
Γr̃

log
1

|R(z)|
∂G0(z)

∂n
ds−

∫
Γr̃∪Γr

G0(z)
∂

∂n
log

1

|R(z)|
ds .

(5.7)
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Die Integrale über ∂Kρ(zj), j ∈ {1, . . . , s}, und Γr auf der rechten Seite von (5.7) betrachten

wir nun getrennt.

(i) Da G0 in dem Gebiet A(r, r̃) stetig di�erenzierbar ist, gilt nach Lemma 5.9 für jedes

j ∈ {1, . . . , s}

lim
ρ→0

∣∣∣∣∣
∫
∂Kρ(zj)

log
1

|R(z)|
∂G0(z)

∂n
ds

∣∣∣∣∣ ≤ lim
ρ→0

(∥∥∥∥∂G0

∂n

∥∥∥∥
∂Kρ(zj)

∫
∂Kρ(zj)

log
1

|R(z)|
ds

)
= 0,

sowie

lim
ρ→0

(∫
∂Kρ(zj)

G0(z)
∂

∂n
log

1

|R(z)|
ds

)
= 2π

s∑
i=1
zi=zj

G0(zj) .

(ii) Nach Lemma 5.11 gilt ∫
∂B(ρ)

∂

∂n
log

1

|R(z)|
ds = 0

und nach Lemma 5.9 ist

lim
ρ→0

 s∑
j=1

zj 6∈{z1,...,zj−1}

∫
∂Kρ(zj)

∂

∂n
log

1

|R(z)|
ds

 = 2π

s∑
j=1

1 = 2πs .

Zusammen folgt∫
Γr

G0(z)
∂

∂n
log

1

|R(z)|
ds = log r

∫
Γr

∂

∂n
log

1

|R(z)|
ds

= − log r

∫
∂B(ρ)\Γr

∂

∂n
log

1

|R(z)|
ds

= −2π

s∑
j=1

log r − log r

∫
Γr̃

∂

∂n
log

1

|R(z)|
ds .

(i) und (ii) in (5.7) eingesetzt, ergibt∫
Γr

log
1

|R(z)|
∂G0(z)

∂na
ds =

∫
Γr̃

log
1

|R(z)|
∂G0(z)

∂n
ds+ 2π

s∑
j=1

(log r −G0(zj))

+ log
r

r̃

∫
Γr̃

∂

∂n
log

1

|R(z)|
ds

≤
∫

Γr̃

log
1

|R(z)|
∂G0(z)

∂na
ds+ log

r

r̃

∫
Γr̃

∂

∂na
log

1

|R(z)|
ds .

Damit ist das Lemma für den Fall, dass A(r, r̃) beschränkt ist, bewiesen.

Sei nun A(r, r̃) unbeschränkt. Wir wählen ein a ∈ D beliebig, dann bildet die Funktion

ϕ : Ω→ C, ϕ(z) :=
1

z − a
,
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Ω biholomorph auf das beschränkte Gebiet ϕ(Ω) ab.

Da sowohl log
1

|R|
also auch G0 in einer Umgebung von Γr und in einer Umgebung von Γr̃

harmonisch, also insbesondere stetig di�erenzierbar ist, gilt nach Lemma 5.10 für γ = Γr und

γ = Γr̃ ∫
γ

log
1

|R(z)|
∂G0(z)

∂na
ds =

∫
ϕ(γ)

log
1

|R (ϕ−1(w))|
∂GΩ

(
ϕ−1(w), η0

)
∂ñ

ds̃

=

∫
ϕ(γ)

log
1

|R (ϕ−1(w))|
∂Gϕ(Ω)(w,ϕ(η0))

∂ñ
ds̃

(5.8)

sowie ∫
Γr̃

∂

∂na
log

1

|R(z)|
ds =

∫
ϕ(Γr̃)

∂

∂ñ
log

1

|R (ϕ−1(w))|
ds̃, (5.9)

wobei ñ Normaleneinheitsvektor an ϕ(Γr) bzw. ϕ(Γr̃) ist mit

∂Gϕ(Ω)(w,ϕ(η0))

∂ñ
> 0

und ds̃ die Integration nach der Bogenlänge von ϕ(Γr) bzw. ϕ(Γr̃) ist. Weiter gilt

ϕ(Γr) = {w ∈ C : GΩ

(
ϕ−1(w), η0

)
= log r} = {w ∈ C : Gϕ(Ω)(w,ϕ(η0)) = log r},

das heiÿt, ϕ(Γr) ist Niveaulinie von Gϕ(Ω)(·, ϕ(η0)) zum Niveau log r. Ebenso ist ϕ(Γr̃) Ni-

veaulinie von Gϕ(Ω)(·, ϕ(η0)) zum Niveau log r̃.

Zudem ist R ◦ ϕ−1 eine in ϕ(A(r, r̃)) polstellenfreie rationale Funktion, die auf ϕ(Γr) und

ϕ(Γr̃) keine Nullstelle hat. Somit gilt wie oben bewiesen, da ϕ(A(r, r̃)) beschränkt ist,∫
ϕ(Γr)

log
1

|R (ϕ−1(w))|
∂Gϕ(Ω)(w,ϕ(η0))

∂ñ
ds̃

≤
∫
ϕ(Γr̃)

log
1

|R (ϕ−1(w))|
∂Gϕ(Ω)(w,ϕ(η0))

∂ñ
ds̃+ log

r

r̃

∫
ϕ(Γr̃)

∂

∂ñ
log

1

|R (ϕ−1(w))|
ds̃ .

(5.10)

Setzen wir (5.8) und (5.9) in (5.10) ein, so erhalten wir die Behauptung. �

Lemma 5.15

Sei R 6≡ 0 eine rationale Funktion, die in D genau k ∈ N paarweise verschiedene Polstellen

ξl der Ordnung ml ∈ N, l = 1, . . . , k, hat, und H wie in (5.1) de�niert. Seien 1 < r < r̃ so

gegeben, dass R auf Lr ∪ Lr̃ keine Nullstellen hat. Dann gilt∫
Lr

(−H(z))
∂G(z)

∂ni
ds ≤

∫
Lr̃

(−H(z))
∂G(z)

∂ni
ds,

wobei ni Normaleneinheitsvektor an Lr bzw. Lr̃ sei, sodass
∂G(z)

∂ni
≥ 0 ist. 2
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Beweis :

Zunächst nehmen wir an, dass Dr beschränkt ist. Seien ξ1, . . . , ξκ, κ ≤ k, die Polstellen von R

in Dr, dann sind die Funktionen gD(·, ξl), l = 1, . . . , κ, in einer Umgebung von Dr harmonisch.

De�nieren wir nun eine rationale Funktion R̃ durch

R̃(z) := R(z)
κ∏
l=1

(z − ξl)ml ,

dann gilt

−H(z) = log
1

|R̃(z)|
+

κ∑
l=1

ml gD(z, ξl) +
k∑

l=κ+1

mlGD(z, ξl) . (5.11)

Da R̃ zwischen Lr und Lr̃ keine Polstelle hat, gilt analog zum Beweis von Lemma 5.14∫
Lr

log
1

|R̃(z)|
∂G(z)

∂ni
ds ≤

∫
Lr̃

log
1

|R̃(z)|
∂G(z)

∂ni
ds+ log

r

r̃

∫
Lr̃

∂

∂ni
log

1

|R̃(z)|
ds . (5.12)

Sei

D(r, r̃) := {z ∈ D : log r < G(z) < log r̃} ⊆ Dr

und n der äuÿere Normaleneinheitsvektor an ∂D(r, r̃) = Lr ∪ Lr̃. Dann ist n = −ni auf Lr
und n = ni auf Lr̃. Folglich gilt nach der Greenschen Formel für l = 1, . . . , κ, da sowohl G als

auch die Funktionen g(·, ξl) in einer Umgebung von D(r, r̃) harmonisch sind,∫
Lr

gD(z, ξl)
∂G(z)

∂ni
ds = −

∫
Lr

gD(z, ξl)
∂G(z)

∂n
ds

=

∫
Lr̃

gD(z, ξl)
∂G(z)

∂n
ds−

∫
Lr ∪Lr̃

G(z)
∂

∂n
gD(z, ξl) ds

=

∫
Lr̃

gD(z, ξl)
∂G(z)

∂ni
ds+ log r

∫
Lr

∂

∂ni
gD(z, ξl) ds

− log r̃

∫
Lr̃

∂

∂ni
gD(z, ξl) ds .

Nach Lemma 5.11 gilt weiter∫
Lr

∂

∂ni
gD(z, ξl) ds = −

∫
Lr

∂

∂n
gD(z, ξl) ds =

∫
Lr̃

∂

∂n
gD(z, ξl) ds =

∫
Lr̃

∂

∂ni
gD(z, ξl) ds

und somit∫
Lr

gD(z, ξl)
∂G(z)

∂ni
ds =

∫
Lr̃

gD(z, ξl)
∂G(z)

∂ni
ds+ log

r

r̃

∫
Lr̃

∂

∂ni
gD(z, ξl) ds . (5.13)

Da auch die Funktionen GD(·, ξl), l = κ+1, . . . , k, in einer Umgebung von D(r, r̃) harmonisch

sind, gilt analog∫
Lr

GD(z, ξl)
∂G(z)

∂ni
ds =

∫
Lr̃

GD(z, ξl)
∂G(z)

∂ni
ds+ log

r

r̃

∫
Lr̃

∂

∂ni
GD(z, ξl) ds . (5.14)
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Mit (5.11) ergeben (5.12), (5.13) und (5.14) zusammen∫
Lr

(−H(z))
∂G(z)

∂ni
ds ≤

∫
Lr̃

(−H(z))
∂G(z)

∂ni
ds+ log

r

r̃

∫
Lr̃

∂

∂ni
(−H(z)) ds . (5.15)

Seien z1, . . . , zs die Nullstellen der Funktion R in Dr̃ (mit Vielfachheiten aufgezählt), dann

ist

log

∣∣∣∣∣ R(z)∏s
j=1(z − zj)

∣∣∣∣∣−
k∑
l=1
ξl∈Dr̃

mlGD(z, ξl)

nach Lemma 5.7 in einer Umgebung von Dr̃ harmonisch und, da GD(·, ξl) für ξl 6∈ Dr̃ ebenfalls

in einer Umgebung von Dr̃ harmonisch ist, somit auch

H(z)−
s∑
j=1

log |z − zj | = log

∣∣∣∣∣ R(z)∏s
j=1(z − zj)

∣∣∣∣∣−
k∑
l=1

mlGD(z, ξl) .

Also gilt nach Lemma 5.11

∫
Lr̃

∂

∂ni
(−H(z)) ds =

∫
Lr̃

∂

∂ni

− s∑
j=1

log |z − zj |

 ds . (5.16)

Zudem ist log |z − zj | für jedes zj ∈ Dr̃ harmonisch in einer Umgebung von B(ρ), wobei

B(ρ) := Dr̃ \
s⋃
j=1

Kρ(zj), 0 < ρ < min{d(zj , Lr̃) : j = 1, . . . , s} .

Nach Lemma 5.11 gilt somit

∫
Lr̃

∂

∂ni

− s∑
j=1

log |z − zj |

 ds = −
∫
Lr̃

∂

∂n

− s∑
j=1

log |z − zj |

 ds

=

∫
∂B(ρ)\Lr̃

∂

∂n

− log

∣∣∣∣∣∣
s∏
j=1

(z − zj)

∣∣∣∣∣∣
 ds,

wobei n der äuÿere Normaleneinheitsvektor an ∂B(ρ) sei, und Lemma 5.9 liefert

lim
ρ→0

∫
∂Kρ(zj)

∂

∂n

(
− log

∣∣∣∣∣
s∏
i=1

(z − zi)

∣∣∣∣∣
)
ds = 2π

s∑
i=1
zi=zj

1 .

Zusammen folgt

∫
Lr̃

∂

∂ni

− s∑
j=1

log |z − zj |

 ds = 2π
s∑
j=1

1 = 2π s ≥ 0 .
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Mit (5.16) gilt somit, da log
r

r̃
< 0,

log
r

r̃

∫
Lr̃

∂

∂ni
(−H(z)) ds = 2π s log

r

r̃
≤ 0 .

Setzen wir dies in (5.15) ein, so folgt die Behauptung für den Fall, dass Dr beschränkt ist.

Sei nun Dr unbeschränkt. Wir wählen a ∈ D \Dr, dann ist die Funktion

ϕ : D → C, ϕ(z) :=
1

z − a
,

in D \ {a} holomorph und bildet Dr biholomorph auf das beschränkte Gebiet ϕ(Dr) ab.

Da auf Lr und Lr̃ keine Nullstellen von R liegen, ist H nach Lemma 5.7 in einer Umgebung

von Lr und in einer Umgebung von Lr̃ harmonisch und somit stetig.

Des Weiteren ist G in D \{η1, . . . , ηM} harmonisch, also insbesondere in einer Umgebung von

Lr und in einer Umgebung von Lr̃ stetig di�erenzierbar.

Somit gilt nach Lemma 5.10 für γ = Lr und γ = Lr̃∫
γ
(−H(z))

∂G(z)

∂ni
ds =

∫
ϕ(γ)

(
−H

(
ϕ−1(w)

)) ∂G (ϕ−1(w)
)

∂ñ
ds̃, (5.17)

wobei ñ Normaleneinheitsvektor an ϕ(γ) mit

∂G
(
ϕ−1(w)

)
∂ñ

=
∂

∂ñ

(
M∑
i=1

βiGϕ(D)(w,ϕ(ηi))

)
≥ 0

und ds̃ Integration nach der Bogenlänge von ϕ(γ) sei. Weiter gilt

ϕ(Lr) =

{
w ∈ C :

M∑
i=1

βiGϕ(D)(w,ϕ(ηi)) =
(
G ◦ ϕ−1

)
(w) = log r

}
,

also ist ϕ(Lr) Niveaulinie einer Konvexkombination aus Greenschen Funktionen zu ϕ(D) zum

Niveau log r und analog ist ϕ(Lr̃) Niveaulinie dieser Funktion zum Niveau log r̃. Wie oben

bewiesen, gilt nun, da

−H
(
ϕ−1(w)

)
= − log

∣∣(R ◦ ϕ−1
)

(w)
∣∣+

k∑
l=1

mlGϕ(D)(w,ϕ(ξl))

und R ◦ ϕ−1 eine rationale Funktion ist, die in ϕ(D) genau die k paarweise verschiedene

Polstellen ϕ(ξl) der Ordnung ml ∈ N, l = 1, . . . , k, hat,∫
ϕ(Lr)

(
−H

(
ϕ−1(w)

)) ∂G (ϕ−1(w)
)

∂ñ
ds̃ ≤

∫
ϕ(Lr̃)

(
−H

(
ϕ−1(w)

)) ∂G (ϕ−1(w)
)

∂ñ
ds̃ . (5.18)

Setzen wir (5.17) in (5.18) ein, so folgt∫
Lr

(−H(z))
∂G(z)

∂ni
ds ≤

∫
Lr̃

(−H(z))
∂G(z)

∂ni
ds .

Also ist die Behauptung nun auch im Falle Dr unbeschränkt bewiesen. �
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Lemma 5.16

Sei h eine jeweils in einer Umgebung der Punkte η1, . . . , ηM harmonische Funktion, dann gilt

lim
r→∞

∫
Lr

h(z)
∂G(z)

∂ni
ds = 2π

M∑
j=1

βjh(ηj),

wobei ni Normaleneinheitsvektor an Lr sei, sodass
∂G(z)

∂ni
≥ 0 ist. 2

Beweis :

Lr zerfällt für r →∞ in M Zusammenhangskomponenten Lr,ν , ν = 1, . . . ,M , das heiÿt,

lim
r→∞

∫
Lr

h(z)
∂G(z)

∂ni
ds = lim

r→∞

M∑
j=1

βj

M∑
ν=1

∫
Lr,ν

h(z)
∂

∂ni
GD(z, ηj) ds . (5.19)

Wir betrachten zunächst die Integrale für ν = j:

Es gilt für j = 1, . . . ,M nach Lemma 5.12 für genügend groÿe r∫
Lr,j

∂

∂ni
GD(z, ηj) ds = 2π .

Weil h in einer Umgebung von ηj stetig ist, folgt

lim
r→∞

∫
Lr,j

h(z)
∂

∂ni
GD(z, ηj) ds = 2π lim

z→ηj
h(z) = 2π h(ηj). (5.20)

Nun betrachten wir die Integrale für ν 6= j:

Sei zunächst ην 6= ∞. Da GD(·, ηj) in einer Umgebung von ην harmonisch ist, gilt nach

Lemma 5.11 für genügend groÿe r∫
Lr,ν

h(ην)
∂

∂ni
GD(z, ηj) ds = 0

und somit ∫
Lr,ν

h(z)
∂

∂ni
GD(z, ηj) ds =

∫
Lr,ν

(h(z)− h(ην))
∂

∂ni
GD(z, ηj) ds .

Also gilt für groÿe r∣∣∣∣∣
∫
Lr,ν

h(z)
∂

∂ni
GD(z, ηj) ds

∣∣∣∣∣ ≤ L(Lr,ν) ‖h(z)− h(ην)‖Lr,ν

∥∥∥∥ ∂

∂ni
GD(z, ηj)

∥∥∥∥
Lr,ν

. (5.21)

Da ην 6= ∞ und
∂

∂ni
GD(·, ηj) in einer Umgebung von ην beschränkt ist, existiert ein c > 0,

sodass für genügend groÿe r

L(Lr,ν)

∥∥∥∥ ∂

∂ni
GD(z, ηj)

∥∥∥∥
Lr,ν

≤ c .
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Eingesetzt in (5.21) ergibt dies zusammen mit der Stetigkeit von h in einer Umgebung von ην

lim
r→∞

∣∣∣∣∣
∫
Lr,ν

h(z)
∂

∂ni
GD(z, ηj) ds

∣∣∣∣∣ ≤ lim
r→∞

c ‖h(ην)− h(z)‖Lr,ν = 0 .

Ist ην = ∞, so führen wir eine Substitution mit ϕ(z) := 1
z durch. ϕ bildet eine Umgebung

von ην biholomorph auf eine Umgebung des Nullpunktes ab. Zudem sind h und GD(·, ηj) in
einer Umgebung von ην harmonisch, also stetig di�erenzierbar. Somit gilt nach Lemma 5.10

für jedes genügend groÿe r∫
Lr,ν

h(z)
∂

∂ni
GD(z, ηj) ds =

∫
ϕ(Lr,ν)

h
(
ϕ−1(w)

) ∂

∂ni
GD

(
ϕ−1(w), ηj

)
ds

=

∫
ϕ(Lr,ν)

h
(
ϕ−1(w)

) ∂

∂ni
Gϕ(D)(w,ϕ(ηj)) ds .

Weil h ◦ ϕ−1 in einer Umgebung von ϕ(ην) = 0 harmonisch ist und ϕ(ηj) 6= ϕ(ην), folgt wie

oben bewiesen

lim
r→∞

∣∣∣∣∣
∫
ϕ(Lr,ν)

h
(
ϕ−1(w)

) ∂

∂ni
Gϕ(D)(w,ϕ(ηj)) ds

∣∣∣∣∣ = 0 .

Somit gilt in beiden Fällen

lim
r→∞

∫
Lr,ν

h(z)
∂

∂ni
GD(z, ηj) ds = 0 .

Setzen wir dies zusammen mit (5.20) in (5.19) ein, so erhalten wir

lim
r→∞

∫
Lr

h(z)
∂G(z)

∂ni
ds = 2π

M∑
j=1

βjh(ηj) . �

Lemma 5.17

Sei R 6≡ 0 eine rationale Funktion, die in D genau k ∈ N paarweise verschiedene Polstellen

ξl der Ordnung ml ∈ N, l = 1, . . . , k, hat und εinf de�niert wie in (5.2). Sei ν = ν(R, ·), dann
gilt für jedes σ > 1

ν(Dσ) ≤
εinf

log σ
. 2

Beweis :

Ohne Einschränkung habe R auf ∂D keine Polstelle und in den Punkten ηj , j = 1, . . . ,M ,

keine Nullstelle, denn sonst wäre εinf =∞ und somit die Abschätzung trivial.

R habe in Dσ, mit Vielfachheiten gezählt, s Nullstellen, z1, . . . , zs. Sei H wie in (5.1) und

h : C→ R de�niert durch

h(z) := H(z) +

s∑
j=1

GD(z, zj) .
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Da zj 6∈ {η1, . . . , ηM}, sind die Funktionen H und GD(·, zj), j = 1, . . . , s, harmonisch in einer

Umgebung der Punkte η1, . . . , ηM . Also gilt nach Lemma 5.16 zum einen

lim
r→∞

1

2π

∫
Lr

H(z)
∂G(z)

∂ni
ds =

M∑
j=1

βjH(ηj)

und für j = 1, . . . , s

lim
r→∞

1

2π

∫
Lr

GD(z, zj)
∂G(z)

∂ni
ds =

M∑
ν=1

βνGD(ην , zj) =
M∑
ν=1

βνGD(zj , ην) = G(zj),

wobei ni Normaleneinheitsvektor an Lr sei, sodass
∂G(z)

∂ni
≥ 0 ist. Zusammen folgt

s∑
j=1

G(zj) = lim
r→∞

1

2π

∫
Lr

h(z)
∂G(z)

∂ni
ds−

M∑
j=1

βjH(ηj) . (5.22)

Sei nun r̃ > σ > r > 1. Zunächst nehmen wir an, dass Dr beschränkt ist. Dann ist gD(·, zj)
für j = 1, . . . , s harmonisch in einer Umgebung von Dr. Analog zu (5.13) gilt also∫

Lr

gD(z, zj)
∂G(z)

∂ni
ds =

∫
Lr̃

gD(z, zj)
∂G(z)

∂ni
ds+ log

r

r̃

∫
Lr̃

∂

∂ni
gD(z, zj) ds

und somit nach Lemma 5.11∫
Lr

gD(z, zj)
∂G(z)

∂ni
ds =

∫
Lr̃

gD(z, zj)
∂G(z)

∂ni
ds . (5.23)

Wir de�nieren nun H̃ : C→ R durch

H̃(z) := H(z)−
s∑
j=1

log |z − zj | = log

∣∣∣∣∣∣R(z)

s∏
j=1

(z − zj)−1

∣∣∣∣∣∣+

k∑
l=1

mlGD(z, ξl) .

R(z)
∏s
j=1(z − zj)−1 hat in Dσ keine Nullstelle. Ist R auf Lr nullstellenfrei, so gilt folglich

nach Lemma 5.15 für jedes r̃ > σ∫
Lr

(
−H̃(z)

) ∂G(z)

∂ni
ds ≤

∫
Lr̃

(
−H̃(z)

) ∂G(z)

∂ni
ds,

also mit (5.23)

∫
Lr̃

h(z)
∂G(z)

∂ni
ds =

∫
Lr̃

H̃(z) +
s∑
j=1

gD(z, zj)

 ∂G(z)

∂ni
ds

≤
∫
Lr

H̃(z) +
s∑
j=1

gD(z, zj)

 ∂G(z)

∂ni
ds =

∫
Lr

h(z)
∂G(z)

∂ni
ds .

(5.24)
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Ist Dr unbeschränkt, so erhalten wir (5.24) durch eine Substitution wie in Lemma 5.15.

Setzen wir (5.24) für r̃ →∞ in (5.22) ein, dann ergibt dies für 1 < r < σ, sofern auf Lr keine

Nullstellen von R liegen,

s∑
j=1

G(zj) ≤
1

2π

∫
Lr

h(z)
∂G(z)

∂ni
ds−

M∑
j=1

βjH(ηj)

=
1

2π

∫
Lr

H(z) +
s∑
j=1

GD(z, zj)

 ∂G(z)

∂ni
ds−

M∑
j=1

βjH(ηj) .

(5.25)

Weil
∂G(z)

∂ni
≥ 0 ist für jedes z ∈ Lr, r > 1, und nach Lemma 5.12

∫
Lr

∂G(z)

∂ni
ds =

M∑
j=1

βj

∫
Lr

∂G(z, ηj)

∂ni
ds =

M∑
j=1

βj 2π = 2π,

gilt
1

2π

∫
Lr

H(z)
∂G(z)

∂ni
ds ≤ 1

2π

∫
Lr

sup
z∈D

H(z)
∂G(z)

∂ni
ds = sup

z∈D
H(z) .

Weil H nach Lemma 5.7 in D subharmonisch ist und GD(·, ξl) für l = 1, . . . , k auf dem Rand

von D verschwindet, folgt daraus

1

2π

∫
Lr

H(z)
∂G(z)

∂ni
ds−

M∑
j=1

βjH(ηj) ≤ log ‖R‖∂D −
M∑
j=1

βjH(ηj) = εinf . (5.26)

Mit ∂D regulär gilt

lim
r→1

∫
Lr

s∑
j=1

GD(z, zj)
∂G(z)

∂ni
ds = 0 . (5.27)

Da R nur endlich viele Nullstellen hat, kann in (5.25) r > 1 beliebig nahe an eins gewählt

werden. Deshalb erhalten wir zusammen mit (5.27) und (5.26)

εinf ≥
s∑
j=1

G(zj) ≥ s log σ .

Da ν(Dσ) = s, folgt die Behauptung. �

Lemma 5.18

Sei R 6≡ 0 eine rationale Funktion, ν = ν(R, ·) und r̃ > 1 beliebig gewählt.

(a) R habe in D genau k ∈ N paarweise verschiedene Polstellen ξl der Ordnung ml ∈ N,
l = 1, . . . , k, und sei 0 < δ ≤ 1 mit 1+2δ < min{r̃, σ0}, dann existiert ein c = c(D,G) > 0,

sodass

ν(D1+2δ) ≤
c

δ
εr̃,D ,

wobei εr̃,D wie in (5.2) de�niert sei.
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(b) Sei 0 < δ ≤ 1 mit 1 + 2δ < r̃ − δ, dann existiert ein c = c(D, η0) > 0, sodass

ν(Ar̃−δ \A1+2δ) ≤
c r̃

δ
εr̃,Ω ,

wobei εr̃,Ω wie in (5.3) de�niert sei. 2

Beweis :

(a) Ohne Einschränkung habe R auf ∂D keine Polstelle und auf Lr̃ keine Nullstelle, denn

andernfalls wäre εr̃,D =∞ und somit die Abschätzung trivial.

Sei zunächst D1+δ beschränkt. Ähnlich wie in Lemma 3.9 existiert eine zweimal stetig

di�erenzierbare Funktion g : C→ [0, 1] mit

g(z) =

{
1 , falls z ∈ D1+2δ,

0 , falls z 6∈ D1+δ,

und |∆g(z)| ≤


C

δ2
exp(G(z))2

(
∂G(z)

∂ni

)2

, falls z ∈ D1+δ \D1+2δ,

0 , sonst,

wobei C = C(D,G) > 0 und ni Normaleneinheitsvektor an Lr sei, sodass
∂G(z)

∂ni
≥ 0 ist.

Für l = 1, . . . , k sei µl := ωξl,D.

Da g ∈ C2
(
R2
)
und supp(g) ⊆ C kompakt ist, gilt nach Lemma 5.8 und mit Fubini∣∣∣∣∣

∫
g

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ [

1

2π

∫∫
log |z − ξ|∆g(ξ) dx dy

] ( k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

2π

∫∫ (
Uν(ξ)−

k∑
l=1

mlU
µl(ξ)

)
∆g(ξ) dx dy

∣∣∣∣∣ ,
(5.28)

wobei ξ = x + iy. Wir wollen dies nun mit Hilfe der Funktion H, de�niert wie in (5.1),

abschätzen.

Seien z1, . . . , zs die Nullstellen von R, m0 ∈ N0 die Ordnung der Nullstelle im Punkt un-

endlich und ζ1, . . . ζm die Polstellen von R in C\D (jeweils mit Vielfachheiten aufgeführt),

dann existiert ein β ∈ C \ {0} mit

R(z) = β

s∏
i=1
zi 6=∞

(z − zi)
k∏
l=1
ξl 6=∞

(z − ξl)−ml
m∏
j=1
ζj 6=∞

(z − ζj)−1.

Wir unterscheiden drei Fälle:
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1. Fall: Ist D beschränkt, dann gilt

H(z) =
k∑
l=1

(−mlGD(z, ξl)− log |z − ξl|ml) +
s∑
i=1
zi 6=∞

log |z − zi| − log |z|m0

+ log |β| −
m∑
j=1
ζj 6=∞

log |z − ζj |+ log |z|m0

=

k∑
l=1

mlU
µl(z)− Uν(z) + log |β| −

m∑
j=1
ζj 6=∞

log |z − ζj |+ log |z|m0 .

2. Fall: Ist D unbeschränkt, jedoch ∞ 6∈ {ξ1, . . . , ξk}, dann gilt

H(z) =
k∑
l=1

mlU
µl(z)− Uν(z)−

k∑
l=1

mlGD(ξl,∞) + log |β| −
m∑
j=1
ζj 6=∞

log |z − ζj |

+ log |z|m0 .

3. Fall: Ist D unbeschränkt und∞ ∈ {ξ1, . . . , ξk}, ohne Einschränkung sei ξ1 =∞, so gilt

H(z) =
k∑
l=1

mlU
µl(z)− Uν(z)−

k∑
l=2

mlGD(ξl,∞) +m1 log cap(∂D) + log |β|

−
m∑
j=1
ζj 6=∞

log |z − ζj |+ log |z|m0 ,

wobei in diesem Fall m0 = 0.

Also gilt in allen drei Fällen

Uν(z)−
k∑
l=1

mlU
µl(z) = −H(z)−

m∑
j=1
ζj 6=∞

log |z − ζj |+ log |z|m0 + c, (5.29)

wobei c ∈ C konstant ist. Weiter gilt mit Lemma 5.8∫∫
c∆g(ξ) dx dy = c

∫∫
∆g(ξ) dx dy = 0,

1

2π

∫∫
log |ξ|m0 ∆g(ξ) dx dy = m0 g(0),

und
1

2π

∫∫
log |ζj − ξ|∆g(ξ) dx dy = g(ζj) für j = 1, . . . ,m mit ζj 6=∞ .

(5.30)

Da ζj 6∈ D1+δ, ist g(ζj) = 0 für j = 1, . . . ,m. Wir können ohne Einschränkung annehmen,

dass der Nullpunkt nicht in D1+δ liegt, also auch g(0) = 0 gilt, denn andernfalls können

wir dies durch eine Translation ϕ(z) = z − a mit a ∈ C \D1+δ erreichen.
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(5.29) eingesetzt in (5.28) ergibt unter Ausnutzung von (5.30)∣∣∣∣∣
∫
g

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

2π

∫∫
(−H(ξ)) ∆g(ξ) dx dy

∣∣∣∣ .
Da H nach Lemma 5.7 in D subharmonisch ist und R auf ∂D keine Polstelle hat, gilt

‖H‖D = ‖H‖∂D = log ‖R‖∂D <∞ .

Daraus folgt mit Lemma 5.8 und wegen supp(∆g) ⊆ D1+δ \D1+2δ∣∣∣∣∣
∫
g

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

2π

∫∫
(log ‖R‖∂D −H(ξ)) ∆g(ξ) dx dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

2π

∫∫
D1+δ\D1+2δ

(log ‖R‖∂D −H(ξ)) ∆g(ξ) dx dy

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫∫
D1+δ\D1+2δ

(log ‖R‖∂D −H(ξ)) |∆g(ξ)| dx dy

≤ C

2πδ2

∫∫
D1+δ\D1+2δ

(log ‖R‖∂D −H(ξ)) exp(G(ξ))2

(
∂G(ξ)

∂ni

)2

dx dy

≤ C

2πδ2

∫ 1+2δ

1+δ
r

∫
Lr

(log ‖R‖∂D −H(z))
∂G(z)

∂ni
ds dr .

Wir können nun Lemma 5.15 für jede Niveaulinie Lr, 1 + δ ≤ r ≤ 1 + 2δ, auf der R keine

Nullstelle hat, also für alle bis auf endlich viele, anwenden. Dadurch erhalten wir∣∣∣∣∣
∫
g

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣ ≤ C

δ2

∫ 1+2δ

1+δ
r

(
1

2π

∫
Lr̃

(log ‖R‖∂D −H(z))
∂G(z)

∂ni
ds

)
dr

≤ C

δ2

∫ 1+2δ

1+δ
r

(
1

2π

∫
Lr̃

(
log ‖R‖∂D − inf

z∈Lr̃
H(z)

)
∂G(z)

∂ni
ds

)
dr .

Da nach Lemma 5.12∫
Lr̃

∂G(z)

∂ni
ds =

M∑
j=1

βj

∫
Lr̃

∂G(z, ηj)

∂ni
ds =

M∑
j=1

βj 2π = 2π,

und δ ≤ 1, folgt∣∣∣∣∣
∫
g

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣ ≤ C

δ2

(
log ‖R‖∂D − inf

z∈Lr̃
H(z)

)∫ 1+2δ

1+δ
r dr

=
C

δ2

2δ + 3δ2

2
εr̃,D ≤

3C

δ
εr̃,D .
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Mit supp(µl) ⊆ ∂D, l = 1, . . . , k, gilt

ν(D1+2δ) =

(
ν −

k∑
l=1

mlµl

)
(D1+2δ) ≤

∫
g

(
dν −

k∑
l=1

mldµl

)

≤

∣∣∣∣∣
∫
g

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣ ≤ 3C

δ
εr̃,D .

Somit ist die Aussage für den Fall, dass D1+δ beschränkt ist, bewiesen.

Sei nun D1+δ unbeschränkt. Wir wählen ein a ∈ D \D1+δ, dann bildet die Funktion

ϕ : D → C, ϕ(z) :=
1

z − a
,

D1+δ biholomorph auf das beschränkte Gebiet ϕ(D1+δ) ab.

R ◦ϕ−1 ist nun eine rationale Funktion, die in ϕ(D) genau k ∈ N paarweise verschiedene

Polstellen ϕ(ξl) der Ordnung ml ∈ N, l = 1, . . . , k hat.

Zudem gilt

(
G ◦ ϕ−1

)
(z) =

M∑
j=1

βjGD
(
ϕ−1(z), ηj

)
=

M∑
j=1

βjGϕ(D)(z, ϕ(ηj)),

also ist G ◦ ϕ−1 Konvexkombination Greenscher Funktionen zu ϕ(D) und ϕ(Lr), r > 1,

ist Niveaulinie dieser Funktion zum Niveau log r.

Somit existiert laut obigem Beweis ein C = C
(
ϕ(D), G ◦ ϕ−1

)
= c(D,G) > 0, sodass

ν(D1+2δ) = ν
(
R ◦ ϕ−1, ϕ(D1+2δ)

)
≤ 3C

δ

(
log
∥∥R ◦ ϕ−1

∥∥
ϕ(∂D)

− inf
z∈ϕ(Lr̃)

(
log
∣∣(R ◦ ϕ−1

)
(z)
∣∣− k∑

l=1

mlGϕ(D)(z, ϕ(ξl))

))

=
3C

δ

(
log ‖R‖∂D − inf

z∈Lr̃

(
log |R(z)| −

k∑
l=1

mlGD(z, ξl)

))

=
3C

δ
εr̃,D .

Damit ist die Aussage auch im Falle D1+δ unbeschränkt gezeigt.

(b) Diese Aussage kann ganz analog zu Teil (a) mit Hilfe einer Funktion g, die auf Ar̃−δ\A1+2δ

identisch eins und auÿerhalb von Ar̃ \A1+δ identisch 0 ist, und mit Lemma 5.14 anstelle

von Lemma 5.15 bewiesen werden. �
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5.3.2 Beweis von Satz 5.1 und Satz 5.2

Seien im Folgenden die De�nitionen und Voraussetzung von Abschnitt 5.1.1 gegeben.

Nach Lemma 5.12 gilt für r > 1 ∫
Γr

∂G0(z)

∂na
ds = 2π, (5.31)

wobei na stets Normaleneinheitsvektor an Γr sei, sodass
∂G0(z)

∂na
> 0 ist, und

∫
Lr

∂G(z)

∂ni
ds =

M∑
j=1

βj

∫
Lr

∂G(z, ηj)

∂ni
ds =

M∑
j=1

βj 2π = 2π, (5.32)

wobei ni stets Normaleneinheitsvektor an Lr sei, sodass
∂G(z)

∂ni
≥ 0 ist.

Beweis von Satz 5.1:

Ohne Einschränkung sei

εr0,Ω + εinf <∞,

denn andernfalls ist die Abschätzung trivial. Daraus folgt, dass R in Ar0 ∪ ∂D keine Polstelle

und weder auf Γr0 noch in den Punkten ηj , j = 1, . . . ,M , eine Nullstelle hat sowie dass Γr0

beschränkt ist.

Sei J nun ein beliebiger Teilbogen von Γ mit Endpunkten z1 und z2. Falls J 6= Γ, wählen wir

z0 ∈ Γ \ J so, dass L(Γ1) = L(Γ2), wobei Γj , j = 1, 2, der Teilbogen von Γ \ J sei, der z0 mit

zj verbindet. Ist J = Γ, so können wir z0 ∈ Γ beliebig wählen.

Wir de�nieren für 1 < σ < σ0

Vσ := S+
σ (Γ) \ {z ∈ D : π(z) = z0} und Uσ := S−σ (Γ) \ {z ∈ Ω : π0(z) = z0},

wobei π die bezüglich der Niveaulinien Lr und π0 die bezüglich der Niveaulinien Γr, r ≥ 1,

orthogonale Projektion auf ∂D sei. Wir wählen eine zu G harmonisch Konjugierte ϕ, sodass

die Funktion Φ mit

Φ(z) := exp(G(z) + iϕ(z))

die Menge Vσ, 1 < σ < σ0, auf

{z = reit ∈ C : 1 ≤ r ≤ σ, t1 < t < t2}, 0 ≤ t1 < t2 ≤ 2π,

abbildet. Dies ist in Abbildung 9 dargestellt.

Nun existieren analog zu Lemma 3.9 zwei zweimal stetig di�erenzierbare Funktionen

g, ĝ : C→ [0, 1]
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Abbildung 9

mit den folgenden Eigenschaften: g erfüllt

g(z) =

{
1 , falls z ∈ S1+d(J),

0 , falls z 6∈ S1+2d(J
+),

∂g

∂n

∣∣∣∣
Γ

≡ 0

und |∆g(z)| ≤



C

d2
|Φ(z)|2

(
∂G(z)

∂ni

)2

, falls z ∈ V1+2d,

C

d2
|φ(z)|−2

(
∂G0(z)

∂na

)2

, falls z ∈ U1+2d,

0 , sonst.

Dabei ist C = C(D, η0, G) > 0 und J+ ⊇ J ein Teilbogen von Γ mit

M∑
j=1

βj ωηj ,D(J+ \ J) ≤ d .

In Abbildung 10 ist der Bereich, in dem g identisch eins ist, gelb markiert. In dem blauen

Bereich nimmt g Werte zwischen null und eins an und auÿerhalb ist g identisch null.

Und ĝ erfüllt

ĝ(z) =

{
1 , falls z ∈ J−,
0 , falls z 6∈ S1+d(J),

∂ĝ

∂n

∣∣∣∣
Γ

≡ 0

und |∆ĝ(z)| ≤



C

d2
|Φ(z)|2

(
∂G(z)

∂ni

)2

, falls z ∈ V1+d,

C

d2
|φ(z)|−2

(
∂G0(z)

∂na

)2

, falls z ∈ U1+d,

0 , sonst,
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Abbildung 10

wobei J− ⊆ J ein Bogen ist mit

M∑
j=1

βj ωηj ,D(J \ J−) ≤ d .

Die Funktion ĝ ist also auf dem roten Teilbogen von Γ in Abbildung 11 identisch eins und

auÿerhalb des grünen Bereichs verschwindet sie.

Abbildung 11

Es gilt nach Lemma 5.8, da g ∈ C2
(
R2
)
und supp(g) ⊆ S1+2d(Γ) beschränkt ist, und mit

Fubini∣∣∣∣∣
∫
g

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ [

1

2π

∫∫
∆g(ξ) log |z − ξ| dx dy

] ( k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

2π

∫∫ (
U ν(ξ)−

k∑
l=1

mlU
µl(ξ)

)
∆g(ξ) dx dy

∣∣∣∣∣ ,
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wobei ξ = x+ iy. Wie im Beweis von Lemma 5.18 gilt∣∣∣∣∣ 1

2π

∫∫ (
U ν(ξ)−

k∑
l=1

mlU
µl(ξ)

)
∆g(ξ) dx dy

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

2π

∫∫
(−H(ξ)) ∆g(ξ) dx dy

∣∣∣∣ .
Daraus folgt ∣∣∣∣∣

∫
g

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ 1

2π

∫∫
C\Ω

(−H(ξ)) ∆g(ξ) dx dy

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ 1

2π

∫∫
Ω

(−H(ξ)) ∆g(ξ) dx dy

∣∣∣∣ .
(5.33)

Die Funktionen GD(·, ξl), l = 1, . . . , k, verschwinden auÿerhalb von D, das heiÿt,

H(z) = log |R(z)| für jedes z ∈ Ω ∪ ∂D .

Da H auÿerdem nach Lemma 5.7 in D subharmonisch ist, gilt des Weiteren

‖H‖D = ‖H‖∂D = log ‖R‖∂D .

Somit ist

log ‖R‖∂D −H(z) ≥ 0 für jedes z ∈ S+
1+2d(Γ),

und

log ‖R‖Ar0 −H(z) ≥ 0 für jedes z ∈ S−1+2d(Γ) ⊆ Ar0 .

Nach Lemma 5.13 gilt∫∫
C\Ω

log ‖R‖∂D ∆g(ξ) dx dy = log ‖R‖∂D
∫∫

C\Ω
∆g(ξ) dx dy = 0

und ∫∫
Ω

log ‖R‖Ar0 ∆g(ξ) dx dy = log ‖R‖Ar0

∫∫
Ω

∆g(ξ) dx dy = 0 .

Mit supp(g) ⊆ S1+2d(Γ) folgt zusammen∣∣∣∣∣ 1

2π

∫∫
C\Ω

(−H(ξ)) ∆g(ξ) dx dy

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

2π

∫∫
S+

1+2d(Γ)
(log ‖R‖∂D −H(ξ)) ∆g(ξ) dx dy

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫∫
S+

1+2d(Γ)
(log ‖R‖∂D −H(ξ)) |∆g(ξ)| dx dy

≤ C

2πd2

∫∫
V1+2d

(log ‖R‖∂D −H(ξ)) |Φ(ξ)|2
(
∂G(ξ)

∂ni

)2

dx dy

≤ C

2πd2

∫ 1+2d

1
r

∫
Lr

(log ‖R‖∂D −H(z))
∂G(z)

∂ni
ds dr

(5.34)
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und∣∣∣∣ 1

2π

∫∫
Ω

(−H(ξ)) ∆g(ξ) dx dy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

2π

∫∫
S−1+2d(Γ)

(
log ‖R‖Ar0 −H(ξ)

)
∆g(ξ) dx dy

∣∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫∫
S−1+2d(Γ)

(
log ‖R‖Ar0 −H(ξ)

)
|∆g(ξ)| dx dy

≤ C

2πd2

∫∫
U1+2d

(
log ‖R‖Ar0 −H(ξ)

)
|φ(ξ)|−2

(
∂G0(ξ)

∂na

)2

dx dy

≤ C

2πd2

∫ 1+2d

1
r

∫
Γr

(
log ‖R‖Ar0 −H(z)

) ∂G0(z)

∂na
ds dr .

(5.35)

Setzen wir (5.34) und (5.35) in (5.33) ein, so erhalten wir∣∣∣∣∣
∫
g

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣ ≤ C

2πd2

∫ 1+2d

1
r

∫
Lr

(log ‖R‖∂D −H(z))
∂G(z)

∂ni
ds dr

+
C

2πd2

∫ 1+2d

1
r

∫
Γr

(
log ‖R‖Ar0 −H(z)

) ∂G0(z)

∂na
ds dr .

(5.36)

Sei nun 1 < r ≤ 1 + 2d < r̃, wobei R auf Lr und auf Lr̃ nullstellenfrei sei, dann gilt nach

Lemma 5.15 ∫
Lr

(−H(z))
∂G(z)

∂ni
ds ≤

∫
Lr̃

(−H(z))
∂G(z)

∂ni
ds .

Da R in {η1, . . . , ηM}, also in einer Umgebung dieser Punkte, keine Nullstelle hat, gilt also∫
Lr

(−H(z))
∂G(z)

∂ni
ds ≤ lim

r̃→∞

∫
Lr̃

(−H(z))
∂G(z)

∂ni
ds

und gleichzeitig folgt nach Lemma 5.7, dass H in dieser Umgebung harmonisch ist. Somit gilt

nach Lemma 5.16 für jede Niveaulinie Lr, 1 < r ≤ 1 + 2d, auf der R nullstellenfrei ist, also

für alle bis auf endlich viele,

1

2π

∫
Lr

(−H(z))
∂G(z)

∂ni
ds ≤ − 1

2π
lim
r̃→∞

∫
Lr̃

H(z)
∂G(z)

∂ni
ds = −

M∑
j=1

βjH(ηj) .

Weil wegen (5.32) für jedes r > 1

1

2π

∫
Lr

log ‖R‖∂D
∂G(z)

∂ni
ds = log ‖R‖∂D,

folgt daraus mit d ≤ 1

C

2πd2

∫ 1+2d

1
r

∫
Lr

(log ‖R‖∂D −H(z))
∂G(z)

∂ni
ds dr ≤ C

d2

∫ 1+2d

1
r εinf dr

=
C(4d+ 4d2)

2d2
εinf ≤

4C

d
εinf .

(5.37)
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Des Weiteren gilt nach Lemma 5.14 für jede beschränkte Niveaulinie Γr, 1 < r ≤ 1 + 2d, auf

der R nullstellenfrei ist, also für alle bis auf endlich viele,∫
Γr

(−H(z))
∂G0(z)

∂na
ds ≤

∫
Γr0

(−H(z))
∂G0(z)

∂na
ds+ log

r

r0

∫
Γr0

∂

∂na
log

1

|R(z)|
ds .

Zudem gilt∣∣∣∣∣log
r

r0

∫
Γr0

∂

∂na
log

1

|R(z)|
ds

∣∣∣∣∣ ≤ log r0

∫
Γr0

∣∣∣∣ ∂∂na log |R(z)|
∣∣∣∣ ds ≤ log r0

∫
Γr0

∣∣∣∣ ddz l (R(z))

∣∣∣∣ ds
= log r0

∫
Γr0

∣∣∣∣R′(z)R(z)

∣∣∣∣ ds ≤ L(Γr0) log r0

∥∥∥∥R′R
∥∥∥∥

Γr0

.

wobei l eine geeignete Logarithmusfunktion sei. Daraus folgt unter Verwendung von (5.31)

1

2π

∫
Γr

(−H(z))
∂G0(z)

∂na
ds ≤ 1

2π

∫
Γr0

sup
z∈Γr0

(−H(z))
∂G0(z)

∂na
ds+

L(Γr0) log r0

2π

∥∥∥∥R′R
∥∥∥∥

Γr0

= − inf
z∈Γr0

log |R(z)|+ L(Γr0) log r0

2π

∥∥∥∥R′R
∥∥∥∥

Γr0

.

Weil nach Voraussetzung d ≤ 1, folgt daraus wiederum mit (5.31)

C

2πd2

∫ 1+2d

1
r

∫
Γr

(
log ‖R‖Ar0 −H(z)

) ∂G0(z)

∂na
ds dr ≤ C

d2

∫ 1+2d

1
r εr0,Ω dr

≤ 4C

d
εr0,Ω .

(5.38)

(5.37) und (5.38) eingesetzt in (5.36) ergibt∣∣∣∣∣
∫
g

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣ ≤ 4C

d
(εr0,Ω + εinf) .

Nun gilt(
ν −

k∑
l=1

mlµl

)
(S1+d(J)) ≤

∫
g

(
dν −

k∑
l=1

mldµl

)
+

k∑
l=1

mlµl(J
+ \ J)

≤

∣∣∣∣∣
∫
g

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣+ c1

M∑
j=1

βj ωηj ,D(J+ \ J)

≤ 4C

d
(εr0,Ω + εinf) + c1d .

(5.39)

Wir können im obigen Beweis die Funktion g durch ĝ ersetzen. Da supp(ĝ) ⊆ S1+d(J), genügt

es nach r nur von 1 bis 1 + d zu integrieren. Ansonsten vollkommen analog erhalten wir∣∣∣∣∣
∫
ĝ

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣ ≤ 2C

d
(εr0,Ω + εinf)
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und somit(
k∑
l=1

mlµl − ν

)
(S1+d(J)) ≤

∫
ĝ

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)
+

k∑
l=1

mlµl(J \ J−)

≤

∣∣∣∣∣
∫
ĝ

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣+ c1

M∑
j=1

βj ωηj ,D(J \ J−)

≤ 2C

d
(εr0,Ω + εinf) + c1d .

(5.40)

Mit d = c0

√
εr0,Ω + εinf folgt aus (5.39) und (5.40)∣∣∣∣∣

(
ν −

k∑
l=1

mlµl

)
(S1+d(J))

∣∣∣∣∣ ≤
(

4C

c0
+ c1c0

)√
εr0,Ω + εinf .

Zudem gilt für jedes σ ≥ 1 + d gilt, da supp(µl) ⊆ ∂D für l = 1, . . . , k,∣∣∣∣∣
(
ν −

k∑
l=1

mlµl

)(
S+
σ (J) \ S+

1+d(J)
)∣∣∣∣∣ ≤ ν(D1+d) .

Mit Lemma 5.17 erhalten wir also∣∣∣∣∣
(
ν −

k∑
l=1

mlµl

)(
S−1+d(J) ∪ S+

σ (J)
)∣∣∣∣∣ ≤

(
4C

c2
0

+ c1

)
d+

εinf
log(1 + d)

.

Da nach Voraussetzung 0 ≤ d ≤ 1, gilt

log(1 + d) ≥ 1

2
d,

das bedeutet,
εinf

log(1 + d)
≤

2 (εinf + εr0,Ω)

d
=

2

c0

√
εinf + εr0,Ω .

Daraus folgt∣∣∣∣∣
(
ν −

k∑
l=1

mlµl

)(
S−1+d(J) ∪ S+

σ (J)
)∣∣∣∣∣ ≤

(
4C + 2

c0
+ c1c0

)√
εinf + εr0,Ω .

Somit ist die Behauptung gezeigt. �

Beweis von Satz 5.2:

Ohne Einschränkung sei

εr0,Ω + εr1,D <∞,

denn andernfalls ist die Abschätzung trivial. Daraus folgt, dass R in Ar0 ∪ ∂D keine Polstelle

und auf Γr0 ∪ Lr1 keine Nullstelle hat sowie dass Γr0 beschränkt ist.
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Seien für einen beliebigen Teilbogen J von Γ die Funktionen g und ĝ und die dazugehörige

Konstante C = C(D, η0, G) de�niert wie im Beweis von Satz 5.1. Dort haben wir gezeigt, dass∣∣∣∣∣
∫
g

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣ ≤ C

2πd2

∫ 1+2d

1
r

∫
Lr

(log ‖R‖∂D −H(z))
∂G(z)

∂ni
ds dr

+
4C

d
εr0,Ω .

(5.41)

Durch Anwendung von Lemma 5.15 für jede Niveaulinie Lr, 1 < r ≤ 1 + 2d, auf der R keine

Nullstelle hat, also für alle bis auf endlich viele, erhalten wir wegen
∂G(z)

∂ni
≥ 0 für jedes

z ∈ Lr1 und (5.32)∫
Lr

(−H(z))
∂G(z)

∂ni
ds dr ≤

∫
Lr1

(−H(z))
∂G(z)

∂ni
ds ≤

∫
Lr1

sup
z∈Lr1

(−H(z))
∂G(z)

∂ni
ds

= −2π inf
z∈Lr1

H(z) .

Mit d ≤ 1 und noch einmal (5.32) folgt

C

2πd2

∫ 1+2d

1
r

∫
Lr

(log ‖R‖∂D −H(z))
∂G(z)

∂ni
ds dr ≤ C

d2
εr1,D

∫ 1+2d

1
r dr ≤ 4C

d
εr1,D .

Eingesetzt in (5.41) erhalten wir∣∣∣∣∣
∫
g

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣ ≤ 4C

d
(εr0,Ω + εr1,D)

und ebenso gilt ∣∣∣∣∣
∫
ĝ

(
k∑
l=1

mldµl − dν

)∣∣∣∣∣ ≤ 2C

d
(εr0,Ω + εr1,D) .

Mit d = c0

√
εr0,Ω + εr1,D folgt analog zum Beweis von Satz 5.1∣∣∣∣∣

(
ν −

k∑
l=1

mlµl

)
(S1+d(J))

∣∣∣∣∣ ≤
(

4C

c0
+ c1c0

)√
εr0,Ω + εr1,D .

Zudem existiert nach Teil (a) von Lemma 5.18 mit δ =
d

2
ein c̃ = c̃(D,G) > 0, sodass

ν(D1+d) ≤
c̃

d
εr1,D ≤

c̃

d
(εr0,Ω + εr1,D) =

c̃

c0

√
εr0,Ω + εr1,D .

Insgesamt gilt somit für jedes σ ≥ 1 + d∣∣∣∣∣
(
ν −

k∑
l=1

mlµl

)(
S−1+d(J) ∪ S+

σ (J)
)∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
(
ν −

k∑
l=1

mlµl

)
(S1+d(J))

∣∣∣∣∣+ ν(D1+d)

≤
(

4C + c̃

c0
+ c1c0

) √
εr0,Ω + εr1,D

und die Behauptung ist bewiesen. �
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5.4 Folgerungen

Sei im Folgenden (Ri)i∈N eine Folge rationaler Funktionen. Ri, i ∈ N, habe in D genau K(i)

paarweise verschiedene Polstellen ξ(i)
l ∈ D der Ordnung ml(i) ∈ N, l = 1, . . . ,K(i), und es

gelte

n(i) :=

K(i)∑
l=1

ml(i)
i→∞−→ ∞ .

Für jedes i ∈ N de�nieren wir die Funktion Hi : C→ R durch

Hi(z) := log |Ri(z)| −
K(i)∑
l=1

ml(i)GD

(
z, ξ

(i)
l

)
und bezeichnen das normalisierte Nullstellenzählmaÿ von Ri mit

νi :=
ν(Ri, ·)
n(i)

.

5.4.1 Schwach-Stern-Konvergenz des Nullstellenzählmaÿes

Zunächst werden wir mit Hilfe der beiden Diskrepanzsätze aus Abschnitt 5.1.1 jeweils einen

Satz zur Schwach-Stern-Konvergenz der Folge (νi)i∈N unter der Voraussetzung, dass (Ri)i∈N

lokal gleichmäÿig gegen eine holomorphe Funktion konvergiert, beweisen.

Aus Satz 5.1 können wir folgende Aussage über das Verhalten des Nullstellenzählmaÿes einer

konvergenten Folge rationaler Funktionen ableiten:

Satz 5.19

Sei Γ eine geschlossene Jordankurve und es existiere ein Gebiet A ⊆ Ω, wobei Γ ⊆ ∂A und

d(Γ, ∂A\Γ) > 0 gelte, sodass (Ri)i∈N auf A lokal gleichmäÿig gegen eine holomorphe Funktion

f konvergiert, wobei f |A 6≡ 0 sei. Des Weiteren gebe es Punkte ξ1, . . . , ξk ∈ D, k ∈ N, sodass
für jedes ε > 0 zum einen

lim
i→∞

∑
ξ
(i)
l ∈Dε

ml(i)

n(i)
= 0, wobei Dε := D \

k⋃
j=1

Kε(ξj), (5.42)

gilt und zudem im Falle paarweise disjunkter Kreisscheiben Kε(ξ1), . . . ,Kε(ξk)

lim
i→∞

∑
ξ
(i)
l ∈Kε(ξj)

ml(i)

n(i)
= αj mit 0 < αj ≤ 1 für j = 1, . . . , k (5.43)

erfüllt ist. Gilt auÿerdem

lim
i→∞

1

n(i)
log ‖Ri‖∂D = 0 (5.44)
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und

lim
i→∞

M∑
j=1

βj
Hi(ηj)

n(i)
= 0, (5.45)

dann folgt

νi|F
∗−→

k∑
l=1

αl ωξl,D
∣∣
Γ

für i→∞,

für jede abgeschlossene Menge F mit Γ ⊆ F o ⊆ A ∪ Γ ∪D. 2

Für den Beweis von Satz 5.19 benötigen wir die folgenden beiden Lemmata.

Lemma 5.20

Existieren Punkte ξ1, . . . , ξk ∈ D, k ∈ N, sodass für jedes genügend kleine ε > 0 (5.42) und

(5.43) erfüllt sind, dann gilt für jeden Teilbogen J ⊆ Γ

lim
i→∞

K(i)∑
l=1

ml(i)

n(i)
ω
ξ
(i)
l ,D

(J) =
k∑
l=1

αl ωξl,D(J) . 2

Beweis :

Wir de�nieren µ :=
k∑
l=1

αl ωξl,D und für jedes i ∈ N

µ(i) :=

K(i)∑
l=1

ml(i)

n(i)
ω
ξ
(i)
l ,D

.

Sei J ein beliebiger Teilbogen von Γ, δ > 0 beliebig klein, dann existieren, da ∂D regulär ist,

zwei in D stetige und in D harmonische Funktionen f, f̂ : C→ [0, 1] mit

f(z) =

{
1 , falls z ∈ J,
0 , falls z ∈ ∂D \ J+,

und f̂(z) =

{
1 , falls z ∈ J−,
0 , falls z ∈ ∂D \ J,

wobei J− ⊆ J ⊆ J+ ⊆ Γ mit µ(J+ \ J) ≤ δ und µ(J \ J−) ≤ δ.
Nun gilt für ε > 0 beliebig klein

lim
i→∞

µ(i)(J) ≤ lim
i→∞

∫
f dµ(i) = lim

i→∞

K(i)∑
l=1

ml(i)

n(i)
f
(
ξ

(i)
l

)

= lim
i→∞

 k∑
j=1

∑
ξ
(i)
l ∈Kε(ξj)

ml(i)

n(i)
f
(
ξ

(i)
l

)
+

∑
ξ
(i)
l ∈Dε

ml(i)

n(i)
f
(
ξ

(i)
l

) .
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Es gilt mit (5.42), da f beschränkt ist, für jedes ε > 0

lim
i→∞

∑
ξ
(i)
l ∈Dε

ml(i)

n(i)
f
(
ξ

(i)
l

)
= 0 .

Da f zudem stetig in D und ε > 0 beliebig klein gewählt werden kann, gilt mit (5.43) für

jedes j ∈ {1, . . . , k}

lim
i→∞

∑
ξ
(i)
l ∈Kε(ξj)

ml(i)

n(i)
f
(
ξ

(i)
l

)
= αjf(ξj) .

Daraus folgt

lim
i→∞

µ(i)(J) ≤
k∑
l=1

αlf(ξl) =

∫
f dµ ≤ µ(J+) ≤ µ(J) + δ

und analog

lim
i→∞

µ(i)(J) ≥
k∑
l=1

αlf̂(ξl) =

∫
f̂ dµ ≥ µ(J−) ≥ µ(J)− δ .

Da δ > 0 beliebig klein gewählt werden kann, gilt also

lim
i→∞

µ(i)(J) = µ(J) . �

Lemma 5.21

Sei eine Folge (σi)i∈N gegeben mit 1 ≤ σi < σ0 und limi→∞ σi = 1, sei
(
ν(i)
)
i∈N eine Folge

positiver Borel-Maÿe mit supp
(
ν(i)
)
⊆ Sσi(Γ) und

(
µ(i)
)
i∈N eine Folge positiver Borel-Maÿe

mit supp
(
µ(i)
)
⊆ Γ. Für jeden Teilbogen J ⊆ Γ gelte

lim
i→∞

µ(i)(J) = µ(J), (5.46)

wobei µ ein positives Borel-Maÿ mit supp(µ) ⊆ Γ sei, und

lim
i→∞

∣∣∣(ν(i) − µ(i)
)

(Sσi(J))
∣∣∣ = 0 . (5.47)

Dann folgt

ν(i) ∗−→ µ für i→∞ . 2

Beweis :

Da supp
(
ν(i)
)
⊆ Sσ0(Γ) für jedes i ∈ N gilt, existiert nach dem Auswahlsatz von Helly

(Satz 2.10) ein Maÿ µ̃ und eine Teilfolge
(
ν(i)
)
i∈Λ

, Λ ⊆ N, mit

ν(i) ∗−→ µ̃ für i→∞, i ∈ Λ .
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O�ensichtlich ist supp(µ̃) ⊆ Γ, denn für jede abgeschlossene Menge B ⊆ C \ Γ existiert ein

Index i1 ∈ N, sodass Sσi(Γ) ∩ B = ∅ für jedes i ≥ i1. Da supp
(
ν(i)
)
⊆ Sσi(Γ), bedeutet dies,

dass ν(i)(B) = 0 für jedes i ≥ i1.
Wir zeigen nun noch, dass µ̃ mit µ übereinstimmt.

Sei J ein beliebiger Teilbogen von Γ, δ > 0 beliebig klein. Seien f, f̂ : C→ [0, 1] zwei stetige

Funktionen mit

f(z) =

{
1 , falls z ∈ J,
0 , falls z 6∈ S1+δ(J

+),

und f̂(z) =

{
1 , falls z ∈ S1+δ(J

−),

0 , falls z 6∈ S1+2δ(J),

wobei J− ⊆ J ⊆ J+ ⊆ Γ mit µ(J+ \ J) ≤ δ und µ(J \ J−) ≤ δ.
Aus der Schwach-Stern-Konvergenz von ν(i) gegen µ̃ und supp

(
ν(i)
)
⊆ Sσi(Γ) erhalten wir

µ̃(J) ≤
∫
f dµ̃ = lim

i→∞
i∈Λ

∫
f dν(i) ≤ lim

i→∞
i∈Λ

ν(i)(S1+δ(J
+)) = lim

i→∞
i∈Λ

ν(i)(Sσi(J
+))

und mit (5.47), angewendet auf J+, und supp
(
µ(i)
)
⊆ Γ folgt zusammen mit (5.46)

µ̃(J) ≤ lim
i→∞
i∈Λ

µ(i)(Sσi(J
+)) = lim

i→∞
i∈Λ

µ(i)(J+) = µ(J+) ≤ µ(J) + δ .

Mit den gleichen Argumenten gilt

µ̃(J) ≥
∫
f̂ dµ̃ = lim

i→∞
i∈Λ

∫
f̂ dν(i) ≥ lim

i→∞
i∈Λ

ν(i)(S1+δ(J
−)) = lim

i→∞
i∈Λ

ν(i)(Sσi(J
−))

= lim
i→∞
i∈Λ

µ(i)(Sσi(J
−)) = lim

i→∞
i∈Λ

µ(i)(J−) = µ(J−) ≥ µ(J)− δ .

Da δ > 0 beliebig klein gewählt werden kann, gilt also µ̃(J) = µ(J) und, da J ⊆ Γ beliebig

gewählt ist, folgt

µ̃ = µ .

Sofern N \ Λ noch aus unendlich vielen Elementen besteht, besitzt die Folge
(
ν(i)
)
i∈N\Λ wie-

derum nach dem Hellyschen Auswahlsatz eine Teilfolge, die schwach-stern konvergiert. Das

Grenzmaÿ ist nach identischer Argumentation wiederum gleich µ. Diese Prozedur können wir

auf jede Teilfolge anwenden, das heiÿt, wir �nden in jeder Teilfolge von
(
ν(i)
)
i∈N eine Teilfolge,

die schwach-stern gegen µ konvergiert, also konvergiert jede Teilfolge schwach-stern gegen µ.

Daraus folgt

ν(i) ∗−→ µ für i→∞ . �
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Beweis von Satz 5.19:

Sei F abgeschlosssen mit Γ ⊆ F o ⊆ A ∪ Γ ∪D und r0 > 1 so gewählt, dass Ar0 ⊆ A ∪ Γ gilt,

Γr0 beschränkt ist und

f(z) 6= 0 für jedes z ∈ Γr0 . (5.48)

Wir de�nieren analog zu Abschnitt 5.1.1 für jedes i ∈ N

εr0,Ω(i) := log ‖Ri‖Ar0 +
L(Γr0) log r0

2π

∥∥∥∥R′iRi
∥∥∥∥

Γr0

− inf
z∈Γr0

log |Ri(z)|,

und εinf(i) := log ‖Ri‖∂D −
M∑
j=1

βjHi(ηj) .

Nach (5.44) und (5.45) gilt

lim
i→∞

εinf(i)

n(i)
= 0 . (5.49)

Da (Ri)i∈N auf A lokal gleichmäÿig gegen die holomorphe Funktion f konvergiert, gilt weiter

lim
i→∞

∥∥∥∥R′iRi
∥∥∥∥

Γr0

=

∥∥∥∥f ′f
∥∥∥∥

Γr0

≤
‖f ′‖Γr0

minz∈Γr0
|f(z)|

und mit (5.48)

lim
i→∞

min
z∈Γr0

|Ri(z)| = min
z∈Γr0

|f(z)| > 0 .

Da zudem L(Γr0) <∞ und nach Voraussetzung n(i)
i→∞−→ ∞, folgt daraus

lim
i→∞

(
L(Γr0) log r0

2π n(i)

∥∥∥∥R′iRi
∥∥∥∥

Γr0

− 1

n(i)
inf
z∈Γr0

log |Ri(z)|

)
= 0 . (5.50)

Weiter gilt aufgrund der Konvergenz von (Ri)i∈N gegen die holomorphe Funktion f 6≡ 0

lim
i→∞

1

n(i)
log ‖Ri‖Γr = 0 für 1 < r ≤ r0 .

Zusammen mit (5.44) folgt nun

lim
i→∞

1

n(i)
log ‖Ri‖Ar0 = 0,

also mit (5.50) insgesamt

lim
i→∞

εr0,Ω(i)

n(i)
= 0 . (5.51)

De�nieren wir

c0(i) :=
1√
n(i)

und d(i) := c0(i)
√
εr0,Ω(i) + εinf(i) ,

so folgt aus (5.49) und (5.51)

lim
i→∞

d(i) =

√
εr0,Ω(i) + εinf(i)

n(i)
= 0 . (5.52)
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Sei des Weiteren

c1(i) := sup
γ⊆Γ

∑K(i)
l=1 ml(i)ωξ(i)

l ,D
(γ)∑M

j=1 βj ωηj ,D(γ)


und i ∈ N so groÿ, dass d(i) < 1, 1 + 2d(i) < min {r0, σ0} und S1+2d(i)(Γ) beschränkt ist,

dann existiert nach Satz 5.1 ein c = c(D, η0, G) > 0, sodass für beliebige Teilbögen J ⊆ Γ gilt∣∣∣∣∣∣
n(i)νi −

K(i)∑
l=1

ml(i)ωξ(i)
l ,D

(S1+d(i)(J)
)∣∣∣∣∣∣ ≤

(
c

c0(i)
+ c1(i)c0(i)

)√
εr0,Ω(i) + εinf(i) .

Dividieren wir diese Ungleichung durch n(i), so erhalten wir∣∣∣∣∣∣
νi − K(i)∑

l=1

ml(i)

n(i)
ω
ξ
(i)
l ,D

(S1+d(i)(J)
)∣∣∣∣∣∣ ≤

(
c+

c1(i)

n(i)

)
d(i) .

Nach Lemma 5.20 gilt für jeden Teilbogen J ⊆ Γ

lim
i→∞

K(i)∑
l=1

ml(i)

n(i)
ω
ξ
(i)
l ,D

(J) =
k∑
l=1

αl ωξl,D(J) . (5.53)

Da Γ eine Jordankurve der Klasse C2+ ist, folgt daraus

lim
i→∞

c1(i)

n(i)
= sup

γ⊆Γ

(∑k
l=1 αl ωξl,D(γ)∑M
j=1 βj ωηj ,D(γ)

)
<∞ .

Also gilt mit (5.52) für beliebige Teilbögen J von Γ

0 ≤ lim
i→∞

∣∣∣∣∣∣
νi − K(i)∑

l=1

ml(i)

n(i)
ω
ξ
(i)
l ,D

(S1+d(i)(J)
)∣∣∣∣∣∣ ≤ lim

i→∞

(
c+

c1(i)

n(i)

)
d(i) = 0 .

Zusammen mit (5.53) folgt nach Lemma 5.21

νi|S1+d(i)(Γ)
∗−→

k∑
l=1

αl ωξl,D
∣∣
Γ

für i→∞ .

Nun ist noch das Verhalten von νi auf F \ S1+d(i)(Γ) für i gegen unendlich zu untersuchen.

Sei 0 < δ < r0 − 1 fest, dann gilt, da F ∩
(
A \Aor0−δ

)
⊆ A abgeschlossen ist, nach dem Satz

von Hurwitz

lim
i→∞

νi
(
F ∩

(
A \Aor0−δ

))
= 0,

weil (Ri)i∈N auf A lokal gleichmäÿig gegen f 6≡ 0 konvergiert.

Auÿerdem existiert nach Teil (b) von Lemma 5.18 ein c = c(D, η0) > 0, sodass für genügend

groÿe i

νi

(
Ar0−δ \ S

−
1+d(i)(Γ)

)
≤ νi

(
Ar0− 1

2
d(i) \A1+d(i)

)
≤ 2c r0

n(i) d(i)
εr0,Ω(i) ≤ 2c r0 d(i) .
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Also gilt mit (5.52)

0 ≤ lim
i→∞

νi
((
F \ S1+d(i)(Γ)

)
∩A

)
≤ lim

i→∞
2c r0 d(i) = 0 .

Da nach Lemma 5.17

νi
(
D1+d(i)

)
≤ εinf(i)

n(i) log(1 + d(i))

und d(i) < 1, also log(1 + d(i)) ≥ 1
2 d(i), gilt mit (5.52)

0 ≤ lim
i→∞

νi
((
F \ S1+d(i)(Γ)

)
∩D

)
≤ lim

i→∞
νi(D1+d(i)) ≤ lim

i→∞

2εinf(i)

n(i) d(i)
≤ lim

i→∞
2d(i) = 0 .

Zusammen folgt

lim
i→∞

νi
(
F \ S1+d(i)(Γ)

)
= 0 .

Mit

F ∩ supp

(
k∑
l=1

αl ωξl,D

)
⊆ Γ,

folgt insgesamt

νi|F
∗−→

k∑
l=1

αl ωξl,D
∣∣
Γ

für i→∞ . �

Ebenso können wir aus Satz 5.2 eine Aussage über das Verhalten des Nullstellenzählmaÿes

einer konvergenten Folge rationaler Funktionen ableiten.

Satz 5.22

Sei Γ eine geschlossene Jordankurve und es existiere ein Gebiet A ⊆ Ω, wobei Γ ⊆ ∂A und

d(Γ, ∂A\Γ) > 0 gelte, sodass (Ri)i∈N, auf A lokal gleichmäÿig gegen eine holomorphe Funktion

f konvergiert, wobei f |A 6≡ 0 sei. Existieren Punkte ξ1, . . . , ξk ∈ D, k ∈ N, sodass für jedes
ε > 0 genügend klein (5.42) und (5.43) erfüllt sind, gilt (5.44) und existiert ein r1 > 1, sodass

lim inf
i→∞

(
inf
z∈Lr1

Hi(z)

n(i)

)
≥ 0, (5.54)

dann folgt

νi|F
∗−→

k∑
l=1

αl ωξl,D
∣∣
Γ

für i→∞,

für jede abgeschlossene Menge F mit Γ ⊆ F o ⊆ A ∪ Γ ∪D. 2

Aus (5.54) folgt sofort

0 ≤ lim inf
i→∞

(
sup
z∈Lr1

Hi(z)

n(i)

)

= lim inf
i→∞

 sup
z∈Lr1

 1

n(i)
log |Ri(z)| −

K(i)∑
l=1

ml(i)

n(i)
GD

(
z, ξ

(i)
l

) .

(5.55)
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(5.55) erinnert an die Hauptvoraussetzung in Satz 3.4 und Satz 4.4. Darauf werden wir später

noch einmal zurückkommen.

Beweis von Satz 5.22:

Sei r0 > 1 so gewählt, dass Ar0 ⊆ A ∪ Γ gilt, Γr0 beschränkt ist und

f(z) 6= 0 für jedes z ∈ Γr0 .

Für jedes i ∈ N seien εr0,Ω(i) und c0(i) de�niert wie im Beweis von Satz 5.19 und

εr1,D(i) := log ‖Ri‖∂D − inf
z∈Lr1

Hi(z) .

Da Hi nach Lemma 5.7 für jedes i ∈ N in D subharmonisch ist, gilt mit (5.44)

lim sup
i→∞

(
inf
z∈Lr1

Hi(z)

n(i)

)
≤ lim sup

i→∞

(
sup
z∈∂D

Hi(z)

n(i)

)
= lim sup

i→∞

(
1

n(i)
log ‖Ri‖∂D

)
= 0 .

Mit (5.54) folgt

lim
i→∞

(
inf
z∈Lr1

Hi(z)

n(i)

)
= 0 .

Zusammen mit (5.44) erhalten wir

lim
i→∞

εr1,D(i)

n(i)
= 0 .

Sei nun

d(i) := c0(i)
√
εr0,Ω(i) + εr1,D(i) ,

dann folgt mit Teil (a) von Lemma 5.18 anstelle von Lemma 5.17 analog zum Beweis von

Satz 5.19

νi|F
∗−→

k∑
l=1

αl ωξl,D
∣∣
Γ

für i→∞

für jede abgeschlossene Menge F mit Γ ⊆ F o ⊆ A ∪ Γ ∪D. �

Bemerkung 5.23

Da Hi für jedes i ∈ N eine in D subharmonische Funktion ist, gilt mit (5.44)

lim sup
i→∞

Hi(ηj)

n(i)
≤ lim

i→∞

1

n(i)
log ‖Ri‖∂D = 0 für j = 1, . . . ,M .

Ist zudem (5.45) erfüllt, also

lim
i→∞

M∑
j=1

βj
Hi(ηj)

n(i)
= 0,
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so folgt

lim
i→∞

Hi(ηj)

n(i)
= 0 für j = 1, . . . ,M

und somit

lim inf
i→∞

(
lim
r→∞

(
inf
z∈Lr

Hi(z)

n(i)

))
= lim inf

i→∞

(
inf

j∈{1,...,M}

Hi(ηj)

n(i)

)
= 0 .

Das heiÿt, (5.54) ist für r1 → ∞ erfüllt. Da die restlichen Voraussetzungen der beiden Sätze

übereinstimmen, folgt also Satz 5.19 aus Satz 5.22. 2

Wir betrachten nun eine Situation, in der (5.44) stets erfüllt ist. Das entsprechende Lemma

ist eine Verallgemeinerung von Lemma 5.2 in [20].

Lemma 5.24

Der Rand von D bestehe aus L ∈ N disjunkten, beschränkten, geschlossenen Jordankurven

Γ1, . . . ,ΓL der Klasse C2+. (Ri)i∈N konvergiere auf A =
⋃L
j=1Aj lokal gleichmäÿig gegen eine

holomorphe Funktion f , wobei für jedes j ∈ {1, . . . , L} f |Aj 6≡ 0 gelte und Aj ⊆ C \ D ein

Gebiet sei mit Γj ⊆ ∂Aj und d(Γj , ∂Aj \ Γj) > 0. Sind zudem alle Funktionen Ri, i ∈ N, in
A ∪ ∂D polstellenfrei und existiert ein σ > 1, sodass

ξ
(i)
l ∈ Dσ für jedes l ∈ {1, . . . ,K(i)} und jedes i ∈ N, (5.56)

dann ist (5.44) erfüllt. 2

Für den Beweis von Lemma 5.24 benötigen wir die folgende Version des Bernstein�Walsh

Lemmas.

Lemma 5.25

Sei W ⊆ C ein Gebiet, wobei ∂W beschränkt und regulär sei, und r eine rationale Funktion,

die in W genau k paarweise verschiendene Polstellen ξl der Ordnung ml ∈ N, l = 1, . . . , k,

hat, dann gilt für jedes z ∈W

|r(z)| ≤ ‖r‖∂W exp

(
k∑
l=1

mlGW (z, ξl)

)
. 2

Beweis :

Wir betrachten die Funktion h : W → R mit

h(z) := log |r(z)| −
k∑
l=1

mlGW (z, ξl).
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Nach Lemma 5.7 ist h in W subharmonisch, also gilt nach dem Maximumprinzip für jedes

z ∈W
h(z) ≤ ‖h‖∂W = log ‖r‖∂W .

Daraus folgt

log |r(z)| ≤ log ‖r‖∂W +

k∑
l=1

mlGW (z, ξl)

und somit

|r(z)| ≤ ‖r‖∂W exp

(
k∑
l=1

mlGW (z, ξl)

)
. �

Beweis von Lemma 5.24:

Für eine abgeschlossene Menge M ⊆ C \D bezeichnen wir mit D+
M die Zusammenhangskom-

ponente von C \M , die D enthält.

Sei r > 1 beliebig klein, dann existieren analytische Jordankurven γj ⊆ Aj , j = 1, . . . , L,

sodass mit γ :=
⋃L
j=1 γj

sup
ξ∈Dσ

(
max
z∈∂D

GD+
γ

(z, ξ)

)
≤ log r .

Da Ri, i ∈ N, in D+
γ \ D keine Polstellen hat, folgt mit Lemma 5.25 und (5.56) für jedes

z ∈ ∂D

|Ri(z)| ≤ ‖Ri‖γ exp

K(i)∑
l=1

ml(i)GD+
γ

(
z, ξ

(i)
l

) ≤ ‖Ri‖γ rn(i) .

Zudem gilt, da γ ⊆ A und (Ri)i∈N auf A lokal gleichmäÿig gegen eine holomorphe Funktion

f 6≡ 0 konvergiert,

lim
i→∞
‖Ri‖1/n(i)

γ = 1 .

Daraus folgt

lim sup
i→∞

‖Ri‖1/n(i)
∂D ≤ lim sup

i→∞
‖Ri‖1/n(i)

γ r = r .

Da r > 1 beliebig klein gewählt werden kann, folgt

lim sup
i→∞

‖Ri‖1/n(i)
∂D ≤ 1 .

Angenommen es gilt

lim inf
i→∞

‖Ri‖1/n(i)
∂D = q < 1,

dann existiert eine Teilfolge (Ri)i∈Λ, Λ ⊆ N, sodass

lim
i→∞
i∈Λ

‖Ri‖1/n(i)
∂D = q .
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Sei ρ > 1 fest gewählt, dann gilt für jedes z ∈ D mit

sup
ξ∈Dσ

GD(z, ξ) ≤ log ρ

nach Lemma 5.25

lim sup
i→∞
i∈Λ

|Ri(z)|1/n(i) ≤ lim
i→∞
i∈Λ

‖Ri‖1/n(i)
∂D ρ = qρ .

Wir wählen nun ρ so klein, dass qρ < 1, dann bedeutet dies, dass (Ri)i∈Λ auf{
z ∈ D : 0 ≤ sup

ξ∈Dσ
GD(z, ξ) ≤ log ρ

}
gleichmäÿig gegen null konvergiert. Da (Ri)i∈Λ auf A lokal gleichmäÿig gegen f konvergiert,

folgt daraus, dass f ein Stück über ∂D hinweg holomorph fortsetzbar und dort identisch null

ist. Dann wäre f nach dem Identitätssatz auch auf A identisch null. Dies ist ein Widerspruch

zur Voraussetzung. Also gilt

lim
i→∞

1

n(i)
log ‖Ri‖∂D = log

(
lim
i→∞
‖Ri‖1/n(i)

∂D

)
= log 1 = 0 . �

In den beiden Sätzen 5.19 und 5.22 können wir also die Bedingung (5.44) durch die Voraus-

setzung ersetzen, dass (Ri)i∈N in jeder Zusammenhangskomponente von C \D zumindest in

der Nähe des Randes lokal gleichmäÿig gegen eine holomorphe Funktion konvergiert und in

einer festen Umgebung des Randes keine der rationalen Funktionen Ri, i ∈ N, Polstellen hat.

Setzen wir voraus, dass{
ξ

(i)
1 , . . . , ξ

(i)
K(i)

}
= {ξ1, . . . , ξk} für jedes i ∈ N ,

dann sind o�ensichtlich (5.42) für jedes ε > 0 und (5.56) für ein σ > 1 erfüllt.

Korollar 5.26

Es gelte
{
ξ

(i)
1 , . . . , ξ

(i)
K(i)

}
= {ξ1, . . . , ξk} für jedes i ∈ N und ∂D bestehe aus L ∈ N disjunk-

ten, beschränkten, geschlossenen Jordankurven Γ1, . . . ,ΓL der Klasse C2+. Die Folge (Ri)i∈N

konvergiere auf A =
⋃L
j=1Aj lokal gleichmäÿig gegen eine holomorphe Funktion f , wobei für

jedes j ∈ {1, . . . , L} f |Aj 6≡ 0 gelte und Aj ⊆ C \ D ein Gebiet sei mit Γj ⊆ ∂Aj und

d(Γj , ∂Aj \ Γj) > 0. Die Funktionen Ri, i ∈ N, seien auf Γj und in Ãj ⊆ Aj, j = 1, . . . , L,

polstellenfrei, wobei Γj ⊆ ∂Ãj und d(Γj , ∂Ãj \ Γj) > 0 sei, und es gelte

lim
i→∞

ml(i)

n(i)
= αl mit 0 < αl ≤ 1 für l = 1, . . . , k .

Ist zudem (5.45) oder für ein r1 > 1 (5.54) erfüllt, dann folgt

νi|F
∗−→

k∑
l=1

αl ωξl,D für i→∞,

für jede abgeschlosssene Menge F mit ∂D ⊆ F o ⊆ D ∪A. 2
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Bemerkung 5.27

Aus Korollar 5.26 können wir die Aussage von Satz 4.3 ableiten, falls der Rand des Gebietes

A aus Jordankurven der Klasse C2+ besteht, indem wir es nacheinander auf die Gebiete Dl,

l ∈ {1, . . . , n} ∪ {∞}, anwenden.
Für D = D1 ist K(i) = 1 und n(i) = m1(i), weil Ri in D1 nur die eine Polstelle ξ1 hat. Sei

νi,1 :=
ν(Ri, ·)
m1(i)

und {η1, . . . , ηM} := {ξ1}, dann gilt nach Voraussetzung von Satz 4.3

lim
i→∞

M∑
j=1

βj
Hi(ηj)

n(i)
= lim

i→∞
lim
z→ξ1

(
1

n(i)
log |Ri(z)| −

k∑
l=1

ml(i)

n(i)
GD (z, ξl)

)

= lim
i→∞

(
log
∣∣∣a(i)

1,m1(i)

∣∣∣1/m1(i)
− logRξ1,D1

)
= 0,

also ist (5.45) erfüllt. Es folgt nach Korollar 5.26

νi,1|F
∗−→ ωξ1,D1 für i→∞,

für jede abgeschlossene Menge F mit ∂D1 ⊆ F o ⊆ D1 ∪A.
Bezeichnen wir mit ν̃i das normalisierte Nullstellenzählmaÿ von Ri auf C, das heiÿt,

ν̃i =
ν(Ri, ·)∑n

l=1ml(i) +m∞(i)
,

dann gilt

ν̃i|F =
m1(i)∑n

l=1ml(i) +m∞(i)
νi,1

∣∣∣∣
F

∗−→ α1 ωξ1,D1 für i→∞ .

Analog können wir dies für D2, . . . , Dn und D∞ durchführen. Insgesamt folgt

ν̃i
∗−→ α∞µ∂A +

n∑
l=1

αl ωξl,Dl für i→∞ . 2

Beispiele:

(a) Sei D ein unbeschränktes Gebiet, dessen Rand aus endlich vielen disjunkten, beschränk-

ten, geschlossenen Jordankurven der Klasse C2+ besteht, und (Ri)i∈N eine Folge von

Polynomen, die auf C\D gegen eine holomorphe Funktion f konvergiert, wobei f auf kei-

ner Zusammenhangskomponente von C\D verschwindet. Ist für ein r1 > 1 die Bedingung

(5.54) erfüllt, das heiÿt,

lim inf
i→∞

(
inf
z∈Lr1

(
1

n(i)
log |Ri(z)| −GD(z,∞)

))
≥ 0,
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dann gilt nach Korollar 5.26

νi
∗−→ ω∞,D = µ∂D für i→∞ .

Wählen wir {η1, . . . , ηM} = {∞} und lassen r1 gegen unendlich gehen, dann ist (5.54)

erfüllt, falls

lim
i→∞
|ai|1/n(i) =

1

cap(∂D)
,

wobei ai der höchste Koe�zient von Ri sei. Dies entspricht also der klassischen Koe�zi-

entenbedingung wie beispielsweise in Satz 3.2 und in Satz 3.3.

(b) Als eine weitere Anwendung beweisen wir eine etwas abgeschwächte Version von Satz 4.1:

Sei D := {z ∈ C : |z| > r}, r > 0, f analytisch im Nullpunkt und meromorph in Kr(0)

mit genau m Polstellen (Vielfachheiten mitgezählt) ζ1, . . . , ζm ∈ Kr(0), einer Polstelle

oder wesentlichen Singularität auf ∂Kr(0) und f(0) 6= 0. Für n ∈ N sei Rn,m die Padé-

Approximation der Ordnung (n,m) zu f , dann existiert eine Teilfolge Λ ⊆ N, sodass

ν(Rn,m, ·)
n

∗−→ ω∞,D für n→∞, n ∈ Λ .

Unter diesen Voraussetzungen hat R. Montessus de Ballore in [18] nachgewiesen, dassRn,m

für jedes genügend groÿe n ∈ N genau m endliche Polstellen hat, die für n→∞ gegen die

m Polstellen von f konvergieren, und die Folge (Rn,m)n∈N auf Kr(0) \ {ζ1, . . . , ζm} lokal
gleichmäÿig gegen f konvergiert.

Im Unterschied zu Satz 4.1 wird hier vorausgesetzt, dass f �genau� und nicht �maximal�

m Polstellen in Kr(0) hat. Besitzt f weniger als m Polstellen, so ist weder gewährleis-

tet, dass die Padé-Approximationen der Ordnung (n,m) zu f lokal gleichmäÿig gegen f

konvergieren, noch dass die Polstellen ein Stück vom Rand wegbleiben. In diesem Fall ist

also Korollar 5.26 nicht anwendbar.

Beweis :

Für jedes n ∈ N existieren teilerfremde Polynome Pn ∈ Πn und Qn ∈ Πm mit Qn(0) = 1,

sodass

Rn,m =
Pn
Qn

.

Bezeichnen wir mit an den höchsten Koe�zienten von Pn, dann existiert, wie Edrei in [7]

gezeigt hat, eine Teilfolge Λ ⊆ N mit

lim
n→∞
n∈Λ

|an|1/n =
1

r
=

1

cap (∂Kr(0))
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und somit, da m ∈ N fest ist,

lim
n→∞
n∈Λ

|an|1/(n−m) =
1

cap (∂Kr(0))
. (5.57)

Nach dem Satz von Montessus de Ballore hat Rn,m für genügend groÿes n genau m

endliche Polstellen und diese konvergieren gegen ζ1, . . . , ζm. Daraus folgt

(i) Rn,m hat für genügend groÿes n ∈ N in

Ã :=

{
z ∈ Kr(0) : |z| ≥ max

j∈{1,...,m}
|ζj |+ δ

}
und auf ∂Kr(0) keine Polstelle. Dabei sei δ so gewählt, dass 0 < δ < r − |ζj | für
j = 1, . . . ,m gilt.

(ii) Bezeichnen wir mit bn den höchsten Koe�zienten vonQn, dann gilt wegenQn(0) = 1

lim
n→∞

|bn| =
m∏
j=1

|ζj |−1 ∈ C \ {0},

also

lim
n→∞

|bn|1/(n−m) = 1 . (5.58)

(iii) Rn,m hat im Punkt unendlich eine Polstelle der Ordnung n −m und für genügend

groÿes n ∈ N keine weitere in D.

Mit

Hn(z) := log |Rn,m(z)| −GD (z,∞) , n ∈ N,

und {η1, . . . , ηM} = {∞} erhalten wir aus (5.57) und (5.58) zusammen

lim
n→∞
n∈Λ

M∑
j=1

βj
Hn(ηj)

n−m
= lim

n→∞
n∈Λ

H(∞)

n−m
= lim

n→∞
n∈Λ

(
1

n−m
log

∣∣∣∣anbn
∣∣∣∣+ log cap (∂Kr(0))

)
= 0 .

Also ist (5.45) erfüllt.

Da (Rn,m)n∈N nach dem Satz von Montessus de Ballore auf A := Kr(0)\{ζ1, . . . , ζm} lokal
gleichmäÿig gegen die holomorphe Funktion f 6≡ 0 konvergiert, gilt also nach Korollar 5.26

ν(Rn,m, ·)
n−m

∣∣∣∣
F

∗−→ ω∞,D für n→∞, n ∈ Λ,

für jede abgeschlossene Menge F mit ∂Kr(0) ⊆ F o ⊆ D ∪A = C \ {ζ1, . . . , ζm}.

Da m ∈ N fest ist, gilt folglich

ν(Rn,m, ·)
n

∣∣∣∣
F

=
n−m
n
· ν(Rn,m, ·)

n−m

∣∣∣∣
F

∗−→ ω∞,D für n→∞, n ∈ Λ .
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Mit
ν
(
Rn,m,C

)
n

= 1 = ω∞,D(∂Kr(0)) für jedes n ∈ N

folgt insgesamt
ν(Rn,m, ·)

n

∗−→ ω∞,D für n→∞, n ∈ Λ . �

Wir wollen nun auf die Voraussetzung der lokal gleichmäÿigen Konvergenz der Folge (Ri)i∈N

verzichten und gleichzeitig (5.45) bzw. (5.54) durch eine Bedingung, die in der jeweiligen

Situation Bedingung (3.8) in Satz 3.4 und Bedingung (4.5) in Satz 4.4 entspricht, ersetzen.

Dazu verwenden wir die folgenden zwei Lemmata, welche Verallgemeinerungen von Lemmata

in [14] und in [22] sind.

Lemma 5.28

Ist (5.44) erfüllt und existiert eine kompakte Menge F ⊆ D, sodass

lim inf
i→∞

(
sup
z∈F

Hi(z)

n(i)

)
≥ 0,

dann gilt für jede kompakte Menge B ⊆ D mit regulärem Rand

lim inf
i→∞

(
sup
z∈B

Hi(z)

n(i)

)
≥ 0 . 2

Beweis :

Sei zunächst B ⊆ D \ F und wir nehmen an, dass F und Γ in der gleichen Zusammenhangs-

komponente von D \B liegen, wie dies in Abbildung 12 skizziert ist.

Abbildung 12

Angenommen es gilt

lim inf
i→∞

(
sup
z∈B

Hi(z)

n(i)

)
= c < 0 . (5.59)
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Da ∂B und ∂D regulär sind, existiert eine harmonische Funktion h auf D \B mit den Rand-

werten h(z) = 0 für jedes z ∈ ∂D und h(z) = c für jedes z ∈ ∂B. Mit (5.44) und (5.59) gilt

für jedes z ∈ ∂(D \B)

lim inf
i→∞

Hi(z)

n(i)
≤ h(z) .

Da Hi nach Lemma 5.7 für jedes i ∈ N in D \ B subharmonisch ist, folgt daraus nach dem

Majorisierungs- und dem Maximumprinzip (Satz 2.3)

lim inf
i→∞

(
sup
z∈F

Hi(z)

n(i)

)
≤ sup

z∈F
h(z) < 0 .

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, also ist die Annahme falsch.

Seien nun F und Γ wie in Abbildung 13 nicht in der gleichen Zusammenhangskomponente von

D\B oder es seiB∩F 6= ∅. In diesem Fall betrachten wir zunächst eine KreisscheibeK, die, wie

Abbildung 13

in Abbildung 13 skizziert, zwischen B und Γ liegt und sich weder mit F noch mit B schneidet.

Da D \K zusammenhängend ist, liegen F und Γ in der gleichen Zusammenhangskomponente

von D \K, somit gilt nach obigem Beweis

lim inf
i→∞

(
sup
z∈K

Hi(z)

n(i)

)
≥ 0 .

Und es liegen K und Γ in der gleichen Zusammenhangskomponente von D \B. Wir ersetzen

also in obigem Beweis F durch K, dann folgt die Behauptung. �

Lemma 5.29

Ist (5.44) erfüllt und existiert eine kompakte Menge F ⊆ D, sodass

lim inf
i→∞

(
sup
z∈F

Hi(z)

n(i)

)
≥ 0,
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dann gilt für jede abgeschlossene Menge B ⊆ D

lim
i→∞

νi(B) = 0 . 2

Beweis :

Für jedes i ∈ N seien z(i)
1 , . . . , z

(i)
s(i) die Nullstellen von Ri in B und hi : C → R sei de�niert

durch

hi(z) :=
Hi(z)

n(i)
+

1

n(i)

s(i)∑
j=1

GD

(
z, z

(i)
j

)
.

Sei K ⊆ D eine abgeschlossene Kreisscheibe mit K ∩ B = ∅. Da hi für jedes i ∈ N in D

subharmonisch ist, gilt nun

lim sup
i→∞

(
sup
z∈K

hi(z)

)
≤ lim sup

i→∞

(
sup
z∈∂D

hi(z)

)
.

Weil ∂D regulär ist, also GD(z, ξ) = 0 für jedes z ∈ ∂D und ξ ∈ D, folgt mit (5.44)

lim sup
i→∞

(
sup
z∈K

hi(z)

)
≤ lim

i→∞

1

n(i)
log ‖Ri‖∂D = 0 .

Weiter gilt, da GD
(
z, z

(i)
j

)
≥ 0 für jedes z ∈ D, j = 1, . . . , s(i),

hi(z) ≥
Hi(z)

n(i)
.

Daraus folgt

0 ≥ lim sup
i→∞

(
sup
z∈K

hi(z)

)
≥ lim sup

i→∞

(
sup
z∈K

Hi(z)

n(i)

)
≥ lim inf

i→∞

(
sup
z∈K

Hi(z)

n(i)

)
.

Da nach Lemma 5.28

lim inf
i→∞

(
sup
z∈K

Hi(z)

n(i)

)
≥ 0,

gilt in dieser Ungleichungskette überall die Gleichheit, das heiÿt,

lim
i→∞

(
sup
z∈K

Hi(z)

n(i)

)
= 0

und

lim sup
i→∞

(
sup
z∈K

hi(z)

)
= 0 .

Wir erhalten daraus

0 = lim sup
i→∞

(
sup
z∈K

hi(z)

)
= lim sup

i→∞

sup
z∈K

Hi(z)

n(i)
+

1

n(i)

s(i)∑
j=1

GD

(
z, z

(i)
j

)
≥ lim sup

i→∞

sup
z∈K

Hi(z)

n(i)
+ inf
z∈K

 1

n(i)

s(i)∑
j=1

GD

(
z, z

(i)
j

)
= lim sup

i→∞

 inf
z∈K

 1

n(i)

s(i)∑
j=1

GD

(
z, z

(i)
j

) ≥ 0 .
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Also gilt

0 = lim sup
i→∞

 inf
z∈K

 1

n(i)

s(i)∑
j=1

GD

(
z, z

(i)
j

)
≥ lim inf

i→∞

 inf
z∈K

 1

n(i)

s(i)∑
j=1

GD

(
z, z

(i)
j

) ≥ 0

und somit

lim
i→∞

 inf
z∈K

 1

n(i)

s(i)∑
j=1

GD

(
z, z

(i)
j

) = 0 .

De�niere

δ := inf
z∈K
ξ∈B

GD(z, ξ),

dann gilt, da B,K ⊆ D abgeschlossen und B ∩K = ∅,

0 < δ <∞

und somit

lim
i→∞

νi(B) ≤ lim
i→∞

1

δ
inf
z∈K

 1

n(i)

s(i)∑
j=1

GD

(
z, z

(i)
j

) = 0 . �

Satz 5.30

Sei Γ eine geschlossene Jordankurve und es existiere ein Gebiet A ⊆ Ω, wobei Γ ⊆ ∂A sei,

sodass für jede abgeschlossene Menge M ⊆ A gilt

lim
i→∞

νi(M) = 0 . (5.60)

Des Weiteren existiere ein r0 > 1, sodass

lim sup
i→∞

(
1

n(i)
log ‖Ri‖Ar0 +

L(Γr0) log r0

2πn(i)

∥∥∥∥R′iRi
∥∥∥∥

Γr0

− 1

n(i)
log min

z∈Γr0

|Ri(z)|

)
≤ 0 . (5.61)

Zudem sei (5.44) erfüllt. Existieren Punkte ξ1, . . . , ξk ∈ D, k ∈ N, sodass für jedes genügend
kleine ε > 0 (5.42) und (5.43) erfüllt sind und existiert eine kompakte Menge K ⊆ D, sodass

lim inf
i→∞

(
sup
z∈K

Hi(z)

n(i)

)
≥ 0, (5.62)

dann folgt

νi|F
∗−→

k∑
l=1

αl ωξl,D
∣∣
Γ

für i→∞,

für jede abgeschlossene Menge F mit Γ ⊆ F o ⊆ D ∪ Γ ∪A. 2
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Beweis :

Sei B ⊆ D \ {∞} ein Kompaktum mit regulärem Rand, dann folgt nach Lemma 5.28 aus

Bedingung (5.62)

lim inf
i→∞

(
sup
z∈B

Hi(z)

n(i)

)
≥ 0 . (5.63)

Sei S ⊆ D \ {∞} kompakt, wobei So ein Gebiet sei und B ⊆ So gelte, und z(i)
1 , . . . , z

(i)
s(i) die

Nullstellen von Ri in S, i ∈ N, dann gilt nach Lemma 5.29

lim
i→∞

s(i)

n(i)
= lim

i→∞
νi(S) = 0 . (5.64)

De�nieren wir für jedes i ∈ N

qi(z) :=

s(i)∏
j=1

(
z − z(i)

j

)
,

dann hat die rationale Funktion

R̃i :=
Ri
qi

in S keine Nullstellen. Mit ñ(i) bezeichnen wir nun die Anzahl der Polstellen von R̃i (inklusive

Vielfachheiten) in D.

Ohne Einschränkung liege der Nullpunkt nicht in D. Andernfalls führen wir zunächst eine

Translation ϕ(z) = z − a mit a ∈ Γ durch, dann ist 0 6∈ ϕ(D).

Falls Ri im Punkt unendlich keine Polstelle hat, stimmen die Polstellen von R̃i in D mit denen

von Ri überein. Das heiÿt, ñ(i) entspricht n(i) und die Funktion H̃i : C→ R mit

H̃i(z) := log |R̃i(z)| −
K(i)∑
l=1

ml(i)GD

(
z, ξ

(i)
l

)
ist nach Lemma 5.7 subharmonisch in D und harmonisch in dem Gebiet So.

Ist ∞ ∈
{
ξ

(i)
1 , . . . , ξ

(i)
K(i)

}
, ohne Einschränkung sei ξ(i)

1 = ∞, dann sind zwei Fälle zu unter-

scheiden:

1. Fall: Gilt s(i) ≤ m1(i), dann ist ξ(i)
1 Polstelle der Ordnung (m1(i)−s(i)) von R̃i und somit

log |R̃i(z)| −
K(i)∑
l=2

ml(i)GD

(
z, ξ

(i)
l

)
− (m1(i)− s(i))GD

(
z, ξ

(i)
1

)
subharmonisch in D und harmonisch in So. Auÿerdem ist ñ(i) = n(i)− s(i).

2. Fall: Ist s(i) > m1(i), so ist ξ(i)
1 keine Polstelle von R̃i, das bedeutet,

log |R̃i(z)| −
K(i)∑
l=2

ml(i)GD

(
z, ξ

(i)
l

)
ist subharmonisch in D und harmonisch in So und ñ(i) = n(i)−m1(i).
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Da zudem GD

(
·, ξ(i)

1

)
superharmonisch in D und harmonisch in So ⊆ D \

{
ξ

(i)
1

}
, ist H̃i in

jedem Fall subharmonisch in D und harmonisch in So.

Des Weiteren gilt

lim
i→∞

s(i)

ñ(i)
= 0 und lim

i→∞

n(i)

ñ(i)
= 1 . (5.65)

Wir erhalten nun

lim sup
i→∞

(
sup
z∈S

H̃i(z)

ñ(i)

)
≤ lim sup

i→∞

(
sup
z∈∂D

H̃i(z)

ñ(i)

)

= lim sup
i→∞

(
sup
z∈∂D

(
Hi(z)

ñ(i)
− 1

ñ(i)
log |qi(z)|

))
≤ lim sup

i→∞

(
n(i)

ñ(i)

∥∥∥∥ Hi

n(i)

∥∥∥∥
∂D

− s(i)

ñ(i)
log d(S, ∂D)

)
= lim sup

i→∞

1

n(i)
log ‖Ri‖∂D ,

denn 0 < d(S, ∂D) <∞. Daraus folgt mit (5.44)

lim sup
i→∞

(
sup
z∈S

H̃i(z)

ñ(i)

)
≤ 0 . (5.66)

Das bedeutet, dass die Funktionen
H̃i

ñ(i)
, i ∈ N, in So harmonisch und nach oben beschränkt

sind. Deshalb folgt nach Satz 2.4, dass entweder die Folge dieser Funktionen in So lokal

gleichmäÿig gegen −∞ konvergiert oder zumindest eine Teilfolge davon lokal gleichmäÿig

gegen eine in So harmonische Funktion konvergiert.

Da ∅ 6= B ⊆ S und S beschränkt ist, also

0 < sup
ζ∈B
ξ∈S

|ξ − ζ| <∞,

gilt mit (5.63)

lim inf
i→∞

(
sup
z∈B

H̃i(z)

ñ(i)

)
≥ lim inf

i→∞

sup
z∈B

n(i)

ñ(i)

Hi(z)

n(i)
− s(i)

ñ(i)
sup
ζ∈B
ξ∈S

log |ξ − ζ|


= lim inf

i→∞

(
sup
z∈B

Hi(z)

n(i)

)
≥ 0 .

(5.67)

Folglich können wir ausschlieÿen, dass die Folge lokal gleichmäÿig gegen −∞ konvergiert. Das

heiÿt, es existiert eine Teilfolge (
H̃i

ñ(i)

)
i∈Λ

, Λ ⊆ N,
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die lokal gleichmäÿig gegen eine in So harmonische Funktion H̃ konvergiert.

Nun gilt nach (5.66)

H̃(z) ≤ 0 für jedes z ∈ So

und gleichzeitig nach (5.67)

sup
z∈B

H̃(z) ≥ 0 .

Da B ⊆ So kompakt ist und H̃ harmonisch, also insbesondere stetig, in So ist, wird das

Supremum in B und somit im Innern von S angenommen. Daraus folgt nach dem Maxi-

mumgprinzip, dass H̃ identisch null ist, also gilt insbesondere für jedes z ∈ B

lim
i→∞
i∈Λ

H̃i(z)

ñ(i)
= H̃(z) = 0 . (5.68)

Des Weiteren gilt wegen

0 < d(Γ, S), d(Γr0 , S), sup
ζ∈Γr0
ξ∈S

|ξ − ζ| <∞

und

log ‖R̃i‖Ar0 ≤ log ‖Ri‖Ar0 − s(i) log d(Γ, S),∥∥∥∥∥R̃′iR̃i
∥∥∥∥∥

Γr0

=

∥∥∥∥R′iRi − q′i
qi

∥∥∥∥
Γr0

≤
∥∥∥∥R′iRi

∥∥∥∥
Γr0

+
s(i)

d(Γr0 , S)

sowie log min
z∈Γr0

|R̃i(z)| ≥ log min
z∈Γr0

|Ri(z)| − s(i) sup
ζ∈Γr0
ξ∈S

log |ξ − ζ|

zusammen mit (5.61) und (5.65)

lim sup
i→∞

 1

ñ(i)
log ‖R̃i‖Ar0 +

L(Γr0) log r0

2πñ(i)

∥∥∥∥∥R̃′iR̃i
∥∥∥∥∥

Γr0

− 1

ñ(i)
log min

z∈Γr0

|R̃i(z)|


≤ lim sup

i→∞

 s(i)

ñ(i)
log d(Γ, S) +

L(Γr0) log r0

2πñ(i)

s(i)

d(Γr0 , S)
+
s(i)

ñ(i)
sup
ζ∈Γr0
ξ∈S

log |ξ − ζ|


= 0

(5.69)

sowie mit (5.44)

lim sup
i→∞

1

ñ(i)
log ‖R̃i‖∂D ≤ lim sup

i→∞

(
1

ñ(i)
log ‖Ri‖∂D −

s(i)

ñ(i)
log d(S, ∂D)

)
= lim

i→∞

1

n(i)
log ‖Ri‖∂D = 0 .

(5.70)
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Wir wählen ein η ∈ B beliebig, setzen {η1, . . . , ηM} := {η} und de�nieren wie im Beweis von

Satz 5.19 für jedes i ∈ N

ε̃r0,Ω(i) := log ‖R̃i‖Ar0 +
L(Γr0) log r0

2π

∥∥∥∥∥R̃′iR̃i
∥∥∥∥∥

Γr0

− inf
z∈Γr0

log |R̃i(z)|,

und ε̃inf(i) := log ‖R̃i‖∂D − H̃i(η) .

Nun gilt nach (5.69)

lim sup
i→∞

ε̃r0,Ω(i)

ñ(i)
≤ 0

und nach (5.68) und (5.70)

lim sup
i→∞
i∈Λ

ε̃inf(i)

ñ(i)
≤ 0 .

Da zudem ε̃r0,Ω(i) und ε̃inf(i) nie negativ sind (siehe S. 29), folgt daraus

lim
i→∞
i∈Λ

√
ε̃r0,Ω(i) + ε̃inf(i)

ñ(i)
= 0 .

Auÿerdem gilt aufgrund von (5.67) nach Lemma 5.29 für jede abgeschlossene Menge B ⊆ D

lim
i→∞

ν(R̃i, B)

ñ(i)
= 0 .

Zusammen mit (5.60) folgt analog zum Beweis von Satz 5.19

ν(R̃i, ·)
ñ(i)

∣∣∣∣∣
F

∗−→
k∑
l=1

αl ωξl,D
∣∣
Γ

für i→∞, i ∈ Λ

für jede abgeschlossene Menge F mit Γ ⊆ F o ⊆ D ∪ Γ ∪A. Wegen (5.64) folgt sofort

νi|F
∗−→

k∑
l=1

αl ωξl,D
∣∣
Γ

für i→∞, i ∈ Λ .

Dieses Vorgehen können wir auch auf (Ri)i∈N\Λ und jede andere Teilfolge von (Ri)i∈N anwen-

den. Daraus erhalten wir, dass jede Teilfolge von (νi|F )i∈N eine Teilfolge hat, die schwach-stern

gegen
k∑
l=1

αl ωξl,D
∣∣
Γ

konvergiert. Also konvergiert die gesamte Folge schwach-stern gegen dieses Maÿ. �

Konvergiert (Ri)i∈N, wie in Satz 5.19 und in Satz 5.22 vorausgesetzt, in dem Gebiet A lokal

gleichmäÿig gegen eine holomorphe Funktion und ist (5.44) erfüllt, so sind (5.60) und (5.61)



90 5 Diskrepanzsätze für die Nullstellenverteilung von rationalen Funktionen

erfüllt. Aus (5.45) folgt (5.62) für K = {η1, . . . , ηM} und aus (5.54) folgt (5.62) für K = Lr1 .

Das bedeutet, dass Satz 5.19 und Satz 5.22 aus Satz 5.30 folgen.

Ebenso folgt aus Satz 5.30 durch mehrmaliges Anwenden wie in Bemerkung 5.27 die Aussage

von Satz 4.4, falls der Rand des Gebietes A aus Jordankurven der Klasse C2+ besteht.

Ist Γ ein Jordanbogen, so vereinfacht sich der Satz wie folgt:

Satz 5.31

Sei Γ ein Jordanbogen und sei (5.44) erfüllt. Existieren Punkte ξ1, . . . , ξk ∈ D, k ∈ N, sodass
für jedes genügend kleine ε > 0 (5.42) und (5.43) erfüllt sind und existiert eine kompakte

Menge K ⊆ D, sodass (5.62) erfüllt ist, dann folgt

νi|F
∗−→

k∑
l=1

αl ωξl,D
∣∣
Γ

für i→∞,

für jede abgeschlossene Menge F mit Γ ⊆ F o ⊆ D ∪ Γ. 2

Bemerkung 5.32

(a) Wir betrachten die Situation von Satz 3.4, wobei wir annehmen, dass ∂E endliche Verei-

nigung disjunkter Jordankurven und Jordanbögen der Klasse C2+ ist.

(Ri)i∈N sei eine Folge von Polynomen, die die Voraussetzungen von Satz 3.4 erfüllt. Wir

bezeichnen für jedes i ∈ N mit R̃i das Polynom, das entsteht, wenn wir aus Ri die

Nullstellen in kompakten Mengen Sj ⊆ Ωj mit Soj 6= ∅, j = 1, . . . ,m, herausdividieren,

wobei Ω1, . . . ,Ωm die Zusammenhangskomponenten von Eo seien.

Für j = 1, . . . ,m wählen wir aus diesen Mengen Soj jeweils einen Punkt als Polstelle der

Greenschen Funktion, die für die Zusammenhangskomponente Ωj die Rolle von G0 über-

nimmt. Dann können wir Satz 5.30 bzw. Satz 5.31 an jeder Zusammenhangskomponente

von ∂E auf die Folge
(
R̃i

)
i∈N

anwenden, denn:

(i) aus (3.7) folgt (5.60) für A = Ωj , j = 1, . . . ,m,

(ii) die Bedingung (5.61) können wir für r0 gegen unendlich mit ähnlicher Argumentation

wie im Beweis von Satz 5.30 unter Verwendung von Satz 2.4 aus (3.6) und (3.7)

ableiten,

(iii) (3.6) impliziert (5.44) und

(iv) (3.8) entspricht (5.62).

Also konvergiert nach Satz 5.30 und Satz 5.31 das normalisierte Nullstellenzählmaÿes von

R̃i schwach-stern gegen µE , und daraus folgt mit (3.7) die Schwach-Stern-Konvergenz von

(νi)i∈N gegen µE .
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(b) Sind (5.44) und (5.62) erfüllt und existieren Punkte ξ1, . . . , ξk ∈ D, k ∈ N, sodass für
jedes genügend kleine ε > 0 die beiden Bedingungen (5.42) und (5.43) gelten, so ist die

Funktion

h :=
k∑
l=1

αlGD(·, ξl)

in D \ {ξ1, . . . , ξk} eine exakte harmonische Majorante für die Folge
(
R

1/n(i)
i

)
i∈N

, denn:

O�ensichtlich ist h in D \ {ξ1, . . . , ξk} harmonisch.

Da Hi für jedes i ∈ N in D\{ξ1, . . . , ξk} ⊆ D subharmonisch ist, gilt für jedes Kontinuum

K ⊆ D \ {ξ1, . . . , ξk} mit (5.44)

lim sup
i→∞

(
sup
z∈K

Hi(z)

n(i)

)
≤ lim sup

i→∞

(
sup
z∈∂D

Hi(z)

n(i)

)
= lim

i→∞

1

n(i)
log ‖Ri‖∂D = 0 .

Wegen (5.42) und (5.43) folgt

lim sup
i→∞

‖Ri‖1/n(i)
K ≤ max

z∈K
exp

(
k∑
l=1

αlGD(z, ξl)

)
= max

z∈K
exp (h(z)) .

Somit ist h eine harmonische Majorante für die Folge
(
R

1/n(i)
i

)
i∈N

.

Angenommen h ist keine exakte harmonische Majorante dieser Folge, dann gilt nach

Satz 2.11

lim sup
i→∞

‖Ri‖1/n(i)
K < max

z∈K
exp (h(z)) = max

z∈K
exp

(
k∑
l=1

αlGD(z, ξl)

)

für jedes Kontinuum K ⊆ D \ {ξ1, . . . , ξk}. De�nieren wir für ein σ > 1 beliebig

γσ :=

{
z ∈ D :

k∑
l=1

αlGD(z, ξl) = log σ

}
,

dann erhalten wir

lim sup
i→∞

‖Ri‖1/n(i)
γσ < max

z∈γσ
exp

(
k∑
l=1

αlGD(z, ξl)

)
= σ .

Somit existiert eine Teilfolge (Ri)i∈Λ, Λ ⊆ N, sodass

lim
i→∞
i∈Λ

(
1

n(i)
log ‖Ri‖γσ

)
< log σ =

k∑
l=1

αlGD(z, ξl) für jedes z ∈ γσ .

Daraus folgt

lim
i→∞

(
sup
z∈γσ

(
1

n(i)
log |Ri(z)| −

k∑
l=1

αlGD(z, ξl)

))
< 0 .



92 5 Diskrepanzsätze für die Nullstellenverteilung von rationalen Funktionen

Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung, denn aus (5.62) folgt mit Lemma 5.28

lim inf
i→∞

(
sup
z∈γσ

(
1

n(i)
log |Ri(z)| −

k∑
l=1

αlGD(z, ξl)

))
≥ 0 .

Also ist die Annahme falsch. 2

5.4.2 Häufungspunkte von w-Stellen

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels kehren wir zu den Anfängen der Untersuchung der Null-

stellenverteilung von Polynomfolgen zurück. Wir leiten aus Satz 5.30 und aus Satz 5.31 Ver-

allgemeinerungen von Satz 3.1 ab.

Satz 5.33

Sei Γ eine geschlossene Jordankurve, w ∈ C und es existiere ein Gebiet A ⊆ Ω, wobei Γ ⊆ ∂A
sei, sodass für jede abgeschlossene Menge M ⊆ A gilt

lim
i→∞

ν(Ri − w,M)

n(i)
= 0 . (5.71)

Des Weiteren existiere ein r0 > 1, sodass

lim sup
i→∞

(
1

n(i)
log ‖Ri − w‖Ar0+

L(Γr0) log r0

2πn(i)

∥∥∥∥ R′i
Ri − w

∥∥∥∥
Γr0

− 1

n(i)
log min

z∈Γr0

|Ri(z)− w|

)
≤ 0 .

(5.72)

Zudem gelte

lim
i→∞

1

n(i)
log ‖Ri − w‖∂D = 0 . (5.73)

Existieren Punkte ξ1, . . . , ξk ∈ D, k ∈ N, sodass für jedes genügend kleine ε > 0 (5.42) und

(5.43) erfüllt sind und ist für eine kompakte Menge K ⊆ D (5.62) erfüllt, dann existiert zu

jedem z0 ∈ Γ und jeder o�enen Umgebung U von z0 ein i0 = i0(w,U) ∈ N, sodass

w ∈ Ri(U) für jedes i ≥ i0 . 2

Beweis :

Wir zeigen zunächst, dass eine kompakte Menge K̃ ⊆ D existiert, sodass

lim inf
i→∞

sup
z∈K̃

 1

n(i)
log |Ri(z)− w| −

K(i)∑
l=1

ml(i)

n(i)
GD

(
z, ξ

(i)
l

) ≥ 0 . (5.74)
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Wir setzen K̃ := Kρ(ξ1) ⊆ D, ρ > 0 genügend klein, dann folgt aus (5.62) mit Lemma 5.28

lim inf
i→∞

(
sup
z∈K̃

(
Hi(z)

n(i)

))
≥ 0 . (5.75)

Hi nimmt als subharmonische Funktion auf jeder kompakten Teilmenge von D ein Maximum

an, das heiÿt, es existiert für jedes i ∈ N ein zi ∈ K̃ mit

sup
z∈K̃

(
Hi(z)

n(i)

)
=
Hi(zi)

n(i)
=

1

n(i)
log |Ri(zi)| −

K(i)∑
l=1

ml(i)

n(i)
GD

(
zi, ξ

(i)
l

)
.

Da ξ1 ∈ K̃ und d(∂D, K̃) > 0, gilt wegen (5.43)

lim inf
i→∞

K(i)∑
l=1

ml(i)

n(i)
GD

(
zi, ξ

(i)
l

) > 0,

und somit folgt aus (5.75)

lim inf
i→∞

(
1

n(i)
log |Ri(zi)|

)
> 0 .

Also existiert für jedes c > 0 ein i(c) ∈ N, sodass

|Ri(zi)| > c für jedes i ≥ i(c) . (5.76)

Nun gilt

lim inf
i→∞

sup
z∈K̃

 1

n(i)
log |Ri(z)− w| −

K(i)∑
l=1

ml(i)

n(i)
GD

(
z, ξ

(i)
l

)
= lim inf

i→∞

(
sup
z∈K̃

(
Hi(z)

n(i)
+

1

n(i)
log

∣∣∣∣Ri(z)− wRi(z)

∣∣∣∣)
)

≥ lim inf
i→∞

(
Hi(zi)

n(i)
+

1

n(i)
log

∣∣∣∣1− w

Ri(zi)

∣∣∣∣) = lim inf
i→∞

(
Hi(zi)

n(i)

)
≥ 0,

denn wegen (5.76) gilt für genügend groÿe i ∈ N

1

2
< 1− |w|

|Ri(zi)|
≤
∣∣∣∣1− w

Ri(zi)

∣∣∣∣ ≤ 1 +
|w|
|Ri(zi)|

<
3

2
,

das heiÿt,

lim
i→∞

(
log

∣∣∣∣1− w

Ri(zi)

∣∣∣∣1/n(i)
)

= log 1 = 0 .

Also ist (5.74) gezeigt. Da zudem die Polstellen von Ri − w mit denen von Ri für alle i ∈ N
übereinstimmen, sind somit sämtliche Voraussetzungen von Satz 5.30 für die Folge (Ri−w)i∈N

erfüllt.
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In der Notation des Beweises von Satz 5.30 angewendet auf die Folge (Ri−w)i∈N statt (Ri)i∈N

gilt folglich mit

d(i) :=

√
ε̃r0,Ω(i) + ε̃inf(i)

ñ(i)

analog

lim
i→∞

d(i) = 0 .

Sei z0 ∈ Γ beliebig und U eine o�ene Umgebung von z0. Dann existiert somit ein Teilbogen

J ⊆ Γ, wobei z0 ∈ J 6= {z0}, und ein i1 ∈ N mit der Eigenschaft, dass

S1+d(i)(J) ⊆ U für jedes i ≥ i1 .

Wie im Beweis von Satz 5.19 ist

lim
i→∞

∣∣∣∣∣
(
ν(R̃i, ·)
n(i)

−
k∑
l=1

αl ωξl,D

)(
S1+d(i)(J)

)∣∣∣∣∣ = 0,

folglich existiert zu ε > 0 ein i2 = i2(ε) ∈ N, i2 ≥ i1, sodass∣∣∣∣∣
(
ν(R̃i, ·)
n(i)

−
k∑
l=1

αl ωξl,D

)(
S1+d(i)(J)

)∣∣∣∣∣ < ε für jedes i ≥ i2 .

Wählen wir ε genügend klein, so gilt also für alle i ≥ i2

ν(R̃i, U)

n(i)
≥
ν(R̃i, S1+d(i)(J))

n(i)
>

k∑
l=1

αl ωξl,D(J)− ε > 0 .

Das bedeutet, dass R̃i für jedes i ≥ i2 in U eine Nullstelle hat. Jede endliche Nullstelle von

R̃i ist auch Nullstelle von Ri − w, also existiert für jedes i ≥ i2 ein z ∈ U mit Ri(z) = w.

Folglich ist w ∈ Ri(U) für jedes i ≥ i2. �

Korollar 5.34

Sei Γ eine geschlossene Jordankurve und es existiere ein Gebiet A ⊆ Ω, wobei Γ ⊆ ∂A und

d(Γ, ∂A\Γ) > 0 gelte, sodass (Ri)i∈N auf A lokal gleichmäÿig gegen eine holomorphe Funktion

f konvergiert, wobei f |A 6≡ w, w ∈ C, sei. Existieren Punkte ξ1, . . . , ξk ∈ D, k ∈ N, sodass
für jedes ε > 0 genügend klein (5.42) und (5.43) erfüllt sind, ist (5.44), für ein σ > 1 (5.56)

und für eine kompakte Menge K ⊆ D (5.62) erfüllt, dann existiert zu jedem z0 ∈ Γ und jeder

o�enen Umgebung U von z0 ein i0 = i0(w,U) ∈ N, sodass

w ∈ Ri(U) für jedes i ≥ i0 . 2
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Beweis :

Konvergiert (Ri)i∈N in A lokal gleichmäÿig gegen eine holomorphe Funktion f 6≡ w, so kon-

vergiert (Ri −w)i∈N auf A lokal gleichmäÿig gegen die holomorphe Funktion f −w 6≡ 0. Also

ist (5.71) aufgrund des Satzes von Hurwitz erfüllt.

Wir zeigen nun, dass (5.73) erfüllt ist. Dazu nehmen wir zunächst an, dass

lim sup
i→∞

‖Ri − w‖1/n(i)
∂D > 1 .

Daraus würde folgen

lim sup
i→∞

‖Ri‖1/n(i)
∂D ≥ lim sup

i→∞
(‖Ri − w‖∂D − |w|)1/n(i) > 1 .

Dies widerspricht (5.44), also ist

lim sup
i→∞

‖Ri − w‖1/n(i)
∂D ≤ 1 .

Angenommen es gilt

lim inf
i→∞

‖Ri − w‖1/n(i)
∂D < 1,

dann folgt mit (5.56) analog zum Beweis von Lemma 5.24, dass f −w ≡ 0. Dies ergibt einen

Widespruch, also gilt

lim
i→∞
‖Ri − w‖1/n(i)

∂D = 1 .

Wählen wir ein r0 > 1 mit der Eigenschaft, dass Ar0 ⊆ A∪Γ, f(z) 6= w für jedes z ∈ Γr0 und

Γr0 beschränkt ist, so können wir aus der lokal gleichmäÿigen Konvergenz der Folge (Ri−w)i∈N

gegen die holomorphe Funktion f − w 6≡ 0 zusammen mit (5.73) auch die Bedingung (5.72)

ableiten. Somit sind alle Voraussetzungen von Satz 5.33 erfüllt, also folgt die Behauptung. �

Aus Satz 5.31 kann analog der folgenden Satz abgeleitet werden.

Satz 5.35

Sei Γ ein Jordanbogen, w ∈ C und sei (5.73) erfüllt. Existieren Punkte ξ1, . . . , ξk ∈ D, k ∈ N,
sodass für jedes genügend kleine ε > 0 (5.42) und (5.43) erfüllt sind, und ist (5.62) für eine

kompakte Menge K ⊆ D erfüllt, dann existiert zu jedem z0 ∈ Γ und jeder o�enen Umgebung

U von z0 ein i0 = i0(w,U) ∈ N, sodass

w ∈ Ri(U) für jedes i ≥ i0 . 2

Aus Satz 5.33 bzw. Satz 5.35 folgt, dass jeder Punkt von Γ Häufungspunkt von w-Stellen der

rationalen Funktionen Ri, i ∈ N, ist. Somit ist insbesondere unter den Voraussetzungen von
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Satz 5.30 bzw. Satz 5.31 jeder Punkt von Γ Häufungspunkt von Nullstellen der Folge dieser

Funktionen.

Darüber hinaus ist unter den Voraussetzungen von Korollar 5.34, wobei f auf A nicht konstant

sei, jeder Punkt von Γ sowie unter den Voraussetzungen von Korollar 5.26, falls f auf keinem

der Gebiete Aj , j = 1, . . . , L, konstant ist, jeder Punkt von ∂D Häufungspunkt von w-Stellen

der Folge (Ri)i∈N, und zwar für jedes w ∈ C.



97

6 Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit Teile der von Erd®s und Turán begründeten Theorie der Diskre-

panzsätze für die Nullstellenverteilung von Polynomen auf rationale Funktionen übertragen.

Es gibt einige Möglichkeiten, dies noch weiterzuentwickeln.

Die hier bewiesenen Sätze gelten in der Umgebung von Jordankurven der Klasse C2+. In

dieser Hinsicht sind sicherlich noch Verallgemeinerungen möglich, beispielsweise entsprechend

den Diskrepanzsätzen für Polynome von V. V. Andrievskii und H.-P. Blatt in [1]. Zwei Sätze

aus diesem Buch wollen wir hier exemplarisch angeben.

Sei im Folgenden für n ∈ N

pn(z) =
n∑
j=0

ajz
j ,

wobei an 6= 0 sei, und

νn :=
ν(pn, ·)
n

.

Zunächst sei Γ ⊆ C eine quasikonforme geschlossene Jordankurve, also eine stückweise glatte

Kurve, deren Innenwinkel an den Ecken nicht null sind, Ω das Innere und D das Äuÿere von

Γ. Wir wählen ein η0 ∈ Ω mit pn(η0) 6= 0, dann gibt es zwei konforme Abbildungen

Φ : D → C \ D mit Φ(∞) =∞ und Φ′(∞) > 0

und φ : Ω→ D mit φ(η0) = 0 und φ′(η0) > 0 .

Für σ, τ > 0 und J ⊆ Γ sei Aσ,τ (J) eine über Φ und φ de�nierte (σ, τ)-Umgebung von J .

Bezeichnen wir mit ωΦ ◦ψ das Stetigkeitsmodul von Φ ◦ ψ, wobei ψ := φ−1 sei, so existieren

Konstanten c, α > 0, sodass

ωΦ ◦ψ(x) ≤ c xα für jedes x > 0 . (6.1)

Wir de�nieren weiter

εD := sup
z∈C

UµΓ−νn(z) und εΩ := εD + Uνn−µΓ(η0) . (6.2)

Satz 6.1 (Andrievskii, Blatt)

Sei εD + εΩ < 1 und α > 0 so gewählt, dass (6.1) für ein c > 0 erfüllt ist. Sei 0 < c0 < 1 fest,

dann existiert eine Konstante C = C(Γ, η0, c0) > 0, sodass

|(µΓ − νn)(Aσ,τ (J))| ≤ C (εD + εΩ)α/(1+α)

für jeden Teilbogen J ⊆ Γ, für σ ≥ σ0 und 1 > τ ≥ σ1/α
0 , wobei

σ0 := 1 + c0 (εD + εΩ)α/(1+α) . 2
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Sei nun E ⊆ C kompakt, wobei D := C \E mehrfach zusammenhängend und ∂D regulär sei,

und Ω ⊆ Eo, wobei Γ := ∂Ω eine Dini-glatte geschlossene Jordankurve sei, das bedeutet, dass

der Winkel der Tangente an Γ eine bestimmte Stetigkeitsbedingung erfüllt. Auÿerdem gelte

d
(
Ω, E \ Ω

)
> 0.

Wir wählen ein η0 ∈ Ω mit pn(η0) 6= 0. Wiederum sei φ : Ω → D die eindeutige konforme

Abbildung mit φ(η0) = 0 und φ′(η0) > 0 sowie Aσ(J) für J ⊆ Γ und σ > 0 eine σ-Umgebung

von J .

Satz 6.2 (Andrievskii, Blatt)

Seien εD und εΩ wie in (6.2) de�niert und σ :=
√
εD + εΩ < 1, dann gilt

νn

(
{z ∈ D : GD(z,∞) ≥ log(1 + σ)} ∪ {z ∈ Ω : |φ(z)| ≤ 1− σ}

)
≤ 2σ,

und es existiert eine Konstante C = C(E,Γ) > 0, sodass

|(µE − νn)(Aσ(J))| ≤ C σ

für jeden Teilbogen J ⊆ Γ. 2

Eine Möglichkeit, die Diskrepanzsätze in Abschnitt 5.1.1 zu verschärfen, wäre die Nullstellen

innerhalb und auÿerhalb der betrachteten Kurve getrennt abzuschätzen, wie dies Erdélyi 2008

in [9] am Einheitskreis durchgeführt hat:

Satz 6.3 (Erdélyi)

Sei für α < β ≤ α+ 2π

S(α, β) = {z ∈ C : α ≤ arg(z) + 2π k ≤ β, k ∈ Z},

dann gilt

νn
(
S(α, β) ∩ (C \ D)

)
− β − α

2π
≤ 16

√
1

n
log
‖pn‖T
|an|

und

νn
(
S(α, β) ∩ D

)
− β − α

2π
≤ 16

√
1

n
log
‖pn‖T
|a0|

. 2

In [2], einer Arbeit von Andrievskii, Blatt und F. aus dem Jahr 2011, wird die Aussage von

Satz 6.3 für die äuÿeren Nullstellen auf quasikonformen Jordankurven übertragen.

Sei Γ ⊆ C also wieder eine quasikonforme geschlossene Jordankurve, D das Äuÿere von Γ, Ω

das Innere von Γ und η0 ∈ Ω fest gewählt.
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Satz 6.4 (Andrievskii, Blatt, F.)

Sei εD de�niert wie in (6.2), dann existiert ein β = β(Γ) > 0 und ein c = c(Γ) > 0, sodass

νn (S(J,D))− µΓ(J) ≤ c (εD)β

für jeden Teilbogen J ⊆ Γ, wobei

S(J,D) :=
{
z ∈ D : π(z) ∈ J

}
und π die zu den Niveaulinien von GD(·,∞) orthogonale Projektion auf Γ sei. 2

Zudem wird in [2] die Vermutung aufgestellt, dass eine Konstante c = c(Γ, η0) > 0 und eine

Konstante β̃ = β̃(Γ) > 0 existiert, sodass

νn (S(J,Ω))− µΓ(J) ≤ c (εΩ)β̃

für jeden Teilbogen J ⊆ Γ, wobei εΩ wie in (6.2) de�niert sei,

S(J,Ω) :=
{
z ∈ Ω : π0(z) ∈ J

}
und π0 die zu den Niveaulinien von GΩ(·, η0) orthogonale Projektion auf Γ sei. Dies ist eine

Verallgemeinerung des Satzes von Erdélyi für die Nullstellen von pn im Innern von Γ.
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Symbolverzeichnis

C komplexe Ebene, S. 3

C = C ∪ {∞}, S. 3

N Menge der natürlichen Zahlen, S. 3

N0 = N ∪ {0}, S. 3

R Menge der reellen Zahlen, S. 3

R = R ∪ {−∞,∞}, S. 3

Z Menge der ganzen Zahlen, S. 3

∂M Rand von M in C, S. 3

M = M ∪ ∂M , S. 3

Mo = M \ ∂M , S. 3

d(z0,M) = inf{|z − z0| : z ∈M}, S. 3

d(M1,M2) = inf{|z1 − z2| : z1 ∈M1, z2 ∈M2}, S. 3

z −∞ = z−1, S. 3

Kr(z0) = {z ∈ C : |z − z0| < r}, S. 3

Kr(∞) = {z ∈ C : |z| > 1/r}, S. 3

D = K1(0), S. 3

T = ∂D, S. 3

C 2+ Klasse der Kurven, deren Parametrisierung in der zweiten Ableitung eine

Hölderbedingung zu einem positiven Exponenten erfüllt, S. 3

L(γ) Bogenlänge der (stückweise) rekti�zierbaren Kurve γ, S. 3

C(M) Klasse der auf M stetigen Funktionen, S. 3

‖f‖M = supz∈M |f(z)|, S. 3

supp(f) = {z ∈M : f(z) 6= 0}, S. 3

supp(τ) = C \ U , wobei U gröÿte o�ene Teilmenge von C mit τ(U) = 0, S. 4

C2(U) Klasse der in U zweimal stetig di�erenzierbaren reellwertigen Funktionen,

S. 4

∆ Laplace-Operator, S. 4

Re(f) Realteil von f , S. 4

Im(f) Imaginärteil von f , S. 4
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∂

∂n
Normalenableitung, S. 6∫

γ · ds Integration entlang der Kurve γ nach der Bogenlänge von γ, S. 6

Πn Menge der algebraischen Polynome vom Grad höchstens n, S. 6

U τ logarithmisches Potential von τ , S. 6

ν(f, ·) absolutes Nullstellenzählmaÿ von f , S. 6

δz0 Diracmaÿ zu z0, S. 7

µK Gleichgewichtverteilung von K, S. 7

cap(K) logarithmische Kapazität von K, S. 7

GD(·, z0) Greensche Funktion zu D mit Pol in z0, S. 8

gD(·, z0) = GD(·, z0) + log |z − z0|, S. 8

Rz0,D innerer konformer Radius von D bezüglich z0, S. 9

ωz0,D harmonisches Maÿ zum Punkt z0 ∈ D bezüglich D, S. 10

τn
∗→ τ τn konvergiert schwach-stern gegen τ , S. 11

S(α, β) = {z ∈ C : α ≤ arg(z) + 2π k ≤ β, k ∈ Z}, α < β ≤ α+ 2π, S. 13

o(·) Landausche klein-o-Notation, S. 13

G Konvexkombination aus Greenschen Funktionen zu D, S. 26

Lr = {z ∈ D : G(z) = log r}, S. 26

Dr = {z ∈ D : G(z) > log r}, S. 26

G0 = GΩ(·, η0), S. 27

Γr = {z ∈ Ω : G0(z) = log r}, S. 27

Ar = {z ∈ Ω : z ∈ Γρ, 1 ≤ ρ ≤ r}, S. 27

S+
σ (γ) = {z ∈ D : G(z) ≤ log σ und π(z) ∈ γ}, S. 26

S−σ (γ) = {z ∈ Ω : G0(z) ≤ log σ und π0(z) ∈ γ}, S. 27

Sσ(γ) = S−σ (γ) ∪ S+
σ (γ), S. 27
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