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1 Einleitung

Diskrepanzsitze fiir die Nullstellenverteilung eines Polynoms gibt es seit Mitte des 20. Jahr-
hunderts. Die Aussagen dieser Sétze lassen sich etwas vereinfacht wie folgt zusammenfassen:
Ist ein Polynom gegeben, von dem wir die Supremumsnorm auf einer beschrinkten Jordan-
kurve, den hochsten Koeffizienten und im Falle einer geschlossenen Jordankurve auch den
Funktionswert an einer festen Stelle im Innern dieser Kurve kennen, so kénnen wir anhand
dieser Werte und gewisser Eigenschaften der Kurve die maximale Abweichung des normali-
sierten Nullstellenzdhlmafes des Polynoms von der Gleichgewichtsverteilung der Jordankurve

abschétzen.

Diese Diskrepanzaussagen sind eng verkniipft mit Sétzen, die sich damit beschéftigen, unter
welchen Voraussetzungen die Nullstellenverteilung einer Folge von Polynomen schwach-stern
gegen die Gleichgewichtsverteilung einer Jordankurve konvergiert.

Seit einigen Jahren gibt es nun auch Aussagen zur Schwach-Stern-Konvergenz der Nullstel-
lenverteilungen einer rationalen Funktion gegen ein Maf, das von der Lage und der Ordnung
ihrer Polstellen bestimmt wird.

Deshalb drangte sich geradezu die Frage auf, ob sich auch fiir rationale Funktionen sinnvolle

Diskrepanzsitze beweisen lassen. Die erzielten Resultate bilden den Kern dieser Arbeit.

In Kapitel 2 sind Grundlagen und Hilfsmittel fiir die Beweise zusammengestellt. Anschliefsend
blicken wir in den Kapiteln 3 und 4 auf die Anfdnge der Untersuchung der Nullstellenverteilung
von Polynomen und rationalen Funktionen zuriick und geben eine kurzen Uberblick iiber die
Entwicklung dieser Theorie.

Die Diskrepanzsétze fiir die Nullstellenverteilung einer rationalen Funktion R behandeln wir
in Kapitel 5. Die Hauptergebnisse sind zwei Diskrepanzsitze fiir geschlossene Jordankurven
und zwei Diskrepanzsitze fiir Jordanbogen jeweils der Klasse C?T. Die Jordankurve bzw. der
Jordanbogen I' ist eine Zusammenhangskomponente des Randes 0D eines Gebietes D, wobei
0D regulér und beschrinkt ist. Dabei miissen wir die Polstellen &1, ..., & von R in D inklusive
der jeweiligen Ordnung kennen. In einer Umgebung von I' wird dann das absolute Nullstellen-
zahlmaf von R mit der nach der Ordnung gewichteten Summe aus den harmonischen Mafsen
zu &1, ..., & beziiglich D verglichen.

Fiir die Abschétzungen in den Diskrepanzsétzen fiir geschlossene Jordankurven bendtigen wir
nun zum einen die Supremumsnorm auf dem Rand von D und zum anderen die Norm auf
einem Streifen A,, C C\ D, der auf der einen Seite von I' berandet wird. Des Weiteren
geht anstelle des Funktionswertes an einer festen Stelle, wie er in den Diskrepanzsitzen fiir
Polynome verwendet wird, das Verhalten von R auf dem anderen Rand von A, ein. In den bis-

herigen Punkten sind die Abschétzungen der beiden Sétze identisch. Der letzte Einflussfaktor
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der Abschitzung unterscheidet die beiden Satze. Wir wihlen zu Beginn endlich viele Punkte
M, ...,np in D. Im ersten Satz flielt nun der Funktionswert von R in diesen Punkten ein und
im zweiten das Verhalten von R auf einer beliebigen Niveaulinie einer Konvexkombination aus
den Greenschen Funktionen zu D mit Polstelle bei n;, j =1,..., M.

In den beiden Sétzen fiir Jordanbogen entfallen alle Einflussfaktoren, die mit A,, zu tun
haben. Es geht nur noch die Norm von R auf dem Rand von D und der letzte, die beiden
Satze unterscheidende, Kennwert ein.

Zur Verdeutlichung der Aussagen schliefen an die Sétze zwei Beispiele an. Danach beweisen
wir die Diskrepanzsitze.

Der letzte Teil des Kapitels beinhaltet Folgerungen aus den Diskrepanzsitzen. Es zeigt sich,
dass die neuen Diskrepanzsitze sinnvolle Abschétzungen sind, denn wir beweisen damit Ver-
allgemeinerungen von in Kapitel 4 zitierten Aussagen zur Schwach-Stern-Konvergenz des
Nullstellenzihlmafses rationaler Funktionen. Der Abschnitt iiber die Haufungspunkte von w-
Stellen schliefst den Kreis zu den Anfingen der Untersuchung der Nullstellen von Polynom-
folgen.

In Kapitel 6 blicken wir abschliefsend auf Diskrepanzaussagen fiir Polynome, die mogliche

Richtungen der Weiterentwicklung der Diskrepanzsitze fiir rationale Funktionen aufzeigen.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel sind Definitionen und Satze aus der Funktionen- und der Potentialtheorie
aufgefiihrt. Entsprechende Beweise sind in vielen Standardwerken zu finden (etwa in [13], [15],
[16], [23], [24], [26] und [30]).

2.1 Notationen

Wir bezeichnen mit C die komplexe Ebene, mit R die reellen Zahlen und die beiden Erwei-
terungen mit C := C U {oco} und R := R U {—o00,00}. Des Weiteren sei N die Menge der
natiirlichen Zahlen, Ny := NU {0} und Z die Menge der ganzen Zahlen.

Fiir M C C sei M der Rand von M beziiglich C, M der Abschluss von M in C und M? das
Innere von M. Wird eine Menge als kompakt bezeichnet, so bedeute dies stets kompakt in C.

Den Abstand eines Punktes zy € C zu einer Menge {co} # M C C bezeichnen wir mit
d(zo, M) :=1inf{|z — 20| : z € M}
und den Abstand einer Menge M; C C zu einer Menge {oo} # My C C mit
d(My, M) :=inf{|z1 — 22| : 21 € My, z9 € M} .
Wir definieren fir r > 0 und 29 € C
K (20):={2€C: |z — 2| <r}.
Speziell sei D := K;(0) und T := 9D. Indem wir
z—00 =21
setzen, erhalten wir eine analoge Definition von Kreisscheiben um den Punkt unendlich

— 1
Kr(oo)::{zG(C: |z]>r}, r>0.

Eine Kurve v C C ist in der Klasse C?*, falls die zweite Ableitung ihrer Parametrisierung
nach der Bogenlinge eine Holderbedingung mit positivem Exponenten erfiillt. Die Linge einer
stiickweise rektifizierbaren Kurve v bezeichnen wir mit L(7y).
Sei C(M), M C C, die Menge aller auf M stetigen Funktionen und fiir f : M — C sei

[fllar = sup [£(2)].

zeM

Mit supp(-) bezeichnen wir den Triger, das bedeutet angewendet auf Funktionen f : M — R,

supp(f) = {z € M : f(z) # 0},
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und auf Borel-Make 7 auf C,
supp(r) = C\ U,

wobei U die gréfte offene Teilmenge von C mit 7(U) = 0 sei.

D bezeichne in diesem Kapitel stets ein Gebiet in C.

2.2 Harmonische und subharmonische Funktionen

Sei U C C eine offene Menge, dann ist fiir h € C?(U), der Klasse der in U zweimal stetig

differenzierbaren reellwertigen Funktionen,

0? 0?
Ah(E) = wh(f) + aﬁygh(f% E=x+uy.

A ist der so genannte Laplace-Operator. Gilt fiir jedes £ € U

so heifst h harmonisch in U.

Falls D C C ein einfach zusammmenhingendes Gebiet ist, so ist h genau dann harmonisch,
wenn eine in D holomorphe Funktion f existiert mit h = Re(f), der Realteil von f. In diesem
Fall heift der Imaginérteil von f, Im(f), die harmonisch Konjugierte zu h. Diese ist bis auf
eine additive Konstante eindeutig. Falls D nicht einfach zusammenhéngend ist, so existiert
zumindest lokal eine harmonisch Konjugierte zu h.

Sei nun f : D — f(D) eine holomorphe Funktion und h harmonisch in f(D), dann ist ho f
harmonisch in D.

Die Theorie der harmonischen Funktionen steht also in enger Verbindung zur Theorie der
holomorphen Funktionen. Wir betrachten noch drei weitere Aussagen zu holomorphen Funk-
tionen, die in dieser Arbeit Anwendung finden:

Sind f, g : D — C holomorphe Funktionen, so gilt nach dem Identititssatz genau dann f = g,
wenn die Menge {z € D : f(z) = g(z)} einen Haufungspunkt in D hat.

Der folgende Satz ist der so genannte Satz von Hurwitz.

Satz 2.1
Sei (fn)nen eine Folge holomorpher Funktionen, die in D lokal gleichmdfig gegen eine ho-
lomorphe Funktion f % 0 konvergiert und K C D kompakt, wobei f auf dem Rand von K

keine Nullstelle habe. Dann hat f, im Innern von K fir gentigend grofies n genau so viele
Nullstellen (inklusive Vielfachheiten) wie f. O

Ist D einfach zusammenhingend und f : D — C holomorph und nullstellenfrei in D, dann
existiert eine in D holomorphe Funktion [, sodass f = exp(l). [ wird holomorpher Logarithmus

zu f genannt.
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Nun wenden wir uns den sub- und den superharmonischen Funktionen zu:

Definition 2.2

Sei U C C eine offene Menge. Eine Funktion h : U — R ist subharmonisch, wenn gilt
(i) —oo < h(z) < oo fiir jedes z € U und h # —o0,
(ii) h ist nach oben halbstetig in U, das heift, fiir jedes zp € U gilt

h(zp) > limsup h(z),

Z—20

(iii) zu jedem zg € U existiert ein 79 > 0, sodass fiir jedes 0 < r < 1

1 2 )
h(zp) < 2/ h(zo + re') dt .
0

™

h heilst superharmonisch, falls —h subharmonisch ist. O

Aus der Definition ist ersichtlich, dass die Sub- und die Superharmonizitit lokale Eigenschaften
sind. Das bedeutet, ist (U;);cs, wobei I eine beliebige Indexmenge sei, eine offene Uberdeckung
von U, dann ist die Funktion h genau dann sub- (bzw. super-) harmonisch in U, wenn sie auf
jeder Menge U;, i € I, sub- (bzw. super-) harmonisch ist.

Ebenso offensichtlich ist die Summe sub- (bzw. super-) harmonischer Funktionen wieder sub-
(bzw. super-) harmonisch.

Eine Funktion ist genau dann harmonisch, wenn sie zugleich sub- und superharmonisch ist.

Satz 2.3

Sei h (sub)harmonisch in D und nach oben beschrankt.
(a) Maximumprinzip: Gilt fir jedes & € 0D

limsup h(z) < e,
z—E€
zeD

dann ist entweder h(z) < c fir jedes z € D oder h ist konstant.

(b) Majorisierungsprinzip: Ist u (super)harmonisch in D und stetig in D und gilt fiir jedes
&€ oD
limsup h(z) < u(§),
z—E€

zeD
dann ist entweder h(z) < u(z) fir jedes z € D oder h(z) = u(z) fir jedes z € D. 0

Folgender Satz ist eine Variante des Satzes von Harnack, die beispielsweise in [23] zu finden

ist.
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Satz 2.4
Sei (hp)nen eine Folge von in D positiven, harmonischen Funktionen, dann konvergiert ent-
weder die gesamte Folge (hy)nen lokal gleichmdifig gegen unendlich oder es konvergiert eine

Teilfolge (hp)nen, A C N, lokal gleichmdfig gegen eine in D harmonische Funktion h. O

Der néchste Satz, die so genannte Greensche Formel, ist besonders niitzlich, wird er auf

harmonische Funktionen angewendet.

Satz 2.5
Sei D C C ein beschrinktes Gebiet mit stickweise glattemn Rand, seien g und h in einer

Umgebung von D zweimal stetig differenzierbare Funktionen, dann gilt

99 oh
Ag — gA _ 99 _ g ot
//D(h g = gAh) dw dy /8D <h8n g@n) ds,

wobei n der duflere Normaleneinheitsvektor an 0D sei und ds die Integration nach der Bo-

genlange von 0D bedeute. O

2.3 Logarithmisches Potential und logarithmische Kapazitit

In diesem Abschnitt sei K C C kompakt. Sei 7 ein positives Borel-Maf auf C mit supp(7) C K,
dann heift die Funktion U7 : C — R,
1
U (z) := /log ——dr(§),
) g ¢

logarithmisches Potential von 7. U ist harmonisch in C\supp(7) und superharmonisch in C.

Unter anderem werden wir mit dem logarithmischen Potential des Nullstellenzdhlmafes ar-

beiten. Fiir eine Funktion f ist das absolute Nullstellenzihlma# v(f,-) definiert durch
v(f, M) := Anzahl der Nullstellen von f in M C C inklusive Vielfachheiten.

Falls v(f,C) endlich ist, nennen wir

das normalisierte Nullstellenzdhlmaf von f.
Betrachten wir nun p € II,, wobei 1I,, die Menge der algebraischen Polynome vom Grad

héchstens n ist, mit
n

p(z) = dn H(Z - Zj)? an # 0,

Jj=1

dann ist das normalisierte Nullstellenz&hlmaf von p gegeben durch

v(p,-) 1 —
= — = — E Oy .
Vp V(p,C) n = Jj
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Dabei ist d,, das Diracma zu 2o, das heifst, fiir M C C ist

1, falls 29 € M,

0 , sonst.

520(M):{
Somit gilt
1 1 1 1 &
U (z —/logdy §) = —log——— = ——log z— 2z
() |Z—£‘ p() Zn ’Z—Zj‘ n Jr:[1’ J‘

j=1
1
_ 1 )
n |an|

Zusitzlich sei nun ein Polynom ¢ € II,, \ II,,—1 gegeben, wobei p und ¢ teilerfremd seien.

Definieren wir r := 22, dann ist im Falle m < n das (normalisierte) Nullstellenzahlmaf von
q

r gleich dem von p. Ist m = n + k fiir ein k& € N, so hat r» im Punkt unendlich eine k-fache

Nullstelle. In diesem Fall ist

Nun ist supp(des) = {oo} € C. Indem wir z — oo := 27! setzen, konnen wir dennoch das

logarithmisches Potential zu do analog definieren
U (z) := /—log\z —¢|ddso = —log |z — 0| = log |2] .

Daraus folgt

1 n
095 =~ L 1og 2202

k
+ —log |2|.
m

|an]
Uber das logarithmische Potential wollen wir nun die so genannte logarithmische Kapazitit
von K definieren. Da dies der einzige Kapazitéitsbegriff ist, den wir verwenden, werden wir
diese kurz Kapazitit nennen. Sei M(K) die Menge aller positiven Borel-Mafe auf C mit
supp(7) € K und 7(K) = 1 und fiir 7 € M(K) bezeichne

I(1) := //—log |z — &ldr (&) dr(z) = /UT(z) dr(z)
die logarithmische Energie von 7 und

Vik = inf I(7)
TeM(K)

die so genannte Robinsche Konstante von K. Ist Vg < o0, so exisitiert ein eindeutiges Maf
pr € M(K), sodass I () = Vi. In diesem Fall nennen wir ux die Gleichgewichtsverteilung,
UPK das Gleichgewichtspotential und cap(K) := e~V¥ die (logarithmische) Kapazitit von K.
Es gilt stets supp(pux) € 0K und cap(K) = cap(9K).
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Zum Beispiel gilt mit
S;:{reit:agtgﬁ,TZO}, 0<a<p<2n,

und Hr = HoK,.(0)s T >0,

—log|z| , falls |z| >,

pr (S) o

, cap (0K, (0))=r und U* (2) =
—logr ,falls |z| <.

Wir sagen eine Eigenschaft gilt fiir quasi-jedes z, wenn die Ausnahmemenge Kapazitét null

hat. Beispielsweise kann in Satz 2.3 die Voraussetzung von fiir jedes £ € 0D jeweils zu ,fiir

quasi-jedes £ € 0D* abgeschwicht werden.

2.4 Greensche Funktionen

Die folgenden Funktionen sind in unseren Diskrepanzsitzen fiir Nullstellenverteilungen von

zentraler Bedeutung.

Definition 2.6
Es gelte cap(0D) > 0 und sei zg € D, dann heifst eine Funktion G : D — R U {co} Greensche

Funktion zu D mit Pol bei zp, wenn gilt

(i) G ist nicht-negativ und harmonisch in D \ {zp} und fiir jedes r > 0 beschrankt in
D \ KT(ZO)v

(ii) fiir quasi-jedes € € 9D gilt
lim G(z) =0,

z—E€
zeD

(iii) die Funktion g, definiert duch

) G(z) +log|z — 29| , falls zo # oo,
g(z) ==
G(z) — log|z| , falls zp = oo,

ist harmonisch in einer Umgebung von zp. o

Fiir jedes Gebiet D mit cap(0D) > 0 existiert zu jedem zy € D eine Greensche Funktion mit
Pol bei zp und diese ist eindeutig. Wir werden diese Funktion im Folgenden stets mit Gp(-, zo)

und die zugehorige Funktion g aus Definition 2.6 mit gp(-, 20) bezeichnen.
Da log|z — 2p|, 20 € C, harmonisch in C\ {2}, folgt aus (iii) und (i) in Definition 2.6, dass
gD (-, z0) fiir 29 = oo in D\ {0} und fiir zp # oo in D\ {oco} harmonisch ist. In jedem Fall sind

sowohl Gp(-, z9) als auch gp(+, z9) superharmonisch in D.
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Sei beispielsweise D = {z € C : |z| > r}, r > 0, dann gilt
Gp(z,00) =log|z| —logr.
Die Greensche Funktion ist symmetrisch, das heikt, fiir z1, 20 € D gilt

Gp(z1,22) = Gp(#2,21),

und sie ist invariant unter konformen Abbildungen. Das bedeutet, dass fiir jede konforme
Abbildung ¢ : D — C und fiir jedes zg € D

C;(cp(D) ((10(’2)7 SD(ZO)) = GD(Z, ZO) :
Der innere konforme Radius R, p eines Gebietes D C C mit cap(dD) > 0 beziiglich des
Punktes zg € D ist definiert durch

R.,.p := lim (exp (gp(z,20))) -

Z—20

Ist D zudem unbeschrénkt, so gilt
log Roo,p = li_>m (Gp(z,00) —log|z|) = —log cap(9D) .

Das heikt, (cap(dD)) " ist der innere konforme Radius von D beziiglich des Punktes unend-
lich.

Definition 2.7
Sei D ein Gebiet in C mit cap(0D) > 0, dann nennen wir einen Punkt & € D regulir, falls
fiir jedes 29 € D

lim Gp(z,20) =0

z—¢&
z€D

gilt. Ist jeder Punkt & € 0D reguldr, so heilst 9D regulir. o

Ist 0D regulidr, so besteht die Menge {z € D : Gp(z,29) =logo}, o > 1, aus einer endlichen
Vereinigung analytischer Jordankurven. Es gibt hochstens endlich viele Punkte in D, die so
genannten kritischen Punkte, an denen sich zwei dieser Kurven schneiden. Dies sind genau

jene Punkte, in denen der Gradient von Gp(-, z9) verschwindet.

Zudem existiert fiir Gebiete mit reguldrem Rand stets eine Losung des so genannten Dirichlet-

Problems:

Satz 2.8
Zu einem Gebiet D C C mit requlirem Rand 0D und einer Funktion g € C(OD) existiert eine
in D harmonische Funktion h € C (5), sodass h|yp = g gilt. o
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Ein weiterer niitzlicher Satz, der in enger Verbindung zu Greenschen Funktionen steht, ist der

so genannte Riemannsche Abbildungssatz:

Satz 2.9

Sei ) # D C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet mit cap(dD) > 0 und 29 € D, dann
existiert genau eine biholomorphe Abbildung ¢ : D — D mit ¢(29) = 0 und ¢'(z9) > 0. O
Es gilt

¢(2) = exp(=Gp(z,20) — i h(2)),

wobei h eine harmonisch Konjugierte zu Gp(-, zo) ist. In diesem Fall bildet die Funktion ®
mit
®(z) =exp(Gp(z,20) +ih(z))

D konform auf C \ D ab. Ist D C C nicht einfach sondern mehrfach zusammenhéngend, D
regulér und zg € D, dann existiert zumindest lokal eine harmonisch Konjugierte h zu Gp(+, zo)
und ® = exp(Gp(+,20) + i h) ist in diesem Fall mit Hilfe des Kreiskettenverfahrens auf jedes

einfach zusammenhéngende Teilgebiet von D holomorph fortsetzbar.

2.5 Harmonisches Maf und Schwach-Stern-Konvergenz

Ist 0D beschrinkt, cap(dD) > 0 und zp € D, dann nennen wir das Balayage-Maf des Di-
racmafes d,, auf den Rand von D das harmonische Mal zum Punkt zy beziiglich D und

bezeichnen es mit w,, p. Es gilt also
supp(wzy,p) € 0D

und fiir jede in D harmonische Funktion h € C (ﬁ) ist

/ hdw,, p = / hds., .

U“0P(z) = —gp(z,20), z€D.

Falls D beschrankt ist, gilt

Ist D unbeschriankt, so gilt

—gp(z,20) + Gp(z0,00) , falls zp # oo,
—Gp(z,00) — logcap(0D) , falls zp = oo,

U“0.P(z) = {

und

Woo,D = HoD -
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Das harmonische Maf ist invariant unter konformen Abbildungen. Ist also ¢ eine konforme
Abbildung auf D, dann gilt fiir 2o € D und M C C

meD(M) - wtp(zo),tp(D)((P(M)) .

In Zusammenhang mit diesen Maften verwenden wir den folgenden Konvergenzbegriff:
Sei K C C kompakt. Wir sagen, eine Folge von Borel-Maken (7,),en mit supp(7,) C K,
n € N, konvergiert schwach-stern gegen ein Borel-MaR 7, in Zeichen 7, — 7, falls

lim [ gdr, = /ng fiir jedes g € C(K).

n—oo

Fiir den Beweis der Schwach-Stern-Konvergenz ist der so genannte Auswahlsatz von Helly
sehr hilfreich:

Satz 2.10
Ist (Tp)nen eine Folge positiver Borel-Mafe, wobei supp(,) C K fiir jedes n € N und K C C
kompakt sei, dann existiert eine Teilfolge (Tp)nen, A C N, die schwach-stern gegen ein Borel-

Mafs T konvergiert. o

2.6 Exakte harmonische Majoranten

Schlieflich fithren wir noch den Begriff der exakten harmonischen Majorante ein. Walsh defi-
nierte diesen in [31]| wie folgt:

Sei (fn)nen eine Folge von in D nicht unbedingt eindeutigen, aber bis auf Verzweigungspunkte
lokal holomorphen Funktionen, deren Betrag |f,| in D eindeutig ist. Ist h eine in D harmoni-
sche Funktion mit der Eigenschaft, dass fiir jedes Kontinuum S C D, also fiir jede kompakte

zusammenhingende Teilmenge von C, die aus mehr als einem Punkt besteht, gilt
lim sup || falls < maxexp (h(2) (2.1)
n—00 z€8

dann ist h eine harmonische Majorante fiir die Folge (f,)nen in D. Falls in (2.1) fiir jedes
Kontinuum S die Gleichheit gilt, so heilst h exakte harmonsiche Majorante fiir die Folge

(f n)nEN in D.
Der folgende Satz erleichtert den Nachweis, dass h eine exakte harmonische Majorante ist.

Satz 2.11

Ist h eine harmonische Magjorante fiir die Folge (fp)nen in D und ezistiert ein Kontinuum
So C D, fir das in (2.1) Gleichheit gilt, so ist h eine exakte harmonische Majorante fir die
Folge (fn)nen in D. o
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3 Die Nullstellenverteilung von Polynomen

Bevor wir uns den rationalen Funktionen zuwenden, beschiftigen wir uns zunfchst mit der
Nullstellenverteilung von Polynomen. Einige ausgewiihlte Ergebnisse sollen einen Uberblick

iiber die Entwicklung dieser Theorie geben.

3.1 Die Nullstellenverteilung von Polynomfolgen

Der Grundstein fiir das Themengebiet der Nullstellenverteilung von Polynomfolgen wurde

1916 von R. Jentzsch in [17] gelegt.

Satz 3.1 (Jentzsch)
Sei

o0

E o
a;z

J=0

eine Potenzreihe mit

lim sup |a,|V/" = 1
n—oo

und fiir n € N sei s, thre n-te Partialsumme, dann ist jeder Randpunkt von D Hdufungspunkt
der Menge
{z € C: sp(2) =0 fiir einn € N}. 0

Diese damals neue Idee wurde bald in verschiedene Richtungen weiterentwickelt. In der fol-
genden Zeit hat sich beispielsweise A. Ostrowski mit der Thematik beschéftigt und Satz 3.1
in [19] verallgemeinert.

G. Szegd hat 1922 in [28] den Satz von Jentzsch auf Polynomfolgen iibertragen, die in ei-
nem einfach zusammenhingenden Gebiet gleichméfig konvergieren. Im gleichen Jahr hat er
Satz 3.1 in [29] verschéarft, indem er gezeigt hat, dass sich die Nullstellen von Polynomen einer
in D konvergenten Folge gleichméfig um den Rand von D verteilen, falls sich der héchste

Koeffizient wie folgt verhalt:

Satz 3.2 (Szegd)
Sei (Pn)nen, A C N, eine Folge von Polynomen, wobei

n

pn(2) = Z a§n)zj mit al™ #0, n € A, (3.1)
=0

die auf D lokal gleichmdfiig gegen eine holomorphe Funktion f # 0 konwvergiert, und es gelte

1/n

o™

n

lim
n—oo
nen
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(a) Firoa<p<a+2rund S(a,p):={z€C: a<arg(z)+2nk <f, k€ Z} gilt dann

liy P S(@.0)_f-a

n—oo n 271-
neA

(b) Fiir jedes 6 > 0 gilt dann

V(pn,{z€C: |z]| >14+}) =0(n) firn— oo, n€A.

o(-) steht fiir die Landausche klein-o-Notation. Also bedeutet Teil (b) des Satzes, dass

lim v(pn,{z €C: |z| >1+4+4})

n—oo n
neA

=0, §>0.

Da die Folge (ppn)nea auf D lokal gleichméfig gegen eine holomorphe Funktion f # 0 konver-
giert, liegen in jedem Kompaktum K C D fir n — oo nur o(n) Nullstellen von p,,. Zusammen
mit (b) folgt, dass sich bis auf o(n) alle Nullstellen in einer kleinen Umgebung des Randes
befinden. Da § > 0 beliebig klein gewihlt werden kann, folgt daraus mit (a) Satz 3.1.
Der Satz von Szegs lasst erahnen, dass das normalisierte Nullstellenzdhlma# von p,, in irgend-
einer Weise gegen die Gleichgewichtsverteilung des Einheitskreises konvergiert, denn

08—«
27

= MT(S(aa ﬁ)) :
In der Tat kann aus Satz 3.2 gefolgert werden, dass

V .
v(pn:) 5 pr fiirn — o0, n€A.
n

(Vergleiche hierzu das Vorgehen in Beweis von Lemma 5.21 und Satz 5.19).

Nach dem Satz von Szegs folgten weitere Untersuchungen der Nullstellenverteilung von Poly-
nomfolgen, beispielsweise von Walsh in [31] und [32], Rosenbloom in [25], Fekete und Walsh
in [11] und vielen anderen.

H.-P. Blatt und E. B. Saff verallgemeinerten 1986 in [5] den Satz von Szegd. Sie betrachteten
dabei anstelle des Einheitskreises eine kompakte Menge £ C C mit einfach zusammenh&ngen-
dem reguléren Komplement und stellten an die Polynomfolge (p,)nea, wobei p, wie in (3.1)

gegeben sei, die beiden Voraussetzungen

1/n

T ol 4" =1 (32)
neA
und )
1/n 1
I ) ()] . .
nl—>nc}o An Cap(E) (3 3)

nen
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(3.2) ist erfiillt, falls (pp)nea im Innern von E lokal gleichméfig gegen eine holomorphe Funkti-
on f konvergiert, die auf keiner Zusammenhangskomponente von E° verschwindet. Ist (pn)nea
zudem eine Folge bester Approximationen zu f und f auf den Rand von FE stetig aber nicht

analytisch fortsetzbar, so ist (3.3) fiir eine Teilfolge erfiillt.

1988 zeigten H.-P. Blatt, E. B. Saff und M. Simkani in [6] unter etwas allgemeineren Voraus-
setzungen, dass das Nullstellenziahlmaft von (pn)nea schwach-stern gegen pp, die Gleichge-

wichtsverteilung von F, konvergiert:

Satz 3.3 (Blatt, Saff, Simkani)
Sei B C C kompakt mit cap(E) > 0. (pn)nen, A C N, sei eine Folge von Polynomen, wobei
pn € I, \ I,,—1 und der hochste Koeffizient von py, gleich eins sei fir jedes n € A. Ist

I < cap(E) (3.4)

lim su
meup lPn supp(pm) —

neA
und gilt fiir jede abgeschlossene Menge M, die in der Vereinigung der beschrankten Kompo-

nenten von C\ supp(up) enthalten ist,

v(pn, M) =o(n) firn— oo, n € A, (3.5)
dann gilt
ML>,LLE fiirn — oo, n € A. o
n

Hierbei ist zu beachten, dass die Bedingung (3.5) entfillt, falls das Komplement von supp(ug)
zusammenhéngend ist. Auferdem folgt die Bedingung (3.4) aus (3.2) und (3.3), da die Poly-
nome in Satz 3.3 beziiglich des héchsten Koeffizienten normiert sind.

Das richtige Verhalten des hochsten Koeffizienten spielt also indirekt auch in diesem Satz eine
grofte Rolle. Dass diese Bedingung aber kein notwendiges Kriterium fiir die Schwach-Stern-

Konvergenz des Nullstellenzdhlmafes ist, hat kurz darauf R. Grothmann in [14| bewiesen:

Satz 3.4 (Grothmann)
Sei E2 C C kompakt, wobei C\ E zusammenhdngend und reguldr sei. Sei (pp)nen, A C N, eine
Folge von Polynomen, wobei p, € I, \ I,,—1 fir jedes n € A. Gilt

lim sup [|pn|[2" < 1, (3.6)
n—oo

neA

ist fiir jede kompakte Menge M C E°

V(pn, M) =o(n) firn— oo, n €A, (3.7)
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und existiert eine kompakte Menge K C C\ E mit

1
lim inf (sup <10g Ipn(2)| — GC\E(Z,OO)>> >0, (3.8)
n—00 2eK n
neA
dann gilt
ViPn:) s pp  firn — oo, n € A. O
n

Konvergiert die Polynomfolge im Innern von E gegen eine holomorphe Funktion, die auf kei-

ner Zusammenhangskomponente von E° identisch null ist, so ist neben (3.6) auch (3.7) erfiillt.

Entscheidend ist die Bedingung (3.8). Diese ist eine Verallgemeinerung der Koeffizientenbe-
(

dingung, denn setzen wir K = {oo} und bezeichnen mit ay’ ) den hochsten Koeffizienten von

Pn, N € A, so gilt

1 (1 .
Sg}}g (n log |pn(2)] — GC\E(z,oo)> = zlggo (n log [a{™| +log || — GC\E(z,oo)>
1/n
= log ‘a%") + log cap(FE) .

Des Weiteren folgt aus (3.8) mit (3.6), dass G@\E(-, 00) in C\ E eine exakte harmonische Ma-
jorante der Folge ( }/”) A ist. Dies wird in Abschnitt 5.4.1, Bemerkung 5.32 verallgemeinert
ne

bewiesen.

3.2 Diskrepanzsétze fiir die Nullstellenverteilung von Polynomen

Unter anderem durch den Satz von Szeg$ motiviert, untersuchten P. Erdds und P. Turan 1950

in [10] die Anzahl der Nullstellen eines festen Polynoms in einem beliebigen Sektor
S(a,8)={z€C: a<arg(z)+2nk<pB,keZ}, a<fB<a+2r.

Sei im Folgenden p,, € II,, \ II,,_1,

n

pn(z) = Zajzjy

Jj=0

v(pn, )

und v, = , also das normalisierte Nullstellenzdhlmaf von p,,.

Satz 3.5 (Erdés, Turan)
Ist ag # 0, dann gilt

b — «

(Sl B) = o

1 HanT
<16,/— log —— .
\V " V lagan|
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Aus Satz 3.5 folgt der Teil (a) des Satzes 3.2, wenn

f(0) = lim p,(0) = lim a(()n) #0.

n—o0 n—oo
nen neA
Denn in diesem Fall gilt
1/n 1/n
. 1/n . (n) T (n) _
Jin Ul = i [af] 7 = i faf”] <1
neA neA neA

also nach Satz 3.5

' Bl 4 i Lo ) ()]
A v (S(a, B)) = —— | < | lim 16 4/1og [[pn —glog‘ao an =
neA neA
und somit 5
. —
A v (S(a, B)) = ——.

neA
T. Ganelius hat 1953 in [12] die Konstante 16 im Satz von Erdés und Turan auf ungefihr 2,6
verbessert.
1991 haben H.-P. Blatt und R. Grothmann in [4] Satz 3.5 verallgemeinert. Hierzu bendtigen
wir noch folgende Notationen:
Sei E C C kompakt, D := C\ E zusammenhiingend und regulér und I' C OF eine Jordankurve
oder ein Jordanbogen der Klasse C?T. Wir definieren

1
g:=supUHE™""(2) = —log
zeC n

und fiiry CT'und o > 1
Sy(v,D,00) :={2€ D: Gp(z,00) < logo und 7(z) € v},
wobei 7 die zu den Niveaulinien von Gp(-,00) orthogonale Projektion auf 9D sei.

Satz 3.6 (Blatt, Grothmann)
Sei Q C E°, T := 09 eine geschlossene Jordankurve der Klasse C*T und d (Q,E \ﬁ) > 0.
Seien ng € Q und ¢y > 0 fest gewdhlt, dann ezistiert eine Konstante C = C(E,ng,co) > 0,

sodass

‘(/"LE - Vn) (SU(J, D, OO) U SU(Jv Qv 770)” <C \/UV"_“E(UO) + 2

fiir jeden Teilbogen J von I' und fir alle 0 > 14 ¢ \/U""—“E (no) + 2¢, wobei fir v CT und
o>1
Sy (7, ,m0) == {2z € Q: Ga(z,n0) <logo und mo(z) € 7},

und 7o die zu den Niveaulinien von Gq(-,n0) orthogonale Projektion auf T sei. 0
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Fiir @ =D und ng = 0 gilt
Pn(0)

n

Pn

n

1
U"n™HE (ng) + 2e = ——log
n

1
’ + log cap(T) + 2 < log
n

—log cap(T))

.y (1 log 2nllz ) |
n vV lagan|
Also folgt Satz 3.5 bis auf einen multiplikativen Faktor aus Satz 3.6. Zudem impliziert Satz 3.6
nicht nur den Teil (a) sondern auch den Teil (b) des Satzes 3.2:
Sei (pp)nea eine Folge, die die Voraussetzungen von Satz 3.2 erfiillt. Seien ¢g,d > 0 beliebig.

Da U~ #E(ng) + 2¢ fiir n — oo, n € A, gegen null konvergiert, existiert ein N € A, sodass

co\/Un=1E (1) + 26 < co\/UN—FE(ng) 4+ 26 <& fiir jedes n > N, n € A.

Also gilt mit o := 1+ co\/UNHE(1)0) + 2¢
vn({z€C: 2] >1+46}) <1 —1,(S,(T,C\ D, o0) US,(T,D,0))

und somit

Jim v ({z€C: 2] >1+46}) =1—pup(T) =0.
neA
Blatt und Grothmann haben in [4] die Nullstellenverteilung von Polynomen dariiber hinaus

in der Umgebung von Jordanbogen anstelle von geschlossenen Jordankurven untersucht.

Satz 3.7 (Blatt, Grothmann)
Sei ' C E ein Jordanbogen der Klasse C*T mit d(T', E\T) > 0. Sei cg > 0 fest gewdhlt, dann
existiert eine Konstante C = C(FE,cg) > 0, sodass

|(NE — Vn)(SU(JvDa oo))| < C\/g
fiir jeden Teilbogen J von T’ und fir alle o0 > 1+ ¢o+/c . o

Fiir den Beweis dieser beiden Satze werden in [4] jeweils zwei Glockenkurven iiber dem Teil-
bogen J konstruiert und anschlieffend iiber diese beziiglich des Mafes ugp — v, integriert.
Da wir in Kapitel 5 ebenfalls nach dieser Beweisidee vorgehen werden, betrachten wir diese

Glockenkurven nun etwas genauer.

Lemma 3.8 (Blatt, Grothmann)
Sei S C E ein Kontinuum mit d(S, E '\ S) > 0,

E,:={z€D: Gp(z,00) <logr}UFE

und M, diejenige Zusammenhangskomponente von E,, fir die S C M, gilt, dann existiert
ein og > 1, sodass

ENM,=S8 firl<o<og. a)
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Aus diesem Lemma folgt, dass fiir 1 < ¢ < 09 in D N M, keine kritischen Punkte von
Gp(-,00) liegen.

Wir betrachten zun#chst die Situation in Satz 3.6, also I' = 02, Q C E°.

Sei J nun ein beliebiger Teilbogen von I' mit Endpunkten z; und z5. Falls J # I') wihlen wir
zo € I'\ J so, dass pg(I'1) = pp(T'2), wobei I';, j = 1,2, der Teilbogen von I'\ J sei, der zy
mit z; verbindet. Ist J =I', so kénnen wir zg € I' beliebig wihlen.

Nun existiert eine zu Gp(-,00) harmonisch konjugierte Funktion ¢, sodass die Funktion @
mit

®(2) := exp(Gp(z,0) +ip(2))

die einfach zusammenhéngende Menge
Syo(T,D,0)\ {2z € D: 7(2) = 2}
auf die Menge
{z=re"cC:1<r<op, t1 <t<ty}, 0<t; <ty<2m,

abbildet.
Zudem existiert zu 79 € 2 nach dem Riemannschen Abbildungssatz (Satz 2.9) eine eindeutige

biholomorphe Funktion
¢: Q=D mit ¢(no) =0 und ¢'(n9) > 0.

¢ ldsst sich stetig auf den Rand fortsetzen.

Lemma 3.9 (Blatt, Grothmann)

Sei Q C E°, T := 09 eine geschlossene Jordankurve der Klasse C*t, d (ﬁ,E \ﬁ) > 0 und
no € § fest. Dann existiert fiir J C T und 0 < d < %(00—1) eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion g : C — [0,1] mat

1, falls z € S144(J, D, 00) U Sy4a(J, Q2,m0),
o) = { 0, Jalls = & Siy2a(J*, D) U St y2a(JF, ).
g—z ) =0 und
£ a(2)) <‘9GD(Z’°O)>2 , falls z € Sy2q(T', D, 00), 7(2) # zo,
d? on
[Ag(z)] < IGq(

2
S0 (ZEM) T it 2 € S1uau@. )., mo(s) # 20

0 , sonst,
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wobei ¢ = ¢(E, co,mp) > 0, n Normaleneinheitsvektor an die Niveaulinien von ® bzw. von ¢,
Jt D J ein Teilbogen von T' mit up(J* \ J) < d sei, und es existiert eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion g : C — [0, 1] mit

i) 1, falls ze J™,
g\z) =
0 , falls z ¢ Sl+d(J,D,OO) U Sl-i-d(‘]?Q?T/O)a
9% =0 und
on|p
c 0Gp(z,00 2
= ®(2)[? <Da(n)> , falls z € 81, 4(T, D, 00), 7(z) # 2o,
AG < c _5 [ 0Gq(z, 2
145(2)| < ol |6(2)| (Qa(nﬁo)> ; Jalls z € S14.4(T, Q, o), mo(2) # 20,
0 , sonst,
wobei ¢ = c¢(E, co,no) > 0 und J~ C J ein Bogen mit pp(J\ J~) < d sei. O

Sei nun I' C F ein Jordanbogen wie in Satz 3.7 mit den zwei Endpunkten a und b, J ein belie-
biger Teilbogen von I'. Falls J # I', dann sei ohne Einschrinkung b € '\ J. Wir setzen zp = b
und wiéhlen wieder eine zu Gp (-, 00) harmonisch Konjugierte ¢, sodass ® = exp(Gp (-, 00)+ip)

die Menge
Seo(T,D,00)\ ({z€D: 7(z) =2} UT)
auf
{z=re"cC:1<r<op, t1 <t<ty}, 0<t <ty<2m,

abbildet. ® konnen wir von beiden Seiten stetig auf I' fortsetzen. Diese beiden Fortsetzungen

stimmen aber nicht iiberein.

Lemma 3.10 (Blatt, Grothmann)
Sei I' C E ein Jordanbogen der Klasse C** mit d(T', E\ T) > 0. Dann emzistiert fiir J C T

und 0 < d < (09 — 1) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion g : C — [0,1] mit

) 1, falls z € S144(J, D, 0),
g(z) =
0 7fall52¢51+2d(<]+,D,OO)7

2 _,
on|p
C 9 aGD(Z,OO) 2
und  |Ag(z)| < §7) |®(2)] on , falls z € S1404(T, D, 00), m(z) # 20,
0 , sonst,

wobei ¢ = ¢(E, cp) > 0, n Normaleneinheitsvektor an die Niveaulinien von ® und J* O J ein

Teilbogen von T mit pp(JT \ J) < d sei, und es existiert eine zweimal stetig differenzierbare
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Funktion g : C — [0,1] mat

~ 1, falls z € J,
9(z) =
0 ’ falls z g S1+d(J7D7OO)7

%

on 0

r
c 0Gp(z,00 2
und  |AG(x)] <! & |@(2)? (Da(n>) , falls z € Sy14(T, D, 0), m(2) # zo,

0 , sonst,

wobei ¢ = c¢(E,co) > 0 und J~ C J ein Bogen mit ug(J\ J~) < d sei. o
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4 Die Nullstellenverteilung von Folgen rationaler Funktionen

Die Nullstellen konvergenter Folgen rationaler Funktionen mit beschrinktem Nennergrad ver-
halten sich wie die einer konvergenten Folge von Polynomen. Dies wurde beispielsweise 1988
in |6] fiir Teilfolgen bester rationaler Approximationen mit beschréinktem Nennergrad gezeigt
oder auch bereits 1978 von A. Edrei in [7] fiir die folgenden Funktionen:

Sei f eine im Nullpunkt analytische Funktion, dann heift eine rationale Funktion

Rn,m = piv wobei g, §é 0, pn € 1, gm € 11,

dm

Padé-Approximation der Ordnung (n,m) zu f, falls sie f im Nullpunkt bis zur (n + m) -
ten Ableitung interpoliert. Zu jedem Tupel (n,m) € N x N existiert eine eindeutige Padeé-
Approximation der Ordnung (n,m) zu f. (Zur Theorie iiber Padé-Approximationen siehe

beispielsweise [3].)

Satz 4.1 (Edrei)

Sei [ analytisch im Nullpunkt, f(0) # 0 und 0 < r < oo der gréfitmogliche Radius mit der
Figenschaft, dass f in K,(0) meromorph mit mazimal m Polstellen ist (inklusive Vielfach-
heiten). Fir n € N sei Ry, p, die Padé-Approzimation der Ordnung (n,m) zu f. Dann gibt es
eine Teilfolge A C N, sodass

(a) fira < <a+2rm
lim V(Rn,mas(aaﬁ)) _ ﬁ—Oé :
n—o0 n 27‘[‘
neA

(b) fir jedes 6 >0

V(Rym,C\{z€C: (1-8)r<l|z| <(1+0)r}) =o(n) firn— oo, ne€A.

Ist der Nennergrad einer Folge rationaler Funktionen nicht beschrinkt, so ergibt sich im
Allgemeinen ein anderes Nullstellenverhalten.
E. B. Saff und R. S. Varga analysierten 1975 (iiberarbeitet verdffentlicht in [27]) das Verhalten

der Nullstellen von Folgen von Padé-Approximationen (Rn(i)m(i)) zur Exponentialfunkti-

, ieN
on, wobei n(i) =% oo und
lim =

fiir ein festes o mit 0 < o < co gelte.
Ein weiteres Resultat in diese Richtung stammt wiederum von A. Edrei aus dem Jahre 1982
in [§].
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Satz 4.2 (Edrei)
Gegeben sei eine Laurentreihe
Z a2
k=—00
mit (mazimalem) Konvergenzring {z € C: r <|z| < R}, 0 <r <1< R < 00. Seien (m;)2,
und (n;)32, zwei Teilfolgen von N mit

1
lim |a_p, |Y™ =1 und lim |a,, |V™ = = |

sel

Ri(z) := i apz® .

—my;

(a) Fir o < < o+ 27 gilt dann

lim v(R;, S(a, ) N D) _ 8-« — lim v (R;, S(a, B) N (C\ D)) .
i—o0 m; 27 i—00 ng

(b) Sei § >0, dann gilt fir i — oo
v (RZ-,}D)\ {Z eD: re? <z < T€5}> = o(m;)

und
v (Ri, (C\D)\ {z eC: Re™® <|z| < Re5}) — o(ni) .

Satz 4.1 und Satz 4.2 sind Verallgemeinerungen von Satz 3.2, dem Satz von Szeg6. Aus Satz 4.1
folgt, dass jeder Punkt von 0K, (0) Hiufungspunkt von Nullstellen der Padé-Approximationen
(Rp,m)nen ist und dass das normalisierte Nullstellenzghlmaf von R, ,,, fiir n gegen unendlich
schwach-stern gegen die Gleichgewichtsverteilung des Kreises mit Radius r konvergiert. Eben-
so folgt aus Satz 4.2, dass jeder Punkt von 0K, (0) U 0K r(0) Hiaufungspunkt von Nullstellen

der rationalen Funktionen (R;);en ist und, falls

e
lim ' =, 0<a<l,

dass
Z/(RZ',‘) * .
— — 1-— fiir ¢+ — o0.
m——— @ pok,0) + (1 — @)porg) fiir i — oo
Die Idee von Satz 4.2 hat I. E. Pritsker in [21] weiterentwickelt und dieses Ergebnis spéter
zusammen mit N. Papamichael und E. B. Saff in [20] versffentlicht:
Sei A ein mehrfach zusammenhéngendes beschrianktes Gebiet, dessen Rand aus einer endli-

chen Anzahl an disjunkten geschlossenen Jordankurven besteht, Dy, die unbeschrénkte und
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D1, ..., D, die beschrinkten Zusammenhangskomponenten von C\ A. Fiir [ = 1,...,n wih-
len wir Punkte & € D; beliebig und setzen £ := oco. Definiere fiir ¢ € N rationale Funktionen
Ri7

moo(i) nom(i) '
Ri(z) == Z ago)’jzj + Z Z al(g(z -&)7. (4.1)
=0 =1 j=1
Fiir jedes [ € {1,...,n} U{oo} gelte my(7) 2% 50 und existiere der Grenzwert
my (i)

lim

1—00 moo(z) + Z?:l ml(z) =2 0. (4.2)

Sei v; das normalisierte Nullstellenzdhlmaf von R;, also
v(R;,-)

Moo (1) + D21 q mu(4)

Satz 4.3 (Papamichael, Pritsker, Saff)

Seien R;, 1 € N, definiert wie in (4.1) mit

V; =

al(lzm(i) #0 firallele{l,...,n} U{oo} undi e N.
Konwergiert die Folge (R;);cy in A lokal gleichmifig gegen eine holomorphe Funktion f # 0,
ist (4.2) erfillt und gilt

(i) 1/m(4)

llirgo W) 1y i) = R¢, p, firallele{l,...,n}U{oc}, (4.3)
dann gilt
n
Vi — oflon + Z aywe, p, fiiri— oo. (4.4)
=1

Falls aq > 0 fiir jedes 1 € {1,...,n}U{oo} und um jedes & eine Umgebung existiert, die keine
Nullstellen von (R;);cy enthilt, so folgt umgekehrt (4.3) aus (4.4). o

Es gilt hierbei
1
R = — d = :
Die Aussage von Satz 4.3 kann auch eingeschrinkt auf eine Zusammenhangskomponente D,
le{l,...,n} U{oo}, bewiesen werden: Existiert fiir ein I € {1,...,n} U {oo} eine Teilfolge
A; € N und ein Mak v}, sodass

1/my(3)
= Rflle

und

vi — ; fiiri— o0, i € Ay,
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dann gilt
Vil aup; = uwe, b, -

Pritsker hat in [22] die Bedingung (4.3) durch eine zu (3.8) in Satz 3.4 analoge Bedingung

ersetzt.

Satz 4.4 (Pritsker)

Die in (4.1) definierte Folge (R;);cy konvergiere auf A lokal gleichmdfig gegen eine holo-
morphe Funktion f #Z 0 und es sei (4.2) erfillt. Existiert fir einl € {1,...,n} U {oco} eine
kompakte Menge K; C D; und eine Teilfolge Ay C N, sodass

1
liminf | sup <,log|Ri(z)] — GDZ(Z,Q)) >0, (4.5)
Z:/C\’O z€K] ml(l)
i€

und konvergiert (v;)icn, schwach-stern gegen ein Maf vy, dann gilt
%’AUE = qWe,Dy - o

Sind fiir ein [ € {1,...,n} U{oo} die Voraussetzungen von Satz 4.4 erfiillt, so ist Gp,(-,§) in

D\ {§} eine exakte harmonische Majorante fiir die Folge (Ril/ e (i)> A (Vergleiche hierzu
1€

Bemerkung 5.32 in Abschnitt 5.4.1.) l
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5 Diskrepanzsitze fiir die Nullstellenverteilung von rationalen

Funktionen

Sei im Folgenden D C C ein Gebiet, wobei dD regulir und beschrinkt sei. D selbst kann
dabei beschrankt, aber auch unbeschrankt sein. Sei I' C 9D eine Jordankurve der Klasse C2+,
wobei d(I', 0D \ T') > 0 gelte.

Falls T' eine geschlossene Kurve ist, sei { die Zusammenhangskomponente von C\ D, die
von I' berandet wird, also 92 = I". In Abbildung 1 ist diese Situation skizziert fiir den Fall,
dass D beschrankt und 2 ebenfalls beschrinkt ist, und in Abbildung 2 fiir den Fall, dass D

unbeschrankt ist.

Abbildung 1

0
SN

Abbildung 2

Da 0D regulir ist, lassen sich Greensche Funktionen zu D bzw. Q auf den Rand und nach 2

bzw. D mit 0 stetig fortsetzen. Dies sei im Folgenden stets angenommen.
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Wir wéhlen beliebig paarweise verschiedene Punkte n1,...,ny € D, M € N, und dazu Ge-
wichte 0 < (1,..., 8y < 1 mit

Sei nun

M
G(z) == Z,BjGD(Zy n5),

j=1
und fir » > 1

D,:={2€D:G(z) >logr} und L,:={z€D: G(z)=logr}.

Abbildung 3 zeigt eine Skizze der Niveaulinien von G mit zwei Polstellen n; und 79, die

ungefihr gleich gewichtet sind, wobei D unbeschrankt und I' eine geschlossene Kurve ist.

9

Abbildung 3

Fiir 0 > 1 sei M, diejenige Zusammenhangskomponente von C\ D,, in der T liegt. Analog

zu Lemma 3.8 existiert ein og > 1, sodass
M,NoD =T firl<o<oyg.

Folglich liegen in D N M,, 1 < 0 < 09, keine kritischen Punkte von G, das heift,

gG(z)#O fir 2 € Ly, 1 < 0 < 0y,
on

wobei n Normaleneinheitsvektor an L, sei.

Fir v C 0D und o > 1 definieren wir

SF(y):={2€D: G(z) <logo und n(z) € v},
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wobei 7 die zu den Niveaulinien L, orthogonale Projektion auf 0D sei.

Falls I" eine geschlossene Kurve ist, wihlen wir ein ny € Q beliebig. Da  einfach zusammen-
héngend ist, existiert nach dem Riemannschen Abbildungssatz eine eindeutige biholomorphe
Funktion

¢:Q—D mit¢(ny) =0und ¢'(no) > 0.

Mit Gy := Gq(+,no) gilt nun fiir jedes z € Q
—log[¢(2)| = Go(z).-
Wir definieren zudem fir r > 1
[, :={2€Q: Go(z) =logr}

und

A ={2€Q: z€T,, 1 <p<r}.

Die Niveaulinien I, sehen etwa wie die in Abbildung 4 griin eingezeichneten Kurven aus.

D

Abbildung 4

Fir 1 <o < oo gilt

%Go(z) #0 fir z €Ty,

wobei n Normaleneinheitsvektor an I', sei.

Schliefslich definieren wir fir v C I" und o > 1
S;(v)={2€Q: Go(z) <logo und my(2) € v},
wobei my die zu den Niveaulinien I', orthogonale Projektion auf I' sei, und

Se(7) =S5 () USS(7).
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5.1 Hauptergebnisse

Die folgenden Diskrepanzsitze fiir die Nullstellenverteilung einer rationalen Funktion sind die
Hauptergebnisse dieser Arbeit. Wir unterscheiden dabei, ob I' eine geschlossene Jordankurve

oder ein Jordanbogen ist.

Sei R # 0 eine rationale Funktion, die in D genau k paarweise verschiedene Polstellen & der
Ordnung my, I = 1,...,k, habe, und sei H : C — R definiert durch

k
H(z) :=log|R(2)| — ZmlGD(z,&) : (5.1)
=1

Weiter sei v das absolute Nullstellenzahlmaf von R, also v = v(R, -), 1 das harmonische Maf

zum Punkt & beziiglich D, also jyy = wg, p, L =1,...,k, und

" ::Sup< Yoy mugu(y) )

M
vel \ D_j=1 Bj wy;,0(7)

Da T eine Kurve der Klasse C?7 ist, ist ¢; < co. Zudem definieren wir

M
eint 1= log | Rllap — > _ BiH(n;),
p (5.2)

Eer = log HRH@D - Zlenlf; H(Z), r> 1,

und, falls I' eine geschlossene Kurve ist,

L(T,)logr
27

Rl

72 (I r>1. (5.3)

erg = log || Rl|4, — inf log|R(2)| +

Diese drei Kennzahlen sind nie negativ, denn zum einen gilt fiir jedes r > 1

L(T,)1 '
IRy, 2 min R wd T E] 2o
Daraus folgt
. L(T,)logr || R’
€rq = (108;\\RHAT — log min IR(z)I) + (2)7Tg an >0.

Zudem werden wir in Lemma 5.7 zeigen, dass H in D subharmonisch ist. Deshalb gilt
M
—00 <> BiH(my) < ||H]|p = [|H]lop = log | Rllap
j=1

und ebenso fiir jedes r > 1

—o0 < inj_f H(z) <log||R|lsp -
zE (d
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Daraus erhalten wir

0 < énf,erp < 0.

Das ,inf“ im Index von iy steht fiir ,infinity“. Dies hat den folgenden Hintergrund:
Fir M =1, also {n1,...,nm} = {m} und g1 =1, gilt

lim e, p =log||R|lop — lim H(z) =log||R|lap — H (1) = €in -
r—00 2=

Das bedeutet, in diesem speziellen Fall ist €5, p = €int.

5.1.1 Diskrepanz in der Umgebung einer geschlossenen Jordankurve

Sei zunichst I' eine geschlossene Jordankurve.
Die Idee zu den folgenden beiden Sétzen entstand aufgrund von Satz 4.3 und Satz 4.4 {iber

die Nullstellenverteilung konvergenter Folgen rationaler Funktionen.

Satz 5.1
Sei rg > 1 beliebig und co eine positive Konstante, die im Falle €,, 0 + €inp < 00 s0 klein

gewdhlt sei, dass d := cor/Erg,0 + €imf < 1 und (1 4 2d) < min{ro,o0} gilt sowie S1424(T")
beschrankt ist. Dann existiert ein ¢ = ¢(D,n9, G) > 0, sodass

k
<v = mzuz) (Stag(N)USF()| < (CC + C100) VEre.Q + Einf
=1

0
fiir jeden Teilbogen J C T und fiir jedes o > 1+ d. O

Der néchste Satz unterscheidet sich von Satz 5.1 lediglich darin, dass ein¢ durch €, p, 11 > 1,

ersetzt wird.

Satz 5.2
Seien 1,71 > 1 beliebig und co eine positive Konstante, die im Falle €., 0 + €, p < 00 S0

klein gewdhlt sei, dass d := cor/erg0 + €r,p < 1 und (1 + 2d) < min{rg, 71,00} gilt sowie
S1424(T) beschrankt ist. Dann ezistiert ein ¢ = ¢(D,ng,G) > 0, sodass

k
‘ (1/ — Z”%Ml) (Sl_+d(J) U Sj(J)) < (cco + clco> VEro,2 tEr,D
=1

fiir jeden Teilbogen J C T und fiir jedes o > 1 +d. o

Der Beweis ist fiir beide Sitze gleich aufgebaut. Ab einem gewissen Punkt teilt er sich in zwei
Beweisstrange auf. Zum einen sind Integrale iiber die Funktion H entlang Niveaulinien I,
abzuschétzen. Dazu wird beide Male die Kennzahl

R/

R

L(T,,)logro
27

?
vy

ero.0 = log | ]|4,, — log min [R(z)| +
70
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welche das Verhalten von R in A,; und auf I',, beschreibt, verwendet. Grofsen Einfluss auf
die Abschétzungen hat also die Wahl der Niveaulinie I';;. In Abbildung 5 sind I';; und A,

skizziert.

Abbildung 5

Des Weiteren sind Integrale iiber die Funktion H entlang von Niveaulinien L, abzuschétzen.
Dies wird in Satz 5.1 durch €ipf und in Satz 5.2 durch €,, p geleistet.

In Satz 5.1 werden die Integrale durch die Auswertung von H an den Punkten ny,...,nn
abgeschétzt, was dazu fiihrt, dass ejns wesentlich von der Wahl dieser Punkte abhingt. Wir

wollen dies nun in speziellen Féllen etwas genauer betrachten.

Wir nehmen an, dass R in A, keine Polstelle hat, dann existieren a; ; € C fiir j = 1,...,my,
l=1,...,k, und eine in D U A,, polstellenfreie rationale Funktion r, sodass
ko my
R(z) =r(z)+ Z Zal,j(z —-&)7,
I=1 j=1

wobei aj,, # 0 sei fiir [ = 1,...,k. Falls £, = oo, L € {1,...,k}, ist hierbei (z — &)™/ 1= 27,
j=1,....mp.
Ist M =1 und {n,...,nm} = {&1}, so gilt
M M k
= " BiHm) =Y B; 2113% (Z miGp(2,&) — log IR(Z)I>
j=1 j=1

=1

Z*)ﬁl

k
" (Z mGp(z,&) +myloglz —&1| —log|R(2) (2 — 51)’”1\)
=1
k
= ZszD(&,&) + lglgl m1gp(z,&1) — 1og|a1,m, |
=2 e

k
= Z mlGD(fl, fl) + mq log R&)D — log |a17m1| .
1=2
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Also héngt dieser Teil der Abschétzung nur von dem einen Koeffizienten aq ,,, ab.

Wir betrachten als weiteren Spezialfall {n1,...,na} = {&1,. .., & - Hier gilt

M M k
E:ﬁﬂ7mﬂ:=§:ﬁh£@_( nuGD@a&)h%LR@N)
j=1 j=1 s =1
k

=> 6 | D_muGp(&.&) +mjlog Re, p —10g ajm,|
j=1 I

Bei dieser Wahl der Punkte werden also alle Koeffizienten a;,,,, [ = 1,...,k, in die Abschét-

zung mit einbezogen. Ist zudem k = 1, wie es in Satz 4.3 der Fall ist, so folgt
M
- Z BiH (n;) = milog Re, p — log |ai,m, |-
j=1

In Satz 5.2 werden diese Integrale durch das Infimum von H auf einer festen Niveaulinie L,,
abgeschdtzt. L, kann eine einzelne analytische Jordankurve sein, aber auch die Vereinigung

mehrerer analytischer Jordankurven, wie dies in Abbildung 6 skizziert ist. Da r1 > 1 frei

D
Ly,

O

Tl

Abbildung 6

wahlbar ist, ist e, p nicht bereits durch die Wahl der Punkte n,...,ny festgelegt, also

etwas variabler als g;s.

Bemerkung 5.3

(a) In Satz 5.1 und Satz 5.2 wird in  die Diskrepanz auf dem festen Bereich S| (/) ab-
geschiitzt, wohingegen in D der Bereich S (J) fiir jedes 0 > 1 + d betrachtet werden
kann. Dies liegt daran, dass wir die Nullstellen von R in D44 mit Lemma 5.17 bzw.

Teil (a) von Lemma 5.18 entsprechend abschitzen werden. In € kénnen wir dies nicht
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vollkommen analog durchfiihren, da wir dort die Polstellen von R nicht kennen. Ist be-
kannt, dass R in Q keine Polstellen hat, also beispielsweise im Polynomfall, dann existiert
ein ¢ = ¢(D,ny) > 0, sodass

v(Q\ Aira) < S ena,
und somit kénnen wir in beiden Sétzen S| ;(J) auch durch S5 (J), ¢ > 1 + d, ersetzen.
Dies kann analog zu Teil (a) von Lemma 5.18 bewiesen werden. Andernfalls existiert nach
Teil (b) von Lemma 5.18 ein ¢ = ¢(D, ng) > 0, sodass

‘(V—Zm”u) o ( )US+ (J)) < <C+CTO +6100) \Ero,Q Tt Einf

€0

bzw.

Ku—zmml) A (DUSELD)

flir 1+d < o1 < rg—d und fiir jedes g2 > 14 d. Diese Abschitzungen gelten also fast bis

c+crg
< ( + 0160> \/Erg,Q + Er1,D

€o

zu der Niveaulinie I'y, hin, werden allerdings mit wachsendem 7y zunehmend schlechter.

(b) Gy ist die Greensche Funktion zu € mit Pol in einem frei wihlbaren Punkt ny € Q. Es ist
aber genauso moglich G analog zu G als Konvexkombination aus Greenschen Funktionen
zu einer endlichen Anzahl an in ) frei wihlbaren Punkten zu definieren. Es ergében sich
zusidtzlich zu der Wahl von ro weitere Freiheiten fiir die Kennzahl €, o.

Dabei ist zu beachten, dass die Konstante ¢ in Satz 5.1 und Satz 5.2 von der Wahl und der
Gewichtung dieser Punkte abhingen wiirde, wohingegen sie weder durch ro noch durch rq
beeinflusst wird. Das bedeutet, wir kénnen durch Variation von rg und in Satz 5.2 auch
von 11, versuchen die Abschétzung zu verbessern, ohne dass sich dabei die Konstante ¢

dndert. 5

5.1.2 Diskrepanz in der Umgebung eines Jordanbogens

Sei nun I' ein Jordanbogen.

Satz 5.1 und Satz 5.2 lassen sich analog zu Satz 3.7 auf diese Situation iibertragen.

Satz 5.4
Sei cg eine positive Konstante, die im Falle €,y < 00 so klein gewdhlt sei, dass d := co\/Einf < 1
und (1 + 2d) < oo gilt sowie Sl+2d( ) beschrankt ist. Dann existiert ein ¢ = ¢(D,G) > 0,

sodass

k
(u oy mml) (55| < (£ +ere) v
=1

fiir jeden Teilbogen J C T und fiir jedes o > 1 +d. o
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Satz 5.5
Sei r1 > 1 beliebig und co eine positive Konstante, die im Falle €,, p < oo so klein gewdhlt
sei, dass d := co\/Er;,p < 1 und (1 + 2d) < min{ry,00} gilt sowie Si ,,(T) beschrinkt ist.

Dann ezistiert ein ¢ = ¢(D,G) > 0, sodass

(o~ Som) 10

fiir jeden Teilbogen J C T und fiir jedes o > 1 +d. o

C
< ( + C1CO> VEr1,D

€o

Satz 5.4 und Satz 5.5 kénnen analog zu den Sétzen 5.1 und 5.2 bewiesen werden. Es sind
lediglich die Glockenkurven g und g, die fiir die geschlossenen Jordankurven analog zu Lem-
ma 3.9 konstruiert werden, durch zwei Glockenkurven analog zu Lemma 3.10 zu ersetzen. Da
I ein Jordanbogen ist, also kein Jordangebiet 2 C C\ D berandet, sind jetzt nur Integrale
iiber H entlang von Niveaulinien L, C D abzuschitzen. Somit fillt in beiden Abschiitzungen

jeweils €5 o weg. Der Rest der Beweise ist identisch zu denen von Satz 5.1 und Satz 5.2.

5.2 Beispiele

In diesem Abschnitt sollen die Aussagen der Diskrepanzséitze mit Hilfe von zwei Beispielen
verdeutlicht werden. Im ersten Beispiel zeigen wir, dass Satz 3.6 aus Satz 5.1 folgt und im
zweiten fiihren wir die Abschétzungen der Sitze 5.1 und 5.2 an Partialsummen einer konkreten

Laurentreihe durch.

5.2.1 Polynome

Sei D C C unbeschriinkt, I' eine geschlossene Kurve und R = p ein Polynom vom Grad n
mit héchstem Koeffizienten a,. Die einzige Polstelle von R ist also & = oo € D der Ordnung
m1 = n. Dann ist 1 = we,p die Gleichgewichtsverteilung von 9D.
Wir setzen M := 1, 1 := oo und wéhlen 1y € Q mit p(ny) # 0, dann gilt
_ ( g (y) ) _
cp =sup | ————= | =n,
~Cl \wp,0(7)

gint = l0g | R|lap — Zlgglo (nGp(z,00) —log|R(2)|)

= log||p|lop — nlogcap(0D) — log |ay|

B L(T,)logr || R .
und e, =log || R[4, + — IR . log min |R(%)]
L(T';)1 /
— log plle + 208" |17 | ~logminlp()l, 7> 1,
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denn p nimmt sein Maximum am Rand von Q an. Weiter gilt

lim min |p(z)| = |p(no)| > 0.

r—oo zel',

Da Q beschrénkt ist, existiert ein ¢ > 0 mit der Eigenschaft, dass L(T',) < Cor fiir jedes
T
r > 1. Daraus folgt

/ /
limM r < (o) thIOgT_().
r—00 2 Pllp, p(no) | r=o0 T
Mit
1 1 1 ;
e = sup (U“l(z) - U”(z)> = ~log ||pllop — — log|an| — log cap(dD) = =2
T n n n
und
- " 1 1
ﬁU (no) — UM (o) = - log [p(no)| + ;log |an| 4 log cap(9D)
. &ErQ 1 Einf 1
= lim —= — =log|lp|lr — == + —log|Ipllap
r—00 n n n
> lim Erf _ Eint
T rooo n n
folgt
r i 1
lim (M) < =U"(no) — U (no) + 2¢.
r—00 n n

Arg

vn

. oo—1 r9—1
d:= ¢y €r079+51nf<m11'1{1, 0 0 },

Sei rg > 1 beliebig und ¢y := , wobei A,, > 0 so klein sei, dass

2 72

dann existiert nach Satz 5.1 eine Konstante ¢ = ¢(D, 7o), sodass

‘(V —np) (Sy4(J) U S;_(J))} < (C):{ﬁ + )‘To\/ﬁ> VEro,Q T Einf -

fiir jeden Teilbogen J C I' und fiir jedes ¢ > 1+4d. Da p in € keine Polstellen hat, kénnen wir,

wie in Bemerkung 5.3 bereits erwéhnt, S| ;(J) durch S (J), ¢ > 1+ d, ersetzen. Dividieren

wir zudem diese Ungleichung durch n, so erhalten wir, da rg > 1 beliebig groft gewihlt werden

‘(#—u) (S;(J)us;(,]))' < lim ((;+A> W)

c 1
< (= “UY(ng) — Um ,
< <)\oo -l-)\oo> \/nU (no) — U (no) + 2¢

Da 0 < Aso < 00 eine von ¢y abhéngige Konstante ist, entspricht dies der Aussage von Satz 3.6.

kann,

Der Vorteil von Satz 5.1 gegeniiber Satz 3.6 ist, dass wir durch Verschieben der Kurve I'y, bei
festgehaltenem 1y versuchen kénnen die Abschétzung zu verbessern, ohne dass sich dabei die

Konstante ¢ = ¢(D,n9) andert.
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5.2.2 Partialsummen einer Laurentreihe

Wir betrachten die rationalen Funktionen R,,,

m

—Zz—lk, m € N.

k=1

2m Zk
Rin(2) = — Z 3kt
k=0

Die Folge (Ry,)men konvergiert auf dem Kreisring {z € C: 1 < |z| < 3} gegen die Funktion

f mit
1 1 2

TG =3~ 7= s

Da sich laut Satz 4.2 fiir m — oo die Nullstellen am Rand dieses Kreisrings h&ufen, wenden
wir die Sdtze 5.1 und 5.2 zum einen fiir Dy := {z € C : |z| > 3} und zum anderen fiir
Dy:={z€C: |z| <1} =D an.

In Abbildung 7 sind die Nullstellen von R, fiir m =5, m = 10, m = 20, m = 30, m = 50 und
m = 80 abgebildet. Ungefihr ein Drittel der Nullstellen verteilt sich jeweils in einer Umgebung
des Kreises mit Radius eins und zwei Drittel der Nullstellen in einer Umgebung des Kreises
mit Radius drei. Die Verteilung wirkt aufser in einer Umgebung der positiven reellen Achse

zunehmend gleichméfig und auch die dort auftretende Liicke wird mit wachsendem m kleiner.

Abbildung 7
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R,, hat zwei Polstellen, £; = co € D1 mit Ordnung 2m und & = 0 € Dy mit Ordnung m.

Wir definieren

M1 = Woeo,p; und 2 1= wo p, -
Sei zunéchst D := D1, I':={2€ C: |z =3} und Q:={z € C: |z| < 3}. Mit M :=1 und
m =& = oo gilt

]
3 Y

2
1 = sup <W> =2m und G(z) =Gp(z &) =log
~CI w’f]17D f)/)
und mit 79 := 0 ist

3
Go(z) = Gal(z,m0) = log

K
Sei rg 1= % und 71 := 2, dann sind

L(T;,)logro

I, ={2€C: |z| =2}, 5

3
:2log§ und L, ={z€C: |z|=6}.
Es gilt fiir m > 9
einf = log || Rm|lop + le)Holo (2mGp(z,00) —log | R (2)]) < logm + log 3,

L('yy)logro || R,
2w R,

und  £r0 = 10g [FonlLa,, — log min |Rn(2)]| +
TO F’I‘O
3

1,9
<logm—log1—’5+18 1og§.

Sei ¢y := , wobei A > 0 so klein sei, dass

A
V2m
1

ro— 1
d:co\/m<min{17 02 }:4,

(Dies ist fiir m > 9 fir jedes A < % erfiillt.)

Dann existiert nach Satz 5.1 eine Konstante ¢ > 0 mit der Eigenschaft, dass

‘(l/ — 2m,u1) (S;+d(J) U S:(J))’ < (CCO + ClcO> \/€rg,Q + Einf

2cm logm 1 3 1 1,9 1
L ~18log 2 — — log =2 4+ — 1
<(>\ + m) m oy ioloey mg legg gl logd

fiir m > 9 fiir jeden Teilbogen J C I' und fiir jedes 0 > 14d. Dividieren wir diese Ungleichung

durch 2m, so erhalten wir

1 _ c logm 9 3 1 1,9
o, + e -~ s - ’
’<2m1/ ,u1> (Sra(J)uSS (J))' < ()\ +)\> \/ = + - log 5 " 9 log T (5.4)

Mit A = % gilt also fiir alle m > 9

(v m) (20| < (503 ) B
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Weiter gilt

er,.0 = log||Rmllop + max (2mG(z) — log |Rp(2)|) < logm + 2.
2€Lyy

Sei wiederum c¢g := , wobei nun A > 0 so klein gewdhlt wird, dass

A

V2m
. Tofl 7”1*1 1

d:CO\/€T0,9+Er17D<m1n{1, 2 y 2 }:47

dann existiert nach Satz 5.2 eine Konstante ¢ > 0, sodass fiir m > 9 und fiir jedes 0 > 1+ d

gilt

(v = 2mm) (Sy,4(J) U SH(D)| < (C fm n m/%) Veroa temD

und somit

1 _ n c logm 9 3 1 1.9 1
— - < (= Zlogs — — = (5.
szu m) (SHd(J)USJ (J))‘ < ()\ —l—)\) \/ - + - log2 5 log 15 + - (5.5)

fiir jeden Teilbogen J CT'.

Seinun D:=Dy, I':={2€C: |z| =1} und Q:={z € C: |z] > 1}. Wir definieren n; := 0,
also

G(2) = Gp(z,&2) = —log |z,
und ng := oo, also

Go(2) = Ga(z,m0) = log|2|.
Setzen wir rg := 2 und 71 := 2, dann gilt

1

=2log2 und Lm:{ze(C: |z:2}.

L(T',) log o
Dy={zeC:|s|=2), - BN

Sei A > 0 geniigend klein, dann existiert nach Satz 5.1 eine Konstante ¢ > 0, sodass fiir jedes

m > 9 fiir jeden Teilbogen J C I" und fiir jedes o > 1 + d gilt

(1) a0 < (5 +) JReelmal) I8log2 L, 19 54

m m m 15

R,, hat insgesamt 2m + m = 3m Polstellen in C und somit auch 3m Nullstellen in C.

Multiplizieren wir also (5.4) und (5.5) mit 2 bzw. (5.6) mit %, so erhalten wir einen Vergleich
von % w1 mit dem normalisierten Nullstellenzdhlmak von Ry, in einer Umgebung des dufseren
Randes des Kreisrings bzw. von %Mg mit dem normalisierten Nullstellenzdhlmaft von R, in

einer Umgebung des inneren Randes des Kreisrings.



38 5 Diskrepanzsitze fiir die Nullstellenverteilung von rationalen Funktionen

5.3 Beweis der Aussagen

5.3.1 Lemmata

Wir werden in diesem Abschnitt zunéchst einige allgemeingiiltige, zum Teil wohlbekannte Aus-
sagen nachweisen. Danach wenden wir uns der Situation von Abschnitt 5.1.1 zu. Lemma 5.14,
Lemma 5.15 und Lemma 5.16 sind die Schliisselaussagen fiir die Beweise von Satz 5.1 und
Satz 5.2. In Lemma 5.17 und Lemma 5.18 werden schlieflich die so genannten Restabschitzun-
gen fiir beide Sétze durchgefiihrt, das heifit, die Nullstellen aufserhalb einer festen Niveaulinie

werden einmal mit Hilfe von ejn¢ und einmal durch €, p abgeschétzt.

Lemma 5.6
Ist f holomorph in dem Gebiet W C C, f £ 0, so ist log|f| subharmonisch in W. Ist f in

ganz W nullstellenfrei, so ist log|f| sogar harmonisch. O

BEWEIS :

Sei zp € W beliebig.

Ist f(z0) # 0, dann exisitiert auf einer Umgebung U(zp) ein holomorpher Logarithmus [ zu
f- Da [ holomorph ist, ist log |f| = Re(l) harmonisch in U(zp).

Ist f(z9) = 0, dann existiert aufgrund des Identitétssatzes ein R > 0, sodass f(z) # 0 fiir alle
z € Kr(z0) \ {#20}. Somit ist

log|f]: Kr(z20) = RU{—00}

eine nach oben halbstetige Funktion mit log |f| Z —oo und

1 2m )
log]f(zo)]:—oo<2/ log |f(zo +re™)|dt fir0<r < R.
™ Jo

Also ist log |f| in Kgr(29) subharmonisch und somit insgesamt in W subharmonisch. n

Lemma 5.7
Sei W C C ein Gebiet mit cap(OW) > 0 und r eine rationale Funktion, die in W genau k
paarweise verschiedene Polstellen & der Ordnung my, 1 =1,...,k, habe, dann ist die Funktion

h:W = RU{—o0},

k
h(z) = log|r(2)| = Y muGw(z&),
=1

subharmonisch und es existiert fir jedes zo € W mit r(zo) # 0 eine Umgebung U(zy), in der

h harmonisch 1st. o
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BEWEIS :
Es gilt

Zw

h(z) = log |r (z—=&)™

Z migw (z
l:l

Dabei ist im Falle £, = co, L € {1,...,k}, (z — &) =271

(z — &)™ in W holomorph ist, ist die Funktion

’:]pw

Da r(
l:l

k

r(z) [z = &)™

=1

log

nach Lemma 5.6 in W subharmonisch. Zudem ist gw(-,&), l = 1,...,k, superharmonisch in

W, somit ist die Funktion
k
= mugw(- &)
=1

subharmonisch in W. Also ist h als Summe zweier subharmonischer Funktionen ebenfalls

subharmonisch.

Sei nun ein zg € W gegeben mit r(zp) # 0, dann existiert eine Umgebung U;(z9) € W, sodass
r(z) # 0 fiir jedes z € U (zp).
Ist z0 & {&1,...,&k}, dann existiert eine Umgebung Us(z9) C Uj(zp) mit

UQ(Z()) N {fl,...,&f} =0.

Das heifit, r ist holomorph in Us(zp) und somit ist log |r| nach Lemma 5.6 harmonisch in
Us(zp). Da zudem Gy (-, &) in Ua(20) € D\ {&}, Il =1,...,k, harmonisch ist, ist h in Us(zp)
harmonisch.

Sei nun zg eine Polstelle von r und ohne Einschrinkung zg = &1, dann existiert eine Umgebung

Us(z0) € Up(20), sodass
UQ(ZO) N {627 .. 7£k} = (2)7

also r(2)(z—&1)™" in Ua(zp) nullstellenfrei und holomorph und somit log |r(z)(z —&;)™!| nach
Lemma 5.6 harmonisch ist. Aufserdem ist fiir [ = 2,...,k die Funktion Gw (-,§) in Ua(20)
harmonisch und es existiert eine Umgebung Us(zo) C Ua(2p), in der gw (-, &1) harmonisch ist.
Da

K
h(z) =log|r(2)(z — &)™ = Y miGw(2,&) — migw (2, &),
=2

ist h folglich in Us(zp) harmonisch. n
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Lemma 5.8

Sei g € C? (RQ) und supp(g) C C kompakt, dann gilt

(a) % //log\z — & Ag(§) dxdy = g(2) fiir jedes z € C,

o) [[ a9 dray =0,

wobei £ = x + 1y. O
BEWEIS :

(a) Sei zg € Cfest, p > 0und B(p) := C\ K,(20), dann ist die Funktion log |29— 2| harmonisch
in B(p), also gilt
Alog|zo — & =0 fiir jedes & € B(p).
Da supp(g) beschrankt ist, existiert ein beschrinktes Gebiet W mit stiickweise glattem
Rand mit

supp(g) U K(20) € W.

Dann gilt
// 9(6) Alog |20 — €] dardy = 0
WnNB(p)

0
und, da %g(z), g(z) = 0 fiir jedes z € OW, wobei n Normaleneinheitsvektor an OW sei,

0 0
log |z — 2| =—g(2)ds =0 und /gzlogzo—zds:().
| toglzo— =l o2 [ o) oz 20— <

Wenden wir also die Greensche Formel auf log |29 —z| und g(z) in WNB(p) an, so erhalten

wir

0
J[ gl - el Ag@dedy= [ oglao 2l 5 g(2)ds
WNB(p) K p(z0) "

0
— g(z) =—log |zp — z| ds,
Lo ) o820

wobei n Normaleneinheitsvektor an 0K ,(zg) ins Innere von K,(zg) sei. Die beiden Inte-

grale auf der rechten Seite betrachten wir nun getrennt.

(i) Da g € C? (R?) und supp(g) C C kompakt ist, existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass

<c fiir jedes z € 0K,(20), p > 0 beliebig.

8(19(2)

Daraus folgt

0
log |z0 — z| =—g(z) ds
/fﬂmzo) In

Sc/ |log p| ds = c2mp|logp| .
8KP(Z())
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(i) Es gilt fiir jedes z € 0K y(20)

0 1
—loglzp — 2| = ——.
p

on
Da g stetig ist, folgt

—/ 9(z) glog |z0 — 2| ds = / 1 g9(z)ds =y 21 g(z0) .
9K, (z0) n 0K ,(20) p

Setzen wir die beiden Teile nun wieder zusammen, so erhalten wir

/ / log |20 — €] Ag(€) d dy = lim / / log |20 — €] Ag(€) da dy
w =0 ) JwnB(p)
= c27 lim(p|logp|) + 27 g(z0)
p—0

=21 g(20) -

Da zudem Ag(z) = 0 fiir alle z € C\ W, folgt
s [ 1010 =€ Aa(€) dwdy = o= [ om0 — €] Ag(©) drdy = g(z0).
(b) Sei u =1, dann gilt
Au(§) =0 fiir jedes £ € C.

Indem wir die Greensche Formel auf die Funktionen g und u auf einem beschrinkten

Gebiet W D supp(g) mit stiickweise glattem Rand anwenden, erhalten wir

/ Ag(€ dxdy—// &) dxdy
// &) dxdy + /BW <u(z) %g(z) —g(2) aanu(z)> ds

z)ds =0,
8W6n 9(2)

wobei n der dufiere Normaleneinheitsvektor an OW ist. -

Lemma 5.9

Sei r eine rationale Funktion, zo € C Nullstelle der Ordnung mgo von r, dann gilt

(a) lim og ds =0,
P=0 JoK ,(20) |r(2)]
_ 0
(b) lim ds = 2mmy .

P Jorc, ) 00 T (2)

Dabei bezeichnen wir mit n den inneren Normaleneinheitsvektor an 0K ,(2o). o
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BEWEIS :

(a) Es gilt fiir jedes p > 0

1
log —— ds
/8K,,(zo) 7(2)]

— mo
/ <log|zzo| — myg Iog|z—z0|> ds
DK (20) r(2)]

—_ mo
</ <’10g’zzo|'—|—mo|logp> ds.
9Ky (20) ()]

Da zy eine Nullstelle der Vielfachheit mg ist, gibt es eine Umgebung U von zg, in der
r(2)(z — 20)”™° beschrénkt ist und keine Nullstelle hat. Somit existiert eine Konstante
c > 0, sodass in U gilt

|z — zp|™0

(=)l

‘log <c

Daraus folgt

lim
p—0

1
/ log ds| < lim 2mp (¢ +mg|logp|) =0.
oK, (z0)  |IT(2)] p—0

(b) Da die Funktion

|z — zp|™0

7(2)]

in einer Umgebung von zy beschrinkt ist, existiert auch eine Konstante ¢ > 0 mit

log

0 — zp|™o ~
lim / —log%ds < lim 27pc = 0.
p—0 K »(20) on |’I"(Z>| p—0
Somit gilt
0 1 0 1
lim — log ds = lim mo — log ——— ds
P=0 Jok ,(z0) On  |7(2)] P=0 Jor,(z)  On 12— 20|
1
= myg lim (27rp > = myo 2.
p—0 P
]
Lemma 5.10

Sei v C C eine geschlossene, stiickweise stetig differenzierbare Jordankurve, @ eine in einer
Umgebung von ~ biholomorphe Funktion, f und g reellwertige Funktionen, wobei in einer

Umgebung von v f stetig und g stetig differenzierbar sei. Dann gilt

[r0%2 a= [ reom) 2 s

on
Dabei set n Normaleneinheitsvektor an vy, ds bedeute die Integration nach der Bogenlinge
von vy, n sei der Normaleneinheitsvektor an ¢(y), der in die Zusammenhangskomponente von
C\ o(v) zeigt, in der p(z+An), z € v, A > 0 geniigend klein, liegt, und d§ sei die Integration
nach der Bogenlinge von o(7). o
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BEWEIS :

Da ~ stiickweise stetig differenzierbar ist, existieren endlich viele Punkte z1, ..., zp, € 7, sodass
die Teilb6gen von v mit den Endpunkten z; und 211, j € {1,...,m}, glatt sind. Dabei ist
Zm+1 = 21 zu setzen.

Fiir jedes z € v\ {z1,...,2m} gilt nun, da ¢ in einer Umgebung von ~ holomorph ist,
45 = [/(2)] ds = | det(J,(2))] ds,

wobei wir mit J,, die Jacobi-Matrix von ¢, aufgefasst als Abbildung von R? nach R?, bezeich-
nen. Da ¢ biholomorph, also auch winkelerhaltend ist, gilt zudem
1

~ /
n= ¢ (z)neC.
FICIMR
Fassen wir wiederum n und 7 als Vektoren in R? auf, so ist
1
n= Jo(z)n € R%,
FIolka
Also gilt fiir w = ¢(2)
g (¢~ (w) ~ _ _
(E)ﬁ> = Jyop-1(w) 1 = Jg (o 1(w)) Jp-1(w)n
1 1 1 9g(z)
12 o OO B = i W ) am

Somit erhalten wir

PN G CO) iy 2900 w)
/w(w)f(@ (w)) on /m\{zh“’zm})f(so (w)) =
- oz ) ds
= /7\{21’.“ f(90 (eo( ))) 17 (2)] on | (2)]d

dg(z)
= z ds
/v\{zl,... 72 55

= z agi(z)ds.
[0,

Lemma 5.11
Sei W C C ein Gebiet, wobei C\ W # 0 und ~ := OW disjunkte Vereinigung geschlossener,
stiickweise stetig differenzierbarer Jordankurven sei. Ist h eine in einer Umgebung von W

harmonische Funktion, dann gilt

3}
/7 a—nh(z) ds =0,

wobei n entweder der Normaleneinheitsvektor an v sei, der ins Innere von W zeigt, oder der,

der ins Auflere von W zeigt. o
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BEWEIS :

Ist W beschrinkt, so folgt die Behauptung sofort aus der Greenschen Formel, setzen wir als
zweite Funktion u = 1 ein.

Sei nun W unbeschrinkt und U eine Umgebung von W mit C\ U # (. Wir withlen ein
a € C\ U, dann ist die Funktion

1

prU—= o), ¢lz)=_——1,

biholomorph. Da h in einer Umgebung von W harmonisch ist, also insbesondere stetig diffe-

renzierbar in einer Umgebung von v, gilt nach Lemma 5.10 mit f =1

Oh (!
=) 4 - / e (W) 4,
on e(7) on

v

wobei n Normaleneinheitsvektor an () und ds die Integration nach der Bogenlénge von ¢(7y)
1

sei, denn hoe™" ist in einer Umgebung von ¢(W') harmonisch und ¢(W) ist ein beschrénktes

Gebiet. [

Lemma 5.12
Sei W1 C C ein Gebiet mit cap(OW1) > 0 und Wo C W1 ein Gebiet, wobei v := OWs C Wi
gelte und v disjunkte Vereinigung geschlossener, stiickweise stetig differenzierbarer Jordankur-

ven sei. Dann gilt fiir jedes &€ € W
/ gG’Wl(z,g) ds = 27,
5 On
wobei n der Normaleneinheitsvektor an ~v sei, der ins Innere von Wa zeigt. O

BEWEIS :
Sei zunichst Wy beschriinkt, dann ist gy, (-, €) in einer Umgebung von W5 harmonisch. Somit

gilt nach Lemma 5.11

0 0
/yan(GW1(z7§)+log‘Z_€’) ds—/yangwl(z,ﬁ) ds=0.

Weiter gilt, da log|z — &| in Wa \ {¢} harmonisch ist, fiir 0 < p < d(,y) ebenfalls nach

/ glog\z—flds:o,
vUoK, () On

wobei n auf v weiterhin ins Innere von Wy zeigt und an 0K ,(§) dukerer Normaleneinheits-

Lemma 5.11

vektor ist. Zudem gilt nach Lemma 5.9

0 / 0 1
—loglz — &| ds = lo ds = 27 .
foo autosle=slas= [ ey
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Insgesamt gilt also

0 0 0
—Gw,(7,¢ ds:—/logz—ﬁds:/ —log |z — £| ds = 27.
[yan e , on 1B oK, (6) On e

Ist Wy unbeschrinkt, dann folgt nach Lemma 5.10 mit der Substitution ¢ aus dem Beweis
von Lemma 5.11, wobei a € OW; gewdhlt werden kann, und unter Ausnutzung der Invarianz
Greenscher Funktionen unter konformen Abbildungen

0 . 6GW1 (@71(11])7{) ~ aG(p(Wl)(wa @(5)) ~_
/7 %Gwl(z,f) ds = /(P(W) o ds = /@(7) o ds=27. m

Lemma 5.13
Sei W ein einfach zusammenhdngendes Gebiet, v := OW eine stiickweise glatte, beschrinkte,
geschlossene Jordankurve, sei g € C? (RQ) mat

99
on

0,

Y

wobei n Normaleneinheitsvektor an ~y sei, und supp(g) C C sei kompakt, dann gilt

//WAg(g)da:dy:o, E=x+iy. .

BEWEIS :

Sei u =1 und W ein beschriinktes Gebiet mit stiickweise glattem Rand und

W N supp(g) CW C W,

dann ist W N supp(g) = v N supp(g). Unter Verwendung der Greenschen Formel erhalten

[[ o aray= [] v ag@yaray= [ % as= [ C) g,

Lemma 5.14

wir

Sei I eine geschlossene Jordankurve und R # 0 eine rationale Funktion. Sind 1 < r <7 so
gegeben, dass Ty und Uy beschrinkt sind, R auf I'y Uz weder Null- noch Polstellen hat sowie

zwischen I, und I'z polstellenfrei ist, dann gilt

1 0Go(z) / 1 0Go(2) T 1
log ——ds < log ds +log = — log ——— ds,
/rr R o, v, BRG] on, 7 e, ong S TRG)
. . . Go(z) .
wobet ng Normaleneinheitsvektor an Ty bzw. 'y sei, sodass > 0 4st. O

ong
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BEWEIS :
Seien z1,..., zs die Nullstellen von R (mit Vielfachheiten aufgezéhlt) in dem Gebiet

A(r,7) :={2€ Q: logr < Gyp(z) < logT}.

Sei zunéchst A(r,7) beschrankt. Fir 0 < p < min{d(z;,I7) : j =1,...,sund ¥ = r,7}

definieren wir

B(p) == A9\ |J K, ().
7=1

In Abbildung 8 ist B(p) als griin markierter Bereich skizziert.

Die Funktion log @ ist nach Lemma 5.6 in einer Umgebung von B(p) harmonisch, weil R

dort weder eine Null- noch eine Polstelle hat. Da zudem Gg in €\ {79} harmonisch ist, gilt

nach der Greenschen Formel

1 0Go(2) ) | )
lo — Gp(z) =—lo ds =0,
/aB(p>< BRG] an 00 5, 8 R

wobei n der dufsere Normaleneinheitsvektor an 0B(p) ist. Die in Abbildung 8 eingezeichneten

Pfeile deuten die Richtung von n an.

Abbildung 8

Es folgt
1 0Gy(2) / 1 9Gy(z)
lo ds = — lo ds
/rr *TR()| ona r CIRG) on
2 1 9Gy(2) ) 1 >
= log ——— —Go(2) =—log —— | d
2 /aKp(zj>( SREL on PP B RE) T 60

zj@{z1, 251}

1 9GH(2) / ) 1
+/ log ——— ds — Go(z) — log —— ds.
-8R on o, ) B0 %8 R

T
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Die Integrale iiber 0K ,(z;), j € {1,...,s}, und I, auf der rechten Seite von (5.7) betrachten

wir nun getrennt.

(i) Da Go in dem Gebiet A(r,7) stetig differenzierbar ist, gilt nach Lemma 5.9 fiir jedes

jed{l,... s}
/ log 1 0Goy(z) < lim H(‘?Go
oK, (z) B on T

8 1
li — =2 E
P30 (/aK,,(zj) Gol#) g 10 ®*TR(2) ) " Golz)

lim
p—0

1
log —— ds | =0,
0K, (=) aKp(z]) |R(2)] )

sowle

zz—zj
(ii) Nach Lemma 5.11 gilt
0 1
— log ds=10
/<93(p) on 7 |R(2)]
und nach Lemma 5.9 ist
lim i / ﬁlog ! ds —27ri1—27rs
p—0 = 0K p(zj) on |R<Z)| = )

zj {21,251}

Zusammen folgt

0 1 0 1
—log———ds =1 —log ——d
L, G0l gy s iy ds = loer | 5 o Ry @8

log / 0 log ! d
— 10egr — 10 S
aB(\I, On ~ |R(2)]

0 1
277210grlogr/ 8—n10g R(2) ds.

7=1

(i) und (ii) in (5.7) eingesetzt, ergibt

1 0Go(z) / 1 3Go(2) s
log ds = log ds + 27 logr — Go(z;
/rr R()| Ona - 5 TRET on > ()

J=1

+ log ds

81g 1
ry On 7 |R(2)|

1 0Go(z) 7“/ 0 1
< 1 d log = —— log ——— ds.
—/p RE) o ©TBF Jo n, BRG]

Damit ist das Lemma, fiir den Fall, dass A

r,7) beschrinkt ist, bewiesen.

Sei nun A(r,7) unbeschrankt. Wir wihlen ein a € D beliebig, dann bildet die Funktion

1
0:Q—=C, ¢(z):= ,
z—a
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2 biholomorph auf das beschrankte Gebiet p(2) ab.
1
Da sowohl log TRl also auch Gq in einer Umgebung von I', und in einer Umgebung von I'x

harmonisch, also insbesondere stetig differenzierbar ist, gilt nach Lemma 5.10 fiir v = I';,, und

v=TI%
1 9Go(z) / 1 9Gaq (¢~ (w),mo)
log ds = log — — ds
et “one = L e o .
_ / log 1 IG () (w, (o)) s
o) IR Hw))] on
sowie 3 5
1 1
log ds—/ —log ———ds, 5.9
r, Ona TR L) 07 B R Tw)) )

wobei n Normaleneinheitsvektor an ¢(I') bzw. ¢(I';) ist mit

G () (w, p(10))

= 0
on >

und d§ die Integration nach der Bogenldnge von ¢(I';) bzw. o(I'z) ist. Weiter gilt

p(Lr) ={w e C: Go (¢ (w),m) =logr} = {w e CT: Gyq)(w,¢(m)) = logr},

das heift, ¢(T';) ist Niveaulinie von G, q)(-, #(n0)) zum Niveau logr. Ebenso ist o(I'z) Ni-
veaulinie von G ) (+, ¢(no)) zum Niveau log7.

Zudem ist R o ¢! eine in p(A(r,7)) polstellenfreie rationale Funktion, die auf ¢(T',) und
©(I'7) keine Nullstelle hat. Somit gilt wie oben bewiesen, da ¢(A(r,7)) beschrankt ist,

oG ,
/ log _11 <p(Q)("ﬁ ©(10)) s
o) R (™ (w))] on
1 Gy (w, p(10)) r ) 1 B
< log L4 — ds—l—logN/ —log ———— ds.
/@(r;) R (o~ (w))] on 7 Jory) O R (97 (w))]
(5.10)
Setzen wir (5.8) und (5.9) in (5.10) ein, so erhalten wir die Behauptung. n

Lemma 5.15
Sei R # 0 eine rationale Funktion, die in D genau k € N paarweise verschiedene Polstellen
& der Ordnung my € N, I = 1,...,k, hat, und H wie in (5.1) definiert. Seien 1 < r < 7 so
gegeben, dass R auf L, U Ly keine Nullstellen hat. Dann gilt
0G(z) 0G(z)
—H ds < —-H d
| cae) TG < [ a5 s

T

0G(z)
Oni

wobei n; Normaleneinheitsvektor an L, bzw. Lz sei, sodass > 0 ist. o
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BEWEIS :
Zunichst nehmen wir an, dass D, beschrinkt ist. Seien &1, ...,&, K < k, die Polstellen von R
in D,, dann sind die Funktionen gp(-,&),1 = 1,...,k, in einer Umgebung von D,. harmonisch.

Definieren wir nun eine rationale Funktion R durch

R(z) = R() [J = — )™,

=1

dann gilt

K k
—H(Z) = log ~1 +ZmlgD(z,&)+ Z mlGD(z,&). (5.11)
[R(2)| I=1 l=k+1

Da R zwischen L, und L; keine Polstelle hat, gilt analog zum Beweis von Lemma 5.14

1 1 1
/ log — 9G(2) ds </ log — 9G() ds—i—log% 0 1 ds. (5.12)
L, L

og ——
|R(z)| O - |R(z)] O Lz Oni 7 |R(z)]
Sei
D(r,7) :={z€ D:logr < G(z) <logr} C D,
und n der dufsere Normaleneinheitsvektor an 0D(r,7) = L, U Ly Dann ist n = —n; auf L,
und n = n; auf Ly Folglich gilt nach der Greenschen Formel flir [ = 1,..., K, da sowohl G als

auch die Funktionen g(-, &) in einer Umgebung von D(r,7) harmonisch sind,

oG 0G
/LT 9p(2,&) 875;2) ds = _/LT 9p(2,&) 87(:) ds

oG 0
[ e ®5 i [ 6 Lo as

B 0G(z) 0
= /~9D(Z,§z) on; d3+10g7"/LT 8nigD(Z’§l) ds

7

- 0
—1 .
Ogr/LF 8nigD(za£l) ds

Nach Lemma 5.11 gilt weiter

0 0 0 0
| gwgyis== [ Sopeyas= [ Lopee)ds= [ Slant.g) ds

und somit

0G(z) , 0G(2) r 0
/LTQD(Z@) an dS—/L 9p(2,&) o d8+10g?/L; o

7

gp(2,&) ds. (5.13)

7 ()

Da auch die Funktionen Gp(-, ), = k+1,...,k, in einer Umgebung von D(r,7) harmonisch
sind, gilt analog

Op(e.t) 29 45— [ Gp(a,g) 290

r 0
L oni Ly on ds + log 7 /L; on; Golze)ds. (5.14)



50 5 Diskrepanzsitze fiir die Nullstellenverteilung von rationalen Funktionen

Mit (5.11) ergeben (5.12), (5.13) und (5.14) zusammen

6”2 6”1 Ly 877/@

/L“ (—H () 28 45 < /~(_H( 1) 28 oo O (“H(z)ds. (5.15)

Seien z1,...,zs die Nullstellen der Funktion R in Dj (mit Vielfachheiten aufgezahlt), dann
ist
R(z

log—
Hj 1(z = zj)

Z mGp(z

flED"

nach Lemma 5.7 in einer Umgebung von Dy harmonisch und, da Gp(+, &) fiir § ¢ D5 ebenfalls
in einer Umgebung von D; harmonisch ist, somit auch

—Zlog]z—zﬂzlog ZmlGD &) .

j=1

Hj 1(z — Z]
Also gilt nach Lemma 5.11

0
L. On;

(—H(2)) ds _/ Zlog|z—z3] ds. (5.16)

Zudem ist log |z — z;] fiir jedes z; € Dy harmonisch in einer Umgebung von B(p), wobei

) :D;\UKp(zj), 0<p<min{d(z;,Lz): j=1,...,s}.
=1

Nach Lemma 5.11 gilt somit

0 2 0 2
/L;am —Zlog|z—zj| ds:_/J?n —Zlog|z—zj| ds

8 S

= — | —log| | |(z—2)|]| ds,
/aB@)\L; on E

wobei n der dufkere Normaleneinheitsvektor an 9B(p) sei, und Lemma 5.9 liefert

)ds:27r Zs: 1.
i=1

2i=2j

S

H(z —2i)

i=1

) 0

lim — | —log

p=0 0Ky (z5) on
Zusammen folgt

S S
—Zlog\z—zj\ ds:27r21:277320.

O j=1 j=1
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Mit (5.16) gilt somit, da log L« 0,
T

r 0
log =
=

”
—-H ds =2 log = <0.
L 87%( (2)) ds s ogr <

Setzen wir dies in (5.15) ein, so folgt die Behauptung fiir den Fall, dass D, beschrinkt ist.

Sei nun D, unbeschriinkt. Wir wihlen a € D \ D,, dann ist die Funktion
— 1
0:D—=C, oz):= ,
z—a
in D\ {a} holomorph und bildet D, biholomorph auf das beschrankte Gebiet ¢(D,) ab.

Da auf L, und Ly keine Nullstellen von R liegen, ist H nach Lemma 5.7 in einer Umgebung

von L, und in einer Umgebung von L harmonisch und somit stetig.
Des Weiteren ist G in D\ {1, ...,na} harmonisch, also insbesondere in einer Umgebung von
L, und in einer Umgebung von Lz stetig differenzierbar.

Somit gilt nach Lemma 5.10 fiir v = L, und v = Ly

0G(z) | - 0G (¢~ (w))
) T s = [ (o () T 6 (5.17)

wobei 1 Normaleneinheitsvektor an () mit

0 “(w M
G(gﬁU) = % (; /Bich(D)(w7<P(77i))> 20

und ds Integration nach der Bogenlénge von ¢(7) sei. Weiter gilt

M
o(Ly) = {w €C: ) BiGum)(w,on)) = (Gop™) (w) = logr} 7
=1

also ist ¢(L,) Niveaulinie einer Konvexkombination aus Greenschen Funktionen zu ¢(D) zum
Niveau logr und analog ist ¢(L7) Niveaulinie dieser Funktion zum Niveau logr. Wie oben

bewiesen, gilt nun, da

k
—H (¢ ' (w)) = =log |(Ro ") (w)] + > muGy(p)(w, o(&))
=1

1

und R o ¢~ ' eine rationale Funktion ist, die in ¢(D) genau die k paarweise verschiedene

Polstellen ¢(&;) der Ordnung m; € N, [ =1,... k, hat,

A(LT)( H (¢ (w))) = d g/@(LF)( H (¢ (w))) 2 d5. (5.18)

Setzen wir (5.17) in (5.18) ein, so folgt

[ a2 i< [ e %

T

Also ist die Behauptung nun auch im Falle D, unbeschrinkt bewiesen. n
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Lemma 5.16
Sei h eine jeweils in einer Umgebung der Punkte 0y, ...,y harmonische Funktion, dann gilt
M
. 0G(z)
Y RL

9G!(2)

wobet n; Normaleneinheitsvektor an L, sei, sodass > 0 sst. o
n;
BEWEIS :
L, zerfallt fiir r — oo in M Zusammenhangskomponenten L, ,, v =1,..., M, das heifit,
M M
. 0G(z) . 0
Tlggo . h(z) o, ds = TIL%O;BJ ; /LT,,, h(z) a—niGD(z,n]) ds. (5.19)

Wir betrachten zunéchst die Integrale fiir v = j:

Es gilt fiir j = 1,..., M nach Lemma 5.12 fiir geniigend grofse r

0
/Lm- aniGD(Z’nj) ds = 2m.

Weil h in einer Umgebung von 7; stetig ist, folgt

lim h(z) 0 Gp(z,mj) ds =2 lim h(z) =27 h(n;). (5.20)

T J L, on; z—);

Nun betrachten wir die Integrale fiir v # j:
Sei zundchst 7, # oo. Da Gp(-,n;) in einer Umgebung von 7, harmonisch ist, gilt nach

Lemma 5.11 fiir geniigend grofe r

0
/Lw h(m) %GD(%WJ’) ds =0

7

und somit

/L h(2) ;WGD(z,nj) ds — /L (h(2) — h(n)) %Gp(z, ny) ds

(2

Also gilt fiir grofe r

0
fGD(Za 77]')

< L(Lr,u) ”h(z) o h(ny)HLT"V on;

(5.21)

0
/L h(z) aniGD(z’nj) ds

TV

L'r,u

0
Da n, # oo und 8—GD(-,77]~) in einer Umgebung von 7, beschriankt ist, existiert ein ¢ > 0,
n

sodass fiir genﬁgendlgroﬁe r

0

L(L;,) I

GD(Z777]) SC'

Lr,u
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Eingesetzt in (5.21) ergibt dies zusammen mit der Stetigkeit von A in einer Umgebung von 7,

lim
r—00

< lim ¢ [|A(m) = h(2)llg,, =0-

0
|| #e) Gt ds

Ist 1, = oo, so fithren wir eine Substitution mit ¢(z) := % durch. ¢ bildet eine Umgebung
von 1), biholomorph auf eine Umgebung des Nullpunktes ab. Zudem sind h und Gp(-,n;) in
einer Umgebung von 7, harmonisch, also stetig differenzierbar. Somit gilt nach Lemma 5.10

fiir jedes geniigend groke r

0 _ 0 _
| e geGoemyds= [ (e w) 5Go (o7 w)ny) ds
v W( T,V)
0

- /so(Lw) h(e (W) on; Go(p)(w, ¢(n)) ds.

Weil h o p~! in einer Umgebung von ¢(n,) = 0 harmonisch ist und ¢(n;) # ¢(n,), folgt wie

oben bewiesen

0
1. -1 . = .
P /SO(LW) " (@ (w)) on; Coo) (- () ds) =0

Somit gilt in beiden Fillen

lim h(z) 0 Gp(z,mj) ds=0.

r—00 L'r,l/ anl

Setzen wir dies zusammen mit (5.20) in (5.19) ein, so erhalten wir

M
. 0G(z)
Jim /L (z) on; o= ;ﬁjh(m) . -
Lemma 5.17

Sei R # 0 eine rationale Funktion, die in D genau k € N paarweise verschiedene Polstellen
& der Ordnung my € N, I =1,... .k, hat und €y definiert wie in (5.2). Seiv =v(R,-), dann
gilt fiir jedes o > 1

BEWEIS :

Ohne Einschrankung habe R auf 0D keine Polstelle und in den Punkten 7;, j = 1,..., M,
keine Nullstelle, denn sonst wiire gj,r = 0o und somit die Abschéitzung trivial.

R habe in D,, mit Vielfachheiten gezdhlt, s Nullstellen, z1,...,zs. Sei H wie in (5.1) und
h : C — R definiert durch

h(z) := H(z) + Z Gp(z,2) .
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Da z; & {m,...,num}, sind die Funktionen H und Gp(-, 2;), j = 1,..., s, harmonisch in einer

Umgebung der Punkte 7y, ...,my. Also gilt nach Lemma 5.16 zum einen

und fiir j=1,...,s

M
lim / Gp(z, 7)) ( ds = ZBVGD Mus %) ZBVGD(ijnV) = G(zj),
v=1

T—00 7T

oG
wobei n; Normaleneinheitsvektor an L, sei, sodass (%Ez) > 0 ist. Zusammen folgt
M
1 0G(z)
;G z) _Tg%o%/L h(z) B, ds—;ﬁjH(m). (5.22)

Sei nun 7 > ¢ > r > 1. Zunéchst nehmen wir an, dass D, beschréankt ist. Dann ist gp(-, 2;)

fiir j = 1,..., s harmonisch in einer Umgebung von D,. Analog zu (5.13) gilt also

0G(z 0G(z T 0
[ o0t Tt ds= [ gnte) T dsvtost [ Slgn(ez) ds

7

und somit nach Lemma 5.11

/ 9p(2, 25) a((;?ij) ds = /NgD(z,zj) 85::) ds . (5.23)

Wir definieren nun H : C — R durch
k
H(z):=H Zlog|z—zj\—log R(z H (z—z)7 ! —|—ZmlGD(z,§l).
j=1 7=1 =1

R(z) H§:1(Z — 2;)7! hat in D, keine Nullstelle. Ist R auf L, nullstellenfrei, so gilt folglich

nach Lemma 5.15 fiir jedes 7 > o
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Ist D, unbeschrénkt, so erhalten wir (5.24) durch eine Substitution wie in Lemma 5.15.
Setzen wir (5.24) fiir 7 — oo in (5.22) ein, dann ergibt dies fiir 1 < r < o, sofern auf L, keine

Nullstellen von R liegen,

) M
Tds -3 piH
j=1

j=1
(5.25)
1 s M
“% ] H(z)—i—;GD(z,zj) ;@H
Weil 85(2) > 0 ist fiir jedes z € Ly, r > 1, und nach Lemma 5.12
n;
0G(z 77]
gilt
1 0G(z) 1 8G( )
il H ds < — H ds = H
2 Jp, ) Ton S an [, SR o B S S HB).

Weil H nach Lemma 5.7 in D subharmonisch ist und Gp(-, &) fiir l = 1,...,k auf dem Rand

von D verschwindet, folgt daraus

1
o [, HG) ZBJ (n;) < log||Rllap — Zﬁg = inf (5.26)
r j=1
Mit 9D regulir gilt
, u dG(z)
llgi/ X;GD(Z,Zj)amdSZO. (5.27)
TJ:

Da R nur endlich viele Nullstellen hat, kann in (5.25) r > 1 beliebig nahe an eins gew#hlt

werden. Deshalb erhalten wir zusammen mit (5.27) und (5.26)

S
Einf > ZG(zj) > slogo.
j=1

Da v(D,) = s, folgt die Behauptung. n

Lemma 5.18
Sei R # 0 eine rationale Funktion, v = v(R,-) und ¥ > 1 beliebig gewdhlt.

(a) R habe in D genau k € N paarweise verschiedene Polstellen & der Ordnung m; € N,
l=1,...,k, und sei0 < § <1 mit 1420 < min{r, og}, dann existiert ein c = ¢(D,G) > 0,
sodass

v(Di425) < gEF,D7

wobei e p wie in (5.2) definiert sei.
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(b) Sei 0 <0 <1mitl+20<7—0, dann existiert ein ¢ = c¢(D,ny) > 0, sodass

cTr
v(Ai_s \ Aiqas) < 5 R

wobei g5 wie in (5.3) definiert sei. O

BEWEIS :
(a) Ohne Einschrankung habe R auf 0D keine Polstelle und auf L; keine Nullstelle, denn
andernfalls wire e p = oo und somit die Abschitzung trivial.

Sei zuniichst Djys beschrinkt. Ahnlich wie in Lemma 3.9 existiert eine zweimal stetig

differenzierbare Funktion g : C — [0, 1] mit

1 , falls z € Dyyos,
9(z) =
0 ,falls 2 € Dyys,

C o (0G(2)\?
= fall D D
und  |Ag(z)| < ¢ 02 exp(G(2)) < on; falls 2 € Dis \ Disas,
0 , sonst,
. S : 0G(z) .
wobei C = C(D,G) > 0 und n; Normaleneinheitsvektor an L, sei, sodass 3 > 0 ist.
n;

Fiir l =1,...,k sei y; := we, p.

Da g € C? (RQ) und supp(g) € C kompakt ist, gilt nach Lemma 5.8 und mit Fubini

|/g (gmzduz—dVN = /[;ﬁ //loglz—f\Ag(f) dwdy} (émzduz—dVN

k
- [/ (UV(&) —;sz’”(ﬁ)> Ag(€) da dy

9

(5.28)
wobei £ = = + iy. Wir wollen dies nun mit Hilfe der Funktion H, definiert wie in (5.1),
abschétzen.
Seien zi, ..., zs die Nullstellen von R, mg € Ny die Ordnung der Nullstelle im Punkt un-

endlich und (3, . .. (,, die Polstellen von R in C\ D (jeweils mit Vielfachheiten aufgefiihrt),
dann existiert ein € C\ {0} mit

s k m
B =8 [T == T G- JI -
i o oo

Wir unterscheiden drei Félle:
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1. Fall: Ist D beschrinkt, dann gilt

(—mGp(z,&) —loglz — &™) + > log|z — 2| — log |2|™

W

H(z) =
=1 i=1
2iF#00
m
+log |8l — ) log|z — ¢ + log |2|™
j=1
(j#00

k m
=Y mUM(z) = U"(2) +log|B| — Y _ log|z — | + log|2|™.
=1 j=1
(j#oo

2. Fall: Ist D unbeschrinkt, jedoch oo & {&1,...,&}, dann gilt

k k m
H(z) =Y mlU"(z) = U"(2) = Y miGp(&,00) +log|B] — > log|z — ¢l
=1 =1 =1
(oo
™

+ log |z

3. Fall: Ist D unbeschrénkt und oo € {1, ..., &}, ohne Einschrinkung sei £ = oo, so gilt
k k
H(z) =Y mU"(2) —U"(2) = > _ mGp(&, 00) + my log cap(dD) + log |8
I=1 1=2

m
— Y log|z — ¢ + log |2|™,
j=1
¢jFo0
wobei in diesem Fall mg = 0.

Also gilt in allen drei Fillen

k m
U"(z) — ZmlU“l(z) =—H(z)— Z log |z — (| + log [2|™ + ¢, (5.29)
=1 j=1
(j7Fo0

wobei ¢ € C konstant ist. Weiter gilt mit Lemma 5.8
[ ensteyavay=c [ [ 89 aay=o.
1 m,
or [ 1osl€r™ Ag(e) ddy = ma (o), (530)

1
und zﬂ//lOg\cj — €| Ag(€) dudy = g(¢;) fiir j=1,...,m mit {; # o0

Da (; & D145, ist g(¢;) =0 fiir j = 1,...,m. Wir kénnen ohne Einschrénkung annehmen,
dass der Nullpunkt nicht in Dqs liegt, also auch g(0) = 0 gilt, denn andernfalls kénnen

wir dies durch eine Translation ¢(z) = z — a mit a € C\ Dj4s erreichen.
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(5.29) eingesetzt in (5.28) ergibt unter Ausnutzung von (5.30)

[ Ry

Da H nach Lemma 5.7 in D subharmonisch ist und R auf 0D keine Polstelle hat, gilt

I1H||p = [[H]lop = log || Rllap < oo.

Daraus folgt mit Lemma 5.8 und wegen supp(Ag) C D145\ D125

' /s (lzk; iy~ dv) ‘ ~|5: [ tox1Rlan - (€D Aate) dv

1
" lon I — H(€)) A
2 //Dl+5\Dl+%<og||R||aD (6)) Ag(€) da dy

o //D\D (log||Rllop — H(&)) |Ag(6)] d dy

¢ 0G(6)\ 2
= W//DH(S\DH% (10g||RHaD—H(g))exp(G(g))Q( 8éi)> dz dy
1+26 PYer®
< 27152/ / (log ||Rllap — H(z)) TEZ) dsdr.

Wir kénnen nun Lemma 5.15 fiir jede Niveaulinie L., 1 +6 < r < 14 26, auf der R keine

Nullstelle hat, also fiir alle bis auf endlich viele, anwenden. Dadurch erhalten wir

‘ [ (gmldul—du) <9 H%r(l [ ox 181ap 12 25 ds) ar

hd

1+6 2

1426 1 6G(2)
— 1 — inf H ds | dr.
/1+5 g <27T /L; (Og 1#lop el (Z)> on; S) g

IA
<l Q

Da nach Lemma 5.12

8Gznj
_ - o =2
L am s Zﬁj/h on Zﬁf =2

und § < 1, folgt

o))<

1+24

log | R|lop — mf H( ))/ rdr

1+6

°“Q

=1

C 26 + 352 3C
=% 5 DS 5D
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Mit supp(p;) COD, 1 =1,...,k, gilt
k k
v(D1y2s) = (V - ZWM) (D142s) < /g (dV - Zmzduz>
=1 =1

[ (z s — dy)

Somit ist die Aussage fiir den Fall, dass D;s beschrankt ist, bewiesen.

3C
< < 5 ERD-

Sei nun Dj,s unbeschrinkt. Wir wihlen ein a € D \ D145, dann bildet die Funktion

1
0:D—C, ¢(z):= ,

z—aQ

D15 biholomorph auf das beschrankte Gebiet ¢(D145) ab.

1

Ro ™" ist nun eine rationale Funktion, die in ¢(D) genau k € N paarweise verschiedene

Polstellen ¢(&;) der Ordnung m; € N, [ = 1,...,k hat.

Zudem gilt

M M
(Goy™) (2) = ZﬁjGD (¢ (2),m) = Z/Bngo(D)(Z7 ©(n5)),
j=1

j=1

also ist G o ¢! Konvexkombination Greenscher Funktionen zu ¢(D) und ¢(L;), r > 1,

ist Niveaulinie dieser Funktion zum Niveau logr.

Somit existiert laut obigem Beweis ein C' = C (¢(D),G o ™) = ¢(D,G) > 0, sodass
V(D14as) = v (Ro ™!, p(Digas))

C k
< BT <log HR ) 8071H<p(8D) — inf (log ’(R o gp*l) (z)‘ — ZmlGW(D)(z7 Sp(f”)))
=1

2€p(Ly)
3C i
=% <10g IRl — inf <10g R - lzlmlamz,a)))
_3¢_
- 6 T’,D .

Damit ist die Aussage auch im Falle D15 unbeschrinkt gezeigt.

Diese Aussage kann ganz analog zu Teil (a) mit Hilfe einer Funktion g, die auf A7_5\ Aj425
identisch eins und aufkerhalb von A\ Aj1s identisch 0 ist, und mit Lemma 5.14 anstelle

von Lemma 5.15 bewiesen werden. n
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5.3.2 Beweis von Satz 5.1 und Satz 5.2

Seien im Folgenden die Definitionen und Voraussetzung von Abschnitt 5.1.1 gegeben.

Nach Lemma 5.12 gilt fiir r > 1

oG
/ 0(2) g5 = o, (5.31)
T, 87’1,&
. . ) Go(z) )
wobei n, stets Normaleneinheitsvektor an I', sei, sodass 5 > 0 ist, und
Mg
M
IG(» 77])
[ s - Zﬂ] | ds=3_py2m=2m (532
. L : 0G(z) .
wobei n; stets Normaleneinheitsvektor an L, sei, sodass 5 >0 ist
g

BEWEIS VON SATZ 5.1:
Ohne Einschrankung sei

Erg,0 T+ Einf < OO,
denn andernfalls ist die Abschétzung trivial. Daraus folgt, dass R in A, UJD keine Polstelle
und weder auf I';; noch in den Punkten n;, j = 1,..., M, eine Nullstelle hat sowie dass I,
beschrankt ist.
Sei J nun ein beliebiger Teilbogen von I' mit Endpunkten z; und zo. Falls J # T", wihlen wir
zo € I'\ J so, dass L(I'1) = L(I'y), wobei I'j, j = 1,2, der Teilbogen von I'\ J sei, der zy mit
zj verbindet. Ist J = I', so konnen wir zg € I' beliebig wihlen.

Wir definieren fir 1 < o < g
Voi=SIM)\{z€D: n(z) =2} und U,:=8,(T)\{z€Q: m(2) = 20},

wobei 7 die beziiglich der Niveaulinien L, und 7y die beziiglich der Niveaulinien I'., r > 1,
orthogonale Projektion auf 9D sei. Wir wahlen eine zu G harmonisch Konjugierte ¢, sodass

die Funktion ® mit
D(z) := exp(G(z) +ip(2))
die Menge V,, 1 < o < gg, auf

{z=re"cC:1<r<o, t)<t<ty}, 0<t <ty<2m,

abbildet. Dies ist in Abbildung 9 dargestellt.

Nun existieren analog zu Lemma 3.9 zwei zweimal stetig differenzierbare Funktionen

9,9:C—10,1]
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.LU |

Abbildung 9

mit den folgenden Eigenschaften: g erfiillt

1, falls z € S144(J),
9(2) =
0 ,falls 2 € Syyoq(JT),

@ =0
on|p
2
% ‘@(Z)‘Z <8g(2)) , falls z € V1+2d,
g
2
und |Ag(z)’ < % ‘¢(Z)|72 (agffz)) 7 falls z € U1+2da
0 , sonst.

Dabei ist C = C(D,n9,G) > 0 und J* D J ein Teilbogen von I' mit

M
> Bjwnp(JT\J) <d.
j=1

In Abbildung 10 ist der Bereich, in dem g identisch eins ist, gelb markiert. In dem blauen
Bereich nimmt g Werte zwischen null und eins an und aufserhalb ist g identisch null.
Und g erfiillt

N 1 [ fallsze J™,
9(z) =
0 ,falls 2 € S1q(J),

C 9G(2)\”
= 1e()” < éz)) falls 2 € Viqa,

n;
d Ag < C _o (0G
un | g(z)‘ = ﬁ \qb(z)] 2 ( 8;)122)

0 , sonst,

2
) , falls z € Uy 4,
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1 S1alJ)
] Sipea(JT)

Abbildung 10

wobei J~ C J ein Bogen ist mit

M
> Bjwyp(J\J7) <d.

j=1

Die Funktion g ist also auf dem roten Teilbogen von I' in Abbildung 11 identisch eins und

auferhalb des griinen Bereichs verschwindet sie.

] SipaJ)

Abbildung 11

Es gilt nach Lemma 5.8, da g € C? (RQ) und supp(g) C S1424(I") beschrinkt ist, und mit
Fubini

o (S a) = [ [ [ soterost <l aza] (S me -

k
;ﬁ// (U”(@—?}mﬁ“%f)) Ag(§) dx dy

)
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wobei £ = x + iy. Wie im Beweis von Lemma 5.18 gilt

k
= (U"(s)—;mlw‘l(@) Ag(e) dr dy| =

Daraus folgt

L [0 ]
o (o)

= / [ n . Ag(€) da dy
. // -,

Die Funktionen Gp(-,&), 1 = 1,...,k, verschwinden auferhalb von D, das heifit,

(5.33)

H(z) =log|R(z)| fiir jedes z € QUOD.
Da H auferdem nach Lemma 5.7 in D subharmonisch ist, gilt des Weiteren
IH|p = [l1H]lap = log [|Rl|ap -

Somit ist

log||R|lop — H(z) > 0 fiir jedes z € 5’1+2d( )

und

log || Rl 4,, — H(z) >0 fiir jedes z € S, ,,(I') C Ay, .

Nach Lemma 5.13 gilt
/ / log | Rllop Ag(€) dx dy = log||Rllap / Ag(€) dudy =0
C\Q C\Q

und

/ /Q log | R ,, Ag(€) d dy = log | Rl a,, / [ Dg(6) dray =o0.

Mit supp(g) C S1424(I") folgt zusammen
[ cro) s deas| = |5 [ GoglRlop ~ 1) Agle) dody
27T (C\Q 27T 1+2d(

<L / / (og | Rllap — H(©)|A(©)] drdy
S y2a(T (5.34)

2
S // (log || Rllap — H(£)) |B(€)? (f’;g@) drdy

142d 8G( )
§27Td2/ / (log ||R|lop — H(2)) o, dsdr
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und

o // 10g||RHAT0 — H(£)) Ag(€) dzdy

o // ) Ag(€ )dzdy‘
T 1+2d

/ [ Gosll, — @) g(e) dedy

S1y2a(T (5.35)
2
<rg [[ (ozlRla, —H©) )] (83}9) da dy

C 14-2d 8G0(Z)
Sy} - .
<o) 7 oz, 1) FNE dsar

Setzen wir (5.34) und (5.35) in (5.33) ein, so erhalten wir

k 1+2d 9G(2)
‘/9 <; myduy — du> /1 r/LT (log ||R||op — H(z)) ———= dsdr

<
~ 2nd? on;

C 14+-2d c’)Gg(z)
s [ oz, - ) TN dsar.

Sei nun 1 < r <14 2d < 7, wobei R auf L, und auf Lz nullstellenfrei sei, dann gilt nach

Lemma 5.15 s o
/(—H(z)) (2) d8§/~(—H(z)) (2) 4.

(5.36)

Da R in {ni,...,nam}, also in einer Umgebung dieser Punkte, keine Nullstelle hat, gilt also

| e s < i [ ) as

on; T oo 1 on;
und gleichzeitig folgt nach Lemma 5.7, dass H in dieser Umgebung harmonisch ist. Somit gilt
nach Lemma 5.16 fiir jede Niveaulinie L,, 1 < r < 14 2d, auf der R nullstellenfrei ist, also
fiir alle bis auf endlich viele,

[ %Y
TJL

M
ds < E lim H(z) 9G(2) ds = — ZﬁjH(nj).

ani 2T 7F—oo Ly anz

Weil wegen (5.32) fiir jedes r > 1

3 [ Tz Rllop T ds = og | Rlop,

folgt daraus mit d <1

C 1+2d 9G(» C 14+2d
T 1 L?"

an,‘ d2
_ M 4C

242 €inf > 7 €inf -

(5.37)
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Des Weiteren gilt nach Lemma 5.14 fiir jede beschrinkte Niveaulinie I'y, 1 < r <14 2d, auf

der R nullstellenfrei ist, also fiir alle bis auf endlich viele,

9Go(z) / dGo(2) 9 1
—-H ds < -H ds + log log ——ds.
[ HE) T s [ ) T P s 0w [ o e ds
Zudem gilt
1 log ——ds| <1 / 9 log |R(2)|| ds <1 / R d
og o Jr.. Oma og R0 s| <logro . |3ma og|R(2)|| ds <logro e | z))| ds
R/(z) /
=logr / ds < L(I'y,) logry || —= .
’ Trg R(Z) ( 0) ¢ Trg

wobei [ eine geeignete Logarithmusfunktion sei. Daraus folgt unter Verwendung von (5.31)

1 1 LT, )1 /
Py (—H(2)) 0G0(z) ds < — sup (—H(z)) 9Co(z) ds + w L
27 Jr, Oong 2 | PSS ong o2 R Iy
L(T,,)logry || R
= — inf log|R(2)|+ —X———||— ]
M log | RE)| =0 R,
Weil nach Voraussetzung d < 1, folgt daraus wiederum mit (5.31)
142d aGo( ) O [iv2d
2 / / (log |R]|4,, — H(2)) . dsdr < o /1 7 Epy. dr
(5.38)
4C
S 7 57«07(2 .

(5.37) und (5.38) eingesetzt in (5.36) ergibt

o)<

> d (gro,Q + 51nf)

Nun gilt

k p
(V - Zmzﬂz) (S14a(J)) < /9 (dV - ZWGM) + Zmzﬂz(J+ \J)
=1

k
< /g (Zmld,ul —dy>
=1

4C
< 7 (57’0,9 + Einf) +cid.

+o Zﬁy wn () B39

Wir kénnen im obigen Beweis die Funktion g durch g ersetzen. Da supp(g) C S144(J), geniigt

es nach r nur von 1 bis 1 4+ d zu integrieren. Ansonsten vollkommen analog erhalten wir

fo(e-o)l

(ETQ,Q + 51nf)

= d
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und somit

k
(Z mypy — V) (Sler(J / <Z mldul dV) + Zml,ul J \ J~ )
=1

T

S d (67‘0, + Elnf) +cid.

Mit d = cor/Ery.0 + €int folgt aus (5.39) und (5.40)

‘ (’/ - ZW#Z) (S1+4(J))

Zudem gilt fiir jedes o > 1 + d gilt, da supp(py) C 0D firl=1,...,k,

(V - Z mlﬂl) (J)\ ST ()

Mit Lemma 5.17 erhalten wir also

‘ ( . zmml) - USE)

Da nach Voraussetzung 0 < d < 1, gilt

(5.40)

+ Zﬁj wy;,0(J\J7)
j=1

4C
< | — +cico | \VErg,Q F Einf -

€o

< v(D14d) -

4C €inf
< (= d4 — oot
—(cg+cl> log(1+d)

log(1+d) > —d,

1
2

das bedeutet,

Einf 2(eint+6erp0) 2
< d = — H .
log(1+d) — d g VNt T e

0
Daraus folgt

‘ ( - zmluz) - (D) USED)

Somit ist die Behauptung gezeigt. n

4C' + 2
< + c1C0 | \/€inf T Erp, 0 -

€o

BEWEIS VON SATZ 5.2:
Ohne Einschriankung sei

€rg,Q + Ery,D < 00,

denn andernfalls ist die Abschétzung trivial. Daraus folgt, dass R in A,, U 0D keine Polstelle
und auf I, U L,, keine Nullstelle hat sowie dass I'y, beschrénkt ist.
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Seien fiir einen beliebigen Teilbogen J von I' die Funktionen g und g und die dazugehorige

Konstante C' = C(D, 1y, G) definiert wie im Beweis von Satz 5.1. Dort haben wir gezeigt, dass

1+42d
'/9 (Zde/H du>‘ 27rd2/ / (log [ Rllop — H(2)) 8;;) ds dr

(5.41)
4C
g o
Durch Anwendung von Lemma 5.15 fiir jede Niveaulinie L,, 1 < r <1+ 2d, auf der R keine
oG
Nullstelle hat, also fiir alle bis auf endlich viele, erhalten wir wegen (2 > 0 fiir jedes
2

z € Ly, und (5.32)
/ (—H(x) 6@ dsdrg/ (—H(z) 2B 4 </ sup (—H(z)) 284 44
r L L

87% - 87% - ZELr1 87%

= 27 inf H(z).

ZGLTl

Mit d < 1 und noch einmal (5.32) folgt

C 1+2d oG (2 C 142d AC
2 /1 T/L (log | R||lop — H(z)) ari) dsdr < d25r1’D/1 rdr < —EnD-

Eingesetzt in (5.41) erhalten wir

. e,
‘/9 (; mldﬂl - dl/) S 7 (Ero,Q + 67’1,D)
und ebenso gilt
k
~ 2C
‘/g <§mlduldy> < 7(8T0,Q+5T1,D)-

Mit d = co+/€ry,0 + €r,,p folgt analog zum Beweis von Satz 5.1

4C
| (V — ZWW) (S14a(J))| < < + C1Co> Vere+Em.D -

€0

N

Zudem existiert nach Teil (a) von Lemma 5.18 mit 6 = — ein ¢ = ¢(D, G) > 0, sodass

c c C
V(Dl-i-d) < 8 Er,D < g (5ro,Q + Erl,D) = ; V €re,Q +Er,D -

0
Insgesamt gilt somit fiir jedes 0 > 1+ d

‘(V - ZWW) (U ST ()

+ v(D144q)

(V - ZWW) (S144(J))
<4C +c )
+c1co | \/Erg,2 T Ery,D

o
und die Behauptung ist bewiesen. =

<
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5.4 Folgerungen

Sei im Folgenden (R;);en eine Folge rationaler Funktionen. R;, i € N, habe in D genau K (i)
paarweise verschiedene Polstellen fli) € D der Ordnung my(i) € N, [ = 1,..., K(i), und es

gelte
K(i) ‘
n(i) = my(i) =% co.
=1

Fiir jedes i € N definieren wir die Funktion H; : C — R durch

K(5) 4
Hi(z) :=log |Ri(2)| = Y _ mu(i)Gp (Z, fz(’))
=1

und bezeichnen das normalisierte Nullstellenzihlmalt von R; mit

5.4.1 Schwach-Stern-Konvergenz des Nullstellenzihlmafies

Zuniéchst werden wir mit Hilfe der beiden Diskrepanzséitze aus Abschnitt 5.1.1 jeweils einen
Satz zur Schwach-Stern-Konvergenz der Folge (v;);cny unter der Voraussetzung, dass (R;)ien

lokal gleichmifig gegen eine holomorphe Funktion konvergiert, beweisen.

Aus Satz 5.1 kénnen wir folgende Aussage {iber das Verhalten des Nullstellenzihlmafes einer

konvergenten Folge rationaler Funktionen ableiten:

Satz 5.19

Sei I' eine geschlossene Jordankurve und es existiere ein Gebiet A C ), wobei I' C A und
d(T';0A\T) > 0 gelte, sodass (R;)ien auf A lokal gleichmafig gegen eine holomorphe Funktion
[ konvergiert, wobei f|, # 0 sei. Des Weiteren gebe es Punkte &1,...,& € D, k € N, sodass

fiir jedes € > 0 zum einen

. k

. my (i) .

zllglo E e =0, wobei D°:= D\ U K (&), (5.42)
¢VeDs 7=l

gilt und zudem im Falle paarweise disjunkter Kreisscheiben K. (&1),. .., K:(&)

leglo Z () =a; mit0<o; <1firj=1,...,k (5.43)
& ek (&)

erfillt wst. Gilt auferdem
1

log || R; =0 5.44
o5 s il (544

lim
1—00
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und u
H. .
in 35T =0 (5.4
dann folgt )
Vil g =5 Zalwth‘F fiir 1 — oo,
I=1
fiir jede abgeschlossene Menge F' mit I' C F° C AUT'UD. 0

Fiir den Beweis von Satz 5.19 bend&tigen wir die folgenden beiden Lemmata.

Lemma 5.20
Ezistieren Punkte &1,...,&k € D, k € N, sodass fiir jedes geniigend kleine € > 0 (5.42) und
(5.43) erfillt sind, dann gilt fir jeden Teilbogen J C T

= my (i) :
Tim 32T e0ol) = L ende.o(). 0
BEWEIS : i}
Wir definieren p := Z oy wg,,p und fiir jedes i € N
I=1
K(7) .
i ml 1
) (i)

n(i) "4’

=1

Sei J ein beliebiger Teilbogen von I', § > 0 beliebig klein, dann existieren, da dD regulir ist,

zwei in D stetige und in D harmonische Funktionen f, f : C — [0, 1] mit
1 ,falls z € J,
fz) =
0 ,fallsz€dD\ JT,
~ 1 Jfallsze J,
und  f(z) = e
0 ,falls 2 € D\ J,
wobei J~ CJC JT CT mit u(JT\J)<dund pu(J\J")<4.
Nun gilt fiir € > 0 beliebig klein

K (i)

@ < 1 @) _ s mu(i) o ( ()
Zlggop (J)_zliglo Jdu zllglo; n(i) f<£l )

(S T ) ¥ )

I=lePer () e epe
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Es gilt mit (5.42), da f beschrankt ist, fiir jedes € > 0

i 3 O () -0

¢V eps

Da f zudem stetig in D und £ > 0 beliebig klein gewdhlt werden kann, gilt mit (5.43) fiir
jedes j € {1,...,k}

) my (1) i
tm 3 T () = 0 ).
¢VeK. (&)

Daraus folgt

k
fim 1) < Yo uf(@) = [ £dn<p(r") < () + 5
=1

1—>00
und analog

1—00

k

fim 1) = Y (@) = [ Fdu= (o) = u(r) - 5.
=1

Da § > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann, gilt also

lim p9(J) = u(J). n

i—00
Lemma 5.21
Sei eine Folge (0;)ien gegeben mit 1 < o; < oo und lim;_o0 0 = 1, sei (l/(i))i

positiver Borel-Maffe mit Supp(y(i)) C Sy, (T) und (M(i))i
mit supp(,u,(i)) CT'. Fiir jeden Teilbogen J C T gelte

oy €ine Folge

oy €ine Folge positiver Borel-Mafe

lim p®(J) = u(J), (5.46)

1—00

wobei p ein positives Borel-Maf mit supp(u) C T sei, und

lim (V(i) — u(i)> (SUZ.(J))‘ =0. (5.47)

1—00

Dann folgt

(@ i)ﬂ fiir i — oo o

BEWEIS :
Da supp(y(i)) C Sg,(I') fiir jedes i € N gilt, existiert nach dem Auswahlsatz von Helly
(Satz 2.10) ein Maf 1 und eine Teilfolge (V(i))iEA’ A C N, mit

v s 0 fiiri — 00, i €A
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Offensichtlich ist supp(r) C T, denn fiir jede abgeschlossene Menge B C C \ ' existiert ein
Index i; € N, sodass Sy, (I') N B = fiir jedes i > 1. Da supp(u(i)) C S5, ('), bedeutet dies,
dass v (B) = 0 fiir jedes i > i;.

Wir zeigen nun noch, dass g mit p iibereinstimmt.

Sei J ein beliebiger Teilbogen von I', § > 0 beliebig klein. Seien f, f: C — [0, 1] zwei stetige

Funktionen mit

1 ,falls z € J,
-

0 ,falls 2 & Sy 5(J1),

~ 1 ,falls z € S145(J7),

wnd Flz) = , falls z 1+5(J7)
0 ,falls 2 € S1425(J),

wobei J~ CJC JT CTmit u(JT\J)<dund pu(J\J)<4.
Aus der Schwach-Stern-Konvergenz von (9 gegen 7i und supp(u(i)) C S, (") erhalten wir

ag) < / fdi=lim [ fdv® < lim v9(Sy5(J7)) = lim (S, (JT))
1—>00 1—>00 1—00
€A €A €A

und mit (5.47), angewendet auf J*, und supp (M(i)) C T folgt zusammen mit (5.46)

A(J) < lim p(S,,(J7)) = lim pu@(J%) = p(J) < u(J) +6.
1— 00 1—00
1€EA €A

Mit den gleichen Argumenten gilt

ag) > / faji=lim [ fdr® > lim v (Sy5(77)) = lim v(S,, (7))

LIS LISN €A
= lim p(S,,(J7)) = lim p@(J7) = p(J7) > p(J) = 6.
1—+00 1—00
1€EA €A

Da § > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, gilt also u(J) = p(J) und, da J C T beliebig
gewihlt ist, folgt
=

Sofern N\ A noch aus unendlich vielen Elementen besteht, besitzt die Folge (l/(i))i EN\A wie-
derum nach dem Hellyschen Auswahlsatz eine Teilfolge, die schwach-stern konvergiert. Das
Grenzmafs ist nach identischer Argumentation wiederum gleich u. Diese Prozedur kénnen wir
auf jede Teilfolge anwenden, das heifst, wir finden in jeder Teilfolge von (y(i))i oy eine Teilfolge,
die schwach-stern gegen p konvergiert, also konvergiert jede Teilfolge schwach-stern gegen p.
Daraus folgt

y(i)élu flir i — oo n
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BEWEIS VON SATZ 5.19:
Sei F' abgeschlosssen mit I' € F°* C AUT'U D und 9 > 1 so gewahlt, dass A,, C AUT gilt,
I'y, beschrankt ist und

f(z) #0 fiir jedes z € Iy, . (5.48)

Wir definieren analog zu Abschnitt 5.1.1 fiir jedes i € N

L(T,,)logro
27

/
1}2 ~ inf log|Ri(2)],

erp.0(i) = log | Rill,, +
Iy T0

M
und  eine(i) == log | Rillap — Y B;Hi(n;) -
j=1
Nach (5.44) und (5.45) gilt
lim ginf@ =
i—~oo n(i)

(5.49)

Da (R;)ien auf A lokal gleichméfig gegen die holomorphe Funktion f konvergiert, gilt weiter
I £,
f

R
R b, miner,, [7(2)

i )~ |
1—00 F'ro

und mit (5.48)
lim min |R;(2)| = Ig%n |f(2)] >0.

1—00 zEFTO o
Da zudem L(I',,) < oo und nach Voraussetzung n(7) = 0o, folgt daraus

lim (L(Fro)logro R}

R;

1
— —— inf log|Ri(z)| | =0. (5.50)
Ty, n(i) 2€l'y,

27 n(i)

1—00
Weiter gilt aufgrund der Konvergenz von (R;);en gegen die holomorphe Funktion f # 0

1
lim — log || Rillr, =0 firl<r<ryg.
i—o0 (1)
Zusammen mit (5.44) folgt nun
1

1 R; =0
n(z) OgH Z”Aro )

lim
1—00

also mit (5.50) insgesamt

lim Egggl) ~0. (5.51)
Definieren wir X
co(i) == NZIG) und  d(i) := co(7) \/emg(i) + eing(i) ,

so folgt aus (5.49) und (5.51)

lim d(i) = \/ Ero(D) +eneli) _ ) (5.52)
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Sei des Weiteren

K(i ,
() Zl:(l) my (Z) wgl(’>7D(fY)
c1(4) := sup
~CD Zﬁl Bj wn,,p(7)
und i € N so grok, dass d(i) < 1, 1+ 2d(i) < min{ro,00} und Sy o4 (T") beschrénkt ist,
dann existiert nach Satz 5.1 ein ¢ = ¢(D, ng, G) > 0, sodass fiir beliebige Teilbogen J C T gilt

K(7)

=S megs | (Sueaa)| < (G A0 Yoroa®) i

Dividieren wir diese Ungleichung durch n(i), so erhalten wir

K@) . -
Vi — ; nl((z)) W p (51+d(i)(J)) < <C + 1())> d(i) .

Nach Lemma 5.20 gilt fiir jeden Teilbogen J C T’

k
zlggo Z z' “Yeo p (J) = ; ajwg,p(J) .- (5.53)
Da T eine Jordankurve der Klasse C?* ist, folgt daraus

. k
lim 01(.2) = sup (Zl:l il wg,,D(’Y) ) < 00.

i—oo n(i)  4cr Z;j\il Bjwn;.n(7)

Also gilt mit (5.52) fiir beliebige Teilbogen J von T’

K(i) ‘
. (7) . c1(1) N
0% Jim | 1= 32T “op | (Suaan () < Jim (5 ) a0 =0
Zusammen mit (5.53) folgt nach Lemma 5.21
k
* . .
Vi|51+d(¢)(r) — E alwgl,D‘F fir ¢ — 0.
=1

Nun ist noch das Verhalten von v; auf F'\ S1 44 (') fiir i gegen unendlich zu untersuchen.
Sei 0 < § < 7o — 1 fest, dann gilt, da F N (A AP 5) C A abgeschlossen ist, nach dem Satz
von Hurwitz

hm vi (FN(A\ A7 _5)) =0,

weil (R;);en auf A lokal gleichméfig gegen f # 0 konvergiert.
Auferdem existiert nach Teil (b) von Lemma 5.18 ein ¢ = ¢(D,ng) > 0, sodass fiir geniigend
grofe ¢

_ 2crg
i (Aras \ 1)) < (A \ Arsa) < 55 30 Ernli) < 2em0 (i)
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Also gilt mit (5.52)

0< Zlg(r)lo vi ((F\ SHd(i)(F)) NA) < lim 2crod(i) = 0.

1—00

Da nach Lemma 5.17 (i)
Einf(?
i (D D) < — -
v (Preao) < STiog(1 1 d)

und d(i) < 1, also log(1 4 d(i)) > £ d(i), gilt mit (5.52)

0 < lim v; ((F\ S144)()) N D) < lim v3(Dyq3)) < lim 2einfld) lim 2d(i) = 0.

i—00 1—00 1—00 n(z) d(l) T =00
Zusammen folgt
lim v; (F\ Si1q0)()) = 0.

1—00
Mit
k
F Nnsupp (Z Qy wgl,D> CT,
=1
folgt insgesamt
k
Vil p LN Zalw&,D‘F fiir 1 — oo. =
=1

Ebenso kénnen wir aus Satz 5.2 eine Aussage iiber das Verhalten des Nullstellenzdhlmafes

einer konvergenten Folge rationaler Funktionen ableiten.

Satz 5.22

Sei ' eine geschlossene Jordankurve und es existiere ein Gebiet A C Q, wobei I' C JA und
d(I',0A\T") > 0 gelte, sodass (R;)ien, auf A lokal gleichmdfig gegen eine holomorphe Funktion
[ konvergiert, wobei f|, # 0 sei. Ezistieren Punkte &;,...,& € D, k € N, sodass fir jedes
e > 0 gentigend klein (5.42) und (5.43) erfillt sind, gilt (5.44) und existiert ein r1 > 1, sodass

H;
1iminf< inf (;)) > 0, (5.54)
1—00 2€Lr n(z)
dann folgt
k
Vil p LN Zal W&zD‘p fiir i — oo,
=1
fiir jede abgeschlossene Menge F' mit I’ C F° C AUT'UD. 0
Aus (5.54) folgt sofort
H;
0 < liminf | sup (Z)
el W T
1 K(2) (4) (5.55)
o my (i (i)
=liminf | sup | —=log|R;(2)| — —Gp <z,§ >
1—»00 2€Lr, n(z) | ( ’ ; n(z) !
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(5.55) erinnert an die Hauptvoraussetzung in Satz 3.4 und Satz 4.4. Darauf werden wir spater

noch einmal zurtickkommen.

BEWEIS von Satz 5.22:
Sei rg > 1 so gewdhlt, dass A,, C AU gilt, I';,, beschrinkt ist und

f(z) #0 fiir jedes z € T, .
Fiir jedes i € N seien €., n(7) und co(¢) definiert wie im Beweis von Satz 5.19 und
Erl,D(i> = log HRZHBD — inf HZ(Z) .
2€Lyy

Da H; nach Lemma 5.7 fiir jedes ¢ € N in D subharmonisch ist, gilt mit (5.44)

H; H; 1
lim sup < inf Z(z)) < lim sup <Sup Z(z)> = lim sup < log HRZ-H@D) =0.
isoo \#€Lr; n(i) isoo  \zeap N(i) isoo \ (1)

Mit (5.54) folgt

lim ( inf Hl‘@) -0

1—00 ZGLT1 n(z)

Zusammen mit (5.44) erhalten wir

€ry,D (Z) —0

Sei nun

d(i) = eoli)y/2rp.(i) + er, D)

dann folgt mit Teil (a) von Lemma 5.18 anstelle von Lemma 5.17 analog zum Beweis von
Satz 5.19

k
Vil g ELEN zalwész‘r fiir 1 — oo
=1
fiir jede abgeschlossene Menge F mit I' C F° C AUT'U D. ™

Bemerkung 5.23
Da H; fiir jedes i € N eine in D subharmonische Funktion ist, gilt mit (5.44)
1

lim sup (77] ) < lim -
i n(1) i—o0 (1)

IOgHRZ‘”aDZO fﬁI‘jZl,...,M.

Ist zudem (5.45) erfiillt, also

M
. Hi(n;) _
}E?o;@ (@)
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so folgt
H;(n;
lim 7(”])

=0 firj=1,....M
i—oo (i)

und somit

liminf | lim { inf HZ(Z) = liminf inf HZ(WJ) -0
i—00 r—o0 \ z€L, n(z) 1—00 je{l,..,M} n(z)

Das heifst, (5.54) ist fiir 11 — oo erfiillt. Da die restlichen Voraussetzungen der beiden Sitze

iibereinstimmen, folgt also Satz 5.19 aus Satz 5.22. o

Wir betrachten nun eine Situation, in der (5.44) stets erfiillt ist. Das entsprechende Lemma

ist eine Verallgemeinerung von Lemma 5.2 in |20].

Lemma 5.24

Der Rand von D bestehe aus L € N disjunkten, beschriankten, geschlossenen Jordankurven
I'1,...,Tp der Klasse C**. (R;)ien konvergiere auf A = Ule Aj lokal gleichmdafiig gegen eine
holomorphe Funktion f, wobei fir jedes j € {1,...,L} f]A], # 0 gelte und A; C C\ D ein
Gebiet sei mit I'; C 0A; und d(I'j,0A4; \ T'j) > 0. Sind zudem alle Funktionen R;, i € N, in
AU AD polstellenfrei und ezistiert ein o > 1, sodass

¢V e D,  fiirjedes 1 €{1,...,K(i)} und jedes i € N, (5.56)
dann ist (5.44) erfillt. o

Fir den Beweis von Lemma 5.24 benotigen wir die folgende Version des Bernstein—Walsh

Lemmas.

Lemma 5.25
Sei W C C ein Gebiet, wobei OW beschrinkt und regulir sei, und r eine rationale Funktion,
die in W genau k paarweise verschiendene Polstellen & der Ordnung m; € N, [ = 1,... )k,

hat, dann gilt fir jedes z € W

K
r(2)| < lIrllow exp (ZszW(Z,fz)> : o

=1

BEWEIS :
Wir betrachten die Funktion A : W — R mit

k
h(z) = log|r(z)| = 3 muGw (2, &).
=1
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Nach Lemma 5.7 ist h in W subharmonisch, also gilt nach dem Maximumprinzip fiir jedes
zeW

h(z) < ||hllow = log [Irllow -

Daraus folgt
k

log |r(2)| < log|lrllow + Y miGw(z,&)
=1

und somit

k
Ir(2)] < |Irllow exp (Z mlGW(37§Z)> : n

=1

BEWEIS VON LEMMA 5.24:

Fiir eine abgeschlossene Menge M C C\ D bezeichnen wir mit D]J\} die Zusammenhangskom-
ponente von C \ M, die D enthilt.

Sei 7 > 1 beliebig klein, dann existieren analytische Jordankurven ; C A;, 7 = 1,...,L,

sodass mit v := Ule V;

G <logr.
2 (50 e:0) <voer

Da R;, i € N, in D¥ \ D keine Polstellen hat, folgt mit Lemma 5.25 und (5.56) fiir jedes

z€ 0D
K (i)

Ri(2)| < |Rilly exp | D mi)Gps (2.67) | < I1Rilly 7"
1=1
Zudem gilt, da v C A und (R;);en auf A lokal gleichméfig gegen eine holomorphe Funktion
f # 0 konvergiert,
lim [|R[|¥/"®) =1.
1—00

Daraus folgt

lim sup || R; ||1/" " < limsup HRz'HAl/n(i) r=r.
1—00 1—+00

Da r > 1 beliebig klein gewihlt werden kann, folgt

1/n(7) <1

lim sup || Ri|| 5

1—00

Angenommen es gilt

. 1/n(i) _
liminf [| Bf|jp ™" =g < 1,

dann existiert eine Teilfolge (R;)ien, A C N, sodass

lim R, (AR

iGA
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Sei p > 1 fest gewdhlt, dann gilt fiir jedes z € D mit
sup Gp(z,§) < logp
§€Do
nach Lemma 5.25
lim sup | R (z)"/"") < hnl!U?HaD p=ap.
1—»00
ieA ieA
Wir wahlen nun p so klein, dass gp < 1, dann bedeutet dies, dass (R;);ea auf
z€D:0< sup Gp(z,&) <logp
§€Ds
gleichméfig gegen null konvergiert. Da (R;);ca auf A lokal gleichméfig gegen f konvergiert,
folgt daraus, dass f ein Stiick {iber 0D hinweg holomorph fortsetzbar und dort identisch null

ist. Dann wire f nach dem Identitétssatz auch auf A identisch null. Dies ist ein Widerspruch

zur Voraussetzung. Also gilt

lim —log | Rillap = log <hm | R; ||1/" Z)> =logl=0. n
i—o0 1 (1)

In den beiden Satzen 5.19 und 5.22 kénnen wir also die Bedingung (5.44) durch die Voraus-
setzung ersetzen, dass (R;)sen in jeder Zusammenhangskomponente von C\ D zumindest in
der Nihe des Randes lokal gleichmifig gegen eine holomorphe Funktion konvergiert und in
einer festen Umgebung des Randes keine der rationalen Funktionen R;, i € N, Polstellen hat.

Setzen wir voraus, dass

{ )€, }:{gl,...,gk} fiir jedes i € N,
dann sind offensichtlich (5.42) fiir jedes € > 0 und (5.56) fiir ein o > 1 erfiillt.

Korollar 5.26

Es gelte { Y), NS z)} = {&,..., &} fir jedes i € N und 0D bestehe aus L € N disjunk-
ten, beschrinkten, geschlossenen Jordankurven T'y, ..., Ty der Klasse C**. Die Folge (R;)ien
konvergiere auf A = Ule Aj lokal gleichmdfSig gegen eine holomorphe Funktion f, wobei fir
jedes 7 € {1,...,L} f|A]_ # 0 gelte und Aj C C\ D ein Gebiet sei mit I'; C 0A; und
d(I';,04;\T';) > 0. Die Funktionen R;, i € N, seien auf I'j und in A; C Aj, j=1,...,L,
polstellenfrei, wobei I'; C 82]- und d(I’j,ﬁgj \T'j) > 0 sei, und es gelte

fim 720
i—oco (i)
Ist zudem (5.45) oder fiir ein 1y > 1 (5.54) erfillt, dann folgt
k
Vi’F i> Zalwghp furz—> o0,
=1

fiir jede abgeschlosssene Menge F mit 0D C F° C DU A. o

=q mit0<oq<1firl=1,...,k.
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Bemerkung 5.27

Aus Korollar 5.26 kénnen wir die Aussage von Satz 4.3 ableiten, falls der Rand des Gebietes
A aus Jordankurven der Klasse C?* besteht, indem wir es nacheinander auf die Gebiete D,
le{l,...,n} U{oco}, anwenden.

Fiir D = Dy ist K(i) = 1 und n(i) = mq(i), weil R; in Dy nur die eine Polstelle & hat. Sei

und {n1,...,nn} := {&}, dann gilt nach Voraussetzung von Satz 4.3

g Hiln) 1 L ma(i)
E&;Bﬁ () o lim | D loe Bi()] =2 n() OP (5 8)

1/ma ()

— 1 (%)
= lim <log‘a1’m1(i)

1—+00
also ist (5.45) erfiillt. Es folgt nach Korollar 5.26
Villp = we,,p, fir i — oo,

fiir jede abgeschlossene Menge F' mit 0D; C F° C Dy U A.

Bezeichnen wir mit 7; das normalisierte Nullstellenzihlmaf von R; auf C, das heifit,

= v(E; )
b (i) +meo(i)
dann gilt
Vilp = <= ml(l) V1| — ajwg p, fiiri— oo.
lel ml(l) + Moo (Z) F

Analog kénnen wir dies fir Do, ..., D, und Dy, durchfithren. Insgesamt folgt

n

v — Oéoo,uaA-FZazwgl,Dl fiir i — o0 O

=1

Beispiele:

(a) Sei D ein unbeschrinktes Gebiet, dessen Rand aus endlich vielen disjunkten, beschrink-
ten, geschlossenen Jordankurven der Klasse C?T besteht, und (R;);cn eine Folge von
Polynomen, die auf C\ D gegen eine holomorphe Funktion f konvergiert, wobei f auf kei-
ner Zusammenhangskomponente von C\ D verschwindet. Ist fiir ein 71 > 1 die Bedingung
(5.54) erfiillt, das heifit,

lim inf < inf (n(li)lOg |Ri(2)| — GD(z,oo))> >0,

1—00 ZELT1
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dann gilt nach Korollar 5.26
Vi — Woo,D = Mop fiir i — oco.

Wiéhlen wir {n1,...,nm} = {00} und lassen 71 gegen unendlich gehen, dann ist (5.54)
erfiillt, falls

, 1
) L
zliglo 2 cap(0D)’

wobei a; der hochste Koeffizient von R; sei. Dies entspricht also der klassischen Koeffizi-

entenbedingung wie beispielsweise in Satz 3.2 und in Satz 3.3.

Als eine weitere Anwendung beweisen wir eine etwas abgeschwichte Version von Satz 4.1:

Sei D :={z€ C: |z| >}, r >0, f analytisch im Nullpunkt und meromorph in K, (0)
mit genau m Polstellen (Vielfachheiten mitgezéhlt) ¢i,...,(n € K,(0), einer Polstelle
oder wesentlichen Singularitdt auf 0K, (0) und f(0) # 0. Fiir n € N sei R, ,, die Padé-
Approximation der Ordnung (n,m) zu f, dann existiert eine Teilfolge A C N, sodass

V(Rn,ma )

* .o
— Weo,p flirn —o00, n€A.
n

Unter diesen Voraussetzungen hat R. Montessus de Ballore in [18] nachgewiesen, dass Ry, y,
fiir jedes geniigend grofie n € N genau m endliche Polstellen hat, die fiir n — oo gegen die
m Polstellen von f konvergieren, und die Folge (Rym)nen auf K,.(0) \ {C1, ..., Gn ) lokal
gleichméfig gegen f konvergiert.

Im Unterschied zu Satz 4.1 wird hier vorausgesetzt, dass f ,,genau” und nicht ,maximal®
m Polstellen in K, (0) hat. Besitzt f weniger als m Polstellen, so ist weder gewahrleis-
tet, dass die Padé-Approximationen der Ordnung (n,m) zu f lokal gleichméfig gegen f
konvergieren, noch dass die Polstellen ein Stiick vom Rand wegbleiben. In diesem Fall ist

also Korollar 5.26 nicht anwendbar.

BEWEIS :

Fiir jedes n € N existieren teilerfremde Polynome P,, € II,, und Q,, € II,,, mit Q,(0) = 1,

sodass
P,

-

Bezeichnen wir mit a,, den héchsten Koeffizienten von P,, dann existiert, wie Edrei in [7]

Rn,m

gezeigt hat, eine Teilfolge A C N mit

lim |a |1/” S
n—éio " 7 cap (0K,(0))
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und somit, da m € N fest ist,

1
lim [, Y™ = —— .
A5, cap (0K, (0) 37

Nach dem Satz von Montessus de Ballore hat R, ,, fiir geniigend grofes n genau m

endliche Polstellen und diese konvergieren gegen (1, ..., (y. Daraus folgt

(i) Rpm hat fiir geniigend grofes n € N in

A= {z € K, (0): |z| > max |(] +5}
je ¥

goony

und auf 0K, (0) keine Polstelle. Dabei sei ¢ so gewéhlt, dass 0 < § < r — |(;| fiir
Jj=1,...,m gilt.

(ii) Bezeichnen wir mit b,, den hochsten Koeffizienten von @,,, dann gilt wegen Q,,(0) = 1
m
Tim Jba| = [T IgI7" e €\ {0},
j=1
also
lim |b,|Y/™ = 1. (5.58)
n— o0

(iii) Ry, m hat im Punkt unendlich eine Polstelle der Ordnung n — m und fiir geniigend

grofkes n € N keine weitere in D.
Mit
Hy(z) == log |Rnm(2)| — Gp (2,00), né€N,

und {n1,...,nar} = {oo} erhalten wir aus (5.57) und (5.58) zusammen

o Ha(y) H(0) a
. Ay ) g I -n —
i S5 — i 2O iy (g 92+ o ap (05,(0)) = 0.
neA j=1 neA neA

Also ist (5.45) erfiillt.

Da (Ry,m)nen nach dem Satz von Montessus de Ballore auf A := K, (0)\{(1, ..., (n} lokal
gleichméfig gegen die holomorphe Funktion f # 0 konvergiert, gilt also nach Korollar 5.26
V(Rn,m> )

* .
— Woo,p flirn — 00, n € A,
n—m

F
fiir jede abgeschlossene Menge F mit 0K, (0) C FC C DUA=C\ {¢,.--,Cm}-
Da m € N fest ist, gilt folglich

V(Rn,rm )

n

n—m v(Rym,")

* .o
— Weo,p flirn —o0, n€A.
F n n—m

F
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Mit _
Rym,C
M =1=ws,p(0K,(0)) fiir jedesn € N
n
folgt insgesamt
R .
Mgwmp fir n — 00, n € A. .
n

Wir wollen nun auf die Voraussetzung der lokal gleichméfigen Konvergenz der Folge (R;)ien
verzichten und gleichzeitig (5.45) bzw. (5.54) durch eine Bedingung, die in der jeweiligen
Situation Bedingung (3.8) in Satz 3.4 und Bedingung (4.5) in Satz 4.4 entspricht, ersetzen.
Dazu verwenden wir die folgenden zwei Lemmata, welche Verallgemeinerungen von Lemmata
in [14] und in [22] sind.

Lemma 5.28
Ist (5.44) erfillt und existiert eine kompakte Menge F C D, sodass

H;
lim inf (sup (z)) >0,

dann gilt fir jede kompakte Menge B C D mit requldrem Rand

lim inf <sup Hl(z)) >0. o

1—>00 2€B n(z)

BEWEIS :
Sei zunéchst B C D \ F und wir nehmen an, dass F und IT" in der gleichen Zusammenhangs-

komponente von D \ B liegen, wie dies in Abbildung 12 skizziert ist.

D

Abbildung 12

Angenommen es gilt

Hi
lim inf <Sup (,Z)> —c<0. (5.59)
1—»00 2€B TL(’L)
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Da 0B und 0D regulér sind, existiert eine harmonische Funktion h auf D \ B mit den Rand-
werten h(z) = 0 fir jedes z € 9D und h(z) = c fiir jedes z € 0B. Mit (5.44) und (5.59) gilt
fiir jedes z € (D \ B)

lim inf Hi(z)

< h(z).

Da H; nach Lemma 5.7 fiir jedes i € N in D \ B subharmonisch ist, folgt daraus nach dem

Majorisierungs- und dem Maximumprinzip (Satz 2.3)

H;
lim inf <sup (Z)> <suph(z) <0.
100 \zeF n@) 2€EF

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, also ist die Annahme falsch.

Seien nun F' und I" wie in Abbildung 13 nicht in der gleichen Zusammenhangskomponente von

D\ B oder es sei BNF # (). In diesem Fall betrachten wir zun#chst eine Kreisscheibe K, die, wie

D

Abbildung 13

in Abbildung 13 skizziert, zwischen B und I liegt und sich weder mit F' noch mit B schneidet.
Da D\ K zusammenhiingend ist, liegen F und I in der gleichen Zusammenhangskomponente
von D\ K, somit gilt nach obigem Beweis

lim inf (sup Hl(z)) >0.

1—>00 2eK n(z)

Und es liegen K und T in der gleichen Zusammenhangskomponente von D \ B. Wir ersetzen

also in obigem Beweis F' durch K, dann folgt die Behauptung. n

Lemma 5.29
Ist (5.44) erfillt und existiert eine kompakte Menge F C D, sodass

H.
lim inf (sup Z(Z)) >0,
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dann gilt fir jede abgeschlossene Menge B C D

lim v;(B) =0. O
1— 00
BEWEIS :
Fiir jedes 7 € N seien zii), e ,zéz) die Nullstellen von R; in B und h; : C — R sei definiert
durch

s(%)
NEPRLCIR SRR
= T 0 B
Sei K C D eine abgeschlossene Kreisscheibe mit K N B = (. Da h; fiir jedes i € N in D

subharmonisch ist, gilt nun

lim sup <sup hi(z)> < lim sup (sup hi(z)> .

i—00 zeK i—00 2€0D

Weil 0D regulér ist, also Gp(z,&) = 0 fiir jedes z € 9D und £ € D, folgt mit (5.44)
b
n(i)
Weiter gilt, da Gp (z,zj(i)) >0 firjedes z€ D, j=1,...,5(3),
Hi(z)

n(i) -

lim sup <sup hz(z)> < lim log | Rillap = 0.
1—00

i—00 zeEK

Daraus folgt

0 > limsup (sup hz(z)> > lim sup (sup (Z)) > lim inf (sup (Z)> .

i—00 z€K i—00 2€K TL(Z) =00 \z2eK n(z)

H;
lim inf <sup (Z)> >0,

1—00 2K n(z)
gilt in dieser Ungleichungskette iiberall die Gleichheit, das heift,

i (sup 150 ) —o

1—00 \ ze K n(z)

Da nach Lemma 5.28

und
lim sup (Sup hi(z)> =0.
1—00 zeK
Wir erhalten daraus

s(i)
- - Hi(z) 1 ()
0 = limsup (| sup h;(z) | = limsu su — + —— Gplzz;

i—)oop <z€£’ ( )) i—)oop zEII?' n(Z) 7’L(Z) Zl b ( J )

5(4)

. Hi(z) . 0
> 1 f|—= G -
=t | sup 05+ o | 5 DG ()

H
—

= limsu inf
iﬁoop 2K \ n(i) 4
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Also gilt
1 29 4
Ozliﬁitolp Zlg}f{ WZGD (z,z](-l)) )
. . 1 (i)
ztimint | inf | o 290 (+2) ) 20
und somit
. 1 (i)
i o 90 (27) | | =0
Definiere

0:= inf Gp(2,0),
(eB
dann gilt, da B, K C D abgeschlossen und BN K = (),

0<d<oo
und somit
1 1 s(4) ‘
lim v;(B) < lim - inf [ — ) Gp (z,z(,l)> =0. -
i—00 i—oo § zeK \ n(i) o J
Satz 5.30

Sei T eine geschlossene Jordankurve und es existiere ein Gebiet A C €, wobei I' C 0A sei,
sodass fir jede abgeschlossene Menge M C A gilt
lim v;(M) =0. (5.60)
1—00
Des Weiteren ezistiere ein rg > 1, sodass
E;

L(Fro) log o 11
R;

27 (i)

lim sup (n( j log || Rilla,, +

1—00

log min |R;(z)| | <0. (5.61)
FT‘O n( ) ZEFTO

Zudem sei (5.44) erfillt. Ezistieren Punkte &1,...,& € D, k € N, sodass fir jedes geniigend
kleine € > 0 (5.42) und (5.43) erfillt sind und existiert eine kompakte Menge K C D, sodass

H.
lim inf (sup Z(Z)> >0, (5.62)
isoo \Ler n(i)
dann folgt
k
Vil g = Zal Wﬁz,Dhﬂ fiir 1 — oo,
=1

fiir jede abgeschlossene Menge F' mit I’ C F° C DUT U A. O
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BEWEIS :
Sei B C D\ {00} ein Kompaktum mit reguldrem Rand, dann folgt nach Lemma 5.28 aus
Bedingung (5.62)

H;
lim inf <sup @) >0. (5.63)
1—00 2B TL(’L)
Sei S € D\ {oo} kompakt, wobei S° ein Gebiet sei und B C S° gelte, und zy), . ,ziz) die
Nullstellen von R; in S, ¢ € N, dann gilt nach Lemma 5.29
lim ﬁ = lim 4(S) =0. (5.64)

1—00 n(z) 1—00
Definieren wir fiir jedes ¢ € N
s(4)

(=4").

[y

j=
dann hat die rationale Funktion

di
in S keine Nullstellen. Mit 7(i) bezeichnen wir nun die Anzahl der Polstellen von R; (inklusive
Vielfachheiten) in D.
Ohne Einschrinkung liege der Nullpunkt nicht in D. Andernfalls fithren wir zunéchst eine
Translation ¢(z) = z —a mit a € I' durch, dann ist 0 € p(D).
Falls R; im Punkt unendlich keine Polstelle hat, stimmen die Polstellen von ﬁl in D mit denen

von R; iiberein. Das heift, (i) entspricht n(i) und die Funktion H; : C — R mit

K (i) '
Hi(2) :=log |Ri(2)| = Y _ mu(i)Gp (Z, ff”)
=1

ist nach Lemma 5.7 subharmonisch in D und harmonisch in dem Gebiet S°.

Ist 0 € {f&i), . ?é?(z‘)}? ohne Einschrinkung sei gf) = 00, dann sind zwei Fille zu unter-
scheiden:

1. Fall: Gilt s(i) < mq (i), dann ist fii) Polstelle der Ordnung (m (i) — s(i)) von R; und somit

K(7)
log [Ri(2) = 3_ i G (:67) = (mi(0) - )G (=€)
subharmonisch in D und harmonisch in S°. Auferdem ist (i) = n(i) — s(4).

2. Fall: Ist s(i) > m(i), so ist éi) keine Polstelle von R;, das bedeutet,

K(7)

g | Ri(2)] = 3 mi() Gp (28"

ist subharmonisch in D und harmonisch in S° und (i) = n(i) — my (7).
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Da zudem Gp (-,fy)) superharmonisch in D und harmonisch in S® C D\ {fy)}, ist H; in
jedem Fall subharmonisch in D und harmonisch in S°.
Des Weiteren gilt

lim ﬁ =0 und lim w =1. (5.65)

1—00 n(z) 1—00 n(l)

<z)

. H;(z)
limsup | sup — < limsup | sup
i—00 2€8 n(Z) i—00 20D M
(2) 1

o (G
<tmowp (55| 1 o i tosds.00))

1
= limsup — log || R; ||8D )
oo (1)

Wir erhalten nun

mfs

= lim sup
1—>00

3

denn 0 < d(S,0D) < oo. Daraus folgt mit (5.44)

lim sup <Sup ﬁfi(,z )> <0. (5.66)

i—00 z€S TL(Z)

Das bedeutet, dass die Funktionen ~H—?, i € N, in §° harmonisch und nach oben beschrinkt
sind. Deshalb folgt nach Satz 2.4, dass entweder die Folge dieser Funktionen in S° lokal
gleichmifig gegen —oo konvergiert oder zumindest eine Teilfolge davon lokal gleichmékbig
gegen eine in S° harmonische Funktion konvergiert.

Da () # B C S und S beschrinkt ist, also

0 < sup [ — (| < oo,
ceB
écs

gilt mit (5.63)

liminf | sup }E(z) > liminf | sup T(Z) HZ(Z) — f(w sup log|€ — (|
imoo \ep n(i) imoe | zepn(i) n(i)  n(i) cep

¢es (5.67)

H;

= lim inf <sup (Z)> >0.
1—00 2€B n(z)

Folglich konnen wir ausschlieffen, dass die Folge lokal gleichméfig gegen —oo konvergiert. Das

(H) Acw,
n(z) €A

heifst, es existiert eine Teilfolge
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die lokal gleichméfig gegen eine in S° harmonische Funktion H konvergiert.
Nun gilt nach (5.66)
H(z) <0 fiir jedes z € S°

und gleichzeitig nach (5.67)

supH(z) > 0.
zeB

Da B C 5° kompakt ist und H harmonisch, also insbesondere stetig, in S° ist, wird das
Supremum in B und somit im Innern von S angenommen. Daraus folgt nach dem Maxi-

mumgprinzip, dass H identisch null ist, also gilt insbesondere fiir jedes z € B

lim NN = H(z)=0. (5.68)

Des Weiteren gilt wegen

0< d(Fvs)vd(PTo’S)v sup |§ - €| <00
Cely,
£es

und
log || Ril| 4,, < log||Rill4,, — s(i)logd(T, S),

To—
R R ¢ R
2 - N
R; Iy i Gillp,, i

Lo s
T'ry d(FTm S)

sowie log min |R;i(z)| > log min |R;(z)| — s(i) sup log|¢ — (|
2€l'r 2€lr ¢ely,
£es

zusammen mit (5.61) und (5.65)

. 1 ~ L(T,,) logro || R, 1 o
1 — 1 ; Sorol o0 ) ;
msup | = og || Rill 4,, + 2ol || 70 ogzrgglolR(z)l
To

, s(i) L(T,,)logrg  s(i) s(4) (5.69)
<limsup | —=logd(T",S) + L + —= sup lo —

o | ) BN T TG A 8) A o Bl

£es

=0

sowie mit (5.44)
) 1 ~ ) 1 s(7)
lim sup —— log || Ri||lap < limsup | —— log || Rillap — == log d(S,0D)
i—00 (1) i—00 n(l) n(l)

1
—— log || R; =0.
o5 s il

(5.70)

= lim
1—00
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Wir wihlen ein n € B beliebig, setzen {n1,...,ny} := {n} und definieren wie im Beweis von
Satz 5.19 fiir jedes 1 € N

L(T;,)logro
2

~ N
i — inf log|R;(2)],
Ri||,

Broali) = log | Billa,, + i
7‘0

70

und (i) := log || Rillap — Hi(n).

Nun gilt nach (5.69)

lim sup ETE’Q_(Z) <0
1—>00 TL(Z)
und nach (5.68) und (5.70)
lim sup ginf(Z) <0.
1—>00 TL(Z)
LISN

Da zudem &, o(7) und €in¢(7) nie negativ sind (siehe S. 29), folgt daraus

lim \/ e all) + End) _

i—> n(7
iy (@)

Auferdem gilt aufgrund von (5.67) nach Lemma 5.29 fiir jede abgeschlossene Menge B C D

Zusammen mit (5.60) folgt analog zum Beweis von Satz 5.19

k
LN ZO‘W’&D}F fliri —> o0, 1€ A
F =1

V(Riv )
n(i)

fiir jede abgeschlossene Menge F' mit I' C F° C DUT U A. Wegen (5.64) folgt sofort

k
Vil p N ZalwihD‘r fiir i = oo, 1 € A.
=1
Dieses Vorgehen kénnen wir auch auf (R;);c o und jede andere Teilfolge von (R;)ien anwen-

den. Daraus erhalten wir, dass jede Teilfolge von (v;|p),y eine Teilfolge hat, die schwach-stern

gegen
k
Z QrWe,D ‘r
I=1
konvergiert. Also konvergiert die gesamte Folge schwach-stern gegen dieses Malfs. n

Konvergiert (R;);en, wie in Satz 5.19 und in Satz 5.22 vorausgesetzt, in dem Gebiet A lokal
gleichméfig gegen eine holomorphe Funktion und ist (5.44) erfiillt, so sind (5.60) und (5.61)
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erfiilllt. Aus (5.45) folgt (5.62) fiir K = {n1,...,ny} und aus (5.54) folgt (5.62) fiir K = L.
Das bedeutet, dass Satz 5.19 und Satz 5.22 aus Satz 5.30 folgen.

Ebenso folgt aus Satz 5.30 durch mehrmaliges Anwenden wie in Bemerkung 5.27 die Aussage
von Satz 4.4, falls der Rand des Gebietes A aus Jordankurven der Klasse C?* besteht.

Ist I' ein Jordanbogen, so vereinfacht sich der Satz wie folgt:

Satz 5.31

Sei I' ein Jordanbogen und sei (5.44) erfillt. Existieren Punkte &1,...,& € D, k € N, sodass
fiir jedes gentigend kleine € > 0 (5.42) und (5.43) erfillt sind und existiert eine kompakte
Menge K C D, sodass (5.62) erfillt ist, dann folgt

k

* . .
Vilp — Zalwgl’phj fiir 1 — oo,
=1

fiir jede abgeschlossene Menge F' mit I' C F° C DUT. O

Bemerkung 5.32

(a) Wir betrachten die Situation von Satz 3.4, wobei wir annehmen, dass OF endliche Verei-

nigung disjunkter Jordankurven und Jordanbogen der Klasse O ist.

(R;)ien sei eine Folge von Polynomen, die die Voraussetzungen von Satz 3.4 erfiillt. Wir
bezeichnen fiir jedes i € N mit R; das Polynom, das entsteht, wenn wir aus R; die
Nullstellen in kompakten Mengen S; C €; mit SJ‘-’ # 0,5 =1,...,m, herausdividieren,

wobei Q1,...,Q,, die Zusammenhangskomponenten von E° seien.

Fir j =1,...,m wihlen wir aus diesen Mengen 57 jeweils einen Punkt als Polstelle der
Greenschen Funktion, die fiir die Zusammenhangskomponente 2; die Rolle von G iiber-
nimmt. Dann kénnen wir Satz 5.30 bzw. Satz 5.31 an jeder Zusammenhangskomponente

von OF auf die Folge (EZ) N anwenden, denn:
1€

(i) aus (3.7) folgt (5.60) fur A=Q;, j=1,...,m,

(ii) die Bedingung (5.61) kénnen wir fiir o gegen unendlich mit &hnlicher Argumentation
wie im Beweis von Satz 5.30 unter Verwendung von Satz 2.4 aus (3.6) und (3.7)
ableiten,

(iii) (3.6) impliziert (5.44) und

(iv) (3.8) entspricht (5.62).

Also konvergiert nach Satz 5.30 und Satz 5.31 das normalisierte Nullstellenzahlmales von

R; schwach-stern gegen juz, und daraus folgt mit (3.7) die Schwach-Stern-Konvergenz von

(Vi)ieN gegen ug.
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(b) Sind (5.44) und (5.62) erfiillt und existieren Punkte &,...,& € D, k € N, sodass fiir
jedes geniigend kleine € > 0 die beiden Bedingungen (5.42) und (5.43) gelten, so ist die

Funktion

k
h:=> aGp(-&)
=1

1

in D\ {&,...,&} eine exakte harmonische Majorante fiir die Folge (R-l/n(i)> N denn:
1€
Offensichtlich ist h in D\ {&1, ..., &} harmonisch.

Da H; fiir jedes i € Nin D\{&1,...,&} € D subharmonisch ist, gilt fiir jedes Kontinuum
K CD\{&,. .., &} mit (5.44)

lim sup <Sup HZ(Z)) < lim sup (Sup HZ(Z)) = lim L‘log |R;illop = 0.
oo \zek (i) isoo  \zeap N(1) i—oo n(i)
Wegen (5.42) und (5.43) folgt
' k
1i£18£p I1Ri|I" < max exp <ZZ; OélGD(Zafl)> = max exp (h(z)) .

Somit ist h eine harmonische Majorante fiir die Folge (RV n(i)) .
1€

(2

Angenommen h ist keine exakte harmonische Majorante dieser Folge, dann gilt nach
Satz 2.11

i—00 € zeEK

k
lim sup HRz’H}(/”(’) < max exp (h(z)) = max exp (Z alGD(z,gl)>
=1

fiir jedes Kontinuum K C D\ {&1,..., &} Definieren wir fiir ein o > 1 beliebig

k
Yo 1= {z eD: ZOCIGD(Z7§Z) = loga} J

=1
dann erhalten wir

k
lim sup ||Rz||%n(z) < max exp (Z OélGD(Z,ﬁl)> =0.

1— 00 l:1
Somit existiert eine Teilfolge (R;)ica, A C N, sodass

1—>00

k
1
lim (n(i)log ||Ri\%> <logo = ZO&ZGD(Z,&) fiir jedes z € 7, .
i€A =1

Daraus folgt

k
zliglo (sup (%log\Ri(zﬂ - Zale(z,&)>> <0.
=1

IS
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Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung, denn aus (5.62) folgt mit Lemma 5.28

k
lim inf <sup (lei)logwi(z)] - ZalGD(z,fl)>> > 0.
=1

1— 00 2E€Ys

Also ist die Annahme falsch. o

5.4.2 Hiufungspunkte von w-Stellen

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels kehren wir zu den Anfingen der Untersuchung der Null-
stellenverteilung von Polynomfolgen zuriick. Wir leiten aus Satz 5.30 und aus Satz 5.31 Ver-

allgemeinerungen von Satz 3.1 ab.

Satz 5.33
Sei I' eine geschlossene Jordankurve, w € C und es existiere ein Gebiet A C €, wobei I' C 0A
sei, sodass fir jede abgeschlossene Menge M C A gilt

i —w, M
i 0 M) (5.71)
1—00 n(z)
Des Weiteren existiere ein ro > 1, sodass
) 1 L(T,,) logro R! 1 .
1 —1 P — 0 C — 1 i(2) — <0.
i sup (n(i) og || R — w4, + 2mn(0) | Ri—wllp, n(0) og min |Ri(z) —w| | <0
(5.72)
Zudem gelte
i 1

Ezistieren Punkte &1,...,& € D, k € N, sodass fiir jedes geniigend kleine € > 0 (5.42) und
(5.43) erfiillt sind und ist fir eine kompakte Menge K C D (5.62) erfiillt, dann ezistiert zu

jedem zy € T' und jeder offenen Umgebung U von 2y ein ig = io(w,U) € N, sodass

w € Ry(U) fir jedes i > ig. o

BEWEIS :
Wir zeigen zunichst, dass eine kompakte Menge KCD existiert, sodass

K(i)

1
liminf | sup | —=log |R;(z) — w| — ,
1—>00 2R n(z) ; n(z)

muli) o (z El(i)) >0. (5.74)
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Wir setzen K = K,(&1) € D, p > 0 geniigend klein, dann folgt aus (5.62) mit Lemma 5.28

lim inf <su9 <Ii((;)>> > 0. (5.75)
zeK

H; nimmt als subharmonische Funktion auf jeder kompakten Teilmenge von D ein Maximum

an, das heifst, es existiert fiir jedes ¢ € N ein z; € K mit

Hz(Z) . Hz(zz) _ 1 o . _K(l) ml(Z) } "
j;l};( (i) ) =) = BRI -2 Gp (=.6") -

Da & € K und d(8D, K) > 0, gilt wegen (5.43)

- Kz(i:)ml(i)g (lg(i)> 20
e | & () AT ’

und somit folgt aus (5.75)
1
lim inf (log|Ri(zi)|> > 0.

Also existiert fiir jedes ¢ > 0 ein i(c) € N, sodass

|Ri(zi)| > ¢ fiir jedes i > i(c). (5.76)
Nun gilt
K(7) .
o 1 my(4) (i)
liminf | sup | —=log|R;(2) — w| — ——=Gp | z,¢&
imoo \ o \ n(2) [Fil) | lZ; n(i) ( ! )

= liminf (sug (Hl(zz) + nlz' log B

1—>00 2eK

.. Hz(zz) w . i Zz)
>1 f ——log |1 — =1 f >
=0 < n@ n) BT Ria) > pitsy < n(0) > 0,
denn wegen (5.76) gilt fiir geniigend grofe i € N
Loqo <’— c1q w3
2 [Ri(z:)| = | Ri(z)|—  |Ri(z)] 27
das heifst,
_ w  [V/n@
Zlggo log I_Ri(zi) =logl=0.

Also ist (5.74) gezeigt. Da zudem die Polstellen von R; — w mit denen von R; fiir alle i € N
iibereinstimmen, sind somit sdmtliche Voraussetzungen von Satz 5.30 fiir die Folge (R; —w);en

erfullt.
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In der Notation des Beweises von Satz 5.30 angewendet auf die Folge (R; —w);en statt (R;)ien

N o— gro,Q(i) + ginf(i)
e \/ 7

gilt folglich mit

analog

lim d(i) =0.

1—00
Sei zg € I beliebig und U eine offene Umgebung von zg. Dann existiert somit ein Teilbogen

J C T, wobei 2y € J # {20}, und ein i; € N mit der Eigenschaft, dass
Siya@y(J) C U fiir jedes i > iy .

Wie im Beweis von Satz 5.19 ist

53 k
<V(TZ}ZS.) R wﬁ@) (Sl+d<i)(J))‘ =0,
=1

folglich existiert zu € > 0 ein iy = is(e) € N, i > 45, sodass

~ k
V(Rij') — Zal We, D (51+d(i)<J))
n(i) =1

Wihlen wir € geniigend klein, so gilt also fiir alle ¢ > 49

lim
1—00

< e fir jedes i > iy.

v(R;,U) _ v(Ri, St
n(l) = ()

k
)(J)) > Zalwfl,D(J) —e>0.
=1

Das bedeutet, dass fﬁz flir jedes ¢ > 49 in U eine Nullstelle hat. Jede endliche Nullstelle von
Ei ist auch Nullstelle von R; — w, also existiert fiir jedes i > i9 ein z € U mit R;(z) = w.

Folglich ist w € R;(U) fiir jedes i > is. m

Korollar 5.34

Sei I' eine geschlossene Jordankurve und es existiere ein Gebiet A C ), wobei I' C 0A und
d(T';0A\T) > 0 gelte, sodass (R;)ien auf A lokal gleichmdfig gegen eine holomorphe Funktion
[ konvergiert, wobei f|, # w, w € C, sei. Existieren Punkte &1,...,& € D, k € N, sodass
fiir jedes € > 0 geniigend klein (5.42) und (5.43) erfillt sind, ist (5.44), fir ein o > 1 (5.56)
und fir eine kompakte Menge K C D (5.62) erfillt, dann existiert zu jedem zy € T' und jeder

offenen Umgebung U von zy ein ig = ip(w,U) € N, sodass

w € R;(U) fiir jedes i > ig . o
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BEWEIS :

Konvergiert (R;);en in A lokal gleichmifkig gegen eine holomorphe Funktion f # w, so kon-
vergiert (R; — w);en auf A lokal gleichméRig gegen die holomorphe Funktion f —w # 0. Also
ist (5.71) aufgrund des Satzes von Hurwitz erfiillt.

Wir zeigen nun, dass (5.73) erfiillt ist. Dazu nehmen wir zunéchst an, dass

1/n(7)

limsup [|R; — wl|zp " > 1.

1—00

Daraus wiirde folgen

limsup || R; Hl/n(z > limsup(||R; — w|lap — lw) /™0 > 1.

1—00 1—00

Dies widerspricht (5.44), also ist

limsup || R; — w||1/n D<.

1—00

Angenommen es gilt

1/n(7)

liminf |R; — w5y < 1,
71— 00

dann folgt mit (5.56) analog zum Beweis von Lemma 5.24, dass f — w = 0. Dies ergibt einen
Widespruch, also gilt

lim [|R; —w]y7 = 1.

1—00

Wiéhlen wir ein 79 > 1 mit der Eigenschaft, dass A4,, C AUT, f(z) # w fiir jedes z € I';;, und
I';, beschrénkt ist, so konnen wir aus der lokal gleichméfigen Konvergenz der Folge (R; —w);en
gegen die holomorphe Funktion f —w # 0 zusammen mit (5.73) auch die Bedingung (5.72)

ableiten. Somit sind alle Voraussetzungen von Satz 5.33 erfiillt, also folgt die Behauptung. m
Aus Satz 5.31 kann analog der folgenden Satz abgeleitet werden.

Satz 5.35

Sei I' ein Jordanbogen, w € C und sei (5.73) erfillt. Existieren Punkte &1,...,&, € D, k € N,
sodass fir jedes geniigend kleine € > 0 (5.42) und (5.43) erfillt sind, und ist (5.62) fir eine
kompakte Menge K C D erfillt, dann existiert zu jedem zg € I' und jeder offenen Umgebung

U von zy ein ig = ig(w,U) € N, sodass

w e Ry(U) fiir jedes i > ig . o

Aus Satz 5.33 bzw. Satz 5.35 folgt, dass jeder Punkt von I' Hiufungspunkt von w-Stellen der

rationalen Funktionen R;, ¢ € N, ist. Somit ist insbesondere unter den Voraussetzungen von
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Satz 5.30 bzw. Satz 5.31 jeder Punkt von I' Hiufungspunkt von Nullstellen der Folge dieser
Funktionen.

Dariiber hinaus ist unter den Voraussetzungen von Korollar 5.34, wobei f auf A nicht konstant
sei, jeder Punkt von I' sowie unter den Voraussetzungen von Korollar 5.26, falls f auf keinem
der Gebiete A;, j = 1,..., L, konstant ist, jeder Punkt von 0D Haufungspunkt von w-Stellen
der Folge (R;)ien, und zwar fiir jedes w € C.
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6 Ausblick

Wir haben in dieser Arbeit Teile der von Erdds und Turan begriindeten Theorie der Diskre-
panzsitze fiir die Nullstellenverteilung von Polynomen auf rationale Funktionen iibertragen.

Es gibt einige Moglichkeiten, dies noch weiterzuentwickeln.

Die hier bewiesenen Sitze gelten in der Umgebung von Jordankurven der Klasse C?T. In
dieser Hinsicht sind sicherlich noch Verallgemeinerungen maglich, beispielsweise entsprechend
den Diskrepanzsétzen fiir Polynome von V. V. Andrievskii und H.-P. Blatt in [1]. Zwei Sétze
aus diesem Buch wollen wir hier exemplarisch angeben.

Sei im Folgenden fiir n € N
n
pn(z) = Zajzjy
j=0

wobei a, # 0 sei, und

Zunéachst sei I' C C eine quasikonforme geschlossene Jordankurve, also eine stiickweise glatte
Kurve, deren Innenwinkel an den Ecken nicht null sind, Q das Innere und D das Aufere von

I'. Wir wihlen ein np € Q mit p,(no) # 0, dann gibt es zwei konforme Abbildungen

®:D—-C\D mit ®(c0) =00 und & (c0)>0
und ¢:Q—D mit ¢(np) =0  und  ¢'(ny) > 0.

Fir o,7 > 0 und J C I' sei A, -(J) eine iiber ® und ¢ definierte (o, 7)-Umgebung von J.
Bezeichnen wir mit wg .4 das Stetigkeitsmodul von ® o ), wobei ¢ := ¢! sei, so existieren

Konstanten ¢, > 0, sodass

Waoyp(r) < ca® fiir jedes x> 0. (6.1)
Wir definieren weiter
ep :=supUMT™"(z) und eq:=ep+U""H(n). (6.2)
zeC

Satz 6.1 (Andrievskii, Blatt)
Seiep+eq <1 und a >0 so gewdhlt, dass (6.1) fir ein ¢ > 0 erfillt ist. Sei 0 < cg < 1 fest,

dann ezistiert eine Konstante C' = C(I',no, co) > 0, sodass
[(r = vn) (Aor ()] < C (ep +2q) /07
fiir jeden Teilbogen J C T, fiir o > o9 und 1 > 7 > O'(l)/a, wobei

oo:=14co(ep+ €Q)a/(1+a) .
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Sei nun E C C kompakt, wobei D := C\ E mehrfach zusammenhéngend und 0D regulir sei,
und Q C E°, wobei I := 9f) eine Dini-glatte geschlossene Jordankurve sei, das bedeutet, dass
der Winkel der Tangente an I' eine bestimmte Stetigkeitsbedingung erfiillt. Auflerdem gelte
d(Q,E\Q) > 0.

Wir wihlen ein 19 € Q mit p,(no) # 0. Wiederum sei ¢ : @ — D die eindeutige konforme
Abbildung mit ¢(ny) = 0 und ¢'(ng) > 0 sowie A, (J) fiir J C T und o > 0 eine o-Umgebung

von J.

Satz 6.2 (Andrievskii, Blatt)
Seien ep und eq wie in (6.2) definiert und o := \/ep +eq < 1, dann gilt

Vn({z €D: Gp(z,00) > log(l+0)}U{zeQ: |o(z)] <1— 0}) < 20,
und es ezistiert eine Konstante C = C(E,T") > 0, sodass
(ke —wn)(As(J))| < Co

fiir jeden Teilbogen J C T. o

Eine Méglichkeit, die Diskrepanzséitze in Abschnitt 5.1.1 zu verschérfen, wire die Nullstellen
innerhalb und auferhalb der betrachteten Kurve getrennt abzuschitzen, wie dies Erdélyi 2008

in [9] am Einheitskreis durchgefiihrt hat:

Satz 6.3 (Erdélyi)
Sei fir o < < a4+ 2w

S(a,8)={z€C: a<arg(z)+2nk < S, keZ},

dann gilt
v (8(, ) N (@ \D)) — L <16 | L 1og 1227
L ) 271' - |an‘
und
§) P« 1. lpalle
n s D) — <1 —1] )
v (S(a B)N ) o 6 - og 20| 5

In [2], einer Arbeit von Andrievskii, Blatt und F. aus dem Jahr 2011, wird die Aussage von
Satz 6.3 fiir die duferen Nullstellen auf quasikonformen Jordankurven {ibertragen.
Sei I' C C also wieder eine quasikonforme geschlossene Jordankurve, D das Aufere von I,

das Innere von I' und ng € €2 fest gewéhlt.
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Satz 6.4 (Andrievskii, Blatt, F.)
Sei ep definiert wie in (6.2), dann existiert ein = S(I') > 0 und ein ¢ = c¢(I') > 0, sodass

vn (S(J. D)) = pr(J) < ¢ (ep)”
fiir jeden Teilbogen J C T', wobei
S(J,D):={z€D: w(z) € J}
und 7 die zu den Niveaulinien von Gp(-,00) orthogonale Projektion auf T' sei. O

Zudem wird in [2] die Vermutung aufgestellt, dass eine Konstante ¢ = ¢(I",n9) > 0 und eine

Konstante 3 = B(I') > 0 existiert, sodass

vn (S(,9) = ur(J) < ¢ (e0)”
fiir jeden Teilbogen J C T', wobel e wie in (6.2) definiert sei,
S(J,Q) :={2€Q: m(z) € J}

und 7o die zu den Niveaulinien von Gq(-,19) orthogonale Projektion auf I' sei. Dies ist eine

Verallgemeinerung des Satzes von Erdélyi fiir die Nullstellen von p,, im Innern von I
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Symbolverzeichnis

C komplexe Ebene, S. 3

C =CU{c0},S.3

N Menge der natiirlichen Zahlen, S. 3

Np =NuU{0}, S.3

R Menge der reellen Zahlen, S. 3

R =RU{—00,00}, S. 3

Z Menge der ganzen Zahlen, S. 3

oM Rand von M in C, S. 3

M =MUOM,S. 3

MP° =M\0OM,S.3

d(z0, M) =inf{|z — 20| : z€ M}, S. 3

d(My, My) =inf{|z1 — 22| : 21 € My, 25 € M3}, S. 3
Z — 00 =z185.3

K, (zp) ={2€C:|z—2|<r},S.3

K, (o) ={2€C: |z|>1/r},S.3

D = K;(0),S.3

T =0D, S. 3

C?t Klasse der Kurven, deren Parametrisierung in der zweiten Ableitung eine

Hoélderbedingung zu einem positiven Exponenten erfiillt, S. 3

L(v) Bogenldnge der (stiickweise) rektifizierbaren Kurve ~, S. 3

C(M) Klasse der auf M stetigen Funktionen, S. 3

1/ 1l a2 =supep | f(2)], S. 3

supp(f)  ={z€M: f(z) #0}, 8.3

supp(7) = C\ U, wobei U grofite offene Teilmenge von C mit 7(U) = 0, S. 4

C*(U) Klasse der in U zweimal stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen,
S. 4

A Laplace-Operator, S. 4

Re(f) Realteil von f, S. 4

Im(f) Imaginérteil von f, S. 4
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0
n Normalenableitung, S. 6

n
fv -ds Integration entlang der Kurve v nach der Bogenlénge von ~, S. 6
I1, Menge der algebraischen Polynome vom Grad hochstens n, S. 6
Uur logarithmisches Potential von 7, S. 6

v(f,-) absolutes Nullstellenzéhlmaf von f, S. 6

0z Diracmaf zu zp, S. 7

LK Gleichgewichtverteilung von K, S. 7

cap(K)  logarithmische Kapazitdt von K, S. 7
Gp(+,20) Greensche Funktion zu D mit Pol in zp, S. 8

gp(-,20) = Gp(-,20) +1oglz — 20, S. 8

R.,p innerer konformer Radius von D beziiglich zg, S. 9

Wz, D harmonisches Mafy zum Punkt zg € D beziiglich D, S. 10

Tn — T Tn konvergiert schwach-stern gegen 7, S. 11

S(a, B) ={z€C: a<arg(z)+2rk<p, keZ},a<f<a+2mS.13
o(+) Landausche klein-o-Notation, S. 13

Konvexkombination aus Greenschen Funktionen zu D, S. 26

L, ={z€D: G(z) =logr}, S. 26

D, ={ze€D:G(z)>logr}, S. 26

Go = Gaq(-,m0), S. 27

r, ={2€Q: Go(z) =logr}, S. 27

A, ={2€Q: z€T,, 1<p<r} S. 27

St (v) ={z€D: G(z) <logo und 7(2) € v}, S. 26
S () ={2€Q: Go(z) <logo und my(2) € v}, S. 27

Se(7) =S; (M) USF (), S. 27
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